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経済学研究 45-4
北海道大学 1996.3

サヴェジ基礎論における術語worldについて(5 ) 

園

1.はじめに

この「基礎論」とは

Savage， Leonard Jimmie， The Found，αtions 

of Statistics， Wiley， New York， 1954 (Second 

Reuised Edition， Dover，New York， 1972) 

でのサヴェジ氏の思索のことだが，筆者はこの

紀要の1993年3月第42巻4号，頁は21(307)-47 

(333)， 1993年9月第43巻 2号， 14(144) -37 

(167)， 1994年9月，第44巻2号， 31 (125) -59 

(153)，及び1995年3月第44巻第4号，118(436)

-146(464)，において「基礎論」への注釈を試み

たのであり，一方，副次的注釈， rサヴェジ，レ
オナルドジミィ，による1961年の講義におけ

る個人的確率についてJ，1994年3月第43巻4

号， 176(603)-187(613)， も示した。

今回は第4，第5，第6公準(r基礎論」での
略記は順にP4，P5， P6)J定性的確率，

qualitative probabilityJ， r定量的確率， quan-
titative probability J，及び、「条件っき確率，

conditional probability Jに関するサヴェジ氏

の議論を読み取ることとする。なお今まで通り

~ X.y，z，はDover版の第X章第y節z頁を示す。

2. r自身にとってより確からしい」ということ
~ 3.1，27，の初めの段落(これは第 3章

Personal Probabilityの冒頭である)をヲ|くと

次である。

1 personally consider it more probable that 

a Republican president will be elected in 1996 

信太郎

than i t will snow in Chicago sometime in the 

month of May，1994. But even this late spring 

snow seems to me more probable than that 

Adolf Hitler is still alive. Many，after careful 

consideration， are convinced that such state-

ments about probability to a person mean 

precisely nothing， or at any rate that they 

mean nothing precisely. At the opposite 

extreme，others hold the meaning to be so self-

evident as to be unanalyzable. An intermedi-

ate position is taken in this chapter，where a 

particular interpretation of probability to a 

person is given in terms of the theory of con-

sistent decision in the face of uncertainty，the 

exposition of which was begun in the last 

chapter. Much as 1 hope that the notion of 

probability defined here is consistent with or-

dinary usage，it should be judged by the con-

tribution it makes to the theory of deci-

sion，not by the accuracy with which it analy-

zes ordinary usage. 

「確からしさ」を「定義」する際には， r世界」
に対する「個人」の態度というような個人的事

柄から，少なくとも原理上は，その「定義」は

無縁でなければならないという，確率概念に対

する非個人的態度をなぜか採る者にとっては，

「自身にとっては，某年某月の某所の雪よりも

某年の某党の勝利のほうが，より確からしいj

とか， r自身にとっては， この某所の春の雪の
ほうが，死んだはずの某氏が実はひっそりとど

こかで暮らしていることよりも，より確からし
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い」とかいうようなJ自身にとってはーより確
からしい」という言い回しはJまさに何ものを
も意味していない， mean precisely nothingJ 

か，少なくとも「何かを精確に意味しているな

どということはない， mean nothing precisely J， 

とせざるをえない代物なのである。だがしかし，

一方では， 1"自身にとっての確からしさ」に言

及しているこれらの表現は，少なくとも「自身」

にとっては，分析などできないくらいに「それ

自身として明らかである， self-evidentJ直観

的事柄を指し示しているのだという，かなり極

端な立場を採る者もいることであろう。

ところでサヴェジ氏はここで自分はある中間

的な立場を採ると述べているが，これは，不確

定性に直面している「個人」の行為の整合性(つ

まり「個人」の行いに現れる損得勘定における

一貫性)に着眼して， 1"個人」にとっての「確か

らしさ」を明確な様式で規定しようとする立場

のことであり，また， 1"個人」の行為の整合性に

関する議論は既に前章から始まっているのであ

る。

しかしこの段落の次の段落で， the concept 

“more probable to me than"is an intuitive 

one， open to no ambiguity and yet admitting 

no further analysisという「確からしさ」に

関する直観的見解に対して，サヴェジ氏が強い

不信感を表明していることは注意すべきであろ

う。「個人」にとっての「確からしさ」とは，不

確定性に直面している状況での行動様式に関す

るものであり，内的直観なるものを言辞的に表

明したものなどではないからである。実際， 27 

頁の末尾の文とこれに続く 28頁の文とを引けば

次である。

If the state of mind in question is not capable 

of manifesting itself in some sort of extra-

verbal behavior， it is extraneous to our main 

interest. If， on the other hand， it does mani-

fest itself through more material behavior， 

that should， at least in principle， imply the 

possibi1ity of testing whether a person holds 

oneevent to be more probable than another， 

by some behavior expressing， and giving 

meaning to，his judgment. 

従ってサヴェジ氏にとっての本来の「確から

しさ」を「直観的， intuitiveJ確率というふうに

とらえてしまうと誤解が生じやすくなるであろ

つ。

ところで彼は~3.1，28，の 2番目の段落で Cde

Finetti， Bruno，の議論から刺激を受けたことを

前の段落の末尾でことわったうえで)1"行動的

尋問， behavioral interrogationJの簡潔な例

を示すことによって，彼にとっての本来の「確

からしさ」がいかなるものかを伝えようするの

である。そこでこの行動的尋問の概略を述べる

と次のようになる。

今「私」は二つの「できごとJX及びYのどちら

が11彼」にとってより確からしいJのかを知り

たいものとする。そこで「彼jと同!.Jの両方にとっ

て「たとい微弱ではあっても，紛れもなく価値

がある」対象cを「私」が持ち出して， I"xが実際
に通用する場合にはそのcを「彼」に無料で与え

るが，適用しない場合には「彼」にcを与えるこ

とはない」という「くじXJ，及びYに関しでも

同様の「くじYJをJ私」が作り上げるものとす
る。さらにまた「私」はこれら(共通の賞cを持

つ)二つの「くじ」を「彼」に提示して，誠実に，

もちろん無料でJくじXJと「くじYJとの聞の二
者択ーを勧めるものとするのである。このよう

な状況において「彼」が例えば「くじYJを選ぶの

ならば， 11彼」にとっては， YのほうがXより

も「より確からしいJJと「私」が判断したとして

も，ただし「彼」にとっては対象cの内容がX，Y

が適用するか否かには依存しないとしてだが，

決して異様ではないであろう。またよりフォー

マルに， 11彼」にとってより確からしい」という

ことを「彼」が示す二者択一の有り様によって

「定義」するという立場を「私」が採ったとして

も，この「定義」は，選択肢閣の無差別性の問題
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を脇におけば，不当なものではないであろう。

ところで133.1，28，の2番目の段落でサヴェジ

氏が実際に示している行動的尋問の様式を末尾

の一文を除いて引用すれば次ぎである。

To illustrate the scheme，our idealized per-

son has just taken two eggs from his icebox 

and holds them unbroken in his hand.We won-

der whether he thinks it more probable that 

the brown one is good than that the white one 

is. Our curiosity being real，we are prepared to 

pay， if necessary， to have it satisfied. We 

therefore address him thus:“We see that you 

are about to open those eggs. If you will be so 

cooperative as to guess that one or the other 

egg is good，we will pay you a dollar， should 

your guess prove correct. If incorrect，you and 

we are quits，except that we will in any event 

exchange your two eggs for two of guaran-

teed goodness." If under these circumstances 

the person stakes his chance for the dollar on 

the brown egg，it seems to me to correspond 

well with ordinary usage to say that it is 

more probable to him that the brown one is 

good than the white one is. 

ここで「我我が問題としている理念化された

個人， our idealized personJというのは，多分，

「基礎論」で提示されている (1個人」の損得勘

定に関する)規範系に忠実な，あるいは忠実で

あるように日日努力する， 1個人」をさすので

あろう。またここでは， 1あなた」の推量がう

まく行くか否かにかかわらず，また問題の二つ

の卵の内容がいかなるものであれ，質が保証さ

れている我我の二つの卵を「あなた」の二つの

卵と引き替えることによって，我我の実験に

「あなた」が被験者としてかかわることでは「損

はしないJように配慮されているのである。

なおサヴェジ氏はこの次の段落では，例えば，

不確定性に直面している「個人」の行動様式を検

束するための (1個人」が自身に対して課す)規

範の探査やその動機づけなどを考察する場合に

は， 1これこれの状況に置かれた場合にはどの

ように感じるか」と自身や相手に問いただすの

ではなく， 1どのように行うか」と問うべきであ

ると主張している。このような「個人」が行う

(自身の行為に関する)想像上の実験に基づい

て規範系を探査し解釈して行こうとする流儀は，

行動的尋問を現実に行おうとすれば時間も費用

も多くかかるので，現実との妥協の産物と思わ

れるかもしれないが， 1公準」を一人一人が自

身へのマキシムとして解釈して行くべきである

とする規範的立場からすれば， この言辞的では

ないしかし現実の行動的尋問でもない，一人一

人の想像上の実験に訴えるやりかたは，中間的

な妥協の産物のようではあっても，正当である

としてよいであろう。なおこの段落(13 3.1，28， 

の下から 2番目の段落)を引けば次である。

There is a mode of interrogation intermedi-

ate between what 1 have called the behavioral 

and the direct. One can， namely， ask the 

person，not how he feels，but what he would do 

in such and such a situation. In so far as the 

theory of decision under development is re-

garded as an empirical one， the intermediate 

mode is a compromise between economy and 

rigor. But， in the theory's more important 

normative interpretation as a set of criteria 

of consistency for us to apply to our own 

decisions， the intermediate mode seems to me 

to be just the right one. 

このように自身の想像上の実験の場での「自

己」の選択によって示される無言の答えによっ

て， 1自身にとってより確からしい」という個

人的「確からしさ」への現実的な接近が与えら

れることに注意して，個人的確率の「定義」を

なんとか行ってみようというのである。なお，

13 3.1，30，の2番目の段落の官頭の文中の脚注で，
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“personal probability"という言葉はThornton

C.Fryによって口頭で自分へと示唆されたとサ

ヴェジ氏はことわっているが，そこではさらに

“subjective probability" ，“psychological prob-

ability" ，“degree of conviction"なども同じ

概念を表すものと見なせると彼は述べている。

しかしこのような同一視はサヴェジ氏にとって

の「確からしさ」を読み取る場合には多分誤解

を招きやすいことであろう。

3. not more probable thanと第4及び第5公準

前節では， Xが通用する場合には賞cが「個刈

に与えられ， Xが適用しない場合(つまりXの

否定-Xが通用する場合)には「何も与えられ

ない」という， rできごとJXに関する「くじ」
を利用した。そこでこの「くじ」を少しく一般化

するために，ただし対象c及びc'を想定して，

dよりもcがもたらされるほうが「できごとJX 

が適用するか否かにかかわらず「自身にとって

より得である」と， r個人」は既に判断してい
るものとしよう。さらにまた「できごとJYに
関しでも， Yか-Yかにかかわらず，少なくと

もその「個人」にとっては cがc'よりも得であ

るとしよう。そこで， c及びγをおのおの「あた

り」賞及び「はずれJ賞のように見なして， rx 

が通用する場合には賞cが -Xが通用する場

合には賞c'が， r個人」へともたらされる」と
いう「くじJL<X)と， YIこ関する同様の「くじ」

L<Y)とを，設定できることとなる。

この場合， これらの「くじ」の間での「個人」

による二者択一を想定したうえでだが， r個人」
の想像上の実験場における「自己」が，ただしX，
Yが通用するか否かにかかわらず‘c，c'の内容は

不変であるとして， L<X)よりもL<Y)を(得

であるとして)選ぶのならば， r自身にとって
は， rできごとJXよりも「できごとJYのほう
がより確からしい」とその「個人」が主張した

としても不当ではないであろうし，さらにまた

彼が，よりフォーマルに， r自身にとっての確
からしさ」をこのような rrくじ」聞の選択の

様式」によって「定義」することを試みたとして

も，決して異様ではないであろう。

だが，この「定義」が成立するためには， rあ
たり」及び「はずれ」賞の対c，c'が， (X及びY

に関する同様の「無縁性」を満たす，つまりX，

-X，Y，-Yのどれが実際に通用するか否かにか
かわらず，賞dは賞d'よりも自身にとってより

得であり， しかもその内容は不変であると，

「個人」によって判断される)他の対d，d'に置

き換えられたとしても，r自己」の選択の様式が
rxよりもYJから逆転してrYよりもXJになっ

てしまうことなどありえないことが必要である。

ところで「あたり」及び「はずれ」賞が金銭的

なものであり，当然「あたり」賞のほうが「はず

れ」賞よりも金額が(たとい徴弱ではあっても)

上である場合には， r個人」がその場で直面して
いる「できごと」が通用するか否かにかかわらず

「あたり」賞のほうが「はずれ」賞よりも得である

と彼が判断しでも，通常の状況では，不当では

ないであろう。さらにまたより一般的な場合で

はあっても，選択の様式が逆転してしまうこと

を(その「個人」にとって)合理的であるとは主

張し難いであろう。そこでd，d'に関する「くじ」

をプライム'をつけて表すとして， r自身にとっ
てL<X)よりもL<Y)が得ならば，やはり自身

にとってl'<X)よりもL'<Y)が得である」と

いう判断の様式は，少なくとも選択を行おうと

する者にとっては，不当ではないはずである。

つまり，一つの「賞の対」に関する「くじ」の間

での選択によって示される「自身にとっての確

からしさ」は他の「賞の対」に連関して示される

「確からしさ」と一致しなければならない，とい

うマキシムが浮き出てくることとなる。

ところでサヴェジ氏の流儀に従って，単なる

「賞」ではなく， r個人」にとっての本来の「結果J，
つまり「個人」が直面している「世界」の状態がい

かなるものであれその内容が不変である(その

「個人」にとっての)窮極的報酬としての「結果」

と連関して， このマキシムを書き換えることに

より， !'I3.2，31，の第4公準P4が提示される。
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この第4公準の内容を(表記法を原文とは少し

変えて)示せば次ぎのようになる。

第4公準。 c，c'，d，d'を「結果」とし c'く oc， 

d'く od，つまり「結果Jc，dはおのおのが，d'

よりもその「個人」にとってはより得であると仮

定する。またX，Yを (1世界」の部分集合として

の)事象とし，これらの「世界」に関する補集合

をおのおの-X，-Yとし，さらにまた(1世界」
から「結果の全体」への写像としての)行為f

<X) ，r<y) ，g<X) ，g<Y)を次ぎの様式で定義す

る。

r<x)(s)は， SEXの場合には値cを， またsE

-Xの場合には値c'を取る。

r<y)(s)は， sEYの場合には値cを，またsE

-Yの場合には値c'を取る。

g<X)(s)は， sEXの場合には値dを，またsE

-Xの場合には値d'を取る。

g<Y)(s)は， sEYの場合には値dを，またsE

-Yの場合には値d'を取る。

この場合， r<X)ζ・r<Y)，つまりIr<x)はf
<Y)よりも得というわけではないJ，あるいは

「その「個人」にとっては， r<Y)はr<x)と少な

くとも同等であるJ，と仮定すれば， g<X)ζ-

g<Y)が従う。

ところでサヴェジ氏による~3.2，31，での流儀

に従えば， IXはYよりも確からしいにはあら

ず， X is not more probable than Y Jあるい

は「その「個人」にとっては，確からしさに関し

てYはXと少なくとも同等であるJという表現

が次のように正式に「定義」されることとなる。

なお彼は不等号ζを流用しているがここでは

ζ*を用いることとする。

定義。 Xζ*Y即ちIXはYよりも確からしいに

はあらず」とは c'く oCを満たす任意の「結果」

の対c，c'に対して;

r<x)(s)は， sEXの場合には値cを， sE-X 

の場合には値c'を取る，

r<y)(s)は， sEYの場合には値cを， sE-Y 

の場合には値c'を取る，

という様式によって定義される行為r<x)及びf

<Y)が， r<X)ζ・r<Y)を満たす， ということ
であると定義する。

ところで第4公準を仮定すれば c'く。 cを

満たすある「結果」の対c，c'が存在してr<x):s:・
r<Y)ならば，他の同様の「結果」の対に対し

て導入される行為の間でも同様の選好が成立す

るのであるから，

c'く oCを満たすある「結果」の対c，c'が存在

してr<x)ζ・r<Y)ならば，Xζ*Y，

が従う。つまり， 1 d'く。dを満たす任意の「結

果」の対d，d'に対して(ただし今までと同様の

行為g<X)，g<Y)を導入して)g<X)ζ. g<Y) J 

を導くのだが，存在しているc，cFに対してf

<X)豆・ r<Y)が成立するのであるから， P4 

より， g<X)ζ・g<Y)が従い， :s: *の定義によっ
て， Xζ*Yとなるのである。ところがこの逆

はぜく oCを満たすc，c'が少なくとも一対存在

しなければ従わないのである。

解釈上は「世界」も「行為の全体」も空ではない

のだから，行為と「真の状態」とがもたらす報酬

も少なくとも一つはあるはずである。つまり

11結果」の全体」も解釈上は空ではないとしてよ

いであろう。ところが，どの「結果」も無差別で

あるのならば，その「個人」にとっては，解釈上

は，どの行為も無差別となってしまうのである

から，不確定性に直面した場合の(損か得かの)

選択の問題は実際上は成立しなくなるし，従っ

て，そのような「個人」は損得勘定のためのマ

キシムを探査する場からは，除外しておいてよ

いであろう。つまり，たとい微弱ではあっても，
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それらの聞の格差が無視しえない一対の「結果」

が存在することを仮定することは，正当なこと

である。

そこで次の第5公準P5が導入されることと

なる。

第5公準。ある「結果」の対c，c'が存在してc'

く。c。

このP5よりfT結果」の全体」が空ではないこ

とがフォーマルに従う。さらにまた c，c'に対

応する定数的な行為(例えば，常に値cのみを

とる写像)をおのおの<c)，<c')とすれば，dくo

cより<c')く・ <c)で、あるから， P 1より， <c)キ

(c' )が従うので， I世界」は空ではないし，ま

た少なくとも二つの異なる行為が存在すること

となる。

4.定性的な個人的確率

「結果Jの対c，c'と事象Xとに対してIX上で

値cのみを，また-X上で値c'のみを取る写像」

を導入したが， このような写像を[c，c'，XJと表

言己することとしよう。

ところで'c，c'を任意の「結果」としてc'く oC 

と仮定する。この場合 [c，c'，XJ ζ ・[c，c'， 

YJ とX~*Yとは同値となる。後者から前者が

従うことはζ*の定義により明らかである。ま

たd，d'をd'く odを満たす任意の「結果」とす

ると，前者及びP4より [d，d'，XJζ・[d，d'，YJ 

が従うので，X~*Yとなる。

また， P 5によって存在が保証されている

「結果」の対c〆，c'く oCを一つ固定しX，Yを任
意の事象とすると，P1により I[c，c' ，XJζ ・[c，

c' ，YJあるいは[c，c'，YJ ~・ [c，c' ，XJ Jo P 4 

により，前者からはXζ*Yが，また後者から

はYζ*Xが従う。故にIX~*YあるいはYζ*

XJが従う。

またさらに事象Zを考えると，やはりPlによ

りI[C，C'，XJζ・ [c〆，YJかっ[c，c'，YJζ・

[c，c' ，ZJならば， [c，c' ，XJζ・ [c〆，ZJJ。こ

れとP4 とにより IXζ*YかっY~*Zならば，

X~*ZJ が従う。実際，後者の「ならば」にお

ける前半から前者の「ならば」における前半が従

い，前者の「ならば」における後半とP4とによ

り後者の「ならば」における後半が従う。

また同様のc，dを用いることとし， X，Y，Zを

事象としてX，YのおのおのとZとの共通部分は
空であるとする。またXζ*Yとする。この場

合 [c，c'，XJζ ・[c，c'，YJ となる。これら二

つの行為(あるいは「くじJ)は -(XUY)=-X

n-Y上で、共通の値c'を取るが，仮定によりZ
は-(XUY)に含まれる。そこでZ上で共通の

値cを取るように(ただし他の箇所はそのまま

にして)二つの行為を変形すると，これらは~

(XUY)上で一致しまたXUY上では変形され

ていない行為[c〆，XUZJ及び[c，c'，Y UZJ と

なる。故に， P 2によりこれらの聞の選好は不

変であり， [c，c' ，X U ZJζ ・ [c〆，YUZJが

従う。故に， P4より， XUZζ*YUZが従う。

また逆にXUZ~*YUZである場合には， Z上

の値をcからc'へと変形して同様にP2を用い

ると [c，c'，XJζ・ [c，c' ，YJとなり， P 4を用

いると， X三二*Yが従う。
故に， X，YのおのおのとZとの共通部分が空

である場合には X<二*YとXUZζ*YUZと

は同値である。

またXを任意の事象とすると φζ*X。実際，

c，c'を今までと同様として，値cを取る定数的

行為をくc)とし，<c')も同様とすると， Xが実際

上不可能(あるいはnull)な事象である場合に

はば〉ζ ・(c)givenXとなる。 <c)を-Xで常

に値c'を取るように変形した行為は[c，c'，XJに

等しく，また<c')=[c〆，ゆ]であるので，これ

らが-X上で一致していること及び、条件っき選

好の定義により，[c，c'， φJ~ ・ [c，c' ，XJが従

う。故に， ζ*の定義及びP4により ，ctζ*X

となる。 Xが実際上不可能というわけではない

とすると，ピく oC及び、P3により， <c')く・

<c)given Xが従う。故に，条件っき選好の定

義により， [c，c'， ct Jく・ [c，c'，XJ。故に [c，
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c¥ゆ]三二・ [c，c' ，XJ。故に， ζ*の定義及び

P4により， φ三二*Xが従う。
また「世界J8は 18'::;:*φ にはあらず」を

満たす。実際， c，c'を今までと同様として，か

っ8'::;:*φ と仮定すると，三二*の定義により，

[c，c' ，8Jζ・ [c，c' ，ゆ]。故にくc)ζ ・<c')。

ところがc'く。cであるから， 1結果」間選好の

定義により<c')く・ <c)。故に，く・の定義に

よりJ<c)'::;: • <c')にはあらず」。故に矛盾が
生じる。

ここでζ・の場合と同様にしてζ*に基づい

て次の二つの(事象聞の)二項関係を導入するこ

とができる。

Xく*Y(XよりもYは確からしい)とはIY

ζ*Xにはあらず」ということであると定義す

る。

X= *Y (XとYとは同程度に確からしい)

とはIX'::;:*YかっYζ*XJということである

と定義する。

例えば，上の「世界J8に関する主張は11世界J
Sはφく*8を満たす」となる。

さらにまたIX=*ゆと IXは実際上不可能

である」とは同値である」が従う。 c，c'を今ま

でと同様にc'く oCを満たす(その存在がP5

によって保証されている)1結果」の対とする。

主張の後半を仮定すると「実際上不可能」の定

義により<c')ζ・<c)givenXかっくc)ζ・<c') 

given X。条件っき選好の定義により， [c〆，

o J .::;:. [c，c' ，XJかっ [c，c'，XJζ・ [c，c' ， 
ゆ]。故に， P4及び三二*の定義により， φ三三*

XかっX.:::二*φが従う。故に，=*の定義により

X=*φが従う。

次に逆を示すために主張の後半の否定である

IXは実際上不可能ではない」を仮定する。 P3

より<c')く・ <c)givenX。条件っき選好の定

義により [c，c'，φ]く・ [c〆，XJ。く・の定

義により， [c，c' ，XJζ・ [c〆，φ] にはあら

ずo .::;: *の定義により， X三二*φにはあらず。

故に=*の定義により，X=*φ にはあらず。

ところでサヴェジ氏は133.2，32，の官頭の段落

で「定性的確率， qualitative probability Jとい

う言葉を正式に次のように定義している。

A relationζ・betweenevents is a quali-
tative probability if and only if，for all 

events B，C，D， 

1. .:::二・ isa simple ordering， 

2. Bζ・C，if and only if B U D .::;:・ C
UD，provided B n D = C n D = 0 ， 
3. 0ζ・B，0く・ 8.

ここでOとは空集合のことであり，く・はζ ・

及び「にはあらず」によって「自然、に」定義され

る二項関係であるが，さらに彼はこの後の段落

で次のように注意を促している。

It may be helpful to remark that the second 

part of the above definition says， in effect， 

that it will not affect the person's guess to 

offer him a consolation prize in case neither B 

nor C obtains，but D happens to. 

さらにまたこの後で， 1行為聞の「個人」の選

好によって定義したnotmore probable thanと

読まれる事象聞の関係は定性的確率である」と

いう内容の「定理 1Jが提示されるのである。な
おサウoェジ氏はその証明を省略しているが，上

で筆者が論じたことにより証明は明らかである

だろう。つまりζ*は「個人的な」定性的確率

とでもよぶべき， 1個人」の行為に基づく，事

象聞の関係なのである。なおまた定性的確率の

定義における三つの性質を以下では順にQL1，

QL2，QL3として言及する。

5.定性的確率に関するいくつかの命題

前節の「定理1Jから従う命題の例として 133. 

2の末尾に32頁から33頁にかけて漬習問題とし



56(422) 経済学研究 45-4 

て11個の小さな命題が掲げてあるのだが，その

直前の段落を引けば次である。

You will have no difficulty in proving that 

Theorem 1 follows from P1-5.Theorem 1 has 

many consequences of the sort one would ex-

pect if .:::;: meant“not more probable than"in 

any sense having the mathematical properties 

ordinarily attributed to numerical probabil-

ity. This is illustrated by the following list of 

exercises，which should not only be proved for-

mally， but also interpreted intuitively.One 

easy exercise not included in the list below， 

because it is not strictly a consequence of 

Theorem 1 alone， is to show that B 圭 0，if 

and only if B is a null event. 

この末尾の文の，容易に証明はできるが「定

理1Jから直接に従うとは見なし難い命題とは，

前節の「定性的確率の定義」の前で示したものに

ほかならない。そこの証明では， I実際上不可

能な事象， virtually impossible event， null 

eventJの定義とP3とが「自然に」利用されて

おり， I定理1Jの，つまり「ζ*は定性的確率
である」の，直接的帰結とは言い難いであろう。

なお，ここではこの演習問題の内容を少しだけ

増して提示する。またサヴェジ氏は 1，2a，2b，3，

4a，4b，4c，4d，5a，5b，6，と番号を振っているが，

ここではただの通し番号とする。

1. XCYならばo.:::;:*x.:::;:*yζ*s 。
ここで結論の左端はQL3より従う。また右

端は，YCSであるので，一般の場合より従う。

仮定よりY=Y'UX，Y' nx=ゆとできる。 QL

3より φ三二*Y'0 QL 2よりゅ ux三二*Y'UX。

故にx':::;:*Yが従う。

2. X，YのおのおのとZとの共通部分は空であ

るとする。この場合，xく*YとXUZく*YUZ

とは同値である。

QL2よりY':::;:*xとYUZ':::;:*XUZとは同値

である。故に，おのおのの否定の間でも同値が

成立する。故に，く*の定義により結論が従う。

3.φく*YかっXとYとの共通部分は空であ

るならば， xく*XUY。

上の2により φしJXく*YUX。ここで左辺は

Xにまた右辺はXUYに等しい。

4. X.:::二*Yと-Yζ*-Xとは同値である。

前半を仮定する。 x=xns=xn(-YuY)=

(x n -Y) U (x n Y)であり，同様に， Y=(Y 

n-x) u(ynx)。故にQL2よりX円-y.:::;:*

Yn-x。さらにまたQL2より， (xn-Y) U 

(-xn-Y)ζ* (Y什-X)U (-X日-Y)。
ここで左辺は (XU-X)パ-y=sn-Y=-Y

に等しく，同様にして右辺は-xに等しく，故
に-Yζ* -xが従う。また逆に後半を仮定

すると，既に示したことにより， -(-X) 

ζ*  -(-Y) となるが， ここで左辺はXにま

た右辺はYに等しい。

またさらにく*及び=*の定義に注意すれば

IXく*Yと-Yく* -xとは同値である」及

び IX=*Yと -x=* -Yとは同値である」

が従う。

5. Xζ*YかっYとZとの共通部分が空ならは

XUZ':::;:*YUZが従う。

x' =xn-zとすると上の lよりx'ζ*xと

なる。故にQL1よりx'.:::;:*y。またQL2より

x'UZζ*YUZ。ここで左辺はXUZに等しい。

また仮定の ζ*がく*であれば結論の方

もく*となる。

6. X三二*ゆならば， x= *φかっ任意の事象

Yに関してXUY=*Y。

QL3よりゅζ*xであるので前半は=*

の定義により従う。また上の 5よりXUy.:::;:*。UY=Y。一方上の 1よりy.:::;:*XUY。故
に=*の定義により後半も従う。
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7. 8ζ*xならば， x= *8かっ任意の事象

Yに関してxny=*y。

上の lよりx.::;:*8であるから前半は=*

の定義により従う。また上の 4により-x
ζ*  -8=φ。故に上の 6により -Xu-Y

=* -Y。さらにまた上の 4により xny=

-(-XU-Y) = * -(-Y)=Y。故にxny

=*Y。
また4を用いずに示してみると，上の lより

Yu(xn-Y)ζ* 8 。またx=(xny)u(x 

n-Y)。故に Sζ*xならば， QLlにより，

Yu(xn-Y)ζ* (x n Y) u (x n -Y)。故

にQL2によりYζ*x什Y。一方上の lにより

xnyζ*Y。故に=*の定義により結論が

従う。

8. XUZζ*YUZかっXとZとの共通部分が空

であるのならば， X<二*Y。

Y' =Yn-zとすると，xuz.::;:*y'uzかっ

Y' nz=φ。故にQL2よりx.::;:*γ。また上

の 1より Y'ζ*Y。故に QL1より x

'::;:*Y。
なお，仮定がく*であるのならば結論も

く*となる。

9. X三二*Yかっx'.::;:*γであり， さらにYと

γとの共通部分は空であるとする。この場合，

xux'ζ*YUY'が従う。

x' =(x' n y) u (x' n -Y)及びY=(yn

X') U(Yパ-X')という分割に注意して， z= 

x' ny，x"=x' n-Y，Y"=Yn-X' とする。

Ynx"=φなので上の 5よりxux"三二*YU

x"。ところがY=Y"uzより右辺はY"U (zu 

xつに等しく，またzux"=x'。故にxux"

ζ*y"UX'。またx'ζ*Y'及び5より，x'u 

y"'::;: *Y' UY"。故lこQL1より xux"ζ*

Y'UYらまた (Y'UY") nz=ゆであるので

やはり 5により， XUX"UZ:::;二*Y'UY" UZ。

ところがx"UZ=X'かっy"uz=Y。故にxu

x''::;:*YUY'が従う。

なお仮定の内の少なくとも一方がく*である

場合には結論はく*となる。

10. XUX'ζ*YUY'であってx，x'の共通部

分が空であるならば， X.::;:*yあるいはx'.::;:*

Y'。
結論を否定するとiYく*xかっγく*x'J 
となる。故に上の9によりYUY'く*xux'。

これは仮定に反する。

なお仮定がく*である場合には，結論のζ*

をく*に置き換えてよし、。

11. X三二*-xかっ-Yζ*Yならば .x<二*Y

が従う。

結論を否定するとYく*xとなる。これと仮

定の前半によりYく*-xが，また後半により

-Yく*xが従う。故に上の 9より YU-Y

く*-xux。故にSく*8となるが， QL 1よ

りs:5.二*8であるので，く*の定義により矛盾

が生じる。

なお仮定の内の少なくとも一方がく*であれ

ば結論もく*となる。実際，例えば，仮定の前

半がく*であるとする。一方Xく*Yの否定は

Yζ*xである。そこでこの否定と仮定の前半

とによりYく*-xが，また後半により -Yζ*

Xが従うので，上の9よりSく*8となる。

また仮定が共に=*であれば(= *の定
義により)結論も=*となる。

ところでこの11(原文では6)に対してサヴェ

ジ氏はequalityholding in the conclusion，if 

and only if it holds in both parts of the hyp-

othesisと述べているが， ifの方は上で注意した

ように=*の定義によりほとんど明らかなの

だが， only ifの方は従わないのである。例え

ば，棒を三等分するように目印をつけて，一方

の端の部分をXとし他方をYとすれば，これらの

長さは三分のーとなり等しいが，-x及び-Yの
長さは共に三分の二である。
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6.定量的確率の定義と定性的確率への一致

!l3.3，33，の冒頭の段落の末尾の二文で， rr世
界」はいくらでも細かく，その「個人」の定性

的確率に関して，等分割できるJ，つまりrs=
X1U …UXn，x，nxj=φciキj)，X，= * X;Ci，j = 1，…， 
n)，を満たす無限に多くの自然数nと「世界」に

対する一様な分割くXl，...，Xn)とが少なくともそ

の「個人」にとっては存在する」ということを，

「個人」に対する「要請， postulateJとしてしま

うことによって，その「個人」にとっての定量

的確率の「存在」を示してしまおうという流儀

に対して，サヴェジ氏は不信感を示しているが，

この二文をそのまま引けば次である。なお後半

にnomore probable thanとあるのは多分not

more probable thanのことであろう。

It might fairly be objected that such a postu-

late would be flagrantly ad hoc.On the other 

hand，such a postulate could be made rela-

tively acceptable by observing that it will ob-

tain if，for example，in all the world there is a 

coin that the person is firmly convinced is 

fair，that is，a coin such that any finite se-

quence of heads and tails is for him no more 

probable than any other sequence of the same 

length;though such a coin is，to be sure，a con田

siderable idealization. 

例えば， rr長さ」が等しい」という場合には，
測定のための基準と方式とが明確に規定された

うえでの「等しい」であるはずだが， rr確からし
さ」が等しい」という場合の「等しい」は，その

内訳が「長さ」の場合ほど明白であるとは言い難

いであろう。実際， r確からしさ」での「等しい」
が「長さ」での「等しい」よりも直観的により明

白な内容であるなどとは(通常の「個人jにとっ

ては)言えないはずで、あるし，また「世界」に対

する「一様な」分割の存在を，なんらかしらかの

「一様な」乱数(ただしいわゆる数ではなく Hや

Tというような記号でもよい)発生装置の存在

を天下り式に認めてしまって，証明してしまう

などというやりかたによって， r確からしさ」
の基礎づけが遂行できるとも言い難いであろう。

そこでサヴェジ氏は， r世界」に対する「一様な」
分割の存在を自明視せずに， r個人」にとって
の定量的確率の存在を示さなければならなくな

るのである。

ところでこの「定量的確率， quantitative 

probability Jという言葉は!l3.3，33，の 3番目の

段落から持ち出したのであり，これを引けば次

である。

To begin with，let me say precisely what is 

meant，in the present context，by a probability 

measure，this being the standard term for 

what I would here otherwise prefer to call a 

quantitative probability，and what it means 

for a probability measure to be in agreement 

with a qualitative probability. 

さらにこの次ぎの段落をそのまま号|く。

A probability measure on a set S is a func-

tion P(B) attaching to each BcS a real num-

ber such that: 

1. P(B)注 ofor everyB . 
2. If BnC = 0， P(BUC)=P(B)+P(Cう.

3. P(S) = 1 

This definition，or something very like it，is at 

the root of all ordinary mathematical work 

in probability. 

ところで!l3.4，40，の 2番目の段落でサヴェジ

氏自身が認めているようにJ確率測度， prob-
ability measureJという術語は完全加法族や

完全加法性との連関で定義されるのが普通であ

るので，ここでは文脈上より適切な「定量的確
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率」の方を用いることとする。なおサヴェジ氏

は~ 2.5，14，の末尾の段落で， The notation 

f will be u8ed to denote an act， that is，a 

function，attaching the consequence 1(s) to 

the states. The notation f is logically a better 

name for a function than the more customary 

1(s) for exactly the same rea80n that the 

word“logarithm"is a better term for loga-

rithm than“logarithm of x"would be. と注

意しているが， この流儀によれば，上の定義は，

"'is a function P attaching to each Bc 8 a 

real number P(B) such that:…，とでもすべ

きであろう。

また「定量的確率が定性的確率に一致する」

とはどういうことかが~3.3，34，の冒頭の段落で

定義されているが，そこでは「定量的確率が定性

的確率に一致する(あるいは厳格に一致する)，

・・(strictly)agrees wi th... Jと「ほとんど一致す

る，…almostagrees with...Jとの二つの「一致

するJが言及されている。(定量的確率の定義

とともに)これらを提示すると次のようになる。

定義。 PがS上の定量的確率であるとは，PがS

の各部分集合に対して(即ちJ世界Jにおける
各事象に対して)実数を対応させる写像であっ

て次の1，2，3を満たすことであると，定義する。

1.任意の事象Xに対してO孟P(X)。

2.任意の事象X，Yに対して， これらの共通部

分が空であるのならば，P(X U Y) = P(X) + P 
(Y)。
3. P(8) = 1。

定義。 PをS上の定量的確率としζ*を定性的

確率とする。この場合，Pがζ*に(厳格に)

一致するとは，任意の事象X，Yに対して，P(X) 

壬P(Y)とXζ*Yとが同値となることであると，
定義する。またPが ζ* にほとんど一致する

とは，任意の事象X，Yに対して， X.::;:*yなら

ば P(X)豆P(Y)となることであると，定義す

る。(この定義によりfr.厳格」ならば「ほとんどJJ

となることは明らかである。)

7. P 6'及び第6公準

第6公準P6は， ~ 3.3，38，の後半でサヴェジ

氏がP6'として導入している (1個人」の)定

性的確率への要請を動機として， 39頁から40頁

にかけて~3.3の末尾で提示されている。また

34頁から38頁にかけての「ほとんど一様な分割，

almost uniform partitionJ， 1精密， fineJJほ

とんど同等， almost equivalentJ， 1緊密，

tightJ，などに関する議論は， P6'の動機づけ

を彼自身の立場から探査するために展開されて

いるのである。このP6'の内容は次である。

P6' X及びYを「世界J8の任意の事象とし

ζ*を「個人」の定性的確率とする。この場合，

Xく*Yならば， 8のある分割が存在してその

各項Zに対して， XUZく*Y。

さらにまたこれに続く 38頁から39頁にかけて

の段落を，冒頭の一文を除いて引用すると次ぎ

である。

Suppose，for example，that you yourself con-

sider BくC，that is， that you would definitely 

rather stake a gain in your fortune on C than 

on B. Consider the partition of your own 

world into 2" events each of which corres-

ponds to a particular sequence of n heads and 

tails， thrown by yourself，with a coin of your 

own choosing.It seems to me that you could 

easily choose such a coin and choose n suffi-

ciently large so that you would continue to 

prefer to stake your gain on C， rather than on 

the union of B and any particular sequence of 

n heads and tails. For you to be able to do 80， 

you need by no means consider every sequence 

of heads and tails equally probable. 
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例えば，その「個人」にとってXく*Yである

とし，一方で彼は，一枚のコインを実際に自分

で選んで，それを何回か自分で投げ上げること

によって得られる(各回の結果が「表」か「裏」

かである)r裏」と「表」とからなる系列を観察
するという，想像上の実験を定めるものとする。

この場合，投げ上げの回数をmとすれば可能な

実験結果の総数は2m個であるが，各実験結果を

「世界」における「できごと」と見なせば，r世
界」は2m個の事象ZI，Z2，… ZM，M=2m，へと分

割されることとなる。すると各項Zi，i=1，2，…，

M~こ対して，XUZiく *YあるいはYS: *XUZi

であるが， (例えば「個人」が自分の財布のあり

ふれたコインを選んだとして)投げ上げの回数

mを「充分に」大に取れば， r各項Zi，i=1，2，…，M
に対してXUZ，く*YJが，少なくともその「個

人」にとっては，満たされることとなるとして

も不当ではないであろう。しかしM個の系列が

「確からしさ」において互いに同等である，つ

まり<ZI，Z2，...，ZM)は「世界」に対する一様な分

割である，などと仮定する必要はないのである。

ところでXく*Yは解釈上は.rr個人」にとっ
ては， XよりもYの方が確からしいJ，つまり

(c'く。cとして)くじ [c，c'，X]よりもくじ [c，

c' ，Y]の方を自身にとって得であるとして選ぶ

という，いわば「直接的な」内容を表すはずの

ものである。しかし「定義」からすれば， これ

はrYζ*Xにはあらず」というように否定に

よって示される「間接的な」状況を指すのである。

だがP6'は，く*がζ*に対する否定によっ

て導入される単なる派生的な関係ではなく，X

く*Yを満たすX，Yの聞には(たとい微弱では

あっても，従って上で述べたmを「充分に」大

に取る必要があるであろうが)r個人」にとっ
ての(損得上の)格差が紛れもなく存在してい

ることを示唆しているようである。つまり

P6'によって，く*が(消去法的選択やその

否定などではない)本来の選択であることが暗

に示されているようなのである。

ところでこのP6'からサヴェジ氏の議論を

逆方向に少し読み直してみると，結局彼は，定

性的確率三三*の一般的な定義(つまり上の第4

節でのQL1，QL2，QL3 )とく*に関する要請P

6'とからζ*に(厳格に)一致する定量的確

率の一意的存在を導いていることとなる。

実際， ~ 3.3，37，の「定理3Jの証明の末尾の部

分である38頁のPart5で利用されている論法

によって (ω={O，1，...，n，...}， 0から始まる自

然数の全体，として)，任意の事象Aに対して，

三つ組の系列<Xn，Zn，Yn)，nεω，で，<Xn，Zn，Yn)は

Aに対する分割であり， Xn三二*YnUZn，Yn三二*

XnUZn， XnCXn+1， Yncy叶 1，かっZn+1三二*znn

""Zo+l，を満たすものが存在することが従う。

このような三つ組の系列によって，例えばX=

U {Xn I nεω} ，Y = (U {Y n I n Eω}) U (n 

{Zn I nεω})とすると， Aに対する等分割くX，

Y)が，即ちA=XしJY，xny=φ，X=*Y，を満

たすくX，Y)が，存在することが従う。なおここ

で (P6'により)円 {Zn I nEω} = *φ と
なる。

なおこの三つ組系列の存在を示す際に，サヴェ

ジ氏は次の原理を暗黙の内に(あるいはほとん

ど本能的に)利用しているようである。つまり，

rAを空ではない任意の集合とし，またRをA上
の任意の二項関係とする。この場合，任意のx

EA~こ対しであるyEAが存在してR(x，y) なら

ば， ωからAへのある写像fが存在して任意のn
Eωに対してR(j(n)，j(n+1 ))oJという，従

属選択 (dependingchoice)の原理(あるいは

公理)がだまって利用されているのである。な

お注意すべきなのは，Rσ(i)，jCi+l))，i=O，1，…， 
n，を満たす系列<J(0 )，j(1 )，…，j(n) ，j(n + 1 ) 
〉を数学的帰納法で構成しでも， r個人」の面前
には系列 n+l，n+2， n+3，…，が続いており，

彼が直面している状況は始めの場合と本質的に

は変化していない，ということである。

ところで(定性的確率の定義 P6'従属選

択の原理により)任意の事象が等分割されるこ

とが示されるのだが，一方， r世界JSを二つの
部分に等分割し，さらにまたこれらのおのおの



1996.3 サヴェジ基礎論における術語worldについて(5) 国 61(427) 

を二つの部分に等分割し，さらにまたこれらの

各部分を二つの部分に等分割し，…，という等分

割の系列を考えるのならば，各mEω番目の段

階においては「世界」に対する2m個の部分への等

分割が，つまりSに対する2m個の項からなる一

様な分割が，得られることとなる。

このような一様な分割の系列によって，♂ただ

し2m個への等分割では，当然，各項に対して

「確率J1/2mが配分されることとなるが，1世

界」の各事象の「確率」を評価できることとなり，

その結果としてS上の定量的確率Pが定義され

ることとなる。さらにまたこのPが定性的確率

ζ* に厳格に一致することも，また一意的に

定まることも，示される。

またサヴェジ氏はさらにこのPに対して，それ

がいわば「細密」であること，つまり，IAを任
意の事象としαをO以上1以下の任意の実数と

する。この場合，BcAを満たすある事象Bが存

在して，P(B)=α・P(A)oJが従うことを，

示しているのである。

ところでより細かい点を読み取るために~3. 

3，38，の「定理4Jを次に号|く。

THEORElV[4ζ・isboth fine and tight，if 
and only if，for every Bく・ C，there exists a 

partition of S the union of each element of 

which with B is less probable than C. 

ここで豆・は一般の定性的確率を表す。また

後半では，く・が(この定理の後で提示される)

P6'に相当する性質を満たすことが主張され

ている。つまり， 1く・がP6'に相当する性質

を満たすことと，三二・が「精密，fineJかっ「緊密，

tightJであることとは，同値である。」という

のがこの定理の内容である。ところで「精密」

の定義だが， Wiley版の36頁から37頁にかけて

の一文では， If and only if，for every B >・
0， there is a partition of S ，no element of 

which is more probable than B ζ・isfine. 
となっているが， Dover版では，…， no element 

of which is as probable as B ζ ・isfine. 
となっている。これはDover版の37頁の脚注に

よればMalcolmPikeの指摘によって修正した

とのことである。しかしこのasprobable asは

文脈からすればatleast as probable asのこと

であろう。従って，記号三二*を流用して一般の

定性的確率を表すものとすれば， 1ζ*が精密

であるとは， φく*Xを満たす任意のXに対し

て「世界」に対するある分割が存在してその分

割の各項Yに対してYく*X，ということであ

ると定義する。」となる。

一方「緊密」の定義は37頁の官頭の段落の末

尾で定義されているのだが，その際「ほとんど

同等， almost equivalentJという事象聞の関

係が用いられているのであり，その定義を述べ

れば， IIXとYとはほとんど同等である」とは

Ixnv=ynw=φ，φく*v，かっφく*Wを

満たす任意のV，WIこ対して， Y::;::*XUVかっ

Xζ*YしJWJということであると定義する。」

となる。そこでさらに，11任意のX，Yに対して，

X=*YとIXとYとはほとんど同等である」と

は同値である」という場合，かっその場合に限っ

て， ζ*は緊密である。」と，定義するのであ

る。なおX，Yが同等ならば「ほとんど同等」とな

ることは明らかである。

ところが「緊密」であることとIXく*Yを満

たす任意のX，Yに対しであるZが存在して， X

パZ=φ，φく*Z，かっXUZく*YJとは同値で

あるが従う。実際， 1緊密」を仮定しておいて，

さらに後者の否定を仮定するとJXく*Yを満
たすあるX，Yが存在して， xnz=φ，φく*z

を満たす任意のZに対してy::;::*xuzJとなる

が，これより「このX，Yはほとんど同等である

が， X=*Yではない」が従い， 1緊密」とい

う仮定に反することとなる。また逆を示すため

に後者の主張を仮定しておいて， 1緊密」では

ないとする。この場合IXく*Yかっ， xnv= 

φ，φく*vを満たす任意のv!こ対してYζ*X

UVJを満たすX，Yが存在するが， これは仮定

に反する。ところで(両者は同値ではあるが)
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後者の主張の様式によれば「ほとんど同等」を

経由する必要がないので論証の際に便利である。

ところで上の「定理4Jは「豆*が精密かっ緊
密であることとく*がP6'を満たすこととは

同値であるJとなるが，サヴェジ氏は証明は容

易であるとして省略しているので補っておくこ

ととする。まず後者から前者が従うことを示す

ためにP6'を仮定する。「精密」であることは，

ゆく*Xとすると，P6'により， 1世界」に対す

るある分割が存在して，その各項Yに対して，Y=

φUYく*X，より従う。次に「緊密」である

ことを示す。 Xく*Yとすると， P6'により，

「世界」に対するある分割が存在してその各項

Zに対してxuzく*Y。ここで各Zに対してZ日

-X=*φ とすると， X=* Sとなり，Sく*
YとなってY::;;>SIこ反することとなる。故に，

ゆく*zn-xを満たすZが存在するが， z' =Z 

n-xと置くと， XUZ'く*Y，xnz' =φ，φ 

く*z'となり，上の段落で注意したように，

~*は「緊密」となる。次に逆を示すために前者

を仮定する。またXく*Yとする。「緊密」で

あるので， XUZく*Y，xnz=ゆ，φく*zを

満たすZが存在する。一方「精密」であるので，

このZに関して「世界」に対するある分割が存在

してその各項Vに対してVく*z。故に， この

各項Vに対してXUVく*xuzく*Y。故に，

「世界」に対するある分割が存在してその各項

Vに対してxuvく*Y，が従う。
ところで133.3の末尾(39頁から40頁)で第6

公準P6が提示されるのだが，その直前の段落

を引けば次ぎである。

As far as the theory of probability per se is 

concerned， postulate P 6 ' is all that need be 

assumed， but in Chapter 5 a slightly stronger 

assumption will be needed that bears on acts 

generally， not only on those very special acts 

by which probability is defined. Therefore， I 

am about to propose a postulate， P6， that 

obviously implies P 6 'and will therefore 

supersede it. This stronger postulate seems to 

me acceptable for the same reason that P6' it-

self does. 

つまり [c，c'，XJというような特別な様式の行

為のみを取り扱うのではなく， 1個人」の行為

一般にかかわる， しかしその動機づけがP6'と

同様に不自然ではない， (規範としての)公準

を提示するというのである。このP6の内容を

示せば次ぎである。

第6公準。 f，gを行為としcを「結果」とする。

またここでfく・ gと仮定する。この場合，

「世界JSIこ対するある分割が存在して以下を満

たす。この分割の任意の一つの項上でf，gの値

が常にCIこ一致するようにして，またS上の他の

部分では値を変更しないようにして，得られる

変形された行為を，おのおのf'，g'とすると，

f く・ gかっ fく・ g'。

ここでもまた， く・が選好豆・の単な

る否定ではなく， たとい微弱ではあっても

(1個人」にとっての損得上の)格差を表してい

ることが示唆されているようである。

8.条件っき確率の「定義」について

x~*Yとは， c' く。 cを満たす任意の「結果」

に対して[c〆，xJ豆・ [c，c' ，YJ，ということで

あった。またここで[c，c'，XJとは， x上でイ直c

のみを，また-x上で値c'のみを取る， 1個人」
の行為を表すのであった。ところでP5により

ピく。cを満たす「結果Jの対の存在が保証され

ているので，このようなciをあらかじめ固定
しておけば， P4により， [c，c' ，XJ豆・ [c，c'， 

YJ とx~*Yとは同値となる。

ところで行為聞の選好に対しては (P2との

連関で述べたように)条件っきの選好がかなり

自然に導入できるのであった。そこで条件っき

の定性的確率を， x三二*Y given Zとは[c，c'，XJ 

4・ [c〆，YJgivenZのことであるとして「定



1996.3 サヴ、ェジ基礎論における術語worldについて(5) 園 63(429) 

義」することは正当であるように思われるので

ある。しかし，この「定義」が成立するために

は， c，c'の選び方によらずに ζ ・givenZが定

まることが保証されなければならなし、。だが，

-z上で値c'のみを取るように[c，c'，XJを変形

した行為とは， (-XnZ) U-Z=-XU-Z上

でc'を，またxnz上で、cを取る，行為[c，c'，X 

nZJであるから，先の ζ ・givenZは[c〆，x什

zJζ・ [c，c' ，y什zJとなる。しかしこれはx

nzζ*ynzにほかならない。

つまり「条件っき定性的確率， conditional 

qualitative probability Jを行為聞の条件っき

選好を経由して「定義」する必要はなく， IX 

.::;:*y given Zとはxnzζ*ynzのことであ

ると定義する」とすればよいのである。またX

く*Y given ZはIYζ*Xgiven Zにはあらず」

によって「定義Jされるが， これはxnzく*Y

nzにほかならない。

また条件っき定性的確率が実際に定性的確率

であることを確認する必要がある。ただしここ

でφく*zとする。まず三二*given Zは事象聞

の二項関係である。またQL1，つまりζ*given 

Zが「単純な順序」であることは，三二*が比較可

能性と推移性とを満たすので従う。次に， X及

びYのVとの共通部分は共に空であるとする。

x.::;: * Y given Zとするとxnzζ*ynz。故

にQL2より， (x n z) u (v n z)ζ* (YnZ) u 

(vnz)。故に (XUV)什Zζ* (YUV) nz。

故にXUV'::;:*YUVgiven Z。また逆をたどれ

ば逆が得られる。またゆく*zよりQL3も従う。

つまり， φく*zとすると， QL1，QL2，QL 3は

ζ* given Zへと「遺伝」することとなる。

次に， φく*zとし ζ* はP6'を満たすと

すれば， P6'も「遺伝」する。実際， Xく*Y

given Zとするとxnz<*ynz。故に，S!こ対

するある分割が存在してその各項Vに対して，

(x nZ) UVく*ynz。また， (x uv) nz= 

(x nZ) u (v nZ)ζ* (XnZ) uvく*ynz。
故に(xu v) n zく*Ynz，即ちxuvく*Y

given Z。ここでVは「ある分割」の任意の項で

あった。

なお~3.5，44，の冒頭の段落の「定理 1Jを引く

と次ぎである。

THEORElVJ: 1 If'::;: ・isa qualitative prob-
ability， then so is .::;: • given D . If in addi-

tionζ・isfine or tight， then .::;:・ givenD is 
correspondingly fine or tight. 

ここでφく・Dは暗黙の内に仮定されている。

また主張の前半は，上で示したように， 1条件

っき定性的確率」が定性的確率になっていると

いうことである。また後半は「精密Jも「緊密」も

共に「条件っき」の場合へと「遺伝」するという

ことであるが，前節で~ 3.3，38，1定理4Jとの

連関で示したように， 1精密」かっ「緊密」とP

6 'とは同値であるから，上で示したP6'の

「遺伝」を後半の主張は含んでいることとなる。

ところでサヴェジ氏はこの「定理 1Jの証明を

省略しているが，ここでは後半の成立を確認す

ることとする。

定性的確率三二*は「精密」であると仮定する。

またゆく*xとする。この場合，ゆく*Y given 

Xとするとゆく*ynxo 1精密」であることよ

りJ世界」に対するある分割が存在してその各
項Zに対して，zく*ynx。ところがznxζ*z。

故にznxく*ynxとなり， zく*Y given X 

が従う。ここでZは「世界」に対するある分割の

任意の項であった。

またζ*は「緊密」であると仮定し， xく*Y

given Z，φく*zとする。この場合xnzく*Y

内Zとなる。故に (xnz)u-zく*(YnZ) u 

-z。また「緊密」であることより， ((x nZ) 

U-Z) nv=(Xu-Z)什v=φ，φく*v，(Xn 

z) U-ZUVく*(YnZ) u-zを満たすVが存

在する。故に(xnz)uvく*ynz。ところが

v=v什Zであるのでxuvく*Y given Zが従

う。またxnv=φ。またφく*V given Z 。

ところでこの「定理lJに続く段落でサヴェジ
氏は，通常は条件っき確率の「定義」とされてい
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る等式が，彼のそれまでの議論から従うことを

注意しているのである。この段落をそのまま引

くと次ぎである。(なお始めの文の末尾のζ ・
はζ・givenD のことであろう。)

Ifζ・isfine，then，for any D that is not 
null，there exists，in view of Theorem3.3， one 

and only one probability measure P(B I 

D)， the (conditionaI)probabi1ity of B given 

D ， that almost agrees withζ・.But，just 

as one would expect from the traditional 

study of numerical probability，and as may be 

easily verified， p(BnD)/p(D)considered as 

a function of B for fixed D is a probability 

measure that almost agrees withζ・given
D . Therefore， 

(1) P(B I D)=p(BnD)/p(D) • 

ここでは定性的確率が「精密」の場合に言及し

ているが，定性的確率三二*がP6' (つまり「精

密」かっ「緊密j)を満たす場合にはこれに厳格

に一致する定量的確率 Pが一意的に存在する。

またこの場合前節で示したように(φく*Xと

して〕条件っき定性的確率ζ*given XもP6' 

を満たすので， これに厳格に一致する定量的確

率 P(・IX)が一意的に存在する。ところで
任意の事象Yに対してQ(Y;X)=P(Y什X)/P

(X)と定めることによって写像Q(・;X)を定義

すると，これは定量的確率の定義を満たす。一

方， Y三三*Z given Xとynxζ*znxとは同

値。また後者とp(Ynx)孟p(znx)とは同値。

またこれと P(Yn X) / P(X)孟P(Zn X)/P 
(X)とは当然同値。故に， Y<二*Z given XとQ

(Y;X)孟Q(Z;X)とは同値。従って，定量的確率

Q(・;X)は三三*given XIこ一致することとなる。

故に，P(・IX)の一意性により，任意の事象
Yに対してP(YI X)=Q(Y;X)=p(ynX)/p 

(X)。
さらにこれに続く段落を引けば次ぎである。

As was explained in ~ 2.7，preference among 

acts given B can suggestively be expressed in 

temporal terms.Analogously， the comparison 

among events given B and， therefore， condi-

tional probability given B can be expressed 

temporally.Thus P(C I B) can be regarded as 

the probability the person would assign to C 

after he had observed that B obtains. It is 

conditional probability that gives expression 

in the theory of personal probability to the 

phenomenon of learning by experience. 

本来条件っき確率は(条件っき選好と同様に)

いわゆる時の流れというような時刻の経過に依

存せずに，つまり無時間的に，定義されまた解

釈されるものなのだが，一方，実際的な事柄と

の連関でこれを利用する場合には(やはり条件

っき選好と同様に)時間的表現を用いることで，

解釈しやすい雰囲気をこれに随伴させることが

できるのである。なお， fT条件っき選好」が，ま

た「条件っき確率」の場合も同様に，時の流れに

かかわる言い回しによって「示唆的に， sugges-

tively j言い表すことができる」というのは，

もともとは無時間的に定義される事柄なのだが，

これを時間的に表現してしまうと何故かこれに

「わかりやすい雰囲気」が伴うようになるという

実際上の状況を，サヴェジ氏の立場から，考慮

に入れた上での発言であるだろう。例えば「条

件っき」確率P(CI B)を時間的に言い表してみ

ると， fT個人」がもし仮にではあるが「事象Bが

適用すること」を観察したとして，その「後にj，

彼が「事象Cが通用すること」へと配分すること

となるであろう確率」ということとなる。なお

仮定法的な言い回しであるwouldassign toと

かhadobserved thatとかは，例えば「事象Bが

通用するか否かが定まった「後にj，事象Cが通

用するか否かが定まる」というような，時刻の

経過に依存した何らかの順番がB，C聞に暗黙の

内に想定されているわけではないことへの(読
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者への)間接的な注意となっている。だがこの 同様の公式によりこの左辺はP(BI D)に等し

「条件っき」確率がJ個人」の「経験による学習， いので，P(B I D) =P(B)が従い;DはBとは
learning by exp巴rienceJとよばれる現象への I無縁である」となる。

その「個人」にとっての「確からしさ」に基づく， さらにまた~3.5，45，の2番目の段落では「分

表現を与えることともなるのである。 割公式， partition formulaJと「ベイズルール，

なおサヴェジ氏はこれに続く段落で事象聞の Bayes'ruleJとが言及されるのだが，これを引け

「独立性，independenceJと「無縁性， irrelevanceJ ば次である。

とに言及しているが，これを引けば次である。

In accordance with established usage，a pair 

of events B，C are called independent if P(B 

n C) = P(B) P( C) . More generally， a set of 
events are called independent， if for every 

finite set of them，sayBl，…，Bn， 

(2) p(ni B，) = IIι P(B) • 

Obviously，if D is not null， B and D are inde-

pendent; if and only if P(B I D) = P(B)， in 

which case D may fairly be called irrelevant 

to B. 

ここでP(・ID)とは，ただしφく*Dとして，

事象(に対応して定まる「くじ」の〉聞の条件っき

選好ζ*given Dに一致する定量的確率であ

り，一方 P(・)は， givenという個人的な条

件づけ操作を表には出さない，事象間選好ζ*

に一致する定量的確率である。ところがもし

P(B I D) = P(B)であれば，少なくともBの「確

からしさJに関する限り， given D を行うか否

かにかかわらず諸事象間でのBの序列は改変さ

れないのであるから， given D という操作は

(あるいは事象Dは)事象Bとは「無縁である」と

言い表しでも不当ではないであろう。またこの

場合，上で示した公式により P(BI D)=P(B 

nD)/p(D)であるので，P(B n D) =P(B)P 
(D)が従い，BとDとは「独立である」となる。

また逆に「独立である」とすればp(BnD)=p

(B)P(D)であるが， ゆく*Dより OくP(D)で

あるので，p(BnD)/p(D) =P(B)。ところが

The following pαrtition formula is well 

known and easy to prove: 

( 3 ) P( C) = :E P( C I旦，)P(B)

where Bi is a partition of S into non-null sets. 

If ，further，C is not null，it is also trivial to de-

rive the celebrated sayes' rule (or theorem)， 

(4) 
P(C I BぷP(B)

(B， I C) = 
P(C) 

P(C I B;)P(B;) 
戸(CI Bj)P(B) 

Illustrations of these formulas are found in 

all elementary textbooks on probability，as 

well as in later sections of this book. 

これらの公式を示す前に加法法則及び乗法法

則の成立をあえて確認することとしよう。まず

IX;，i=l，…，mを排反的な，つまりXinxj=φ，1
キJ，を満たす，事象の列とすると，P(X1U …U 

Xm)=P(Xl)+…+ P(Xm)oJというのが(特に
m=2の場合が)加法法則であった。 m=lの

場合にはP(X1)= P(Xl)より明らかである。 m

の場合を仮定してm+lの場合を示すには，Xl

U …UXmとXm+1との共通部分は空であるので，

定量的確率の定義(における有限加法性〉により，

P(X1U …U Xm U Xm+l) =P(Xl U …U Xm)+P 
(Xm+l)となることに注意すればよし、。

ところで乗法法則は， Xを実際上不可能とい
うわけではない事象とすると，
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P(X n Y) = P(X)・P(YI X) 
が成立するということであった。ところがこれ

は条件っき確率の「定義」に連関する等式(この

節での引用文中の式(1))により明らかである。

しかしrxが実際上不可能の場合にはP(YI X) 
は任意の実数値を表す」と規約すれば， r実際
上不可能」の場合でも，上の等式は 0=0 (= 

O ・P(YI X))となり成立する。

次に分割公式を示す。 Xi，i=l，…，mを「世界」

Sに対する分割とし各項は「実際上不可能では

ない」とする。ところで任意の事象Yは，y=sn

Y=(X1U…UXm) ny=(x1ny) U …U(Xmn 
y) と分割される。故に加法法則によりP

(Y) = P(Xl n Y)十…+p(xmnY)。ところが乗

法法則により P(XハY)= P(Xi) P(Y I Xi)。故
に，P(Y) = P(Xl) P(Y I X1)十…+P(X占P(yI 

X;)+…+ P(Xm) P(Y I Xm)が従う。
さらにベイズ、ルールを示す。 X，Yを実際上不

可能ではない事象とする。乗法法則によりP(X

nY)=p(x)P(Y I X)。ところがxny=yn

XよりP(Xn Y) = P(Y n X)。また乗法法則に
よりP(Yn X) = P(Y) P(X I Y)。故にP(y)p
(X I Y) =P(X)P(Y I X)。ここでP(Y)キ O

であるので

P(X)P(Y I X) 
P(X I Y)= 

P(Y) 

が従う。これがベイズルールにほかならない。

ところで上の引用文中では「世界」に対する分

割との連関でこの公式が言及されているが，そ

こでXi，i=l，…，mを「世界」に対する分割として，

各項は「実際上不可能ではない」とすると，この

場合，上のベイズ、ルールのXをx.に置き換えて

右辺の分母のP(Y)に対してこの分割Xi，i=l，…，

mに関する分割公式をあてはめれば，サヴェジ

氏が提示している様式でのベイズルールが得ら

れることとなる。

さらにこれに続く段落を引けば次である。

学 研
η』

プu

Finally，if neither B nor C is null， 

45-4 

P(B I C) P(C I B) p(BnC) 
(5)マ(B) 苛 δ 子窃雨

which may be given the suggestive reading: 

Knowledge of C modifies th巴probabilityof B 

by the same factor by which knowledge of B 

modifies the probability of C . 

ここでの式(5)は条件っき確率の「定義」に連

関する等式(1)より明らかだが，サヴェジ氏が

注意しているのはその解釈である。ここで「示

唆的な読み取り方， the suggestive readingJ 

という表現は，彼にとっての本来の確率は「知

識の状態」などを持ち出さずに定義され解釈さ

れるものなのだが， r知識」という言葉を持ち
出してこの式(5)を読み取って見ると，何故か

「解釈しやすい雰囲気」がこの等式に随伴するよ

うになることへの，結果としては注意となって

いる。つまりこの式は， rcが通用する」という
「知識JがrBが通用する」ことに関する「個人」
の「確からしさ」を変化させるわけだが， r知識」
を得た後のその「確からしさ」と「前の確からし

さ」との比率が，BとCとの役割を入れ換えて

も変化しない，従って，一方が通用するという

「知識」は他方が適用することに関して同じ率で

影響する。

9.補遺一一一公準系の条件っき選好への

「遺伝」について一一

ここではPlからP6までの公準が条件っき

選好へと「遺伝する」ということを確認する。

ただしここで「遺伝する」とは以下で述べるよう

な状況に言及しているのであるが，一方サヴェ

ジ氏自身はこの確認作業を，多分このような

「遺伝」は解釈上明らかであると判断してしまっ

て，実際には行っていないのである。なお以下

では条件っき選好4・givenX，く・ givenXを
おのおのζ.X，く.xと表すことがある。また，
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Xを事象， a，bを行為とする場合， a.三二・ bgiven 

XとはI"a，bを， x上はそのままで-x上で一致
するように任意に変形したものを，おのおの

a' ，b'とすると，その変形の様式にかかわらず，

a'':::;: .ザ」ということであった。

まずPlについて考える。この公準は「個人」

の選好が単純な順序であること，つまり比較可

能性と推移性とを満たすことを要請する。そこ

でXを事象， a，bを行為とするとJa':::;: • xbある

いはbζ.xaJを示す。 a，bを， x上はそのまま
で-x上で一致するように任意に変形したもの
を，おのおのa'，b'とすると，P1の比較可能性よ

り， 1" a'三二・ b'あるいはb'':::;:.a' J。前者の場

合，P2及び条件っき選好の定義により， a三二.x 

bが従い，また後者の場合はb':::;:• x aが従う。

次に，さらにcを行為としてJaζ ・xbかっb':::;:

• x Cならば， a三二.x cJを示す。 a，b，cを，x上は
そのままで-x上で一致するように任意に変形
したものを，おのおのa'，b' ，c'とすると， 1"な

らばJの前半から，条件っき選好の定義により，
I"a'ζ. b'かっb'ζ・c'Jが従う。故に， P 1 

の推移性より， iζ・c'。故に，条件っき選好

の定義により， a.ζ・xcが従う。

次にP2について考える。 X，Yを事象としa，b，

a' ，b'を行為とする。またaとb及び、a'とb'とは

おのおの-y上で一致しているとし，一方 a

とa'及びbとb'とはおのおのY上で一致してい

ると仮定する。この場合Jaζ・xbならばa'ζ ・x

b' Jが従う。実際， a，bを， x上はそのままで~
X上で一致するように任意に変形したものを，

おのおのど，b"とすると， 1"ならば」の前半を仮

定すれば(条件っき選好の定義により)a"':::;:. 

b"が従う。ここでが，b"を，他はそのままでX

n-Y上でa'，b'に一致するように変形したも

のを，おのおのalll，b川とすると， P2より， a川

三二.b'"が従う。ところでこのaぺblllはa'，b'を
他はそのままで-x上で一致するように任意に
変形したものと見なすことができる。故に，条

件っき選好の定義により， 1"ならば」の後半が

従う。

次に条件づ、けの操作について考える。 X，Yを

事象としa，bを行為とする。この場合 a三二.x 

b givenx Yとは， I"a，bを， Y上はそのままで~

Y上で一致するように任意に変形したものを，

おのおのa'，b'とすると a'三二.x b' Jという

ことである，と定義する。ここでのa'，b'を任

意に固定すると， ar三二.x b' とは， I"a' ，b'を，

X上はそのままで-x上で一致するように任意
に変形したものを，おのおのa"，b"とすると，

a"ζ・b"Jということである。ところでこの

ピ，b"は， a，bを，他はそのままでX円-Y上で

一致するように任意に変形し，さらにまた他は

そのままで-x上で一致するように任意に変形
する，という作業によって得られたと見なせる

が，さらにまたこれは， a，bをxny上はそのま
まで-XU-Y上で一致するように任意に変形

する，という作業によって得られたと見なすこ

とができる。従って，a.:::二.x b givenx Yとaζ・
b given xnyとは同{直である。
次に「実際上不可能である」について考える。

X，Yを事象とする。この場合， I"Yは4・xlこ関
して実際上不可能である」とは「任意の行為a，b

に関してa':::;:• xb givenx Y Jということである，
と定義する。ところで， xが(ζ・に関して)実
際上不可能であるのならば， Yは三二.x Iこ関し

て実際上不可能である。このことはI"xが実際
上不可能であるのならばxnyも実際上不可能
である」という(多分解釈上は明らかな〉主張

より従う。実際， I"Xは実際上不可能である」
とすると，定義により， 1"任意の行為a，blこ関し

てa':::;:• b given XJ。ここで， a，bを(他はその

ままで)xn-Y上で一致するように任意に変

形したものを，おのおのa'，b'とすると， a'':::;:. 

b' given X。さらにa'，b'を， x上はそのまま
で-x上で一致するように任意に変形したもの
を，おのおのど，b"とすると， a'fζ.b"。とこ

ろがこのa"，b"は， a，bをxny上はそのままで
-XU-Y上では一致するように任意に変形す

ることによってもたらされたと，見なすことが

できるのでJ任意のa，bに対してaζ ・bgiven 
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xnYJが従う。故に，上の段落で示したこと

により， I任意のa，bに対してaζ・xbgivenxYJ。

次にP3について考える。 X，Yを事象としc，

c'を「結果」とする。また常に「結果Jcをもたら

す行為，つまり「世界JS上で、「結果Jcのみを値
として取る定数的な写像を， <c)と表記する。

この場合， IYは三二.xlこ関して実際上不可能と

いうわけではないのならば， <c')三二.x<c)と

<c' )ζ. x<c)givenx Yとは同値である。」が従

う。「…」の仮定が満たされているのならば，上

の段落で示したことによりJxは実際上不可能」
というわけではない。故に，P3より， <c')三二.x 

<c)と<c')ζ ・<c)とは同値である。ところで

ζ. x givenx Yとζ ・givenXnyとは同値で

あったから，同様の仮定により，IXnyは(~・

に関して)実際上不可能」にはあらず。故に，

P3より， <ピ〉 ζ・<c) givenXnyとくど〉ζ・

<c)とは同値。以上により「…」の結論が従う。

次にP4について考える。 A，B，Xを事象 c，

c' ，d，d'を「結果」として，くど〉く・ <c)，<正〉く・

<d)と仮定する。また， fA及びfBをおのおのA

及びB上で、「結果Jcを他で、がをもたらす行為と

し， gA及ひ19Bをc，c'Jをd，d'に置き換えることに

よって得られる同様の行為とする。この場合，

IfA:S二・ X fBならばgA~ ・ x gBJが従うことを示

す。 fA，fBをX上はそのままで-X上で値c'のみ

を取るように変形したものをおのおのfA'，fB'と

すると， Iならば」の前半を仮定すれば，条件

っき選好の定義により fA'三二・ fB' が従う。

ここでfA'及び、fB'は値ciを取るが， これらを

値d，d'に置き換えることによって得られる行為

を，おのおのgA'及び、gB'とすると， P4により，

gA'ζ-dが従う。ところが， b'及びbrはお
のおのgA及び、gBをX上はそのままで-X上で値

d'のみを取るように変形したものと見なすこ

とができるので， P 2及び、条件っき選好の定義

により， gA三二.X gBが従う。

次lこP5について考える。 IXを実際上不可能

ではない事象とすると，ある「結果Jc〆が存在

して， <c')く.x<c)oJを示す。 P5より， <c') 

く・ <c)を満たす「結果Jc，c'が存在する。またP

3より， Xは実際上不可能ではないとすると，

<c)く・ <c')given Xが従う。

次にP6について考える。 Xを事象としf，gを

行為とする。この場合Jfく.x gならば，任意
、の「結果Jcに対して「世界J5に対するある分割が

存在して， f，gを，その分割の任意に選ばれた項

上で値cのみを他のS上ではそのままの値を取る

ように変形したものを，おのおのf'，g'とすると，

fく・ xgかっfく・ xg' oJを示す。 fく.x gを

仮定しcを任意の「結果」とする。 f，gを， X上

はそのままで-X上では値cのみを取るように

変形したものを，おのおのf"，g"とすると，条

件っき選好の定義によりf"く・ピ。故に， P 

6より， 51こ対するある分割が存在して，r，gp

を，その分割の任意に選ばれた項上で値cのみ

を他のS上ではそのままの値を取るように変形

したものを，おのおのfペピ'とすると， f'"く-

g"かっf"く・ g'"。ここでf'"は， fを他はその

ままでその分割の任意に選ばれた項上で、値cの

みを取るように変形して得られる行為fを， X
上はそのままで-X上で値cのみを取るように

さらに変形したものと，見なすことができるし，

またg"は， gをX上はそのままで-X上で値cの

みを取るように変形したものであるから， P 2 

及び、条件っき選好の定義により['''く・ g"か

らf'く・ ggiven Xが従う。また同様の議論に

より， f"く・g川からfく・g'given Xが従う。

1995年10月4日(水)


