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は じ め に

階層ベイズモデルは従来の統計モデルでは扱いの難し
かった様々な要因，例えば原因不明の個体差・地域差あ
るいは時間相関・空間相関の効果を扱うときに有用な考
え方である（ ）（ ）．近年の計算機ハードウェア・ソフト
ウェアの進歩のおかげで，筆者のように複雑な推定プロ
グラムを書けない研究者でも比較的容易に階層ベイズモ
デルを扱えるようになった．今回の解説では，そのよう
な便利なソフトウェアを利用するときに必要となる，階
層ベイズモデルの基本的な考え方を説明したい．

架空例で理解する階層ベイズモデル

ここでは架空野球データ（表 ）を使ったモデリング
例を示しながら，「階層ベイズモデルとは何か？」を説
明してみたい．
打者の打数・安打数（表 ）から打率を推定する方法
を検討してみよう．この架空のデータは以下のような性
質を持つものとする．

・ 各チームの 番打者だけを選んだ
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・ 各打者は という記号で表され， …
，つまり 打者いる

・ 各打者は 打数のうち 回安打した

このようなデータから各打者の打率をできるだけ正確
に推定したい，としよう．
打率 とはある打席で打者 が安打する「確率」と

定義する．これは架空データなので，「真の打率」なる
ものが分かっていて表 に示されている（注 ）．このよう
な「真の打率」を知らないときに，与えられた打数・安
打数データだけからできるだけ正確な，あるいはできる
だけひどくない打率の推定値 を評価できるような統
計モデルを作りたい．このときに階層ベイズモデルの考
え方が有用になり得る，ということを示してみよう．

統計モデルの部品：二項分布
打率を推定する統計モデルの部品として使う確率分布
としては，二項分布が適切だろう．ある打率 と打数
のもとでの安打数を表現できる．例えば，表 の打

者 の 打数の中で安打数 本となる

講座 最近のベイズ理論の進展と応用［ ］──階層ベイズモデルの基礎──

真の 真の

表 架空データ： 打者各 打席の安打数（ ）と打率（ ）

（注 ） なお，この架空データは与えた「真の打率」に基づいて二項乱
数で生成したものである．



確率は二項分布の確率密度関数

（ ）（７）（ ）

で計算できる．このような確率密度関数 （安打数 ）
を打率 の関数とみなして （ ） （ ）とした
ものを尤度（以下，ゆう度）である．打率 に対する
ゆう度，つまり観測データに対する統計モデルの「当て
はまりの良さ」を図示してみよう（図 ）．
ゆう度 （ ）を最大化するような打率 が最ゆ
う（最ももっともらしい）推定値である．対数ゆう度
log （ ）を で微分して極値を求めると，最ゆう
推定量は すなわち安打数／
打数であることが分かる．
同じように全 打者の安打数が …
であると観察される確率は各打者の （ ）を

打者分掛け合わせたものになり，全体データのゆう度関
数は，

（ ） （ ）

と定義される．各打者の打率の最ゆう推定量は「安打数
（ ）打数（ ）」となる．これは表 に示している．
ところが，このようにして推定された打率は図 に示

しているように，「真の打率」からは掛け離れたものと
なった．
表 で示しているように，「真の打率」は
の範囲であり，どの打者も「おおよそ 割打者」

といえる．しかしながら，推定された打率は
と広い範囲に散らばり，すなわち「チームの

番打者なのに 割も打てないやつ」から「 割打者」
まで混在していることになってしまった．
もちろんこのように推定されてしまった原因は「デー

タ不足」つまり打数 が少なすぎるためである．それ
ではこのデータは全くの無価値で，このめちゃくちゃな
推定値はどうにも改良できないものなのだろうか？

ベイズモデル化：事前分布と事後分布

基本的にはデータのないところから情報は推定できな

い．したがって，打者 の「 打数中の 安打」
というデータから真の打率 にかなり近い推定値は
得られない．そこで個々の打者の打率の推定の改善はあ
きらめるにしても，全体の推定値の散らばりをもう少し
小さくして，「真の打率」が分布している範囲に収める
ようにしたい．
そこで 名もの打者からデータを取ったことを利用
して，「データの背後にある構造」を考慮した統計モデ
ルを使って，個々の推定値が「めちゃくちゃ」にならな
いようにできないだろうか．
ここからの統計モデリングでは「打率の分布」を考え
る．つまり，そもそも各チームの 番打者なのだか
ら打率はそんなに異なるものではない─どの程度「似て
いる」のかは現時点では分からないが─と仮定する．
ベイズモデルでは，推定したいパラメータが何か確率
分布に従うと仮定し，この確率分布を事前分布と呼ぶ．
ここでは打率 を推定したいので事前分布は「各チー
ムの 番打者全体」の打率の分布を表す．この事前
分布を考慮しながら，各打者の安打数から推定される打
率 の確率分布が事後分布である．つまりベイズ推定
では，打率の分布である事前分布を仮定し，ある打数の
もとでの安打数という観測データから，事後分布という
「打者 の打率 の確率分布」を推定する．
ここで「ベイズの公式」がこのような事前分布・観測
データ・事後分布を関係付けるのに使われる．ベイズの
公式とは

（ ）
（ ）×（ ）

（ ）

このような条件付き確率の関係を表すものである．この
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図 打数中 安打の打者 の対数ゆう度 log （ ）
（破線） は対数ゆう度が最大になる最ゆう推定値（

），＊は打者 の「真の打率」（ ，表 ）である．
○○

図 割り算推定打率と真の打率 横軸は解析者が知り得ない
「真の打率」，縦軸は安打数 打数で得られた推定打率．斜めの線は
原点を通る傾き の直線である．



例に沿って説明すると，ここで（ ）はデータ（ ，
ここでは安打数）のもとでパラメータ（ ，ここでは打
率）が得られる確率である．（ ）はその逆でパラメー
タ（打率）を決めたときにデータ（安打数）が得られる
確率となるのでこれはゆう度である．（ ）はあるパラ
メータ が得られる確率なので事前分布，そして分母
の（ ）は「パラメータに関係なくデータ が得られ
る確率」である．書き直してみると，

事後分布
ゆう度×事前分布

データが得られる確率

となる．分母の「データが得られる確率」は分子のゆう
度×事前分布をすべての打率にわたって積分した値であ
り，定数なので以下では考えないことにする．
打率の事前分布と事後分布はどのような関係になって

いるのだろうか．もし何か「打率に関する適当に定めた
事前分布」を決めることができたとしよう．図 で示し
ている事前分布（灰色の線）は打率 割付近で高くなる
ような確率分布である．ここで打者 の打数 の
うち安打数 といった観測データがあったとすると，事
前分布・ゆう度・事後分布の関係から打者 の打率
の事後分布（黒実線）が推定できる．
この「適当に定めた事前分布」から全 打者の事後

分布を個々に推定すると図 のようになるだろう．

ここまでの話をまとめると，何か適切な事前分布つま
り「打率の確率分布」を決めることができれば，ベイズ
モデルを使って全打者の打率の分布を考慮しつつ，個々
の打者の打数・安打数からそれらしい事後分布が得られ
そうだ，ということになる．
残された問題は，どのようにして「適切な」打率の確
率分布（事前分布）を決めればよいか，である．この問
題を解決するためにベイズモデルを階層ベイズモデル化
する必要がある．

打率を「全打者の平均」＋「打者差」に分割

この打率推定問題を階層ベイズモデル化するにはいろ
いろな方式がある．ここでは，モデル内で打率を「全体
の平均」＋「打者差」と分割する定式化を試みてみよう．
そのために安打する確率（ ）をロジスティック関数（概
形は図 ）で表現する．
ある打者 の を ＋ と置くことで，全打者の
平均 と打者差 に分割できる．ここで は全打者に
共通の値であるが， は個々の打者ごとに異なるもの
とする．どちらのパラメータも［ ］の範囲でど
のような値になってもよいのがこの定式化の利点の一つ
である．

打率の事前分布・事後分布の関係

先に述べたように「適切な打率の分布」を決める方法
が分かればベイズモデルによって打率の事後分布が得ら
れる．打率は今やロジスティック関数で逆変換された世
界で ＋ と分割された．そこで打率そのものではな
く，この全体の平均からのずれである，打者差 の事
前分布について考えることにしよう．
ここでは簡単のため，打者差 の事前分布が平均ゼ

ロで標準偏差 の正規分布で表現できるとしよう．
新しく導入されたパラメータ は「打者差のばらつ
きの大きさ」を表すものである．この が事前分布・
事後分布に与える影響を「やや不正確な概念図」で示す
と図 のようになる．
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図 打者 の打率 の事後分布 確率密度関数で事前分
布・事後分布を図示する．図 と同じように破線で対数ゆう度を
示している．灰色の線は適当に定めた事前分布，黒の実線は推定
された事後分布，＊は打者 の「真の打率」（ ，表 ）
である．

図 全打者の打率 の事後分布 全 打者について図 と同
じように作図したもの．

図 ロジスティック曲線 がどのような値をとっ
ても ＜（ ）＜ となる．



・ がとても小さければ打者差 の事後分布間の
距離が狭まり，つまり「どの打者も打率がかなり似
ている」ことになる

・ がとても大きければ， は各打者のゆう度関
数に近づく，各打者のデータに引っ張られる

といった関係を柔軟に表現できる．
打者差 の事前分布が すなわち「打者同士はお互

いどれぐらい似てるか」を表すパラメータの大小が重要
らしい，と分かった．それではこのパラメータはどのよ
うに定めればよいのか？
これは観測データに決めさせるのがよいだろう．打者

差のばらつき のとる値が変わることで，打者差 の
事後分布が変化し観測データへの当てはまり具合が変わ
る．ところで，事後確率の密度関数の極大値の「高さ」
を（ここでは仮に）事後確率と呼ぶことにする．あるパ
ラメータのもとで事後確率が大きくなっていれば，それ
はデータへの当てはまりが良いことに対応している．
事後分布の定義から，事後確率の大小はゆう度と打者

差 の事前分布である（他の事前分布は無情報事前分
布なので影響は少ない）．つまり が小さければ事後確
率は高くなり，大きければ低くなる．
したがって，事後確率を大きくするような があっ

て，それは個々の打者のデータに合うような を生成
し得る事前分布でありながら，同時にできるだけその
「幅」が狭いもの，ということになる．

階層ベイズモデル化：超事前分布の利用

階層ベイズモデルでは，事前分布のパラメータである
の更に事前分布，つまり超事前分布の導入によって解
決する．事前分布のパラメータが更に別の事前分布を持
つ，といった階層構造を持つので，このようなベイズモ
デルは階層ベイズモデルと呼ばれる．
打者差 の散らばり具合は標準偏差 の事前分布に

よって制約されていたけれど，一方で打者差のばらつき
を表すパラメータ そのものは 個しかないので，そ
のような制約を設けられないし，また に関する事前
情報は何もないので より大きければどんな値をとって
も差し支えない．
そこで の事前分布を無情報事前分布（ ），すなわち
＞ かつひたすらに「平べったい」確率分布とする．
正規分布の分散（ ）パラメータの共役な事前分布は逆
ガンマ分布なので，分散の逆数 （ ）の事前分布
がガンマ分布となる．このときに定数パラメータを設定
して，分散の大変大きな確率分布となるようにする．
この階層ベイズモデルの中で打率は「全打者の平均」
と「打者差」 に分割されているので，全打者が共
有するパラメータ も推定しなければならない．この
パラメータの事前分布も無情報事前分布とする．全打者
の平均 は［ ， ］の範囲で自由な値をとっても
構わないので，平均ゼロで標準偏差 の「平べったい」
正規分布とした．

MCMC による階層ベイズモデルの推定

ここまでで，階層ベイズモデルの部品である「観測デー
タとパラメータを対応付けるゆう度」「パラメータの事
前分布」「事前分布のパラメータの超事前分布」がすべ
てそろった．このように設計された階層ベイズモデルの
パラメータの事後分布を推定する方法としては経験ベイ
ズ法（ ）（ ）と Markov Chain Monte Car lo（MCMC）法がよ
く使われている（ ）（ ）．ここではMCMC法で事後分布を
推定してみよう．
階層ベイズモデルの事後分布はゆう度・事前分布・超
事前分布の積に比例すると定義されるので，数値的に確
率分布の評価は困難である．そこで事後分布を直接に計
算するのではなく，MCMC計算によって事後分布から
のランダムサンプルセットを得る．これによって各パラ
メータの事後分布の平均値・中央値・ ％区間などが分
かる．
公開されているソフトウェアWinBUGS（ ）は簡単な操
作で，MCMC計算による階層ベイズモデルを含むベイ
ズモデル一般の事後分布からのサンプリングによく使わ
れている．
表 の打数・安打数データに基づいて，打率に関する

階層ベイズモデルをWinBUGS で評価させると（詳しい
手順はこの記事のサポートWeb ページを参照（ ）），全打
者の平均 ，打者差 … ，打者差のばらつき
の事後分布からのランダムサンプルが得られた．各パ
ラメータのサンプル中央値を使って打者ごとの打率
を推定して図示したものが図 である．打者ごとに安打
数 打数を打率の推定値とした場合に比べて，図 で示
されている階層ベイズモデルで推定された打率はより妥
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図 打者差のばらつきと事後分布 事前分布の「幅」つまり「打
者差 のばらつきの大きさ」を決めるパラメータ の大小と の
事前分布（灰色線）並びに各打者（ここでは 打者だけ）の打者
差 の事後分布（黒線）の関係．なお，この図はやや不正確に描
いている．



当な範囲に分布しているようにみえる．
特に打者当りの打数が少なすぎるデータを使う場合に

は，個々の打者ごとに独立に割り算で打率を推定するの
ではなく，データの背後にある構造，例えば「全打者の
打率は何か確率分布に従う」といったことを仮定すると
推定は改善され得る，と考えてよいだろう．

階層ベイズモデルの利点と応用

階層ベイズモデルが普及する以前には「主観事前分布」
を使ったベイズモデルがよく使われていた．主観事前分
布とは，この例題でいえば，例えば解析者の信念などに
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基づいて「各チームの 番打者の打率の分布は平均
で標準偏差 の事前分布に従う」と決めてしま

う．推定計算が比較的容易になるが，事前分布の設定に
おける恣意性が問題になる場合もある．
階層ベイズモデルはモデル中の重要な事前分布をいわ
ば「データに決めさせる」ので，解析者の主観などに左
右されにくい方式といえる．このために自然科学の諸分
野での応用が広まっている．筆者は動物・植物の生態学
データの解析を専門としているが，例えば生態学の分野
においても，ウミガメ上陸数の長期時系列データの解析，
森林三次元構造の推定，アリの行動観察データの解析に
階層ベイズモデルを応用している．
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図 階層ベイズモデルの推定結果 図 と同じで，横軸は「真
の打率」，縦軸は推定された打率．黒ふち線の白丸が階層ベイズモ
デルによって推定された打率 ，灰色のふち線の白丸が各打者ご
とに安打数 打数で推定された打率（図 ）．矢印は階層ベイズモ
デルによる「補正」を表す．
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