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雪内空気の流動理論 II*

(透過性壁面にそう層流の境界条件)

1. 透過性壁面付近の流動

吉田順五

(北海道大学名誉教授)

(昭和 53年 9月受理)

1.まえが き

積雪は一種の透過性多孔物質である。透過性多子L物質の表面にそって流体が流れると，内

部流体，すなわち多孔物質の空隙をみたす流体が引づられて流動する。この内部流動は，多孔

物質内の表面ちかくに限られる。また，外部流動が層流であるか乱流であるかによって様相を

異にするであろう o

簡単のため，透過性多孔物質の表面を「透過性表面」あるいは「透過性壁面」と呼ぶ。む

くの固体の非透過性壁面では，流体の流速がOであるとしづ境界条件がなりたつ。しかし，透

過性壁面では，内部流動がおこるから，境界条件がこのような簡単な形で与えられることは

ない。

2. Beaversの研究

ミネソタ大学の Beaversは，人工多孔物質の水平表面上に水を緩漫な層流として流す実験

をおこなった。一方，表面における境界条件を

(dU/dz)FO = (α/ゾ亘;;-)(Uo-u~) (1 ) 

とおき，表面上を流れる外部水流の流速分布を粘性流体運動方程式によって理論的に定めた1)。

そして，実験の結果と理論の結果とが互に符合することを確めた。

式 (1)でzは表面から鉛直上方にむかう座標，Uは外部水流の流速，U，。は表面での U の

値である。 αは多子L物質の顕微鏡的構造できまる定数で，B。は多孔物質の比透過係数を表す。

多孔物質内の水も，外部水流と同じ方向に流れる。その鴻過流速を zどとすると，u'は表面で

の値 ujから，多孔物質内部にぐ・だるにつれて減少し，深部で一定値に漸近する。式 (1)の地

は，この一定値の深部櫨過流速である。ぬがOでないのは，外部水流を生ぜしめるのに必要

な圧力勾配と同じ圧力勾配を多孔物質内の水にもかけたことによる。

3. ー般境界条件

境界条件は，境界面上の流速あるいは応力の聞の関係として与えられるべきである。しか

るに， Beaversの条件式 (1)は，境界面上の流速ではない深部穂過流速地をふくむ。それで，
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(1)式に代るものとして，透過性壁面では，外部流動の流速と勇断応力とが，それぞれ，内部

流動の流速と勇断応力とに比例するということを一般境界条件として設定する。実験的に確め

られた(1)式をそれから導き，この新しく設定した一般境界条件の正しさの裏付けとするのが，

この論文の目的である。かくすることにより，一般境界条件の比例常数もきめられる。

Beaversの境界条件にせよ，この論文で設定する一般境界条件にせよ，外部流動が緩漫な

層流で，内部流動が表面に平行な二次元平行流として起るばあいについてのものである。特殊

な境界条件ではあるが，積雪の表面を乱流である風が吹くばあいの境界条件を組立てるための

準備としての役に立つであろう。

II. 二次元平行定常雪内気流

1. 二次元平行定常雪内気流

「まえがき」で、のベた目的を達するための用意として， この第 II節で，透過性多孔物質

内の二次元平行流の流速分布を， 同名の論文 13)で、求めた雪内空気の運動方程式の解として定

める。一般性を失うことはなし、から，透過性多孔物質を積雪とする。水平な雪面を水平に吹く

定常風を原因にとるから，二次元平行雪内気流は定常であり，その流速分布を表す運動方程式

の解は，雪面から下るにつれ流速が減少する形でえられる。引用する論文 Iの数式の番号には

Iをつけくわえる。例えば，論文 Iの式 (3)は (1，3)と書く。諸種の記号には，論文 Iのものを

そのままイ吏う。

2. 二次元平行定常雪内気流の運動方程式

直角座標 (x，y， z)の原点を水平な積雪表面上におき，座標 Z を表面にそって吹く風の方

向に，座標 zを鉛直上方に向けてとる。風は，平均風に無秩序な変動気流が重畳した乱流であ

る。しかしこの論文では，変動気流の効果は考慮からはずしもっぱら，風がその平均風速に

よって，雪内空気を引きずり，雪内気流を発生させる現象を取扱う。つまり，風をその平均風

速で流れる層状気流とみなす。平均風速を定常で x方向に一様であるとすれば，発生する雪

内気流は，圧力勾配および構造乱流の平均流速を与える空隙流速 Vaの成分 (u，v，ω)が

u=u(z)主主0，

-apjax = G(常数)>0，

の条件をみたす二次元平行定常流となる。

v=w=O; 

-aρjay = -apjaz = 0 f 
( 2) 

野外にある積雪のばあいには，圧力勾配の方向が， 一般には x方向と一致しない。しか

しその値が非常に小さし、から，圧力勾配は無視できる。風洞の床に雪の板をおき，板の表面

にそって風を流す実験がおこなわれる。このばあいの圧力勾配は，必ずしも無視できるほど小

さくはないが，方向は風の方向と一致ししかも一定値の下り勾配である。それで上のように

-ap/axを正の一定値 Gに等しいとおいた。

空隙流速 Vaの成分以 v，w)が (2)式の条件を満すから， q=~[i2 十 v2 + ω2 は U にひとし

い。よって x方向についての運動方程式 (1，35)は

O=G+(μ+〆u)d2ujdz2+〆(dujdz)2_(εjB)u (3 ) 
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に簡単化される。式 (2)の空隙流速成分と圧力勾配とは，y方向および z方向についての運動

方程式，また (I，3)式で表される連続方程式を満足する。 よって， うえの二次元平行定常雪内

気流の流速 U は， (3)式の解として zの関数で表わされる。

3. 運動方程式の積分 (1)

運動方程式 (3)の最も簡単な解として，zには無関係な

U = UB = BG/e (4) 

が存在する。積雪の深部には風の影響が伝らない。よって，積雪深部の気流の流速は， μや〆
をふくまない (4)式で与えられる。 流速が UBのこの気流を「深部気流」とよぶことにする。

Duvrovinは，南極の積雪内，表面から数 m の深さに，流速が 1cm/sに満たない微弱な

雪内気流を観測し， これを気圧の勾配によって生ずるものと考えため。これから， 自然積雪の

なかにも，極めて弱し、ものながら，深部雪内気流の存在することが知られる。ただしその流

れの方向は，必ずしも風の吹く方向と一致しない。

流速 U が zによって変るとして (3)式を一回積分すると

U*=U-UB， μB=μ+μ'UB (5 ) 

を用いて

du/dz = du*/dz = (';s/B) u*'; f1B平面百戸示-/(μ+μ'U) (6) 

が求められる。積雪深部では U=UBだから，du/dz=Oになる筈である。それで z→ ∞の

とき du/dz→ Oになるように積分常数を定めて (6)式をえた。

論文 Iの (I，27)式が示すように，水平面内の勇断応力の ζ 成分は

T悶 =(μ+〆q)(ou/oz + owjox) 

である。よって，今のばあいの '[zxは

'zx = (μ+〆U)duldz =(.;可否)U吋/石干(2/訂f1'U*

(7 ) 

(8 ) 

で与えられる。他の応力成分については T'yz=r町二0，ax=円=の=-p=Gx-Po(常数)で

ある。

4. 運動方程式の積分 (2)

前項の第一階微分方程式 (6)の解として与えられる U とzとの関係を，無次元量の聞の関

係で表示するために

s =(μ， /μB)μネ=(〆/μB)(U-UB)， c = z';罰百E了

とおく。いま

S =';1+(2/訂正=';1十(2μ市 IB)(U-UB)

を介して定義される Sの関数

F(s) = Fj(S) = 3S-1n {(S+l)/(S-l)} 

を考える。すると Cが

c = F(s) -F(so) =旦(S)-Fj(So)

(9 ) 

(10) 

(11) 

(12) 
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で表されることが(的式を積分することによって知られる。 Soおよび品は， (9)式および (10)式

の U に z=Oでの U の値

Uo = (U)z=o (13) 

を用いたときの sおよび Sの値である。積雪表面 z=Oでは，風が雪内空気をひきずるから，

Uoは UBより大きい。したがって，Soの値は正である。

筆者は，さきに文献 (5)で，分子粘性係数 μおよび圧力勾配 Gが共に Oであるという条件

のもとに U とzとの関係として

ぷ=イuo+z";おp'B (z<O) (14) 

を導いた。同文献の (11)式である。ところが，この条件があると， μBが Oとなるから， (9)式の

Sおよび Cが意味を失う。しかし， μおよび GをOに近づけた極限としての (12)式は (14)式と

一致する。

第 1図に F(s)とsとの関係を曲線で示した。 F(s)は Sの増大関数で F(O)=一∞， F(O.032) 

F(a) 

(9.) 

F(a) 

守B (b) 

16ト1;. F(a) -F(SO) 

t斗

寸2

10 

戸、折、
8 

I"U/I'B 

」ト。ll--i Aif 

-2 

Aノ〆 B
け-

C 

-2 

ー斗

-6 

-8 

-12 

第 1図 二次元平行雪内気流の空隙流速 U の分布を示す曲線。 (a)図は (b)図
の原点付近を拡大したもの。 s=(μ，IμB)(U-UB)， c=z";司五五B)，μB=μ+

μ'UB。μは空気の粘性係数， μFは空気の構造乱流粘性係数， εは積雪の
空隙率，Bは積雪の通気度， UBは深部流速
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=0， F(∞)=∞である。導関数 dFjdsは，s=oで∞，S=∞でOである。

無次元数 CとS との関係は，曲線 F(s)上の或る点から下につづく部分で表される。たと

えば，Ufjに或る値が与えられて，s=6になったとしよう。第 1図 (b)で，横軸上の s=6の点

に鉛直線を立て，それと曲線 F(s)との交点を A とする。 この A点での F(s)の値が(12)式の

F(so)である。よって，第 1図 (b)の右を区切る鉛直線にそって上方に Cを測ることにすると，

この区切り線と A点を通る水平線との交点 Bが c=oの点となる。 SとCとの関係は， A点

から斜め左にくだる半曲線で表される。 ただし，sの値は，同図の O点を通る鉛直線を基準に

してはかる。

この 5-C曲線が示すように，積雪表面下のある深さに達すると，事実上 sはOとなる。

つまり U が深部流速 UBと-致する。表面からこの深さまでの聞を流れる雪内気流を「遷移

層J となづける。

III. Beaversの研究

1. Beaversの実験

雪以外の透過性多孔物質内の流体の運動にも IL

論文 Iおよびこの論文 IIの第 II節でえた結果があ

てはまる。まえがきで述べたように， Beaversは，

人工の透過性多孔物体の表面，すなわち透過性壁面

にそって流体を層流として流し，壁面における流動

の境界条件を研究した九以下の第 III節，第 IV節

は，現論文の理論による， Beaversの研究結果の検

討である。

第2図に Beaversの実験の概念図を示す。水

平線 00'が，真横からみた人工透過性多孔物質の

板の上面，すなわち透過性壁面の一部を表す。面

00'の下の空間は多孔物質で占められる。面 00

の上， せまい間隔 hをおいて， むくの物質の板 M

が， 面 00'と平行におかれる。板 M の下面は非

透過性壁面である。板 M と面 00'との聞を流路と

よぶことにする。透過性壁面上の一点 Oを原点と

して水平右むきに Z 座標を，鉛直上方に z座標を

とる。

流路にも多JL物質の空隙にも流体をみたす。水

平右むきに，時間的にも空間的にも変化しない圧力

の下り勾配 Gを，流体全体にわたって生ぜしめる o

v方向および z方向の圧力勾配はOに保つ。 する

と流体は，流路のなかも多孔物質のなかも，定常な

O 

u 

N 

U;:" 
B 

1ft 

第 2図 Beaversの実験装置の側面図。水

平線 00'の下の空間を人工透過性多孔

物質が埋め，透過性壁面 00'のうえ距

離 hをおいて非透過性壁面 M がある。

00'とM との聞の流路も多孔物質の

空隙も流体でみたされ，流体全体に圧力

勾配 Gがかかる。曲線 LCAは流路内

の流速 Uの分布，曲線 BNN'は多孔物

質内の空隙流速 U の分布を示す。 点曲

線 LCoOは，面 00'を仮に非透過性壁

面としたばあいの流路内流速分布て‘ある。
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二次元平行水平流として左から右へむかつて流れる。

流路の高さ hを充分に小さくとって，流路内の流れを層流に保つ。その流速を Uで表す。

多孔物質内の流れは構造乱流である。その平均流速，すなわち空隙流速を U で示す。多孔物質

に比べ流路は抵抗が小さし、から，流路内の流体は速く流れて，多孔物質内の流体を引きずる。

よって，Uおよび uの分布曲線は， それぞれ， 第 2図の曲線 LCAおよび曲線 BNN'の形を

とるであろう。

透過性壁面 00'での U とU との値，すなわち A点と B点とで表される U とU との値

を，それぞれ U。と Uoとする。図には， B点を A点の右において Uo>U，。としてある。流路

内の流体が多孔物質内の流体を引きずることから考えると，この大小関係は逆になるべきよう

にも思われる。しかし透過性壁面を一枚の幾何学的平面とみなすこの巨視的理論では，次の

論文 IIIで示すように，uo>U，。とおくのが正しい。多子L物質内深部の U の値は深部流速 UB=

BG/εで与えられる。 Bとεとは，それぞれ，多孔物質の透過係数と空隙率とである。

2. Beaversの境界条件

流路内の流速 Uが透過性壁面 00'で満すべき境界条件として Berversはすでに「まえ

がき」で (1)式として示した

(dU/dz)z~o = (αN瓦)(U，。ぬ) (15) 

を仮定した。のは深部櫨過流速で εUBにひとしい。 B。は多孔物質の比透過係数で，流体の粘

性係数を μとすると B=Bo/μの関係がある。 B。の値は，多孔物質を構成する固体の骨組の構

造だけできまり，流体の性質には依存しない。 Boの元は長さの二乗にひとしい。よって (15)

式から， αが無次元数であることがわかる。このことを基にして Beaversは， αが，流体の性

質には無関係な，透過性壁面の構造だけで定まる常数であるとした。

流路内の流れは層流だから，z=Oに対しては (15)式の境界条件を用い z=んに対しては

U=Oがなりたつとして粘性流体の運動方程式をとくと，Uが zの関数として表される。この

Uを用いて計算される流路内の流量を M とする。透過性壁面 00'を仮に非透過性壁面でお

きかえたとすると， 流路内の流れは二次元 Couette流となり Uの分布曲線は第 3図の破線

LCoOの形になるσ このときの流量を Moとすると， φ=M/Moが，圧力勾配 Gを含まない，

h/.!瓦と α との簡単な関数で表されることが知られる。

Beaversは流体として水と空気とを用いて M を実測し，んのいろいろな値について φを

定めた1)，へその結果，実験でえられた φとhとの関係が， (15)式の境界条件を使って得られ

た理論的関係とよく合うことが確められた。同時に，数種の多孔物質について αの値が求め

られた。多孔物質の性質により， αの値は 0.1から 4目Oのあいだで変った。 この Beaversの方

法によると， αの値の決定に多孔物質内の流速 U Vこ関する智識を必要としない。巧妙な方法と

いうべきであろう。

IV. 透過性壁面における層流の一般境界条件

1. 一般境界条件

第2図の B点から N点までの間にある層が，第 II節の終りで・名づけた遷移層で、ある。こ
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の遷移層の存在を無視することにしよう。 すると，多子L質内流体の透過性壁面 00'での流速

は深部流速 UBとなり，流体は面 00'で (UO-UB)の速度をもって「滑る」ことになる。

Beav巴rsの仮定した境界条件式 (15)は，流路内流体の流速の勾配 dU/dzが，面 00'で， この

滑り速度 (UO-UB)に比例すること示す式に他ならない。ただ， Beaversは，深部流速 UBの代

りに深部櫨過流速 U~= εUB を{吏い，滑り速度を (U，。一泊)とした。 このように，遷移層の存在

を無視した結果， Beaversの研究では，多子L質内流体の流動に関する詳しい智識が不要とな

っ7こo

しかし，遷移層は，ある厚さをもって実際に存在するから，それを無視しない理論を作る

ことが望まし¥，、。それで， Beaversの境界条件とは別に，まえがきで述べた理由に基づき，透

過性壁面 00'における力学的境界条件として

(rzx)z~+O = a (r叫)z~-O (16) 

を，また運動学的境界条件として

UO = buo (17) 

を設定しこのふたつを，この論文では「一般境界条件」とよぶ。 α とbとは透過性壁面の性

質によって定まる無次元常数である。式 (16)の左辺と右辺の第2因子とは，面 00'の上面と

下面とにおける流体内平均勇断応力 rzxの値である。 U。と μ。とは，流路内および多孔質内の

流体の面 00'における流速で，第 III節第 1項にある U。および u。と同じである。

式 (16)(17)の一般境界条件が正しいなら，そのなかに Beaversの境界条件式 (15)が，含ま

れる筈である。実際，次の第2項で示すように，第 II節でえた結果に (16)(17)式を組合せると

ある条件のもとに於てではあるが， (15)式が導かれる。

2. Beaversの境界条件と一般境界条件

Beaversの実験でも，流路内の流体が多孔物質内の流体を引きずって遷移層を出現させる。

それゆえ，風の平均流によって透起される雪内気流に関して導いた第 II節の結果を，そのま

ま， Beaversの多孔質内の流動にあてはめてよい。

式 (16)の右辺の第2因子は， 多孔物質内の流体に現れる勇断応力の透過性壁面 00'にお

ける値に他ならない。よって，それを表わす式は，第 II節の (8)式のがに，それの z=Qで

の値 (UO-UB)を用いた。

(rzx)z~-O = (μ+μ'UO) (du/dz)z~o =，Jej瓦 (UO-UB)，J五万 l
D=〆(2Uo+uB)/3μ j  

(18) 

で与えられる。式 (16)の左辺は，流路内の流体が現す面 00'での勇断応力である。これは

(r悶)z~+O = μ (dU/dz)z~o (19) 

として表される。

式 (18)と(19)とを (16)式に代入したうえ， (17)式を使って変形すると

(dUjdz)FO = (a/b)，Je/Bo (Uo-buB)，J1 +D  (20) 

がえられる。この式を Beaversの式(15)と一致させるには
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D=O， b=ε， a= α~e (21) 

とおけばよい。もし，Uoが充分に小さくて， μ'uo4:.μとなるならば UBくUoだから，D4:.1で

ある。すなわち D=Oとおくのと同じ結果になる。よって， Beaversの仮定した境界条件は，

多孔物質内の流速の透過性壁面における値的が充分に小さいという制限のもとに，b=εとお

いた(16)式および (17)式の境界条件に等価であるといえる。

Beaversの式(15)は，結局，流路内を流れる流体の面 00'における勇断応力と流速との

関係である。ところで，論文 Iの運動方程式によって，面 00'における多孔物質内流体の

勇断応力と流速との関係を与えるものとして (18)式が導かれた。流路内流体および多孔質内流

体の面 00'における勇断応力の間と流速の間とにある関係を示すのが一般境界条件である。

式 (20)は，この一般境界条件をつかって， (18)式を，多孔質内流動による表現から流路内流動

による表現に変換したものに過ぎない。

勇断応力 T叫の測定は困難である。したがって r.xの直接測定によって一般境界条件の定

数 d を定めうる見込は殆んどない。しかし空隙率 sの測定と共に Beaversの実験をおこな

って αを求めれば，bの値はもちろん， (21)式をつかって G の値も定められる。

3. 流速で表した一般境界条件

式 (18)の左辺と中央項との関係は， μ'Uo<iどμならば

(r叫ん-0=μ(du/dz).~o (22) 

と書ける。したがって， (16)式と (17)式とは，b=εの関係を用いて

(dU/dz).~o = a (du/dz)z~o ， Uo=et向 (23) 

と表わしてもよい。運動方程式の解を求めるにあたっては， (23)式の形の境界条件が便利であ

る。 なお， (16)式(17)式の形の境界条件にせよ (23)式の形の境界条件にせよ，透過性壁面の外

の層流が Beaversの実験での層流と異っていても成立する，一般的境界条件であることはいう

までもない。

4. 得られた結果の検討

空隙率 sは1より小さい。よって， (17)式の bが εに等しいことは，第 1項の終りで指摘し

た Uo<的の関係に適合する。 しかし空隙流速 U は，多孔物質の空隙内にある流体の実際の平

均流速である。実際の流速に不連続は生じえない。よって U は，透過性壁面で連続的に壁面外

の流速 Uqこ移行すべきである。すなわち，Uo=U，。であるべきである。この矛盾は，これまで

の理論が，透過性壁面を一枚の幾何学的平面と見なす巨視的理論であることに由来する。透過

性壁面に厚さを考えれば，次の論文 IIIで示すように，実際の流速の変化は連続でありながら

Uo<Uoとなることが説明される。

第 2項で述べたように， Beaversは， (15)式の αが無次元であることから， αには流体の

分子粘性係数 μが含まれないとした。しかし，多孔質内流体には μと構造乱流にもとづく〆u

との 2種類の粘性係数がある。両者の比は無次元だから，この比が αに含まれても差しっかえ

ない。実際， (20)式の右辺のうち

(α/b) ~e ~i平万 (24) 
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の因子が αにあたり， Dは両粘性係数の比である。

式(18)が示すように， Dは吋=(2zto+UB)に比例する。それ放，ud'が充分に小さくなけれ

ば aとα との少くも一方は U6の値によって変化し，多孔物質の表面の性質だけできまる定

数ではありえない。仮に αが定数であるとすれば， αは(24)式にしたがって U6の増大ととも

に増大する。しかし Beaversのおこなった αの測定は，この増大の存否を判定しうるほどに

は精密でない。

V. まとめ

透過性多孔物質の表面に平行に流体が層流として流れる場合を考える。この層流は，多孔

物質の空隙をみたす流体をひきずり，表面直下に内部流動を生ぜしめる。表面における境界条

件として

('ZX)ド +0= a (，zx)z~ ー 0 ， Uo = buo (A) 

を設定した。 Z とzとは，表面上に原点をおく流動方向および上方にむく座標である。 U。お

よび Uoは外部流動および内部流動の表面における平均流速を表わす。 αとbとは多孔物質の

表面に固有な定数で，その値は実験によって定められるべきものである。雪面を吹く風は必ず

乱流である。それで，多孔物質が積雪のはあいは，風の平均流速と同じ流速で流れる層状気流

を外部流動とする。

BeaversとJosephとは，巧妙な実験方法を案出し，人工多孔物質について，表面におけ

る境界条件として

(dUjdz)z~o =イ可Bo(UO-SUB) (B) 

を仮定し，表面に固有な常数 αの値を実験によって決定した。流体には空気，水その他の液体

を用いたが， αの値は流体の種類には無関係に只多孔物質の微小構造にのみ依存し， 0.1と4.0

との聞に現れた。式 (B)で B。および εは多子L物質の比透過係数および空隙率 UBは多孔物

質内深部での空隙流速である。

論文 Iで、えた多子L性物質内流動に関する運動方程式 (1，33)を利用して内部流動の平均流

速，すなわち空隙流速 U およびその導関数 duj止を zの関数として求めた。その dujむを用

いて (A)式から (B)式に近い形の式を導き，それにより

a=α';sf./1+D， b=ξ (c) 

の関係をえた。 Dは Uoの増大によって増大する数である。よって Uoが非常に小さければ

a=αイτとしてよい。かくして，空隙率 εを測定したうえ，非常に小さい流速で Beaversの実

験をおこなって αを定めれば， αの値が求められる。

式(C)の関係で結ぼれているから aとαとは共に定数ではありえない。 どちらかは，あ

るいは両方ともに，軽くではあるが流速によって変る筈である。しかし，現在は，それを決定

するに足るほどの実験的材料がない。

座標 zとU との関係は，第 II節に示したように，初等関数で表わされる。

この論文を書くにあたっては，北海道大学低温科学研究所の石田 完教授をはじめとする
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気象部門の研究員にいろいろ検討してもらった。ここに記して感謝の意を表す。
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Summary 

1. It is imagined that a wind blows over the horizontal surface of a snow cover in the 

form of laminar flow with no turbulence accompanied， dragging the air that fills interstices 

of the snow lying near the surface. For such an imaginary case， the present author writes 

(，日)z~+o = α ('zx)z~ 。 ( 1 ) 

and 

Uo =buo ( 1') 

as boundary conditions at the surface of the snow cover， where 

X， z: coordinates taken respectively leeward and upward with the origin on th巴 surface，

日， uo: respective values at the surface of velocity of the wind and intersticial velocity 

of the air in snow， 

'zx: mean value of microscopic shear stresses of th巴 air，

a， b: constants whose values are determined by the nature of the snow surface. 

Boundary conditions (1) and (1') are applicable also to other kinds of fluids and porous materials 

if only the fluid makes a rectilinear and laminar flow over their surface. 

2. Beavers and Joseph made on artificial porous materials an experiment， which will be 

described in Article 4， and found that the result of their experiment was in good accord with 

the theoretical result obtained by assuming the boundary condition 

(dU(dz)z~o = (イ司Bo)(Uo εUB) (2 ) 

at the surface of th巴 materials(Ref. 1). In formula (2) 

e， Bo: porosity and specific permeability of the porous materials， 

αdimensionless constant characteristic of the structure of the porous surface， 

1IB: intersticial velocity of the fluid deep in the porous materials. 

3. The present author derived in Paper 1 equations of motion applicabl巴 toth巴 fluid

flowing within a porous material， regarding that shear stress arises in it from two causes: 

molecular viscosity and structural turbulence. Let 11 (z) be a solution of the equations of motion 

such that it五tsthe experimental conditions of Beavers and Joseph・ Thenit is possible， by 

use of du (z)(dz， to draw formula (2) from formulae (1) and (1') with the result that constants 

a and b in th巴 laUerformulae are expressed by thos巴 inthe form巴ras 

a=α.;-;: and b = e， (3 ) 
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provided that Uo = u (0) is so small as to make the shear stress due to a structural turbulence 

disappear before that due to molecular viscosity. 

4. Figure 2 of the text shows schematically the experimental arrangement of Beavers 

and Joseph. Impermeable plate M is placed a short distance h above surface 00' of the 

arti五cialporous material. Water五llsits interstices as well as the channel bεtween M and 00'. 

Whole of the water flows from the left to the right under the action of a constant pressure 

gradient G with velocity profile LCA in the channel and BNN' within the porous material. 

As h is very small， the flow in the channel is laminar. 

5. Beavers and Joseph measured experimentally flux M of water through the channel， 

while on the other hand they calculated the same flux using the boundary condition given 

by formula (2). Broken curve LCoO in Fig. 2 gives a velocity pro五lein the channel when 

00' is supposed to be impermeable; let Mo denote the flux calculated for this case. Ratio 

φ= M/ Mo is independent of G and makes a simple function of h/伺oand αBeavers and 

Joseph found a good agreement between the observed and the calculated values of φ， and， 

in doing so， they could determine the magnitude ofαwhich turned out to lie between 0.1 

and 4.0. 

6. The flow of water through the porous material is governed by equations of motion 

(1) shown in the English Summary of Paper 1. If coordinates x and z are placed in Fig. 1 

respectively to the right and upward from point 0， the equations of motion are reduced to 

the single equation 

G+(μ+〆u)d2u/dz2+μ， (du/dz)2ー (ε/B)= 0， (4 ) 

because v，ωvanish whereas u is independent of x， y and q turns out to be equal to u. 

The solution of equation (4) gives u (z) mentioned in Article 3. 

7. When integrated， equation (4) yields 

du/dz = (~可否了u吋μB 十 (2/3)〆u /((1 +μノu) (5 ) 

with 

u* = U-UB， μBμ+μ'UB and UB = BG/ε， (6 ) 

where the constant of integration is so chosen that du/dz=O for z=ー∞. Then formula 

(2) in the English Summary of Paper 1 gives. together with the above equations (5) and (6} 

(叫~-o = (μ+μ川)(du/dz)ω =必/B(UO-UB)イ百万 ( 7 ) 

with 

D=〆(2UO+UB)/3μ (8) 

which makes the second factor on the right side of formula (1). The left side of the same 

formula is given by 

(r日)Z~+O = μ (dU/dz)z~o ， (9 ) 

because flow of water is laminar in the channel of Fig. 1. 

8. Formula (1) is transformed into 

(dU/dz)ω =(a/b)~ê/Bo (Uo-buB)~l+D ， )
 

ハ
り

T
Eム(
 

wh巴nboth of its sides are replaced by the right members of equations (7) and (9)， Uo/b being 

substituted for Uo by virtue of formula (1'). Comparison of equations (2) and (10) leads to 

the relations 

α=α~eN1 +D and b =ε. (11) 
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When Uo is so small as to make D negligible against one， they are reduced to relations (3) 

shown in Article 3. 

9. If the dimensionless variables 

5=(〆/μB)(U-UB) and '=z";訳函E了

are used， the integral of di妊erentialequation (5) is expressed by 

， = F (5)-F (50)， 

(12) 

(13) 

where F (5) is a function of 5 as illustrated by the curves in Fig. 1 of the text， while 50 is 

the value of 5 corresponding to U = Uo・ Analyticalexpression for F (s) is given by 

F(5) =日ーln{(S+l)/(Sーサ w江h S斗 目 前 凶)

10. Since the fluid flowing over the surface drags that flowing below it， Uo should be 

greater than Uo・ Butthe above obtained result b =εgives Uo < Uo， because εis al ways smaller 

than one. This contradiction wiIl be solved in the next Paper III. 
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