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高等学校における微積分の初歩としての
一次関数の指導過程

大田邦郎

A Program of Instruction for the Quadratic Function 

as the First Step to Calculus in High School 

Kunio Ohta 

序 関題の設定と方法

今世紀初頭の世界的な数学教育近代化運動は，工業の発達を背景に数学教育を科学・技術

教育の一環と捉え，中等教育への微積分の導入を中心とする教育内容の改革を主張した。イギ

リスの J.ペリーやドイツの F.クライン等の影響のもとに，日本においても小倉金之助らの改

良運動が起こり， 1941年の中学校教授要目にはじめて微積分が採り入れられ 11現在に至るまで

微積分は一貫して中等教育の中にも位置付けられてきた。

しかし，近代化運動が有していた実用主義・経験主義的な眼界と，実際に教壇に立つ教員

の養成と再教育にかかわる間難等の制約もあり，日本においても微積分の内容から自然科学と

の関連が弱まるなど，近代化は今日に至るまで十分に実をあげてはいない。ペリーが半世紀以

上も前に「アカデミックな数学教授法は，わず、か 5%ほどの，抽象的推理を好む学生には成功

しているが，そのほかの普通の学生には，まったく失敗しているFと述べていることは，現在

の日本の高校教育にもあてはまらないだろうか?

数学教育近代化の運動は，数学の大衆化運動でもあった。クラインは主張する。「私の考え

では，今日すでに微積分は，関数概念の発展として，すべての人に要求すべき一般的な数学の

教養に属しており，将来ますますそうなるだろう。Jrそれは，現代人として聞かれた精神をも

って，文化生活の発展に参加しようとするすべての人に必要なものである./J31そしてこのこと

は，高等学校への進学率が90%を越えた現在，ますます重要な課題であるといえよう。教育内

容としての微積分を「すべての高校生にわかる」という視点から再編成することが，われわれ

にもとめられているのである。中等教育の大衆化は，たとえ「差別・選別のjと形容される教

育体制のもとにあっても，いやむしろ，そうであればなおさらこの視点からの教育内容の再編

成という内実をつくりだしていくことが不可欠で、あろう O

高校生の f低学力Jが問題とされている今日，上述の課題にとりくむ前提としての f基礎

学力の回復Jの主張もあるが， r低学力」の基本的な要国が学習指導要領や教科書の非科学性

にもとめられるとすれば，そこに「回復jすべき学力など見いだすべくもない九むしろ逆に，

現在あるがままの姿の高校生にI微積分を指導する試みの中で，その前提的な内容も洗い出すと

いう方法がもっとも生産的で、あると思われる O 教育内容としての微積分を，現在の高校生の認

識過程を通すことによって再編成しようというのである。ペリーはいう。「抽象的推理をおこな

うことのできない普通の少年は，愚鈍だと言われている O だが私は，利口だと一般に言われて

いる少年よりも，このような少年のほうが賢いと思う oJ51
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近代化運動において提起された課題は，まさに現代のわれわれの課題そのものであるとさ

えいえよう。

不論文の課題は，高等学校における二次関数の指導過程の確定をめざすことにあり，基本

的な方法は，仮説としての授業プランの作成と実験授業による検証である。この論文では第 1

章で既往の指導プランについての検討を行なったあと，第 2意において二次関数の基本的な論

理的構造についての仮説を設定する O さらに第 3章では，この論理構造の仮説にもとづいて，

生徒の認識過躍を藍接的に組織していくための発問，説明，指示等を具体化した「捜業審J61を

作成したい。したがって「授業審jは，対象の論理構造に関する慌説とともに，その認識過轄

の組織に関するイ皮説をも反映するものといえよう。

イ反説の検証の方法については，まだ定式化のレベルには至っていない。さしあたり，二重

の仮説を統一的に対象化した「授業審」に対する評価を第 4章で行なうこととしたい。生捷の

認識の過程は，基本的には授業過程に反映していると考えられるから，授業過程の分析による

「授業委jの吟味が中心的な課題となるが， しかし，授業の表屈には現われて来ない部分をも

把撮し，補足することも必要で、あろう。ひとりひとりの認識状況を，節ごとの主要な課題に対

するアンケートや感想文等を通ピての分析も仔ないたい。また，計算の指導に関する言訓話につ

いては，計算テストの分析も必要となるだろう O 第 5章では，言明阪のまとめを行ない今後の課

題を明らかにしたい。

i主

1 )現数科数学の教授要自において，中学4王手で微穣分の基礎， 5年で力学がとり入れられた。しかし1943年

には中学校は 4年までとなり，戦争の激化もあってあまり実施されなかった。

2)ペリー rr初等実用数学』序説J(ペリー，クライン，丸山哲郎訳 f数学教育改革論j明治凶著書， 1972王手)

49ページ。なおここでのrt自象的推理」はのちの引用からもわかるように，肯定的に用いられた脅棄で、はな

Lミ。

3) クライン f教材としての微積分の問題についてJ注 2)，105ベージ0

4)大田邦郎 f二次関数と微積分J(北海道高教組編集・発行 fわかる授業民主的人格づくりJ1979年)参照。

5) i主2)，52ページ。

6)高村泰雄「教授過程の基礎理論J(城丸章夫・大槻健編 rs本の教育6教育の過程と方法j新日本出版社，

1976年)参照。

第 1:章既設プランの検討

中学校・高等学校の学習指導要領・教科書における関数指導は，微積分以前の内容につい

てはいまだにグラフと代数的な扱いが主であり，変量の解析という視点に欠けている。とくに

二次関数は非一棟変化を表わすものであり，二次関数を関数指導体系にどのように{立寵付ける

のかということは，重要な問題であると思われる O

1977年の改訂により，中学校の学習指導要領から二次関数は消え， r 2乗に比例Jが残され

た。現行の中学校教科書 3年生用では，それをたとえば次のように導入している O

高いところから物体を落とすとき，落としはじめてから z秒後の物体の落ちた距離を ymとする。この

とき xとUの対応、を表わす表は次のようになる。
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j二の表から xとUの関にどのような関係があるか潟べよう。まず，yとx'の間の関係を調べるた

めに，下の表を作った。

この表から会の鑑がつねに 5となることがわかる。このことから，おと Uの簡には

会 =5 すなわち ド 5x'

という関係があることがわかる01}

33 

ここでは測定値から法則を発見しているかのように見えるが，実は x2とUの関係に着目する

ことを押し付けているのであり，また Uとx2との「比例J関係にとどまることにより，非一様

変化の解析という視点を欠落させているのである。

改訂前の1969年学習指導要領による教科書には「二次関数jがあった。

物体を初速20m/秒でまっすぐ上lこ投rf'上げたとき，投げてから Z秒後の高さを ymとすれば，xと

Uとのあいだには，およそ次の関係式が成り立つ

Uロ 20x-5 x' 

そして次のように定義する。

Uがxの2次式で表わされる関数であるとき，すなわち，変数Z と変数Uとのあいだに，

U口 αx'+bx十c(α，b， cは定数， α宇 0)

という対応、の規郊があるとき， y'まZの2次期数であるという 02}

たしかにここには「二次関数jについての誤りのない記述がある。しかし， y =20x-5x2の

式が天下りであるばかりでなく，二次関数の内事的特質ではなく式の形によって定義がなされ，

あとはグラフと代数的扱いが主となっている。もっとも1969年改訂によって「平均変化率Jが

導入されたが，これは瞬間変化率との関連抜きに扱われたため，変化を解指する武器として用

いられることはなかった。

これに続く高等学校の教科書においても数学Iで二次関数が扱われるが，ほとんど事情は

変わらない。

関数j(x)で，j(x)がzの2次式 αが十 bx十c(αキ0)であるとき， y'まZの2次鶴数であると

いう0"

このような形式的な定義のあとは，グラフ，最大・最小，二次方程式・不等式などを扱い，変

化率を二次関数に即して指導することはないのである。

ところで，数学Hの微分法の導入では二次関数が，例として次のように用いられている。

物体が自然に落下する場合，落ちはじめてからの時間t(秒)と落ちる距離 S(m)の問には， 1;);ぼ次の

ような関イ系がある。

S = 4. 9 t' .， 

ここでも，この関係式の内容については触れていない。このあとは平均速度から瞬間速度，さ

らに微分係数から導関数へと展開していくのであるが，二次関数の特質一一等加速度性一一に
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ついて扱うことはなく，一般的な扱いに終始している。ここでは二次荷数はたんなる一例にす

まないのである。すなわち，具体的な特質をもった個別の関数のひとつである二次関数の，解

析的な手法による指導は現行の中学校・高等学校の教科書によってはなし得ないのである。

ヱド章では， i最にもとづく数学教育」を主張してきた数学教育協議会におけるいくつかの二

次関数指導の実践をとりあげ，検討していきたい。これらの実践は，共通してこ次関数を量の

変化の法則との関連において指導したものであり，学ぶべきところが多い。

第 1節 f出波先氏の実践の検討

近畿地区数学教脊協議会(近数協)における集団的研究は， i“解析学の伝統"をすべての

菌民に!J51という目標のもとに解析学指導の内容を f微分法則から積分法則を見出すこと，す

なわち微分方程式を解くこと，そのためのすべての学習戸と規定し， i量にもとづく数学教育J
を関数指導において麗関してきた。仙波元氏の中学校における実践71もその中に位置付けられる。

仙波氏の実践の特徴は，なによりも近数協の主張である「微分方程式を解く J方向，すな

わち，

加速度一定→速度oc時間→位置変化∞時間 2

という順序で指導することにあり，さらに微分法へと展開していくのである。

仙波氏の実践記録のアウトラインをフォローしていこう。

まず，瞬間速度の存在を，関 lのように斜面の途中に水平な板

を驚いたときに得られる速度としておさえたあと，時間と距離

についての数値を与え，何か法則性がありそうだと認めさせる。

このあと，水の出方が一様な水道栓(図 2) を考えて，正比例

関数と一次関数，およびその面積シェーマを扱い， iいよいよ 2

次関数を作りますJ(傍点筆者)ということになる。

このプランにおいては，二次関数を「区分的一次関数の極

限法則Jとして捉える立場が採用され，図 3のような水道栓を

ひとつずつ開いていく場合から，水の出る速度が連続的に変化

する場合へと移っていく。 f棒(パルプ)が管の中を等速震で動

関 1

ぷ主

回 ω/分巴
くと，速度は規則的に変化します。たとえば l分たっとり/分 弱2

だけ速くなるようにJと，等加速慶変化を定義する O バルブをとめたときに瞬間速度が得られ，

矢印のように等速で
スライドするバルブ

下からみると
スキ 1 ， nLuuïc~(\ 

マバルブ

皿金ケーズ-';1一一一 連続して開いてい

こっちのスキマがはしまで開き
きったしゅんかん，つぎのスキ
マのむこう候tlが関きはじめる

図3

加速度制/分2で時閣がz分たてば，速度 zR/分は z=4xと求められる O ここで，等加速度

変化の実在の現象として落下運動や斜面上の運動がとりあげられるが， i物体は重力の作用によ
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って 9.8m/秒2の等加速度で落下するというJと，天下りになっている。

次に蓄積量については.f蓄積量は面積で表わされているんだな，ということの確認だけの

ためにやる，という穏度Jに扱うが，等速度変化のとき，速度×時間で蓄積最が求められること

とを結びつける。「これは等速度変化か? ちがう。速度×時間は? 等速度変化のとき O この

押し問答をくり返していると，あ，王子均したらよい，という意見が出るクラスもありますJと

いう展開である。f2分. 3分，……と数値を与えて，時間→速農

→平均速度→蓄積量を求め，さいごに Z分→ z=4x(R/分)→平

均変化率はそのまつまり 2x.e/分ゆえに.y(f2)=2x{A/分)

xx(分)口2X2(R)J。ただし，ここで平均変化率の定義は辛い。

そして，加速度・速度・蓄積最の三者関係(図 4) をおさえ，

蓄積議の式 y=αどから速度の式z口2αzを求めさせ， fこう

y=αx' 

ィヶ 、
2αu分二二.，...z=2ax 

することを f微分するJというんだJとなる。 図4

このあと，速度がOになる時刻ぬを基準にした時の時間と蓄積最の関係から，二次関数の

f"(Xo) 
y=引 Xo)十寸jム (X-XO)2

の形へのベき展開を求め，これによって最大・最小問題を考える。

以上がアウトラインであるが，仙波氏の実践は，前述のようにニ次関数を「微分方程式を

解く Jす告わち穣分法則として指導するという方向の画期的な内容をもっており，この点は高

く評価されよう。しかし主主体的な展開についてはいくつかの重要な問題点を有していると思わ

れる。主要な点について検討していこう。

第一の問題としては，二次関数が底分的一次関数の極隈として導入されることがあげらら

れる。二次関数は，一次関数とは本来質的に異なった性格をもっ関数であり，まず，二次関数

があって，これを分析する擦に局所一次化の方法がとられるのである(これが微分法であった)。

第二には，加速度の概念が前提されたものであるという問題がある。仙波氏の f2次関数

を作るJという表現にも端的にあらわれているように.f 1分毎に水道栓を開」いたり「捧(パ

ルプ)が管の中を等加度で動」いたりすると速度変化はどうなるか，という問題設定では，等

加速性は，その中にすでに前提されているのである。生徒が具体的な対象にはたらきかけてこ

れを導くことなどありえず，これは押し付け以外の何物でもない。このことは，等加速度変化

の指導を水道栓モデルに依拠して展開すること自体に問題があることを示している。またこの

モデルには，速度は 1分あたりの水量，加速度はそれが1分間にどれだけ増すか，というよう

に，本来内包量であるべき量色外延量にわきかえて捉えるという欠陥もあり，典型的なモデ

ルとはいいがたい。さらに，斜面上の運動が例として出されでも，水道栓モデルとは何ら結び

つけられず，運動の分析もなされていないのである O

第三の問題点は，速麗 z=仰から蓄積量Uztαがを求

める際， r王子均速度Jという概念を用いることにある。平均速度

S(t2) - S( t;) 
は，時刻 t1- んにおいては で与えられるが，t

2
-t

1 
-~.__. 

位置 S(t)に関するデータ(それを今，もとめようとしている

のであるが)抜きに平均速度を考えることはできない。たしか

に結果的には，等加速度運動の平均速度はれ- t2においては

v( t) 

臨5
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u(t，) + v( t2) 

2 であり，このことは時間と速度のグラフ(関 5)の三角形 BCEと長方形 ABCD

の面積が等しいことにも表わされている。しかし，位謹変化がグラフの下の麗積で表わされる

ことを認めること自体が積分法の内容でもあり，必ずしも震観的に捉えられるものでないこと

は.11出j皮氏の授業記録からも明らかであろう O ここは実費的に積分の考えが不可欠なところで

あり，この場面ではどめて区分的一次関数の極限として考えるべきであろう(関6参照)。

レ/ぷ--ぶ-~
図6

第四の問題点にうつろう。微分法にかかわる問題であるが，微分法が局所一次化の方法を

抜きに扱われている O このことは，実は第二の問題点の帰結でもある。加速度を与えてしまっ

た以上，速度=加速度×時間を求めてしまえば本来の意味での微分法など必要ではなくなるの

である O しかし，距離から導かれる以前の速度・加速度概念は，それらが求めうると仮定して

のものであり，距離が求められたのちあらたに定義されなおされるものに他ならない(ただし，

だからといって距離→速度→加速度という展開はあり得ない。距離から速度を求めるために

は，距離は時間の関数として表わされていなければならないからである)。

f山j皮氏の実践における以上のような弱点の克服には，まず，モデルとして運動そのものを

とりあげることが必要と思われる。実擦，速度・加速度といった運動学の用語を使用している

のであり，これらの概念を本来の意味において指導することができると同時に，第一，第二の

問題点も克服されよう。さらに第三，第四の問題点とかかわって，より積極的に微分・穣分の

方法をとり入れることが課題となるだろう。そしてこれらによって微分方程式を解き，得られ

た関数をまた微分するというこのプランに内包された積極性が，より生きたものになると思わ

れるのである。

第2節小野良高氏および榊忠爵氏の実議

つぎに，数学教育協議会における典型的な二次関数指導の制として，小野良高氏および榊

忠男氏の中学校における実践8)，9)について検討していこう σ

小野氏は，二次関数の指導を二つに分けて考えている O ひとつは 12次調教とはどんな関

数で，どんな特徴をもっている関数なのか」を知ることであり，もうひとつは「どのように

して学習した関数の概念をもって，現実にある 2次関数を求めてみるかjということである。

ここには明確にひとつの数学論がある。すなわち，小野氏にあってはまず数学的概念としての

二次関数が存在し，それカf王見実に適用されるのであるJ81そして数学的概念の起源は，明らかに

されてはいない。

小野プランのアウトラインを示そう。まず二次関数の f典型Jとして罷 7のような「三角

水そうJにより，水の高さ Z と水量Uの関係を，



高等学校にわける微積分の初歩としてのこ次関数の指導過程

y =J(x}=αx2
十 3x十 3

と求めさせる。三角水そうは，r2次関数の式化が容易にできて，

2次関数の意味をある程度明らかにしたいjという理由で用い

られている。式化のあと，王子均変化率が区間によって奨なるこ

と，そして， r第 2階差が一定である，一定f直は αの2倍健であ

るJことを「帰納的な法制jとしておさえる。このようにして

r2次荷数の性質を一応おさえjたあと，等加速度運動の分析

に移っていくのである。 f現実にある 2次関数Jとして落下運動 図7
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を扱うのであるが，これ以降は榊氏の実践の方がより豊かな内容をもっているので、ここでは省

略し，三角水そうそデルについて検討しよう。

この水そうは，たしかに式化のうえでは便利である。法期性の認識抜きに二次式が得られ

L1y 
る。そしてこの式から平均変化率一ーを量的な裏付けなしに考え，第 2階謹一定という r2次

L1x 

関数の性質Jが得られるが，これらの操作が，すくなくとも三角水そうのどの側面を表わすのか

ということさえ指導されていない。

実はこの問題は，三角水そうそれ自体のうちにふくまれて U 

いるのである。三角水そうは，等加速度運動における速慶一時

間グラフ(図 8)と全く同型であり，したがって，等加速性とい

う性質は，問題設定のうちにすでに前提されているばかりか，

水量を求めるという問題の中に，距離が酉積で表わされるとい

う積分法に相当する内容が解消されているのである。したがっ

て，三角形の面積として求めた二次式について，第 2階差一定

の「法則Jを導き，これを現実の世界に「適用jするといって 図8

も，第 2階差を調べて式化するだけの貧弱なものにしかなり得ないJ1}

つぎに，構氏の実践記録の検討であるが，このプランの特徴は等加速度運動の分析からは

いるところにある。物体に紙テープを付け，等時間ごとにタイマーで打点をうつようにして落

下させると，打点の陪隔はだんだん広がっていく (図 9)。

このデータ(紙テープ)の処理方法について生徒に考えさせる い。(;)0 0 0 0 。

と ~9

①一定時間ごとにテープを切って，各時間ごとに進んだ距離をグラフに表わす

②一定時間ごとまでの物体の位置変化をグラフに表わす

という，二通りの方法が出されるという……(罰10)。

①のグラフのたて軸は，速度を表わしてい

ることから，速度が時期に比例J-速度のふえ

方が一定でこれを等加速度運動と定義する。②

のグラフについては，生徒から「はどめから落

ちる距離は，かかった時間の 2乗に比例するj

と出てくる。

@ 

ところで，rオモリの重さと速くなり方に関 図10

③ 

係があるのかjという疑問が生徒から出される。そこで，実験によって落下運動は重さと無関
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{系であることが確認される O

このあと，三角水そうについて指導されるが，この部分は小野氏のものとほl玄関様であり

省略する O そして y=f(x) =どについて平均変化率を扱い，瞬間変化泰，導関数と屡関してい

く。なお， ，r瞬間jについての子どもたちの考えや， r瞬間速度』についてのfあるのかないのか』

といった議論はおもしろかったJとあるが，具体的には紹介されていない。

さて，この技業の評価であるが，等加速性をあらかじめ前提するのではなく，運動そのも

のを分析させるという点では「押し付けJ的でなく，生徒も関心を示している。しかし第一に，

分析の視点を持たないままデータが与えられるため分析できない班もあり，また，データの誤

を「実験誤差によるものであるとは思わない傾向がつよかった」という結果にもなっている。

に， aのグラフのたて軸は，速度を表わしてはいるがやはり，進んだ距離という外延

量的な把掠にとどまっているo~のグラフのたで軸を fそれはほんものの距離」という発言は

このことを逆に示しているといえよう。

第三に，②のグラフについて，時間と距離の関f系を求める手だてがとられていない。生捷

から一応は， 2乗に比例」と出て来たが，授業の展関からは，この発言の出てくる必然性をよ

みとることはできない。時間と距離の間の法財は，やはりストレートに捉えることはできず，

速度を媒介に考えなければならない。

また，生徒の発言からくみとるべきものが，この実践記録には見られる。落下運動と

の関係に着目することは自然、であり，アリストテレス的な発想を持っていないとも限らない。

したがって，運動学的な分析に限定することなく，力と運動の関係をもある程度指導するべき

であろう o，瞬間Jおよび「瞬間速度Jについても，ガリレイがくぐり抜けた問題であるばかり

でなく，運動の矛盾とかかわる問題であり，アプリオリに存在するものとして指導するわけに

はいかない。何らかの手だてが必要とされるところであろう。

なわ，高等学校においては，量の変化の解析という撹点からの二次関数の系統的金指導実

践はほとんど見られない。間このなかで，黒田俊郎氏の高校生むけの著書『微分のひ・み・つJ
および『積分のい・ず・みi聞は，微分法と積分法をそれぞれ独立させてまとめており，等加速

境運動と二次関数も素材のひとつとして扱われている。とくに積分法においては，速度一時間

グラフの下の面積から二次関数を求める点など検討に髄するが，微分法では接線の傾きを“測

る"ことが主で，微分計算は f付録」でしかない。また積分法を微分法から独立させた積極性

は，逆にこれらを相互の関連において捉えることの不十分さにもつながっている。ニ次関数を

中心とした微積分の総合的な指導が考えられて良いだろう。

i主

1 )河口瀦次，康弘道j'ぎa耕作霊長修『中学校数学3年j教育出版， 1980年， 72-73ページ。

以下，教育出版の教科警から引{手せするが，学習指導婆領による制約などもあり，他社の教科警についても

ほぼ向様のことがいえる。

2) ~.可口街次，原弘i道，官邸耕作監修 f中学校数学 3 王手J 教育出版， 1978年， 86ページ。

3)小林幸子一皇室11基『高等学校数学 IJ教育出版， 1976年， 124ページ。

4)小林苦手一監修『高等学校数学IIB.l教育出版， 1977年， 108ページ

5)山口昌哉，中原克己編『関数指導現代化入門 1初等関数j明治図書書， 1970年 7ページ(山口氏執筆部分)。

6)注 5)，10ページ(中原氏執筆部分)。
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7)仙波5tr 2次関数の指導J(f数学教家j国二七社， 1971年10-12月号)，以下，とくに断らないかぎりここか

らの引用。

8)小野良高 r2次関数の指導J(r数学教室J留土社， 1974年11月増刊号)，以下，ここからの引用。

9)鱗忠、男 rr2次関数Jの授業J(r数学教室i国土社， 1974年8月号)，以下，ここからの引用。

10)現実の問題と数学との関係について，数学を使って現実の問題が解決されるとする数学綴のひとつの渓裂と

して，銀林浩氏の図式(下関)がある。銀林「数学でなぜ授業が問題になるか?J (数教協会員誌『研究と

実践』第43号， 1975年)31ベージなど。

明叩ゆ崎町-'J惨

可V

4ト一一一一一一

これは逆立ちした議論であって，数学的認識の起源が実在の量的諸関係にもとめられるということは，

「問題を解く」こともふくめて数学的活動が総体として実在の反映であるということに他ならない。

11)仙波氏の「等加速水絵jモデル，および小野氏の f三角水そう」モデルに限っていえば，これらは等加速

伎を約束のうちに前提していることから，二次変化の法則をはじめて解明していく手段とはなり得ない。

しかし，数学教育日おけるモデルの役割については今後検討していく必要があるだろう or三角水そうjに

ついては，われわれは速度一時間グラフとして積分法の指導に佼震付くと考える。

12)東数協 2次関数グループによる研究も，いくつかのおもしろい問題を体系化しようと試みているが，まだ

一貫した論湿構成をとるまで、には至っていない。向グループ「落体と 2次関数J(r数学教室j国土社，

1980年8丹号)参照。

13) ともに，三省堂， 1977年。

第2掌ニ次関数指導の論理構造

二次関数の指導において，等加速度運動の解析と微積分の方法の導入が不可欠で、あること

を，前章ではインプリシットに主張してきた。本意では，二次関数指導過程における論理的脈

絡を明らかにするために，フゲリレイの等加速度運動論およびニュートン力学と二次関数との関

連について，若手の検討を加えていきたい。

第 1節 ガリレイの等加速度運動論と二次関数

数学にわける文字の一般的な使用はヴイエタ，さらにはデカルトを待たねばならなかった

が，それにもかかわらずガリレイはj新科学対話iにおける等加速度運動の考察の中で，実質

的に二次関数を導いている O そのプロセスを検討していこう。

(定義)

静止から出立して，等しい時間内に等しい速さの増加を得べき運動を等加速(一様に加速された)遼

動という 01}

時刻を t，速さを V，距離をSとすれば，定義lましたがって rLlt =一定のとき ， LlV=一定の

運動を等加速運動というJとなる。この定義をめぐる対話の中で「等加速運動とは，その速さ

が通過する距離に比例して増加していく運動をいうJ'Iとの誤りが出される。これは，V ∞ 5， 

d5 
したがって一一∞Sと，距離が時簡の指数関数ということになるのであるが，ガリレイもまた

dt 

最初はこのように考えたことが示唆されている O また， r加速度が運動の継続する眠り時間に比
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例するj31と速度を加速度ととりちがえるなど， r新科学対話jにおいても距離と速度，速度と加

速度の区別はまだ厳密ではないことからも，これらの概念の指導にあたってはそれぞれの関係

について細かな配躍が必要とされよう。さで，L1t口一定吟 L1v=
L1v ー

か ら一定.
L1t 

で、初速がOであれば v=αt(αは加速度)と，速度が時間に比例するのであった。

命題1 定理 l

物体が静止がら出立して，一様に加速される場合，それが任意の距離を進むに必要なる時筒は，同じ

物体が向む距離を，その速さが加速運動の始まる直前の速度と，最高の速度との平均値に等しい等速

運動を行なう場合の所用時間に等しい04i

ガリレイはこの定理を，ある時間に進む距離がこの二つの運動

について等しいことを示す方向で証明しようとする。そのため

にガリレイは，図 lのような，速さと時閣についてのグラフと

もいうべき図を用いた。すなわち， ABが時間軸， B Eが等加

速運動の終速の大きさを表わしている。 AEを結んで、三角形を

つくり， fAB上の等距離にある諸点から BEに平行に51いたす

べての底線は，瞬間Aに始まり，次第にその増加していく速度

G 

E F B 
を示すであろうJとガリレイは述べているが， f速度jとしての 隠 1

A 

「平行線Jは，このあとの証明の中では「運動議 (momenta)Jを表わすものとされている。

運動体の有する運動議 (momenta)は，加速運動の場合には三角形AEB内の増大する平行線によっ

て，また等速運動の場合には矩形GB(長方形ABFGー引用者)内の王子行線によって表わされる O 何

となれば，加速運動の最初の部分において不足なはずの運動量(この運動還の不足は三角形AGI内の

増大する平行線によって表わされている)は，三角形IEF内の平行線によって儀われるからであるosi

この部分は?新科学対話Jよりも 6年早く出版された f天文対話jの中でも扱われているが，

『天文対話』においては「運動量Jという概念は使用されず，そのかわりに，三角形の面積は

「通過される速さをすべて集めたもの，合計したものJ61という説明がなされている。

ここで着目すべきことは， r天文対話Jにおいては三角形の面積が無限個の速さの総和で、表

わされると述べていたのに対し，のちの『新科学対話』においては，等加速運動をする物体の

進む距離が，三角形の麗積で表わされるとは述べていないということである O 実はこのことを

説明するためには積分法の考えが必要なのであり，ガリレイはほとんど積分法に近い考え方に

到達しつつも，明確には述べることができなかったものと思われる。

命題2 J在理2

静止から等加速運動をもって落下する一つの物体によって通過さるべき距離は，それらの距離を緩過

するに婆する時間関鏑の平方に比例する。7)

定理 1はあo時間内に進む距離を，等速運動の場合におきかえて求めようとするものであった

申rL，.i"tn ..， 1- Ir'¥ rt 1.1 ¥ v(O)十 v(t)
が，定理 2は一般の時間関陣Lついての命題である O 疋理 lより S(t)口一一一三一一 Xtであ

1 1 
り，初速 v(O)= 0であるから S(t)=:2 v(t)・t∞す t

2となるが，数式を用いていないとはい

え，実質的には二次関数について論ピているものといえよう。カ、、リレイはこの命題を，等速運

動においては距離の比が速度の比と時間の比との複比に等しいことを用い，定義と定理 1より，

速度の比が時鵠の比に等しいことにより証明している。
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系1

ゆえにもし運動の端初からかぞえて任意の等しい待鶴間隔，たとえばAD，DE， EF， FGをとり，そ

れらの時織内に HL，LM， MN， NI，だけの距離を通過するものとすれば，これらの距離は相互に，

1， 3，5，7等の奇数列の比を成す08)

これは，定理 2より 02
: 12 

: 22 
: 32

:…・の階差をとれば，ただちに奇数列が得られる。そして，

この奇数列の法射を仮説として，実験が行なわれたのであったJ)
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以上，ガリレイの等加速度運動論について，ニ次関数との関連を中心にみてきたが，ガリ

レイはほとんど積分法に到達しつつあったといえよう。一次関

数の積分，すなわち v-tグラフが直線の場合は一般性がない

ともいえるが， しかし一般の不等速運動の場合は v-tグラフ

が国 2のような曲線になり，距離を求めることと面積を求める

ことの区別がつかない。むしろ，面積が既知であることに依拠

しうる等加速度運動の場合について，距離と面積との関係を考

えることに意味があることを，ガリレイの等加速度運動論は示

日変しているように忠、われるので、ある O

第2節 ニュートン力学とニ次関数

v( t) 

関2

ガリレ千の運動論が，力学ではなく連動学とよばれるのは，運動に変化を引きおこす京国

の追求を保留していることによる or新科学対話Jにおいて「加速度の原因が何であるかについ

て研究することは適当でないと思いますj'OIというのは，アリストテレス流の実証的でない自然

学に対する批判からでもあるが，当面の問題を彼は「その原因は何であれ.加速運動のいくつ

かの本性を研究し，説明するにあるJ1I1としたのである。もっともガリレイは，加速度の原因が

力であることに気付いてはいたと考えられる orある者はこれを中心へのヲi力であるとし，ある

者は……」聞との記述の中にこのことを読みとることができるのである。しかし原因の追求は運

動学的レベルでの法射の発見には役立たない。

変量関の依存関係の考察にとどまらず，運動の「原因Jとしての力の役割を明らかにし，

マクロなレベルにおける物体の運動の本質論的な把撮に到達したのは，ニュートンの段階にお

いてであった。ニュートン力学の第 2法期は，次のようとt命題のかたちで与えられる O

連動の変化は，及ぼされる走塁動力に比{列し，その力が及lまちれる直

線の方向に行なわれる。f1日3

ここでで、， r運動jは現在でで、いう運動量， r起動力Jは力と解される O したがってこの第 2法則は，

F=豆盟主ー (F=力 m.
dt 

v 速度 t 時間)

と表わすことができる。すなわちこれは，微分方程式にほかならない。つまり，ニュートン力

学は f力と運動との矛盾を絶えざる瞬間において把握j叫するものといえよう。武谷三男氏は，

自然認識の「本質論的段階において，その認識に関有なる論理的性格があらわれるのである。

たとえばニュートン力学における微分方程式の如きであるj聞と述べている。

dmv 
さで，微分方現式F口一一ーは 賀量mが運動の過積で、不変で、あれば，F=m'一一dt -""'=".，'" ~;;:J::/-J ."'~-I ..J.;..'" I ~ ... ....../ -， -.........， .L dt 

d2S ， ~，~ dv d2S 
=m.~となり~は加速度を表わすからこれをα とおけば， F= 仰とも表わされ

dt" -~ " dt αγ 
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る。この最も単純な場合が，力Fが一定，したがって加速度 αも一定-等加速度運動の場合であ

d2S f ....... 
る。そしてまた，これは一-=α(疋数)という，線型 2階微分方稜式の最も単純な形でもある O初

dt' 

dS 
速度 v(O)=oのとき，v(t)=一一口 αt，そして初期条件 S(O)=oのとき，S(t)ロー αt'と，

dt 

ガリレ千が導いた等加速度運動の法則からニ次関数を導く基本的なすヒみちが得られる O ニュ

ートン力学で最も単純なもの，そしてまた微積分学における最も単純なものが等加速度運動論

であるということができるが，ガリレイの運動学(およびケプラーの天体運動論)の段隠を媒

介して，ニュートン力学が成立したとすれば，等加速度運動論は，力学および微積分学のひと

つの典型であるとさえいえよう O

ところで，本質論的段階における運動法則が，横分された式の形一一積分法則ではなく，

微分方程式によって示される微分法則で表現されるのは，どのような根拠があるのだろうか。

遠山啓氏は，複雑な運動の場合「はじめから積分法則は知られていない」が，r微分法則なら微

分方程式によって簡単に表わすことができるJ同という O しかし どちらが簡単かというレベル

の問題にとどまるものではないだろう O ガリレイの段階において等加速度運動は，式表現すれ

_ d2S 
ば S= ー αt' と積分法則で表わされるが，ニュートンの段階ではF=mα から ~α(定数)αzー

と微分法則で表わされる O そして微分方組式を解けば積分法則が得られるわけであるが，一般

にはS→αt2+C1t十 C2と，積分定数 C1，C，が現われるのである。すなわち力によって規定

された「本質的な微分方程式の諸関係は，積分常数の偶然性を媒介して現象するjI7
1わけである。

ガリレイにおいても，等加速度運動論の展開は，いわば微分方程式を解く形式になっている。

本質的な関係を微分方程式で表わし，これを解いて最の法出を導くという方法は，自然認識に

おいてもっとも重要な方法のひとつである。

微積分学の形成にとって，加速度概念の成立をその大きなモメントと考えるボ、ホナーの克

解も，注目に値しよう O 彼はいう。「ニュートンには動点の動いた道のりを示す関数x=X(t) 

dx 
が必要だったばかりでなく，一次導関数を作る弁めγ，速度 v=一一自身を， もう一度 tの値____//\..~I^J;:r^c.. lr.oI l'- V>JY'- ， }<J!.I.，X. V dt 

に依存する関数とみなさねばならなかった。j叫つまり，加速度を考えるために，微分係数にと

どまらず，導関数の概念が必然的なものになったときボホナーは主張するのである。微分法の

ひとつの源泉である接線法においては，導関数を考える必然性は弱い。微積分学は運動の解析

において必然的になること，とりわけ速度・加速度概念の認識が，微積分学の理解のうえで薫

要な位置を占めるといえよう O

以上から微積分学は，マクロなレベルにおける物体の運動法則を解明するための数学とし

て形成されてきたが，その核心は等加速度運動を表わす関数z 二次関数にあるということがで

きる。等加速度運動を解析するだけで，微分方韓式，積分，導関数といった，微積分学におい

て基本的な内容と方法が必要となるのである。二次関数こそ，微積分への入口である。
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第 3節二次関数の指導過程 その基本構造

前節までに検討したように，二次関数は微積分の方法による等加速度運動の分析を通じて

こそ，ゆたかに理解することが可能となる。そして，その論理的)1慎序構造は，基本的にはガリ

レイの等加速度運動論にもみられるように，いわば「微分方程式を解く J方法で，加速度から速

度，速度から距離を求める，という願序になるだろう。

具体的には，まず、加速度概念の前に，カの作用によって物体の運動に変化が生じることの把

握が必要で、あり，さらに作用する力の大きさが一定であるときに速麗変化も一定となること，

そして，速度変化の割合を表わすものとしての加速麗の概念が必要となるのである O 加速度が

一定であれば，速度は時間に比例し v(t)之江 αt(v:速度， t:時刻， α:加速度)と表わされる。

このとき，物体が運動をは此じめてから時刻はでに進む距離即削S以附仇州(什仇tれωo心)=イJ.t

o

aαω耐td刷d

イヒ)は，図 3のように速度一時間グラフ (v-tグラフ)の下

の三角形の面積で表わされる。しかし，このことはガリレイで

もそうであったように決してアプリオリではなく，積分の考え

方一一細かく分けでかけて加え極限をとるーーが必要とされる。附

したがって，階段関数による近似から無限移行によってはじめ

て，三角形の面積が運動体の進む距離と対応していることが認

v( t) 

められるのである。さらに，この定積分の段階から一般の時刻 O 

v( t)口 αt

までに進む距離を変数を用いて表わす不定積分fα跡こょっ 図3

て，ニ次関数トドが得られるo不定積分カ哩解されると，定積分の計算が簡単にできるよう

になるのである。

ところで，加速度から速度，速度から距離を求める過程において，速度の概念については

明確な競定をしないままに用いてきたが，不定積分によって距離が関数で表わされたことから

速度の概念を導くことが可能となった。すなわち，不等速運動における速度一一瞬間速度は，

時間間隔を小さくしたときの平均速度の極限値であるが，これには任意の時刻における位置を

確定できることが必要なのである。ある時刻における瞬間速度から微分係数の概念が得られ，

dS(t) 
さらに一般の時刻における速度は，導関数一一ーによって表わされる O

dt 

速度から距離を求める方法が積分法で，距離から速度を求める方法が微分法であれば，これ

らの演算が互いに逆の演算であることはほとんど自明であろう o実例(吋tα恥←t2

であるが，S'(t)ェェ αtとなるのである。

i主

1 )ガリレイ，今野武雄，呂田節次訳『新科学対話(下).1岩波文庫， 1948年， 16ページ。

なお，かなづかいを改めた一一以下同様。

2)浅 1)，25ページ。

3) i主1)， 25ページ。

4) i:主1)，35ページ。

5) i主1)，36ページ。
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6)ガリレイ，青木立者三宮尺 f天文対話(よ).1岩波文庫， 1959年， 343ページ。

7)注1)， 36-37ページ。

8)注 1)，38-39ページ。

9)この造実験が，板倉墾主主 nまくらはガリレオj務j皮著書}苫，日72年， 199-220ページ，等に見られる。

10)注 1)，24ページ。

11)注 1)，25ページ。

12)主主 1)，24-25ページ。

13)ニュートン，河辺六努訳 f自然哲学の数学的諸原理J(河辺編f世界の名著26ニュートンi中央公論社，

1971年)72ページO

14)板倉基皇室 f科学と方法j季節社， 1969年， 163ベージ。

15)武谷三男 f弁証法の諸問題j効率番房， 1968年， 92ページ。

16)遠山答 f数学入門(下)j岩波新番， 1960年， 220ページ。

17) i主15)，115ページ、。

18)ボホナー，村田会訳 f科学史における数学jみすず番湧， 1970年， 193ページ。

19)この前提として，等速運動する物体の進む距離が v-t グラフの~の長方形の面積で表わされること

の認識が必要である。

第3:1震授業審「二次関数と微積分J

前宣言までの検討をふまえ，二次関数の指導過寝に関・するわれわれの仮説としての授業プロ

グラムを作成することが，本章の課題である。前章第 2節で，指導過程の基本的な論理構造を

設定したが，これはまだ一時間ごとの授業過程まで規定するには至らない。そのためには，生

徒の認識活動を組織するための，発関，作業の指示，説明等のレベルにまでおりで， i民説を具

体化しなければならないのである。すなわち，概念や法則の論理構造に関する仮説は，それを

指導するための手だてに関する依説と統一的にしか検証され得ないということができる。そし

て，両レベルの仮説を検証可能なかたちで、客観的に対象化したものとしての「授業審jの作成

が課題となるのである。

授業審「二次関数と微積分Jは，さきに設定した指導過程の基本構造に即して，以下の 4

つの撃に分かれる。

~ 0 力と運動

~ 1 等加速度運動

~ 2 距離を求める一一積分法と二次関数

~ 3 速度を求める一一二次関数の微分法

授業書にもとづく実験授業は，主要には論理的脈絡の当否の検証が自的であるから，さしあた

っての今閉の授業書においては，枝葉末節的な内容，発展的な内容，あるいは煩雑な計算問題

等は極力はぷくこととし，指導過程の基本構造に関する仮説をで、きる躍りストレートに表わす

ようにしたいc

それでは，授業書「二次関数と微積分jとその解説にうつっていこう。
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授業著書 高校生のための解析学序説

二次関数と微積分

一等加速度運動の解析を恥心にー
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はじめに

自由落下運動する物体が，運動をlま

とめてから t秒後までに務下する距離

をS怖とすると，

s= 4.9t' 
という式が成り立つ。

では，落下連動がなぜこの二次関数 '.， ， ，... ._~..-秒 64.

で表わされるのだろうか?このことを

正しく解明したのは，アイザック・ニ
' 地球がリノゴを呼んでいる F

ュートン (1642-1727)である。

そして，ニュートンのこの研究1;1:.彼が生まれた年に亡くなった

ガリレオ・ガリレイ(1514-1642)の研究を基礎においたからこそ，

ゆたかに実ったのである。

そしてまたガワレイは， 20∞年以上も替の大哲学者である，アワ

ストテレス(紀元前384-322)の学説にたいして疑いをもち，正し

いと信ヒられていることでも，実験して自分の自で確認するという

方法で，アリストテレスの誤りを正し，科学の新しい時代をきりひ

らいたのであった。

この授業参「高校生のための解析学序説一二次関数と微積分一等

加速度運動の解析を中心にJI;J:，落下運動の法則から二次関数

S=4.9t'を導く告かで，微積分の方法について研究することが目

的である。ガ1)レイの研究の方法にまなぴ，実験を通して自然の法

刻を解甥していこう f

くはじめに〉において，この授業書の目標とするところをあらかじめ生徒に知らせておく O

たんに「これから二次関数に入りますjというだけでは，ニ次関数は中学校でも一応、扱われて

いるので，中学校の謹習であるかのような印象をもたれかねない。とりくむ意欲を高めるため

にも，高校数学のひとつの自擦である微積分の内容であることを強調したい。

50 カと運動

問閣o
力学会事を，決まった方向に，つねに一定のカても引っiよると，

台車はどのよう幸運動をするか。

ア 速度はどんどん増加する

イ 速度はつねに一定

ウ 速度はどんどん減少する

エその他

実験パネを使って，パネの長さがつねに一定に保たれるように

してiJlっ11る。
つねに
関ヒ長さに保つw告吾

実験の結果，正解I;J:_一一一一

。，u

問題lの実験で確認したように，物体に対してー定，の方向に-)E

のカを加えつづけると，物体の速度はどんどん増加する。

参考までに，馬様の実験のストロポ写真をのせておこう。

① 
パックにひっかける摘の悼びていな
い韓ばね。

伸びた軸。輔が一定麓だけ伸びてい
るときにiまいつでも.I南U力が働い
ているとみなしうる。

[団お~
パックを右の方へ引っ張り，それを 10/24秒間隔で嫌った写真。輔がいつも
一定量だけ悼びているようにパックには一定の力を扱えている。フラッシュ
が光った各時郊のあいだのパックの賓伎は写真でわかる。

一3-
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問題0-1は，力の連続的な作用が速度の連続的な変化をひきおこすという事実を把?墜さ

せるための問題である。多くの生徒はここで誤るものと思われるが，常識的な予想をくつがえ

してこのことが認識されれば，このイメージが授業書全体を通じてのベースとなろう。実験道

具は，教材用の力学台車と，やはり教材用の簡が透明なパネばかりに輪ゴム等の白印を付けた

ものを用いる O パネの長さの鵠節もかねて，あらかじめ申楽習しておけば速さが増加していくこ

とがわかるようにで、きるだろう。実験の前に予想をたてさせ，それぞれの予想の理由を明らか

にしたうえで，できれば討論させたい01)実験で結論を出すのであるが，実験を見ただけでは納

得しない生徒がいたときのために，関様の実験のストロボ写真21を3ページに用意しておいた。

なお，速度と速さは別の概念であるが， r加速鹿Jという用語もf吏用するため，あえて f速度j

で通した。

問題。 2

自白落下遂識も，速度がどんどん増加する運動であることは，

次のストロボ写真からもわかる。自由務下する物体lこはそれぞれ

重力というカが，地球の中心の方向に，一定の大きさて可働いてい

るからである。

きて，右のストロボ写真のように， 2kgの物体も， 1 kgの物体

も，同じ落下運動をするのはなぜか。

1 2kgの物体と lkgの物体

に働く重力の大きさは悶ピ

だから

イ 2kgの物体に働くE重力の
大きさは， 1 kgの物体に働

く重カの大きさの2僚だが，

2 kgの物体を動かすには，

1 kgの朝岡本をi恥ように動

かすときの21音の力が必要
だから

c
c
c
 

c
c
c
 o {) 

ウその他 u {) 

質量の異なる 2つの球の問時落下

IE解1;1:次のページ

-4 -

J

h

時

L

還

岡
、

ι
j
i
v少
が

l
f
ム

一

見

C
一

方

一

一

重

τ

τ

φ

ト

J

一

J

一

る

抽

出

し

均

六

ぷ

』

岡

、

と

い

2
等

:

i

t

-

-

、

」

れ

蚤

h
J

キ
C

冊
貫
一

J

。

右

は

る

え

の

き

わ

る

'

カ

あ

抽

出

化

で

表

あ

は

蓑

で

に

変

が

で

怖
、
、
y
w

ノ
、
患

n

*

マ

欝
q
h
:
y
w

羽

ヤ

拘

即

刻

十

ム

働

叫

州

制

制

滋

乙

山

知

溺

，
ス
山
e

H

い

mり
'

ス

》

ス

U

柳

川

坤

い

し

は

あ

・

事

力

と

得

す

向

隠

解

で

馴

重

量

品

川

開

明

方

参

+

正

り

の

く

o

府
民
体
説
と
、
ナ

Lノ

問

機

ぬ

噛

U

川
柳
山
町
郎
日
付
川
川

一

ア

に

体

わ

物

と

の

大

し

し

o
'
う

物

ら

'

カ

次

の

等

等

輯
阻
ず
よ
の
か
に
る
を
カ

問

削

ま

の

い

唱

と

次

れ

係

翠

1

図

1
こ

ら

隠

る

府

間

1

鰭:等しい G→カの大きい 質量:2傍 0・国む運動
力:2倍。一ー方が速い ヵ:2倍。一→

したがってイが正しいのであるが，別ないい方をすれば，物質のど

の1gに対しても働〈議カは等しく，向ヒ運動をする物質をいくら

ょせあつめても務下運動のしかたは変わらない。

rrrCP可マ
(隠ヒ運動をする物体をひもでつ告いでも肉ピ)

-5 -

つぎに，自由落下運動もまたカの作用による運動であることを確認したいのであるが，た

んにそのことのみを扱うよりも，むしろ開題0-2で，なぜ、同時に落下するのかということに

ついて考える中で，重力という概念をより深く捉えることができるのではないだろうか。ニ次

関数とは直接的にはつながらないので，深入りする必要はない。授業では一応同時落下を見せ

て考えさせる o 5ページの説明は，力学台車1台の場合と 2台の場合で実験してみるのも良い

だろう。重力が作用しつづけることによって落下速度が大きくなっていくことに着目できれば

十分で、ある。
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斜面に沿った方向のカli，作駁すればわかるが，斜iliiの傾きが大
きいほど大きい。

昨¥
したがって，問題。 -3の正解Ii:7， 

-7 -

さらに，斜面上の連動も重力によって速度が増加する運動であることを確認する。そして

斜面に沿った方向に作用する力の大きさが重力よりも小さいことから，自由落下運動よりもゆ

るやかな運動じなることに気付かせる。問題0-3は，力の作図が既習でなければ作図の指導

に切り替えてもよい。

数策路その0-20桝もまちがっていたアリストテレスの話

紀元前3世紀といえば，キリストもまだ生まれていなかった頃，

今からおよそ23∞年も昔のことである。ギリシ7のアテネに， 7') 

ストテレスという哲学者がいた。ものすごい簿議家でもあって，世

界中のありとあら

ゆることに関して

(と，本人I;J:思っ

ていたのだろう)

学説をうちたてた。

日本でも，数年

前に fアリストテ
レス全集jが刊行

されたが， 1宇宙論Jだとか「動物誌Jだとか， 1大道徳学Jだとか
Ij寺学jだとか，全部で17巻もあり，壮大な体系をなしている。だ

から一説には，弟子たちの書いたものまで，自分のものにしていた

というウワサもあるが，とにかくアワストテレスの学説はその後長

い濁，ガリレイの出現までは，絶対に正しいものと信むられてきた。

ところで7')ストテレスIi:，この中で f一定のカを加えつづける

と物体は一定の速度で運動するjと考えていた。たしかにわれわれ

の日常経験からは，たとえば荷車をひくときのように，一定のカを

加えつづけ在ければ一定の速

度で動かないこともある。

ラフアエロ作fアテネの学校j

中央省がアリストテレス

またアリストテレスli.I物件を自由落下させたとき，重いものほ

ど速く落下するJとも考えていた。たしかに紙と鉄とを!湾時に落下

させると，鉄の方がずっと速く落ちることは，これも経験上よく知

られている。それではlOgの鉄球と， 10kgの鉄球とを肉侍に落下さ

せるときも悶じことがいえるのか?このことに対して疑隠をもっ人

は少なかった。告にしろ大哲学者アリストテレスの学説は，われわ

れの緩験とも，ぴったり一致しているようにみえるのだから山・・・

自分の目で確かめてみないと気のすまな

いガリレイは，まず次のように考えた。

11 kgの石よりも， 2kgの石の方カ濃く務

ちるとする。そうすれば1kgの石と 2kgの
石を結びつけたものは1kgの石よりも速く
落ちる杭 2kgの石よりも遜〈落ちるはず

である。これはおかしいf結びつけたもの

は3kgになって， 2kgの石よりも速く落ち

るはずだj

ガリレイは.1空気抵抗さえなければ，紙
ピサの斜塔

も鉄も，雨時に落ちるだろう。空気抵抗が

あっても，向ヒ物質であれば，たとえば1kgの鉄球と 2kgの鉄球は
同時に落ちるはずだ。Jこう考えたのである。
イタリ7のピサに，いつの関にか傾いてしまった搭がある。ガリ

レイは，この上から質量の異なる物体を同時に落下させる実験を行

なったと伝えられている。しかし，自由務下選動は，分析するには
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少し速すぎる。そこで

ガリレイはかわりに斜

ilii上でいろいろな実験

を行者ったので島る…

しかし，アワストテレスは f二三 タ
まさつカを考えに入れていな 三~一-r--
かったのだ。まさつ古川、さいとき，したがって加えるカの方が大き

いときには，隠題。-1の実験で磯認したように，速度はどんどん

増加する(加速する)のである。

-8 -

ベッゾーリの描いた絵 ガリレイを
中心に斜証言上の運動の実験を行なって
いる。中央やや左の背の高い人がガリ
レイ。

-9 

このような読み物3)は，生徒における概念の形成や法則の発見にとって直接的な役割を果た

すことはできない。しかし，学びつつある概念や法則が鹿史的にはどのように形成されてきた

のか，またどのような意義をもっているのか，などといったことがらについて知ることは，み

ず、からの学習を客観化するうえで有効であるように忠われる。そのことが意欲や興味，関心を

引き出すのである。

第 1節等加速度運動

S 1では，とくに力の作用が常に一定の大きさであるとき，速度変化の割合が一定となる

ことを確認し，加速度概念を指導する。さらに，v(t)= at (v :速度， α:加速麗時間)

と定式化することが課題である。

81 等加速度運動

問題 1-1

斜頂上の運動について. 2秒後の速度以2)聞秒と.4秒後の

速度 v(4)叩A!との関係を次の選例肢より選べ。

2秒後

速度以2)cm/秒 v(4…志之主主
7 v(4)>2v(2) (4秒後の速度は.2秒後の速度の2傍よ

り大)

イ v(4)=2v(2) (4秒後の速度Il:.2秒後の速度の2傍)

ウ v(4)<2v(2) (4秒後の速度は.2秒後の速度の2倍よ

り小)

エその他 ( 

*実験の方法を考えよ

正解は.12ページ一一一一一

nu -

実験風景

問題 1-1は，速度の変化の様子を直接的に考えさせる開題である。実験の方法について

も是非考えさせたい。授業では，実験道具として 2~3mのカーテンレールとパチンコ玉を用

意し 2秒後と 4秒後のおよその位聾を確認し，それぞれを通過する時の(瞬間の)速度を感

覚的に比較させればよい。実験の方法を考えさせ，ここでは写真のブレの大きさ 4)で測定する

ことにする。
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運動する物体を写真にとると，物体の速度の大きさに応じて，写

棄に“プレ"が生ピる。写真のこのような“プレ"を利用して， 2 
秒後の速度 v(2)と， 4秒後の速度 v(4)を比較してみよう。

プレー}ー醐

0静止の状態

ボーJレの直径一一一一一醐

ブレの長さ 一一一一一醐

0運動絡始2秒後

それでは， 4秒後にはプレの長さは侭聞になっているだろうか?

7 v(4)>2v(2) の場合・H ・M ・-・一一醐

ィ。(4)=2v(2) の場合……・一一一臨

ウ v(4)く2v(2) の場合……一一一醐
エその他 の場合・........ 醐

-11 

0運動開始4秒後

プレの長さは

m怨

結局，問題1-1の正解は イ。

2秒後のボーんの“プレ"は6醐， 4秒後の“プレ"は 醐であっ

た。したがって v(4)=2v(2)であることがいえるが，いいかえれば

この運動は，はじめの2秒湖の速度の増加と，次の2秒際の速度の

増加が等しい。
時間 L¥t誼

笠主し~一 秒 I 0イコ子2-::土、
速度 v(t) cm/秒 I0・・.v(2ト..2v(2)…

、、情./¥---'
速度変化 L¥v(目 v(2) v(2) 

定豊島 1 

一定時隠iこ一定の速度変化をする (.1t=一定のとき

.1v(t)=一定である)遼動を等加速度運動という。

以上のことから，等加速

度遼動の v-tグラ71i，

友のように直線に去る。

t秒

まず11ページを西日り，静止と 2秒後のブレを測定させて 4秒後のプレの大きさを予想さ

せる O そのあとで12ページを配るのである or時間が2f告で速度も 2倍Jというよりも， r次の2

秒間でまた 6ミリ分増えるJということを強調したい。後者を等加速度運動の定義に用いるの

である O

問題 1-2

2つの斜商がある。 J湾むボーんを使って実験すると，次の結果

を得た。どちらが急告斜援といえるか。

斜箇A上では，ころがりはじ

めてから 5秒後に， ω叩/秒
の速度になった。 Cぺ¥

F人¥
事HliiBJ:で1;1:，ころがりはじ
めてから4秒後に，犯冊/秒

の速度に在った。

ア斜面Aの方がj急である

イ 斜iiiiの{噴きは，どちらも向ピ
ウ斜認Bの方が念、である

(計算)

等加速度運動について，速度の増加のしかたの大きさは，単位時

間(1秒，lH寺照など)あたりの速度の増加分で比較することがで

きる。

定義 2 

等加速度運動において，単位時爾あたりの速度の場加分を

d
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この場合の加速度の単位は

速度の増加分の単位
時間の場加分の単位

立学=岬÷秒1pt話口ピ弘
*叩メ秒2は，センチメート)v制毎秒と読む。

-14 -

一速度変化と問題 1-2は，加速度を定式化するための開題である。はじめから加速度一一百EIil一
時間

するのではなし単位時間あたりの速度変化を求めることが必要となるように，どちらの斜面

が急であるかという問題設定にした。

間豊富 1-3

定義2より加速度と1;1:，単佼時間(1秒照在ど)あたりに白書加

する速度の大きさであった。

地球上における自由落下運動の加速

度(護カ加速度ともいう)は，測定に

より， liol:f9.8m/秒2であることが知ら

れている。

物体占有害下をはじめてから t秒後の

速度を v(t)m秒とすると，

7 v(t)=9.8 

イ v(t)=t +9.8 
ウ v(t)=9.8 t 
エ v(t)=9.8 t' 
オその他 (v(t)=

正解lま

(注) 重力加速度の実測憾 机腺 9.8悦7757m/tT'

東京 9.7976319mlt.T' 
東京天文台編 パ1) 9.8ω2597m/tT' 

間科年表j 南様 9.825256 mlt.T' 
1978fF版より

F
h
u
 

。秒後の速度がOm.メ秒で， 1秒ごとに9.8m秒ずつ速度が増加

していくのであるから，下の対応表ができる。

時間の増加分 .at= 1 
時刻 t 秒 10"'"ヘ1---¥2---、3〆一、4… t. 

速度 以t) m々全 I0， }.8. J9.~ ~9.i }9.2・・
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定王里 1 
物体が，加速度。mlt.T'の朝日速度運動を隠始してから t秒後

の速度を叫t)m/秒とすると，
v( t) = at 

一16

問題 1-3で，速度z 加速度×時間より v(t)口 atを導く。生徒の状況に応じて 2秒

後 3秒後は?というような補助発問を加えてもよいだろう。また，余裕があれば時刻の基準

をずらして v(t)=αt十 voと，一次関数を求めたい。

問題 1-4

自由落下運動する物体の，落下をはじめてから t秒後の速度を

出 )m/tTとすると v(t)=9.8 tである。

(I) 0幸J殺の速度針。)， 6秒後の速度以6)， 12秒後の速度 v(12)

を，それぞれ求めよ。

v(O)= 

隠題1-41;1:，叫t)=9.8 tという式の意味(速度草加速度X時間)

を考えて，

(1) v(O )=9.8X 0 = 0， v(6 )=9.8X 6 =58.8， 
v(12)=9.8X12=1l7.6 

12) 83=9. 8 t， t =83';-9.8"'8.5"・H ・-…・…約8.5物愛

13) 300=9.8 t， t =300';-9.8ヰ31……… 約31秒後

数策路その 1一一カと加速度の話



高等学校における微積分の初歩としてのこ次関数の指導過程

v(6 )= 

v(l2) = 

(2) 新幹線ひかり号の最高速渡は，約

83間/秒(約3似叩/時)である。落下運

動する物事が，これと同む速度にな

るのは，落下をはじめてから，およ

そ何秒後か。

(3) また，ジェット機の速度約300m/秒(約lOOOkm/時)と!司ヒlこ

なるのは，およそ何秒後か。

内

t
el
 

A社のパスの加速度

日-AU(t)-2Mmmm一一一一一一ーマ-"'-=2.3 m/秒Llt 12砂川

8社のパスの加速度

_ Llv{t) _ 35.2m/秒
a一 一→ーーで~=2.2m/t'T' 

Llt 16紗

物体に加えられる力が大きtいほt，加

速度の大きさも大きい。

左の写真1;1:，ロケット出発時の，宇

宙飛行士の顔である(訓練時)。

ロケットを宇宙へ送り出すためには，

自動車の急発進などとは，比べものに

ならないほど大きな加速度が必婆であり，それだけに大きなカが必

婆とされるのである。

(加速度計)

パスや列車の「つり皮jを注意してみよう。発準や停車のとき，

「つり皮Jはゆれるが，そのゆれる方向と，ゆれ方の大きさが，加

速度の向きと大きさを表わしている。

凶 ポ¥?
物体に力を加え続けるとき，運動の速度は変化し統?る。とくに

加え続けられるカの大きさが一定であるとき，物体1;1:等加速度運動

をする。

ハ吋
υ

ー

51 

まず，次の問題について考えてみよう。

パスや列車が等逮夜線運動をつづけているときには，乗って

いてもカを感じることはをいが，工ンジンをふかして加速し

たり，プレーキをふんでスピードを落としたりして，パスや

列車が速度を変化させるときには，乗っている人は，体にカ

を感ヒる。

広翌己柵
…白む

控五D
さて， 2台のパスが，加速ついての性能くらべをした。

A社のパスは，発事してから12秒後に，27.6m/t'Tの速度に

透した。 B社のパス1;1:，発車してから16秒後に， 35. 2m/秒

の速度に透した。ともに，等加速度運動だったとして，加速度

をもとめ，加速の段能をくらべよ。

-18 -

カと加速度の関係については，ガワレイも気づいてはいたが，ま

だはっきりしたものではなかった。この，カと運動との関係を正し

く捉えたのは，ガ1)1ノイが亡くなった年(1642年)に生まれたニュ

トンである。

カの大きさが21告になれば，加速度も2傍に在る。しかし，カの

大きさをそのままにして物件の質量を2f告にすれば，加速度lまをに

なる(5ページ参照)。

逆lこいえば，ニュートンは，物体の運動に変化をひきおこすもの

がカであると考えたのである。それまでは，力ははっきり定義され

ていなかった。このニュートンの業緩をたたえて， 1 kgの物体に1

m/秒2の加速度をひきおこすカの大きさを 1ニュートンと決め，こ

れカ唆夜のカの単位になっている。

PHILOSOPl'lIA" 
.A司rvCAL.1c 

PR.INC1Pll¥ 
例 AT純怠~ATI <:A

τ~芯Z官官官認L
J話出並立主と~

iゐ¥¥('¥tl内舟T"R

二竺弘お区芝こ

ニュート"(1642-1727) ニュートン著fプリンキピアjのとびら

運動の解析は，このあと，力や'jl(震などについては物理で(力学)，

加速度，速度，距離については数学で(微穣分)研究していくこと

に去る。

きて，問題1-4で，物{本主f落下運動をはとめてから約31秒後に
は，ジェット機の速度にほぼ等しい速度となることがわかった。で

は，そのときまでに物燃は，どれだけの距離を落下しているのだろ

うか?

-20-

v( t ) =αtの式から等加速度運動の状態をよみとるためには，少なくとも開題 1-4程度
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は必要で、あろう。散策路その lで，カと速度変化の関係を再確認しておきたい。

第2節距離を求める 穣分法とニ次関数

等加速度運動をする物体の進む距離を求めるという諜題の中で，積分法の基本的な考え方

を指導することがS2の自撲である。

S 2 距離を求める 積分法と二次関数

関鱒2-0

空気抵抗を無祝すれば，自由落下

運動する物体IJ:.落下をはピめてか

ら10秒後までに約500mの距離を蕩

下する(厳密には約490田)。

それでは.30秒後までには，およ

そ何mの距離を落下すると思うか。

7 約15∞m

イ約30∞m

ウ約45∞m

エ約ω∞m

オ それ以上

-21 

問題2-1の解

(1)加速度が2cm!t!>'だから，

l秒後:2cm/秒'x1秒=2cm/秒

2秒後:2cm/秒'x2秒=4闇/秒

5秒後:2四/秒'x5秒=1伽戸秒

7秒後:2冊/秒'x7秒=1知n/秒
7.5秒後:2叩/秒'X7.5秒口15cm1f.T
8秒後 :2叩/秒'x8秒=16αnlf.T
10秒後:2cm/秒'xlO秒=2伽n/秒

したがって対応表は下のようになる。

時期 秒 10.1.2.5.7.7ふ8.10..'山“…・・・・…・
速度 v(t)冊戸秒 IO. 2. 4 .10.14. .15. 16.20......…-
t秒後の速度をむ(1)叩/秒とすると v(t)=2t 

(2) この運動の v--tグラブは下のように在る。

"(1)棚/秒

~i/ 品
o' 10'-

v 

鈎題2 0は，実験で確認することは図書撃である。実IJ:.この問

題の解法について考えていくのがS2の課題である。まず，次の問

題から考えていこう。

問題2-1

加速度2佃/秒2で斜扇をころがり 加iH!Ill' 2~/勅
落ちる物{本は，運動をiまとめてから ，.，Q身、 P 

10秒後までに，何棚の距離を進むか。 ルうウ%弘ク7乃円九

(1) 対応表を完成せよ。また.v(t)をtの式で表わせ。

時事tl t 秒 I O. 1 • 2 • 5. 7 • 7. 5. 8 .10.…・…・・…
腕 v(t)cm!秒Io. 

v(t )喧

(2) この運動について.(1)を参考にして v--tグラ7を番It。
叫 1)凹/秒

201 

101 

一一巾O' 10 

(3) この物体拭時期UO-lO秒の鵠にころがり落ちる距離を求

めよ。
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' 等加速度運動 ーー鍛の不等境運動

これらの場合については，問題2-2を参考にして考えてみよう。
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v(t) 

初トM 叩時間引肝一一一一叉t

l dく¥¥¥，¥;20

01¥_ 10 :::::>10 1 

(3)結論を先にいえば， 0-10秒の

関に進む距離は，。から10までの

2 tの積分 (0から10までの v-t

グラフと t教の路の麗穣で表わさ

れている)で， 10伽nである。

で1;1:， その理E告は…...・M ・-・・・1

24 

問題2-0はS2全体を通じての課題を知らせることがねらいである。したがってこの段

階では，予想、をたて，討論するにとどまる O この問題について考えるための素材として，問題

2-1では，速度一時間グラフ (v-tグラフ)を提供する o(3)まで理解される必然性はないの

で，これはわからなくてもかまわない。とりあえず v-tグラフの下の面積が進む距離を表わし

ていることを知らせ，その理由を考えてみようということにする。 24ページでは，等速運動の

場合は，速度×時間口距離 と，たで×ょこ口面積 とが対応していることから，不等速運動

の場合も，v-tグラフの下の面積カf距離を表わすようだと，類推させたい。しかし，その理由

を考えるのが指導目標であるから，まだ結論はださない。

-23 

む(/)田/秒 B

「一ー吋

ー!
什

円
」ム秒
2 4 8 10 

初
日

U

8

4

一O

問題2-2

2つの物体が，それぞれ次のような運動をした。

物1本A 物体 E
時刻。-2秒:0曲/秒の等速運動 時刻。-2秒:4冊秒の等速運動
時刻2-4秒:4冊/秒の等速道勤 時刻2-4秒:8四秒の等速運動
時刻4-6秒:自由/秒の等述通勤 時刻4-6秒:12cm/秒の軸連動

時刻6-8秒:12cnゅの等速運動 時刻6-8秒:1伽/秒の等速運動
時刻ト10秒:1伽秒の等速運動 時刻8-10秒:2陣織の等速運動

4X2十8X2+12X2+ 16X2，ト却X2

8 + 16 + 24 + 32+ 40 

~120 (，醐)

(2) OX2十4X2+8X2+12X2+ 16X2 

認 0+8+16+24ト32

=剖(田)

(1) それぞれの運動について，v-tグラ7を黍け。

v(1同メ秒 A v(/km秒 B
mパ 却川
.161 16川
12 t 12汁
8 t け

41一一一一→岬 4.+-一一一一一 t骨
0' ~ 4 (; 8 10 • v O' 2 4 6 8 10 

v-tグラ7の下の階段形の蛮積が，運動する物体の進む距離を表

わしている。

(3) 問題2-1の等加速度運動 v(t)=2tを，小IZ翻ごとの等速運

動で，下と上からili似した

のが，運動Aと運動Bであり(/)由/秒

る。

各時刻における速度1;1:

運動A~五 v(t)=2t~五運動B

したがって，同ビ待問に進

む距離は

運動A系v(t)=2t孟運動B

m叩 5手話12伽n

ということがわかる。

運動B

J存運動A

戸
←…吋一一」→ 2秒

(お それぞれの運動について，時刻。-10秒の関に物体が進んだ

距離を求めよ。また，その距離は，v-tグラフのどこに表わさ

(3) この問題は，凋題2-1 (23ページ)と，どのよう告関係に

なっているか9

れているか。

叩
叫

さらに考えさせるための素材として，問題2-2で小区間ごとの等速運動ー一指段関数で，

不等速運動一…連続関数を近似する方法を提供する。 80と120の聞ということがわかれ(f，よ

りくわしく求める方法はないか，考えさせたい。すなわち，時間の間隔を小さくして近似すれ

ば上下の掘が小さくなることに気付かぞたいのである。

お
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E秒

v(/)=I秒。:/)=21

~!冊l 長方形/

不等速運動は，どんな緩い待潤の簡にも速度が変化するが，それ

でも，無線に小さい蒋隠の簡は等逮遂裁をしていると考えられる(

速度の変化も無限に小さいから)。

たとえば，V(t)=2tの等加速度運

動で，時刻5秒から無線小時間dt

秒後までの速度は v(5)叩/秒(=1伽a

1秒間一定であると考えられる。し

たがってこの dt秒間に進む銀離は，

v(5)叩/秒Xdt秒=v(5)dt曲

C-'，この大きさは，図の無限小長方形

の「謹劇で表わされている。

運動Aと運動Bよりも，もっと等加速度運動に近似させるため，

待問の関隠をもっと小さく分翻してみよう。

練習問題

下の v-tグラフで表わされる運動A'と運動B'について， 0-

10秒の簡に進む距離を計算せよ。

り(/)叩/秒

。-10秒の湖に進む距離1;1:，この

時間内のすべての v(t)dtの合計

(総和 sum)であるから，これを

1:' v(t)dt 

と芸書き，rインテグラJl'， 。から10

までのv(t)dtJと読む。

t抄。(t)の穣分と護っても良い。そし

てこれは，無限小長方形のilii穣の
総和信v-tグラ7の下の三角形の

頭績で表わされている。(*!I;!:sum(総和)のSである。1¥'1まSをf
と書いた。)

初

回

目

μ

8

4

v(t)闇/秒
t秒

(i主意) 等加速度運動の場合は，進む距離1;1:，下からの近似績と上世

らの近似値のちょうど中関の優になる。

しかし，一般の不等速運動の場合には，かならずしもそうはい

かないことが.下のグ~77 からも推測できるだろう。

v(l) 

ゆえに， I v(t)dtロ 100

もちろんふt)がちがう鰍のときは， fJu(t)dtの鍍もち治まって

くる。上の場合，v叫吋州(はωt目)片口2山らIρい俳1:'2td出dωt凶 Xω
ご出コl∞なのである。

-28-

27ページの練習問題で 1秒間関での近似が， 90から 110の簡と求められることなどから，

v-tグラブの下の面積が進む距離を表わすことが， (;J'.(l'.納得されるだろう。余裕があれば，0.5

秒関関で95~ 105と求めてもよい。ここで補助発関として，時間間隔をどんどん細かくしてい

くときの階段形の形，および個々の長方形の形がどのようになっていくか考えさせれば， 28ペ

ージの説明もわかりやすくなるだろう。この説明では「無限小時間Jを実体的なものとして扱

っている。極限の指導を前提とせず、lこ微積分を教えるとすれば，入門の段階では積分記号がっ

くり出された際にもっていた意味を知らせるにとどめるのも，ひとつのあり方と考えるからで

ある。

-27 -

④{2tdt=6X3Xト9

③J262伽羽X20Xト4∞

v(t)=21 

t秒
10 

定義 3 

関数以前lこ対吋九(附，仰州仰)同の川

という (単に獲2全Eともいう引)。

し~I 同~/
10 

計算練習の解

①1'2tdt=OXoxtト口0

②叫f2td伽d

③1'2幻tdt=4 X 2 Xト4

発展開題の解

1'2td 

=1'捌イ2出

口 16X8xt-4X2xt

詰 64

計算練習

v-tグラブを参考にしなが

ら，次の定積分の値を求めよ。
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①f.' 2 tdt= 1 出 ω(台形の面穣として求めてもよい)

②L 2 tdt= vltl 鶴題 2-3

③ 1'2tdt= :どγ 秒

等加速度運動 v(t)=2tにつ 叫t)剖/秒

いて，一般的に時刻。-t

④l' 2 tdt= 秒の関に進むlffi難(これを

③ J，"2tdt口

S(t )聞とする S: 
situation)を求めよ。

10 

り(目立2t

発展期題 t秒

J，' 2tdt= 

-29 - -30-

定積分を定義し， 29ページの計算練習で積分記号にf畏れさせる。進む距離から定積分の概

念を定義したので，ここではまだ距離のイメージを利用して定積分を求めることになる。距離

がv-tグラフの下の面積で表わされることカf理解できれば，面積として定積分を考えてゆけば

よいのである O 問題2-3は，定積分の上端を変数とすることにより，不定積分を考えさせる

ことがねらいである。これも，三角形の面積として求めてよいolt2tdt= t2と求めたら，次

ページへの橋わたしとして「この結果を使って29ページの計算がもっと簡単にできないだろう

かJと開いたい。

濁題2-3の解

t秒後の速度1;1:，一般的に

v(t)=2tであるからJ三角形
の面積JI;I:

2t X t xトt'

したがって

伽1'2伽 t'

叫t)叩/秒 v(t)=2t 

10 

t秒

この結果を使えば， 29ページの計算問題1;1:，いちいち三角形の面

積を計算しなくても解は求めちれる。つま号，

S(O)イ2td同 =0

S(吋 12tdM口 1

S(2)= 

S(3)= 

S(20) = 

また， f.' 2 t仲f.'2 tdイ2td附 -2'=64-4=ω 

計算練習

① j'2tdt= 

②f.' 2 tdt== 

③l' 2 tdt= 

定義 4 

関数以前に対して，S(t)= I v(t)dtを，ばt)の不定穣分という。

一 (1，1:1:定数)

1~ 1~ι 
ポ弐ii:51:よ;わる)ノ
計算練努

問題2-3の解法 (31ページ)を参考lこして，次の不定検分を求めよ

めよ。 v(t) 

①1.' t dt= μご:
②1.' 4 tdt= 

v Ma t) z t a4t 

③1.'6肋 ~ 
④ 1.'aゆ

x 色 t)=αt

発援際題
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31ページでは，定積分と不定積分の関係について説明し，実際に不定積分一一二次関数に

上端のf査を代入させる。不定積分を定義し，計算練習①~③で具体的な正比例関数の不定積分，

④で一般の正比例関数の不定積分，さらに発展問題では下端を Oでない健として二次関数の定

数墳のあるものを求めさせる。

計算練習の解

①1't dt= t x t 寸ztt2

② l' 4 tdω佐t作刊立

③1.' 6伽 似txt=3t'

(' _.，"_ _"" v 1 _ 1 ④よ a山口atxt xτ一言。t'

発展開題の解

1'2伽 1'2tdt-1'2肋 2tX t 寸-12刈 X

= t'-36 

正比例関数(一般に一次関数)の不定穣分は二次関数になるf

研究

自由港下運動の加速度1i:9.8mItT'e'島った。したがって，落下を
はじめてから t秒後の速度を v(t)m/秒とすると.v(t)口 9.8tであ
る。

①務下をはじめてから.t秒後までに落下する距離を S(t)m

とすると.

S(t)イ9.8t件

②落下をはじめてから.10秒後までに落下する距離を S(lO)m
とすると.

S(1吋38tdt1

③落下をはじめてから.30秒後までに落下する距離をS(30)m

とすると

S酔 fH8t作

④①で求めた S(t)の式lこ.t口 10.t詰 30をそれぞれ代入し

て，②およ()I@の総菜と照らしてみよ。

S(1O)= 
S(30)口

交問題2-0の正解は.“!!!

刊

ω

しかし，これだけなら単なる求積法にすぎない。これから，さら

に穣分学へと発展するには，もうひとつ重婆な要素が必要であった。

それは，曲線E服の面積を求める方法と.'f¥、等速運動する事折半が進

む距離を，速度から求める方法とが隠とものであるということを知

ることである。 1

このことにはじめ i弘抗議:君影;2122S占禁
て気付きかけたのは. I線によって表わされる L.ー縁者運動の場合に

散策路その 2一一求積法から積分法へ

T 積分法の起源Ii:d<.ギ1);"

7時代lこはすでに，アルキメデ

ス(紀元前287年-2l2i手)は殴
形のiID穣や体積を求める際に積 M 

分約方法を用いている。球のjA

国積や!本積を求めたのも，この

方法によってのことである。

しかし「無限小の大きさを無 i球的体機が4げ主であることの1

銀個たしあわせるJという求積 i証明にアル手メヂスが用いた翻 j
法は f無限Jについての説明が

関難であること。また「無限jに対する恐れなどから，その後の発

展はしばらくとだえてしまった。

それは，物繁はすべて，それ以上は分割できない粒子から構成さ

れてJると主張する f原子論jがなかなかうIt入れられなかったこ

とも関連している。

近代にはいって，自然科学と産業の発援は，数多くの曲線図形の

長さ，面積そして体積を求める問題の解決を数学者に要誘いた。 17

-18世紀のことであった。 i無線小jの大きさが存在するかどうか

などという議論は侭も生みだすことがなしむしろ. r無限小jを

大般に使用することによって様々 主図形の蕊穣や体穣が求められた。

N 

たとえば，ケプラー(1571-1630

はぶどう酒樽の体積を求める方法に

ついて[i購求積法jという本を響

いたが，ケプラーは滋樽を「摩さ無

限小の内板の集まったものJと考え

ることによって体積を求めたので島

る。

。
h 轟
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② 1'12 t dt= 

④l' 2 t dt= 
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".畏方形GB(GFBA)内の平行線によって

表わされる。なせ・(eら，

加速車運動の最初の都

合で不足す品運動議(

その運動撃の不足は，

三角形AGIP与の王子行
線lこよって表わされる)

は，三角形 IFE内町

平行線によって表わさ

れる運動量でつくられ

ているからである。従

って. 2つの物悼のう

ちlつは静止から出発

Lて}様な加速撞で動

き，他方は一様(e速度 E F B 
で，加速度運動のとき

の最大運動議の半卦の運動量で動くとき，両者

は等しいI~離を等しい時期で通過する，という
ことは明らかである。

(ガリレオ判レイ ) 
f新科学対話

1638年 イタリア/

G A 

た。

第3章では，いよいよ微分法に入っていく。

ガワレイ (1564-16

42)であろうJ新科
学対話jの中でガリ

レイは，等加速度運

動する帯刑事が進や~ti

離を，苦心して右の

ように求めている。

闘は v-tグラフのー

積で，文中の「逐動

翠jとは，各瞬間=

無限小時間に進む距

離を意味していると

恩われる。結局，三.

角形の麗穣が進む~ti

畿を表わしていると

誘いたいのだが，ガリレイ 1;):注意深<.r進jj距離z 三角形の面積J
と言い切ってはいなし、

ガリレイ以後，数学における文字とグラ7の使用(デカルト)ケ

プラ一等の求積法の発展，さらに自然科学，とくに力学の発援をふ

まえて，距離から速度を求める方法=微分法と結びついて，ニュー

トンとライプニ yツの2人が，それぞれ独立に，微穣分料確立し

明

ω
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③l' t dt= ⑥ I ktdt= 
川 (k li定数)

2 1'6肋 3t'であることから，次の繍分を求めよ。

①l' 6 tdt口②l'6 tdt口
③l' 6 tdt= ④l' 6 tdt= 

⑤(' 6 tdt= ⑥ {P 6 tdt= 
J' J. (pは定数)

3 次の定積分の値を計算せよ。

①l' 8 tdt= 

③ J.¥Otdt口

⑤J.'ば

②1'2伽

④J.' 14tdt= 

4 t秒後の逮J度を v{t)cm/秒とすると，v(t)詰 4tとなる等加速度遼

動で，次の時間内に物体が進む距離 S(t)冊を求めよ。

① O-t秒以吋 ② 0~1 秒
③ 0-2秒④ 0-3秒

⑤ 0-4秒 ⑥ 20伽n滋むのは何秒後か?

33ページの〈研究〉では計算練習もかねて問題2-0の解を求める o<計算問題〉は，本来

〈研究〉の前に位寵付けるべき開題で，一般に正比例関数 v(t)叫についてfαtdtztαt

であること，およひかれ )dt= fac 
v( t )dt+ fcb 

v( t )dtという法則さえ知っていれば，すべ

ての正比例関数についての不定積分，さらには定積分が求められることを，実際に計算させて

確認したい。

第 3節 速度を求める一一二次閲教の微分法

S 3にわいては，速度の概念について微分法を通じて指導することが中心的な課題であるO

無限小時間における平均速度としての瞬間速度を求めることにより，微分係数や導関数カf指導

される。

~ 3 速度を求める一一二次調教の微分法

われわれはこれまで， Hでは速度から加速度を， % 2では速度
から距離を，それぞれ求めてきた。 Hでは，速度を求める方法を

考えていくことにしよう。

「速度の求め方jといえば，速度出距離÷時潤 の公式が思い出

されるだろう。もちろん，等速

運動の場合には，たとえば10秒

際に500m進めば

500m 
速度z 一一一=50附ゆ10秒川

と求められ，いつでも5Om!tT(7)速度で運動していることがわかる。

QIO秒間、--500m----〆

平均速度と調理問速度

不等速運動の場合，

3秒後までに進む距離

がS(3)=吉田， 4秒{ま

までに進むlili離が S(4)

=16闘であれば，この1秒間に進む距離は

.1t=1 

時刻 t 秒I0， 1， 2， 3"ア4，5… 
距離 S(時間 10，1，4，9，16，25

、』戸〆

.1S(t)=7 

16冊 -9田 =7悶

で，等速運動ではないのだが，一応

進んだ距離 内一一一zー恥7闘よ秒
かかった時跨 ‘v 

と求めて，これを， 3秒後から4秒後までの1秒弱のま担逮亙と
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しかし，務下運動する制本は， 10秒間に約

500m落下するが， 1秒後の速度=9.8m/ft

2秒後の速度=19. 6mlfY"・

10秒後の速度=98m.秒と，速度はどんどん

変化しつづける。ここでは，洛下運動など

の不等速運動について，速度の求め1iを考
えていくのである。

問題 3-0

t秒後までに進む!le離を S(t)師とするとき，S(t)がtの二次
関数 S(t) = t'で表わされる不等速運動(この場合は等加速

度遂動)の，ちょうど3秒後の速度を予想せよ。

T 3cm/ft 

イ 5cm/tT

ウ 8田メ秒

エ 7拙/秒

オ 9cmlft

カその他(

際易易フフヰ~ゆ
cmlft) 

時刻 t 秒 10，1，2，3，4，5…u

距離 S(時間 I0， 1 ， 4， 9， 16，25…・

お

いう。これに対して， 3秒後かっきりの速度を3秒後の瞬照速度

という。

問題3-0は「瞬間速度jを求める問題であり，この方法を考え

るのが~ 3の課題である。

まず，平均速度から入っていこう o

練習言問題

各時期内の，平均速度を求めよ。

(1) 0-3秒

v 一 一 =
<1t 

12) 3-5秒

S(t) = t' 

j
 
j
 
i
 
o
 

nuu-nHV 
j
 

8
一似

5
一お

内
4
J
V
ω
A
w
d

ハH
v
…Aυν
的
利
川
町

ヤ

{

'bi--寸
1
1
n
a

A
秒
一
冊

A
-

多
'
b

一
n
a

剣
ど
叫
曜

時
吋
一
銭

13) 5-8秒

14) 8-10秒

7
 

q
ぺ
d

問題3-0は， ~ 3を通ピて考えていくことを示すための問題である。したがって問題2

-0 と同様，すぐに解が得られるわけではない。選択肢は，ァ 9cm+3 秒，イ :2~3 秒の

平均速度，ゥ:正解，ェ :3~4 秒の平均速度，ォ: S(3)の値 (3秒後までに進む距離)と

して設定した。ウを選ぶ理曲としては，イとエの中間舗であることしか手がかりはないように

忠われる。 0~6 秒の平均速度を思いつかないように対応表は S 秒までしか警いていない。い

ずれにせよ，討論が起これば十分で、あり，この問題の解法を考えることが~ 3の課題であるこ

とを強調しておく。 37ページでは，速度といわれるものには，王子均速度と瞬間速度とがあるこ

LlS(t ) 
とを説明し，平均速度を求める練習をする。この練習問題は簡単なわり算であるが，一一一

Ll t 

号に慣れさせるという目的ももたせている O 次ページへつなげるための補助発問として，

3秒後かっきりの瞬間速度の求め方を考えさせるのもよいだろう。

練習問題の解
<1t 3 2 〆'一、、/戸色白¥〆'ーヘ〆{町、、

11) <1~(!)=~=3cm/秒 t 秒 I 0， 3， 5， 8， 10... 
<1 t 秒 以t)聞10，9，25，64司 100."
<1S(t) 1伽 '----"'----"'--ーんJ

12)一一一詰一7.'= 8師 /l'!! <1S(時 9163936 
<1 t 秒

13) A昆11=~組出l加1秒 14) A旦11出銭翌九18cm/l'!!
<1 t 秒 <1t 秒

平均速度を使って， 3秒後の瞬間速度の，およその健を撤測してい

..:. J 0 

問題3

t移後までに進んだ距離 S(t)聞が S(t)=t' 
S(t) = t' 

で表わされる等加速度運動について， 012秒ゆ品

以下の関いlこ答えよ。 ιヲ吹乃刀兵よ5P

際麹3-111)， 12)の解

11) 3秒後から3.1秒後までの， 0.1秒間の平均速度

坐ill=ιgιg詰~=6.1 (cm/tT) 
<1 t 0.1 0.10 10 

<1t 0.1 

S(t)= t' ~ ...f~3.1 ‘ 
S(tl I …告， 9.61....・H ・'"

<1 S(t) 0:-61 

12) 3秒後から3必秒後までの0.01秒間の平均速度

<1S(t) 0.0601 0.0601ωl 
一一一一詰…~~~~= ~{\~{\ =6.01 (聞/秒)
<1 t 0.01 0.01∞ l∞ 

<1t 0，01 

t 1 "'3， 3.61 Slt)= t' ‘'山 v，
8(t) I…9， 9.01… 

¥句-ノ

<1S(討 0.0601
II 
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I (1)~~秒後料 3.1搬までの， 0.1秒

の平均蹴時めよ。 tAf---3・3.1

S(t … …  
LlS(t) 

(2) 3秒後か63.0lfP1ままでの， 0.01秒間の平均速度Ii:， 111で求

めた0秒濁の平均速度と比べて，どの位か予想せよ。

7 Aより少し小さい
10 

ィi
10 

ゥ占より少し大きい

エ 1苛むより少し小さい

オ悶ヒ

カ 同とより少し大きい

キその他

正解Ii:ー一一一一

38 

59 

*問題3-1 (2)の解はエ

(距離帥より少レ同く在るが)
待問も売になるので

(3) 3秒後から3.∞1秒後までの， O.∞l秒憶の平均速度を求めよ。
S(t)= t' 

Llt 
t |…・ 3， 3.∞1・…

S(t) I 
LlS(。

(4) 2.999秒後から 3秒後までの， O.∞l秒絡の平均君主度を求めよ。
S(t)= t' 

:
 

勺‘
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-

nwvm 

田
町
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:
 
:
 
:
 
:
 

一

)

一

t

t
l
H
 

A

一川ぶ:
 

i
 
na 

*2.世99'口 8.994001

(5) 3秒!抑留料施度は......

3宮

王子均速度から瞬間速度への移行は，ひとつの飛躍である。まず微小区間における平均速度

を考え，さらにその極限をとるという 2段階に分けて考えなければならない。そこで問題3-

1は， 3 -3.1秒の平均速度と 3-3.01秒の平均速度との関係について考えさせる開題とする。

ここでのねらいは，時間の間舗を小さくしていくことによって瞬間速度に近い績が求められる

ことに気付かせるとともに，時間が占lこなつて進むE距E離が問ビオ一ダ一で、γ/村j

麗まで同様に小さくなることはないということを示したいのでで、ある。したがって(2)は討論をさ

せたいところである。 39ページでは，計算練習もかねて 3秒後の瞬間速度が 6cm/秒であるこ

とは気付かせたい。ただし， (5)ではまだ結論は出さない。

(3)， (4)の解

LlS(t) o.∞ω01 
(3) ~;;γ 高了 =6.00I(cm /l:!J)

LlS(t)_O.∞5999 
(4)一一一口一一一':""-=5.棚(叩/秒)

Ll t o.∞l 

S(t)= t' 
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3秒から3.∞∞01秒までO.∞∞01秒間では…....“

というように， 3秒後からの待問をどんどん小さくして0に近づけ

ていくと， 3秒後からの平均速度は，どんどん6cm/秒に近づいて

いくことがわかる。

しかし， 3秒後の瞬翻速度を6冊/秒とすることについては， 哲

学上の論争がある。運動する

物{本は，どの瞬間にも運動し

ているから， 3秒後の瞬際速

度Ii:6 cm /秒でよいとする

考えに対して，ちょうど3秒

記岡ド三

f瞬間速度Jをめぐる対話

哲学者R氏 S(t)= t'の運動において， 3秒後の R縁関速度Jli:
。叩よ秒だと思います。なぜなら，運動する物燃は，各瞬翻

には静止しているのですから。 引

運動は，静止の状態を無限{居 υ詰ごP3捗 ゅ ー

集めたものとれるべきです。 v/LLLL7T丸一Y

哲学者H氏 運動が静止の状態の総和であるとは，私には考えら

れません。私は，運動する物体はどの瞬間にも運動している

と考えます。「物体が，今ここにあると同時にここにないjと

いうのが，遼動の本質だと思います。

哲学者R氏 [瞬間jとは0秒r.llです。 0秒間に進む距離はO叩

です。「瞬間JIこは運動をしていないことになります。

数学者L氏 いいえ型車問jとは f無限小時間Jのことで，どん

な大きさよりも小さいが，。秒ではありません，f無限小時様j

に物事は f籍制、距離Jを進みますから， 3秒後の瞬潤速度

Ii:，無限小時間内の平均速度として，計算で求めることがで

きます。

数学者N氏 L氏のいう「無線小時間jは存在しません。 0でな

い大きさは，それを半分にしてもOではないのですから，ど

んな大きさよりも小さく， 0ではないという大きさはありま

せん。 3秒後からの時関の関かくを，0.1秒， 0.01秒， O.∞l 



60 教育学部紀婆第 40号

後という燐関lこは，時間が0

秒で，進む距離もO冊，した

がって，線問には物体は静止

しているとする考えもある。

質問

遂動する物体は各線簡にも運動していると思うか (41ページの

「対話J参照)。

ア 各繰潤には静止していると思う。

イ 各縁関にも運動していると思うo

-40 

秒と，0秒に近づけていけば，平均速度も 6.1cm/秒，

6.01叩/秒， 6.∞1醜 !fy，…・・と 6cm/秒に近づいていくだけ

ですo

私1;1:，この近づいていく儀の6叩/秒を， 3秒後の瞬濁速度

としたらいいのでは奇いかと考えます。

哲学者H氏 「近づいていくjというだけでは，どこまでいって

も6叩/秒にはならないじゃありませんか。

-aa・

40・41ページでは，瞬間速度の存在をめぐって考えさせることがねらいである。ここでは

あえて「質問」とし，生徒がどのように考えているのかを調査すると向時に，瞬間速度の概念

についてより深くれさせたい。ザ戸について，.1t=¥= 0であれば瞬間臓ではなく，

、.1S(t)_田 o1~ +~ -;7 :7...~)....# 
.1t = 0とすれは.1t 0となる矛盾L汎付かせたいのである。質問に「正解jはない。

授業では，できれば40ページまでの範関で考えさせ，討論してから41ページを読み，再討論さ

せたい。 41ページの登場人物は， N ニュートン， L ライプニッツ，日:へーゲル， R:ラ

ッセルである。この架空の対話は，瞬間における運動の問題と，瞬間速度の問題との二重構造

になっており， 40ページの質時は前者についてのものである。

40ページの「質問jにf正解JI主主い。

しかし，坂道をブレーキをかけずに下っていけば，自動車やオー

トパイなどのスピードメーターの針は，。からはじまってどんどん

大きくふれてゆき，どの線路にも， 0より大きいある犠を示すだろ

う。このような事実在どからも，物礎学者たちは，運動する物件は

どの瞬間にも運動しており，速度をもっと考えている。

きて， S(t)= t'の運動で， 3秒後の線開速度はちょうど6倒/秒

と考えられているが，これには2通りの考え方がある。

ひとつ1;1:，慧主主主主忠室主である。
ゆから3.1 秒までの0.1 秒間の平均速度…6.1冊砂

3秒から3.01秒までの0.01秒衡の平均速度…6.01冊/秒

3秒から3.∞l秒までのO.∞1秒践の平均速度・'6.∞1棚/秒

というようにずっと続けていっても，平均速度は，ちょうど伽，f

秒に1;1:決してならない。しかし， 3秒後からの待際をO.∞01秒間，
O.∞∞1秒槌・“と，どんどん小さくしていけば，平均速凌は6.∞O1cm
/t!!， 6.∞∞1冊/秒"と，いくらでも8畑/秒に近づく。したがって，
この6師/秒を， 3秒後の瞬間遠笈としよう，というのである。

もうひとつは，数学者L氏の考えである。たしかにN氏のいうよ

うに， 3秒後からの欄制、さくいくだけでは，ちょうど6cm!fyに
は決してならない。しかし， 3秒後からの時間を無限小待関心秒に

してしまえば，この無限小時間 dt秒間の平均速度が3秒後の繰関

速度で，何/t!!1こなるというのである。

-42 -

数学者L氏の考え方で，線部速度を求めてみよう。

問題3 2 

t秒後までに進むi!i難 S(t)閣

が S(t)=t' 
で表わされる等加速度運動に

ついて，以下の潤いに答えよ。

S(t)= t' 

。院似し?

(1) 3秒後から 3+dt秒後まで

の無線小時間 dt秒間の「平

均速度Jを求めよ。

坐W=
.:1 t 

S(t)= t' 

t 秒|…3，3+d~ … 
S(計剖|

(2) 3秒後の瞬潟速度を，どう考えたらよいか。

油
相
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問題3-2の解

aS(t) 6dt+dt' 
(1)一一一帯一一一一一=6+dt(冊/秒)a t dt 

at= dt 

t 秒i1十一三十dt

軒高!ととEdt+dtz

aS( t ) =6dt+ dt' 

(2) r dt は無限j、だから， 6 + dtli， 6と見なすことができるj

というのが， L氏の考えである。

3物量から 3十dt秒1ままでの，dt秒間の平均速度は，

aS(t) _ 6dFトdt'
一一一---=一一一一!:-=6+dt→6(価/秒)で晶る。a t dt 

このことを，

dS(3 ) 
一一"-'-=6 と審くことにしよう。
dt 

定義 5 

祷数 S(t)に対して，必也iを，S(t)のt=t.における微分
dt 一一

係数という。

計算練潔

① S(t)= t'の等加速度運動

について， 1秒後の燐関速度

(S(t)=t'のt口 1における微

分係数)を求めよ。

S(t)= t' 

。記事2秒 砂 川

Yアプう?鼎干、 ま秒

t秒11，1 + dt 

-44-
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② S(t)= t'の等加速度運動について， 2秒後の瞬間速度

(S(t)= t'のt=2における微分係数)を求めよ。

S(t)= t' 

0秒l秒 2秒。払

院弘之一?
t 秒i
割t 闇 g

③ S(t )ェェ t'の等加速度運動について， 4秒後の瞬樹速度

(S(t)= t'のt=4における微分係数)を求めよ。

S(t)= t' 

。蜘暫 2静 3秒 ι 

F7:!f与沖~ 工 5秒

③以上の結果から， 5秒後の瞬淘速度(S(t)口 t'の，t =5 

における微分係数)を捺測せよ。

S(t)= t' 

務拡AJ秒

w
h
d
 

aa& 

42ページでは，瞬間速度のとらえ方についての 2通りの考え方，すなわち極限法的なも

のと， r無謀小Jによるものを， 41ページの対話からとり出して説明している。できればここで

も「どちらの考えを支持するかjと，質問して討論させたい。ライブニッツにおける微分 dx

は， r無劇団であり，髭の指導にあたっては無側、量のわり算と川立場から，問題3-

2を考えさせる。(1)ではAEUj216+dtとなり ，dtは無限小だから 6十 dt→ 6，したがっ
Ll t 

dS(3 ) 
て(2)では足三，，，0.1J = 6 と警かせる。微分係数をこのような書き方にするのは，導関数との関連

dt 

を考慮してのことである。微分係数を定義し，計算練習では S(t ) = t2についての微分係数を

求める。 (4)は計算せずにそれまで、の結果から推測させ，導関数へつなげる。

計算練習の解

① aS(t) _ 2dt+ dt' 
一一一一一一-"'-"--=2+dt→a t dt dl 

ds(1) _n 秒 '1， i+dt 
dt - "出t!闇 I 1. 1+2dt十dr

② aS(t)_4dttdt'_"J" ?d古京γ一一一一一一一一一叫+dt→4 L;U;":;J' a a t dt 竺-
ds(2) ， 移 '2. 2+dt. 
dt τ S(t同と」34t+dtz

③ aS(tL8dttdt' 
......¥V，一一一一一!:-=8+dt→8a t dt 

問題3-3の解

aS(t ) 2tdtt dt' 
一一----=一一一一一=2t+dt→2t a t dt 

dS(t) 
m一一一語2t 
dt 

この式に t=5を代入すると，

.:lt=dt 
t 秒 Itヶーーへt+dt
S(t )αn I t 2. t!十2tdt+dt'

) 

.:lS( t )=2tdt+dt' 

dS(5) 
一一詰2X5=1Oで， 5秒後の瞬間速度出伽/秒で良いことが
dt 

わかる。それでは， 6秒後の燐隠速度1;1:....…・?
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ds(4) _0  

dl 

dt 
t 秒 |7ケー「4+dt

8(t )叩 |lL」EZ8dt十dt'
8dt+dt' 

dS(5 ) 
④以上の結果から，一一'-'-=10 と推

dl 

泌されるが，それで良いかどうか，問題3 3を解いて考えてみよ

70 

荷額 3-3
S(t)= l' 

t秒後までに進むie離S(t)cm
が S(t)=t' 
で表わされる等加速度運動に

ついて，一般にt秒後の瞬間

速度を求めよ。

防初第九

t 秒 It， t + dt 
8(t )田 l

dS(5) 
5秒後の瞬間速度1;1:，一一"-'-=1O(叩/秒)で良いか?

dl 

-46-

また，この運動の， 1秒後の縁関速度 (t= 1における微分係数)

2秒後の縁関速度(t= 2における微分係数)， 3秒後の瞬間速度

(t = 3における微分係数)を，それぞれ求めよ。

② t秒後までに進む距離 S(t)cmが， S(t)口31'で表わされる等

加速度運動について， 1秒後の器時間速度を求めよ。(S(t)=31' 

の導関数を求める陪題)

S(t)=3I' 

奇書十

また，この運動のl秒後の瞬間速度 (t= 1における微分係数)， 2

秒後の線問速度 (t= 2における微分係数)， 3秒後の線路速度 (t

=3における微分係数)を，それぞれ求めよ。

-48 

定義 6 
dS(t ) 
一一ーを， S(t)の導照数という。これを， S'(t)とも誉〈。
dl 一一一

S( t)= t'のとき

. dS( 3 ) ^ '....~. dS(t ) 微分係数.一一~=6，導関数.一一'-'-=21dl ~，~，~~. dl 

tがいろいろな伎をとるときの S(I)の微分係数は， S(t)の導関数に

にtを代入しても，求められる。

計算練習

① t秒後までに進む距離 S(t)闘が，S(t)=5t'で表わされる等加

速度運動について， 1秒後の瞬間速度を求めよ。(S(t)=51'の導

関数を求める問題)

S(t )口5t' 

i
 

d

一
十一1

 
1
 

秒
一
間一

t
一
(

ιι
』

n
b

円
，

e
sa‘
 

計算練習の解

ふ
e

十
一
心

研一
A

以一
d

A
A

一
J
U

一

①
 

at= dt 
秒 I(， 't+dt 

したがって 以t)帥凶行 5t'+lOtdt十5dt'

盛山 州 tP百部+dt'ヱとど口lOX1 =10， 
dl 

dS(2) _'̂ " ̂  _00  dS(3) 
一一一帯lOX2 =20，一一一=lOX3 =30 dt -- - --， dt 

② A訊1) 6ldt+3dt' 
一一-=一一一一~=6t+3dl → 6t
Ll t dt 

at= dt 
dS(t ) 
一一一-'-=61 秒 It， 十 dt
dl 8(t )田 13t; 3t'+ 6tdt+3dt' 

したがって ~一一一一Ja8(t)= 6tdt+dt' 
dS(J ) 
一一;"-，-=6X1=6.
dt 

dS(2) ^ ，，̂ '̂ dS( 3) 一一一口6X2口12，~u: ，u'_6X3=18 
dt ~..- --， dl 

(州t)，.>， ，"'，'''~'''''''''_''L rl-J.，，- dS(t) * ~~~. ， 1;1:， 1 搬の腕町村~"，':' = v(t)である)dl .-， . 'V，~，，=，~ ~~'" .." dt 

ルダ』
t
-
t
 

凶叫一
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問題3-，3は，導関数を求める問題である。豆皇位1=10で良いかと問うのは，導関数と
dt 
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微分係数との関連について考えさせるためである。計葬練習では導関数を求めると同時に，そ

れに代入することによって微分係数を求めることができることを知らせたい。開題3-4では，

より一般に S(t)口 αドの導関数を求める O

問題3-4の解

a(t十dt)'=a(t' +2tdt十dt')=at'十2atdt十adt'より

Llt= dt 
t I tケーーへ t+dt

S(I) Iαt" αt'+2αtdt十αdt'
、、-〆'

<1S(I)=2αtdt+αdt' 

したがって，

.:lS(t) 2atdt十日dt'
一一一口一一一一一一'-'-=2at十日dt→2at
.:l t dt 

dS(t) 
一一"--'-=2at
dt 

二次総数の導関数は，一次関数になる f

研究

自由務下運動する物体杭落下をはじめ

てから t秒後までに落下する箆離 S(t)m

lま，二次関数

S(t) = 4.9 t' 

で表わされる (33ページ)。

(1) 導関数を求める(微分法)ことによ

り~ t秒後の速度 v(t )cm/tTを求めよ。

(2) 1秒後の速度 v(I)，2秒後の速度

v(2)， 3秒後の速度 v(3)を，それぞ

れ求めよ。

散策路その3一一微分法についての 2つの考え方

ある関数について，その微分係数や導関数を求める方法一微分

法一ーには42ページでも述べたように2通りの考え方がある。

S(t)口t'と表わされる等加速度運動について， 3秒後の縁劉速

度 (S(t)=t'の，t=3における微分係数)を， 6冊/秒とするこ

とにはかわりはないが，その考え方が巽なるのであった。このこと

は，微穣分学をそれぞれ独自にっくりあげた三三二上と (1642-16

27，イギリス)とライプニッツ (1646-1716，ドイツ)の考え方の

違いから来ている。

ヘ
日
尽

ニュ…トン ライブ'ニッツ

Gottfried Wilhelm Leibniz 
1646-1716 

Sir Isaac Newton 
1642-1727 

現在では，ニュートン流の考え方が採用されているが，実際に微

分計算をするときには，われわれが計算してきたように，ライプニ

ッツ流の考え方で行なっている。記号も，ライプニッツ流のものが，

IJl.1fでも使用されている。

質調

もう一度， 41-42ベージを読み返して，どちらの考え方に焚成す

るか。

7 N氏の考え方に養成 イ L氏の考え方に賛成

-~ -~-

おわりに一一積分法と微分法

これまで，等加速度運動について，

速度 v(t)から積分法によって怒離 。勾L 骨

S(t)を求め，逆に距離 S(りから微 竹刀0クアア片手九
分法によって線開速度

dS(t) 
S'(t)一一ーを求めてきた。

dt 

ところで，下の表を見ればわかるように， 21の不定積分Ii:t'で

1:;り，逆に t'の導熊数は21である。したがって

積分法と微分法とは，たカ九ミに逆の演算である

ということができる。

積分法も微分法も，ともに起源は古〈ギリシア時代に求められる

が，逆演算であることが知られるようになったのは近代に入ってか

らである。そ Lて， 17世紀lこ，ニュートンが，そしてライプニッツ

.~f，微積分学を体系化したのであった。

この授業番 f二次隣数と側貴分jIi:，この大きな体系の，まだほ

んの入り口にすぎない。

v(t )=2t 
積↓

分以t)= {'2tdt= t' 
法 J' (不定穣分)

m附
山

川

-…一，綴

J
M
w
hけ
い

。，，“

幻

f
i
h

一一一一

1
1
1
1
ψ

川

w

t

l

 

d
叫

町

川

町

!i 3 量t，'f練習

_ dS(t) 
1 S(t)=at'の導関数が S'(t)=U~\.' I =2atであることを利

dt 

用して，次の腐数の導関数を求めよ。

(1) S(t )=21' dS(t)_ 
S'(t )一一一一一

dt 

(2) S(t )=t' 

ωs(t)ztta 

(4) S(t)= kt' 
(kIi:定数)

(5) f(x)口 x'

2 次の関数について，指定された値における微分係数を求めよ。

(~"o ， dS(3) ¥ 
(1) S(t )=t'のt=3における微分係数IS'(3)=一一一 i¥ -，-， dt) 

(2) S(t)= 3t'の，t =5における微分係数

(3) S(t)=at'の，t =3における微分係数
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(4) S(t }=2t'の，t =0における徴ノ刻事数

(5) f(x}=5x'の，x口 2における微分係数

50ページの(研究〉は， S( t )ココ αドについて S'(t)=2αtで、あることを用いる問題である O

散策路その 3は，微分法の厩史的形成過起について，もっと大局的に捉えさせるようなものが

ましいと思われる o <おわりに〉では，積分法と微分法との関係について確認しておきたい。

運動の解析をベースとした以上，それらが互いに逆演算であることはほとんど自明であろう。

a 
1 )仮説実験授業方式が参考になる。くわしくは，板倉基皇室『仮説実験授業のABC.I仮説札 1977年など参

照。

2 )ここで授業主撃に引用した図版の出典を明らかにしておこう。

3ページの写真:LlJ内恭彦他居室訳 rpSSC物理(下)第2版j岩波察活， 1968年， 294ページO

4ページの写真:高等学校教科警 f物理 IJ東京言書籍， 1975年， 39ページ。

6ページの写真:原島鮮監修 fストロボ、スコープj講談社， 1966年， 10ページ。

8ページの写真:i度辺正雄他殺修『プロジ、エクト物理 1.1コロナ社， 1966年， 10ページ。

9ページ上の写真:板倉墾Eまれまくらはガリレオj岩波警}乱 1972年， 121ページ。

9ページ下の写真プロジよクト物理 1.1コロナネ土， 1977年， 51ページ。

15ページの図: れまくらはカ、 1)レオj160ページ。

19ページの写真:武谷三男・ 5星野芳郊『物獲の世界j講談社， 1963年， 54ページ。

20ページの写真プロジェクト物理 2.1125・128ページ。

35ページの図と引用文:大聖子陽朗監修 f近代科学削除東一ー物理学籍 IJ北大図警刊行会， 1974年， 38ぺ

ン。

51ページの写真:森毅 f数学の授史j紀伊国屋欝底， 1970年， 90・92ページ。

3 )散策路その Oは，藤阿倍勝「中学校理科の授業主撃『カと運動jの構成と授業過程Ja名寄女子短縮大学学

術研究報告.lVoI.5，1972年)および板倉墾笠れまくらはガリレオH注2) を参考にした。

4)カーテンレール上の，出発点からの距離の比が1: 4となる 2点を通過する時lこ，シャッタースピ…ド品

秒で撮影した。

第4章実験授業の展開と評価

はじめに一一北星学顕余市高における実験授業と評価の方法

投業過程に関する佼説は，実験授業によって検証される O この実毒蛇受業の実施については，

とくに高等学校においては，学校によって，あるいはクラスによって授業の様相が大きく異な

るであろうことは容易に推測される。しかしながら，とりわけ自然法則の認識に関しでは，侍

らかの普遍性の存在もまた予測されよう。本論文の課題であるニ次関数については，その本質

的な内容は中学校までの数学教育の中では教えられていないのであり，高校生がこれを認識し

ていく過程に質的な差異は存在しないものと想定したい。すなわち，高校生の認識レベルの多
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様性の中をつらぬく一般性を，主要な研究対象とするのである。したがって，実験授業はどの

学校のどの学級で実施しでも検証が可能であると考えたい。評価は，生徒に対して行なうので

はなく， r授業誉jに対象化された仮説に対して行なうものであるから。

授業審 f二次関数と微積分jは，荷主主でも明らかにしたように，等加速度運動の解析によ

り，速度から距離を求める方法としての積分法と距離から速度を求める方法としての微分法を

理解させることが目的であり，そのための必要最少限の内容にとどめている。すなわち，実験

授業はこの必要最少限の論理構造で，生徒の認識過程を組織しうるか奇かを検討するものであ

って，ひとたび指導過程の基本構造が確定されれば，各学校や生徒の実情に応、ピて，一般の一

次関数への拡張，あるいは分数をふくむ計算練習の追加など，変化をもたせることは当然のこ

とである O この授業警は，いわゆる「一流校」むけのものでも， r底辺校jむけのものでもなく

基本構造の確定だけをねらったものであることを，くり返し強調しておきたい。

さで，実験授業は余市町にある共学の私立北農学盟余市高等学校(馬場違校長，生徒数約

600人)2年生を対象に， 1980年度の3学期 (12-3丹)に実施されたJこの学年は， 1年生の

ときから数学 Iの教科書の他に，r無限集合入門Jr文学式Jr数の拡張と二次方程式Jr一次関数」

「面積と積分」などの授業書類による指導がなされている。 2年生4クラスを 2人の教諭が

A. B， C . Dと2クラスずつ組当していたが，このうち B，D両クラスで基本的に大田が授

業を行ない，この 2クラスを分析の対象とした。これは，授業警の完成慶がまだ十分ではない

ことによるものであり，先行のD組における授業の結果をふまえ，授業蓄の不備な点に対して

臨機応変に対処しつつ，若干の修正を加えながら B組での授業にのぞむこととなったのである。

実験授業に対する評価は，授業蓄にもとずく授業で生徒の認識過寝が仮説通りに組織し得

たか否かにつきる。したがって，按業過程の分析が評価においてもっとも基本的である O しか

し，とくに高校生の場合はみずからの考えを発表することを嫌う傾向が強いため，必ずしも認

識過程はストレートに按業過程に反映されるとは限らない。これを補うために，アンケート形

式で各5の主要な内容についての考えや感想を書くための〈課題〉プリントを作成し，各5の

終わりに書かせることにした(ただし~ 3については，学年末試験の期日が迫り実施できなか

った)。この両者の分析から，授業の中での生徒の認識状況を総合的に把握し，授業警の積極性

および弱点を明らかにしていくことが評価の基本的な方法となろう O

もちろん，授業書「ニ次関数と微積分Jは，基本的な計算ができることをも目撲の一部と

しているのであるから，授業誉のこの側面にかかわる評価はテストによって行なわれる。~ 2 

と~ 3の経了後，計算練習をさせたうえで評価テストを諜すこととした。

なお，授業時数は表 Oの通りである((課題〉をふくむ)。

喜美O 授業時数

第o節 カ と運動

1ページのくはじめに〉を読んで、いくと，rS=4.9t2という式が成り立つJというところ
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で. B組では早速 fえっ，どうして4.9t2なの ?Jと疑問が出された。それを解明していくの

がこの授業書の目的のひとつであるが，教科書式に y= 4.9x2を与えて微分法から入るよりも，

積分法から入ることの意義が，はピめから浮きぼりにされたように思われる O

~ 0にはいり，問題 0-1の予想分布は表 lのようになっ

た。基本的にはアとイの対立である。 D組では，アの理由とし

てはピめから十分なものが出された。

f自車岳車こいでいればだんだん速くなってくる。一定の長さに

なるようにパネを引っiよると，まず台車うごくでしょ。そした

らパネ引っぱらさって，そしたらまたそれを引っlまらなければ

ならないから，パネが伸びて，だんだんそれが繰り返されて少

しずつ速くなっていく J(工藤)

表1 問題0-1 (p. 2) 

D組 B組

⑦速くなる 9人 10人

イ一定 31人 31人

ウ遜くなる 。人 2人

エその勉 1人 1人

「増加の理由はね，めもりがここまであるでしょ。それをおとさないようにさ，ぐっとひっぱ

るでしょ。輪ゴムがここまであって，それ以下にならないようにぐうっと引っぱる。だいたい

力が一定でしょ……J(志賀)

これに対してイを選択した側からは.r一定の力だから速度も一定Jという以上には説明されな

かったo B組もほぼ同様で、，アについては「加速度がつく J.イの方は「力が一定だからJとい

う理由が述べられたが詳しい説明はされなかった。なおD組では，討論の中で、「はピめはだん

だん速くなって，それから一定になるJと，イからその他へ変更する者が一人いた。

実験を見て D組では f速くなるJと fはじめは速くなるがあとは一定」に結論がわかれ，

8組では「やっぱり だjという者もいた。やはり 8組で f先生，スピードガンで測ればい

いのによ」という声も上がり 3ページの写真を晃せて一応納得してもらい，さらに摩捺や空

気抵抗についても触れ，一定の速度に達するとあとは一定になることも説明した。

問題 0-2については，録音操作のミスでB組の授業記録をとることができなかったが，

D組では，ァ:41人，イ:4人という分布となった。アの理由については f同時に落ちるからJ

イについては「なんとなく Jという程度で討議にはならなかった。 B組も lil玄関様であったが

5ページの説明のところでは. D組で読みながら口答で解説しただけではよく理解されなかっ

たように思われたので. B組では力学台車を 2台用いて説明した。すなわち，台車を 2台重ね

て 1台のときと問ビ運動をさせるためには 2倍の力が必要で、あり， したがって物体を落下さ

せるときも，質量が2倍の物体には 2倍の力が必要であるが，実際，重力は 2培かかっている

ので同時に落下する，ということである o 5ページの説明も，このように書き替えたい。

問題 0-3もD組の記録だけであるが，ァ:22人，イ :0人，ゥ:12人とわかれた。しか

し理由を述べる者がなく，力の合成，分解の説明と作閣の指導に終わった。これらの内容は既

知ではないため，問題の設定自体に再検討の必要があるだろう。

~ 0の終了後〈課題0)で認識状況の

調査を試みた。 1は問題0-1の認識状況

について，授業過程にはあらわれて来なか

った部分をもできるだけ把握するための設

問で、ある。生徒にとっては，力と速度変化

の関係を再確認する機会ともなろう。問題

0-1の当初の予想、は表2の通りで，とく

〈議題。〉 2年組

1 問題o 1で，あなたは崩刀どの予想をたてま

したか。そのま泉街は何で、したか。実験で緩認した

あと，あなたの考えはどのように変わりましたか。

感じたことでも良いですから書いて下さい。

(最初の予想) ア，イ，ウ，エ (0をつける)



高等学校における微積分の初歩としての二次関数の指導過程

表2
にD組は授業のと

問題0-l(P.2)後 きと大きく異なっ

D総 8事立 ている。これは，
⑦速くなる 16人 9人

授業の際には多数
イ一定 25人 30入

になびいたことが
ウ濃く在る O人 3人

主な要因と思われ
エ そ の 他 1人 l人

るO したがって現

時点ではこのよう

かせることがやはり必要で、あろう。

さで，授業過程にあらわれなかった生

徒の思考過程について，ここから補足して

いこう。アの理由が詳しく述べられなかっ

たB車且にも，つぎのようなものが見られた。

(その理由)

(実験後)

2 sO (2-9ページ)をふりかえって，内容に

ついての感想を書いて下さい。
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f一定にひっぱっても車に加速がついて増加してくる。それを一定にしようとばねを一定にひ

っぱり，それをやるごとに速度は増加するJ(吉田)

「最初は力学合寧lまとまっているが，動かすとだんだん増加すると思ったJ(神戸)

「いくらパネを一定に保たれるようヲiっばっていっても，力がはいってだんだん速度が増加し

ていくと思ったからJ(飯野)

「物体を一定の力を加えて引っぱると，加速がつくと思ったからJ(和田，玉谷，清野，和知)

このように，授業中の発言となってあらわされない部分がゆたかに寒かれているのである。こ

のことは発言の多かったD組においても同様であった。

一方，イを選んだ理由は，授業中の発言と変わらず， r力が一定だから速度も一定Jと書い

ているものが圧倒的多数で，それ以外には「速度がつくものはなんでも一定だと思った(車も)J

というのが見られた。

つぎに，実験後の考えの変化は，授業過程からは発言などで在接的に知ることは困難であ

り，述べさせる以外にはない。ここに苦手かれた内容は， r一定の力で引っlよると速度は増加したj

f予想通りだったJなど，実験の結果を記したものが多いが，実験の結果をみとめながらも，

「やっぱり速度はどんどん増加したけど， ちゃんとした理由はまだわからないJ(Br菅野)

などと，その理自がわからないという者が両クラスとも 3名ず、つあった。〈散策路〉でもアリス

トテレスが摩擦を考躍に入れなかったことは寒かれているが， しかし速度が増加する「論理J

については触れていない。これは授業警の不備であった。

もっとも，この授業警の不備をこえて納得している生徒もいる。

「実験後は，私の予想はだめでした。そしてアが正解でした。しかし私は，それは実験のミス

なのではないかと考えました。しかし良く考えて見るとその意味がわかりました。やはり，速

度は増加していくのですJ(D亘)

「やっぱり閉じ力を加えていくと速度はふえていくと思った(上から物を落とすのを見てそう

思った)J .(D本郷)

r't貫性の法制で，ある物体に力を加えると他から力を加えないかぎりいつまでも等速在線運動

をすることがいわれているから，とうぜ、んそれ以上の力(一定の力で引っぱりつづけること)

で引っぱると加速していくことがわかったJ(B水野)
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また〈散策路〉を読んでの感想もふくまれていると思われるが，次のような文章もあった。

「ふだん，別に気にもかけないような簡単なことでも，よく考えてみると自分の考えはまちが

っているということに気づいたO ひろい自でみると，この{也にもあたりまえだと思っているこ

とでも，まちがって考えていることがたくさんあると思うJ(B八反田。 B山下も同様)

つぎに s 0の感想の分析にうつろう。表 3のよ

うに，一般的な感想も多いがとくに問題 0-2につい

て触れた者が多かった。授業過程ではまったく討議が

なされなかったこの開題について，生徒がどのように

考えたのかを見ていこう。 B組には，質量の異なる物

体が問時に落下することをはピめて知ったと記してい

る生f走が5名あった。

「ぼくは，小中学校時代からおもいほうがさきにおち

ると思っていた。しかしやっぱりちがっていた。おれ

は，このしようにはいってからかなりのものをまなん

だと思う O たぶんこのもんだいは，中学校のときにや

ったと思うが，その時はききもしなかった。しかしこ

のもんだいは，最初にやる入は，ぜったいにおもいほ

うがさきにおちる，とこたえると思う。ふつうの人間

だったらそうかんがえると思うJ(B石川)

また，重力の大きさが物体によって異なるとは思わな

かったという者がD組に 3名， Iヨ組に l名いる。

表 3 ~O の感想

内 ぽ伝手子 D事立

問題 0-1にふれた者 2人

問題 0-2にふれた者 11人

問題 0-3にふれた者 3人

わかりやすい・良い 11人

実験が良い 1人

図，写真が良い 1人

読みものが良い 住人

授業主撃形式が良い 。人

やさしいがむずかしい 2人

もっとわかりやすく 。人

わからない 6人

理科のようだ 2人

その{他 3人

然記入・感怒なし 8人

言十(重復あり) 42人

B組

7人

18人

3人

12入

6人

6人

6人

5人

3人

2入

2人

2人

。人

l人

43人

r 2 kgと1kgの物体が同じく落ちるので，それに働く重力の大きさがちがうのが，初め向じ大

きさだと思っていたJ(D長尾)

rp 5の闘を見て，あれ，と思った。たしかにてんびんを使えば重さはちがう O 重力も同じよ

うなものであるJ(D山下)

さらに「関ピ運動をする物質をいくらょせあつめても落下運動のしかたはかわらないJと授業

番通りに警いた者や，問題o 2のイの選択肢の内容を書いた者など，あらかじめ持っていた

知識に差はありつつも，それぞれのレベルから一歩ずつ進んでいるといえよう。なお， D組で

この問題に触れた11名のうち 5名が「よくわからなかったJと書いている。これは前述のよ

うに 5ページの説明不足をD組では補足しなかったことによると考えられる。

このように問題0-2は，授業過程における反応、とは逆に，個々の生徒においては大きな

関心を持って受けとめられているということができる。したがって，選択肢の設定の社方や5

ページの説明を再検討することによって，授業の中で活発な議論を引きおこす可能性は十分に

あるとい・えよう。

全般的な感想については，表 3に分類した通りである。 D組に否定的な感想をもっ者が多

いのは，やはり問題0-2の不十分さからくるものであろう。それにもかかわらず， D組にお

いても積極的な感想が出されている。いくつかを紹介しよう。

f物理の授業のような感じがした。普通の投業よりもおもしろいJ(D山田)

「欝単なようでけっこうひにくれた開題だったみたいです。計算関題よりずーとおもしろかっ

た!J (D中村)
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「今のうちなら簡単だけど，これからが不安。 But，やっぱり教科書よりわかりやすい。長

い文章も興味をひくような面白い書き方をしているので，楽しくやれる。集中的にその問題だ

けでなく，他にそれを発見した人のことを書いたりしているのがよいJ(D平野)

〈散策路〉に関しでは，次のような感想もある。

「アリストテレスのまちがった学説が2000年以上も信じられていたので、びっくりしたJ(B水野)

「アリストテレスの考えは，おしかったと思った。まさつ力を考えにいれたらよかったのにと

思ったJ(B飯野)

古い誤った考え方を克服していくプロセスを，生能に追体験させるだけではなく，科学史

上の話題を取り入れて彼らの到達点を示すという方法は，予想以上に効果があったと思われる。

第 1節等加速度運動

潤題 1-1では，問題文を読んだあとカーテンレールの上にパチンコ玉をころがして見せ

た。 2秒後と 4秒後の位置を確認し，そのうえで2秒後と 4秒後の速慶がどの穏度異なるかと

いう視点から観察させて，予想、をとった。表4のような分布となり，理由も雨クラスともほぼ

悶様で，イを選んだ者は r21去に見えたからJrなんとなく jと

いうにとどまった。これに対し，アの方からは理由の説明が次

のようになされた。 。秒

roから 2までの簡の長さと， ¥-.y¥月
Oから 4までの関の長さとは て¥¥ ¥

¥¥¥¥、 4秒

2倍になっていないJ(D久保 ¥¥ーご-:::D
由一一図参照)

表4 問題 1-1(P.10) 

ア 2倍より大

o 2傍
ウ 2傍より小

8事旦

35入

11人

O入

r2秒までの距離の長さはここ(図を示す)で，その加速にさらに加速がついてくるでしょ。

4秒になるとそうとうな加速がついて距離が長くなるからアJ(D加藤)

「最初から最後まで同ヒスピードだったら 2秒後の距離が 1mだったら 4秒後の距離は 2m

で2告になるけど，加速しているから倍以上になるからJ(B水野)

これらの考え方に共通していることは，速度を進んだ距離におきかえて考えているということ

である O すなわち，距離が2倍以上だから速度も 2倍以上であるとの主張に他ならない。そし

てこの誤りは第 2章第 1節で触れたガリレ千の初期の誤り一一等加速度連動において，速度は通

過した距離に比例する一ーと共通する面をもっているともいえよう O

ところが，実験の方法を問うと「距離を測って時間で割れば良いjとしか出されない。速

度-距離÷時間という公式は知っていても，距離が2倍になれば，時間てが都ることを忘れて速

度も 2告であるとするのは，速度概念がまだ生徒の中には確立していないこと，逆にいえば速

度概念は微分法によってはじめて捉えられることを示しているともいえるだろう。さらに，生

徒には平均速震と瞬間速度の区別もついていないのであるが，これもまた微分法の課題であろ

70 

授業では，速度が刻々と変化しているので，単純に距離÷時間では求められないことを説

明し，ある時点での速度を測定する器具として自動車のスピードメーターや，野球でボールの

速さを測定するのに用いられているスピードガンなどがあることを紹介してから，ここでは写

真のブレの大きさで比較するとして， 11ページを配布した。 2秒後のブレの長さが6脚で、ある

ことを確認し 4秒後のブレの大きさを再予想してから 12ページを配り，プレが12mmで、あるこ
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とから，イの rv(4) =2v(2)Jが正解であることを確認していった。なお， B組では「なんで、ブ

レるのかJという質問があとで出されて詳しく説明したが，あらかピめもっと詳しく説明して

おいた方が親切で、あろう。鑑離が2倍以上であるからといって，速度も 2倍以上とは限らない

ことを最後に強調しておいた。

問題 1-2の予想分布は表 5のようになった。 f予想、jとい

うほどの問題ではないが B組でイの「同じ」が多かったのは

予想外で、あった。水野が， 5: 60= 4 : xの比例式をたて，

x=48と求めて fだいたい同じ (50に近い)Jというと， rだい

たいじゃだめだJという声が出て，結局 r60を5でわったら…J

と，ねらい通り両クラスとも単位時間あたりの速度変化で比較

することになった。

問題 1-3も「予想jとはいいがたいが，分布は表6のよ

うになり，エの v(t)口 4.9t2を選ぶ者が多かった。しかし，ア，

イ，エを選択した者からは理出は出されず，ウの者だけが理由

を述べた。

rO秒後の速度がOm/秒で， 1秒ごとに9.8m/秒ず、つ速度が増

加していくんでしょ。で，時間を Oから 1，2， 3， 4， 5， 6， 7 

とず、っと続けていくと，速度の方も Oから 9.8，19.6， 29.4と

そういうふうにやっていくと， 9.8から19.6ってそういうふう

に変わっていくから 9.8tJ(D加藤)

表5 問題 1-2 (P.13) 

B組

ア A O人 l人

イ同じ O人 27人

⑨ B 全員 8人

雲監6 問題 1-3 (P.15) 

D車良 B組

ア 9.8 O人 7人

イ t+9.8 1人 7人

⑨ 9.8 t 4人 5人

1二 9.8t' 34人 31人
オその他 O人 O人

Llv( t) 
fα が9.8で， 14ページの公式の α1一一ーでαが9.8だから ，v(t) = 9.8tみたいだJ(B小松)

Llt 

B組では，小松がこのように発言したところで授業終了のチャイムが鳴ったので「実は正解は

エではありませんjというと「エーッ /Jとおどろきの声があがった。

多くの者がエを選んだ理由としては，主に，授業警のタイトルが「二次関数と微積分jで

あること，また〈はじめに〉で S出 4.9t2と警いであることなどが考えられよう。しかしいず

れにしてもこの問題は選択肢をたてることとはなじまない問題であり ，9.8mj秒2の意味を説

明したあと直接的に rv(t )を tの式で表わせjとするべきであった。その際の手がかりとして

v(l)， v( 2)， v( 3)，"・H ・を求めさせたり，対応、表を作るなどの補助手段も必要で、あろう。

問題 1-4は， r問題」というよりは，時東習時題jであり，とりたてていうべきことはない0

3 1の終了後，前節と向様の目的で〈課題1)による認識状況の調査を行なった。まず，

3 1の中心的な問題であった問題 1-1の当初の予想は，表7のようにやはり授業の際とは少

し異なっている。授業中，少数派は意見を述べさせられることが多いため，どうしても他の生徒

の様子をうかがいながら，挙手する者が，

まだ多いのである。

さで，授業中に聞くことのできなかっ

た生徒の考えについて見ていこう。アを選

んだ理由は，授業の際にも出された「距離

が2倍以上になるからJがひ組7名， B組

1名で， r速くなるから，加速されるから」

〈課題1) 宝生J盟

1 間緩1-1で，あなたは最初どのような予想

をたてましたか。その理由は何でしたか。実験

(写真のブレの測定)で確認したあと，あなたの

考えはどのようになりましたか。感じたことで

も良いですから著書いて下さい。

(最初の予想)ア，イ，ウ，エ (0をつける)



が調組13名ず、

つであった。

もっともこれ

らは，
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(そのE墜由7

「距離だと思

ったから， 2 

表7 問題 1-1(P.10J後

ア 2傍より大

o 2傍
ウ 211音より小

B車旦

25人

18人

O人

秒後よりも 4秒後の方が加速がついて， そ

の間が長くなると思ってアにしたJ(D菅原)

などというように，結局は距離が2倍以上

だからということに帰着するのである。

イの方は，授業では出されなかった理

由がいくつか見られる。

(実験後)

2 ~ 1 (10-20ページ)をふりかえって，内容に

ついての感想など，何でも良いですから書いて

下さい。

「速度の増加する量は同じだと思ったからJ(D工藤)

fきまった加速度でころがっていくと思ったからJ(D和由)

「“等加速度運動"ということが頭にあったためJ(D平野)
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「斜面に走らせるとだんだん加速度が増していくにつれてボールの走らせる速度が速くなり 2

倍になるJ(D黒お)

fボ、一 jレが運動開始してからだんだんとボールが早くなってくるJ(D葛西)

また， rイjを選んだ理由として次のようなものもある。

「物体は向ピ速さでうごいでいると患ったJ(8井内)

r2秒後も 4秒後も一定の速度で走ると思ったから〔イ〕に'したJ(8田原)

これらは， r加速度一定Jのことを「速度一定jと述べているものと思われる。

実験後考えたことについては，まず，ブレで測るという実験の方法に対していくつかの意

見が出された。

「ボールの直径，プレが関係してくるとは思わなかったJ(D武井)

「まさかブレというものを利用してその長さをはかるなんて思ってなかったヨグJ(D菅原)

「あのブレで正確なスピードが計れるのか!J (D渡辺)

この他にもブレに対する賛否 3名ずつあり，前述のように速度とブレについての説明不足を十

分に補うことによって，もっと理解は深まるものと思われる O なお，渡辺の疑問については，た

しかにブレは瞬間速度を表わすものではないのであり，この簸間を微分法へ発展させる方向で

積極的に受けとめ，微分指導に生かす方向も考えられよう。

さらに内容とかかわっては，最初アを選んだ者の中に自分の誤りを客観的に捉えて書いて

いるものが見られた。いくつか紹介しよう。

「やっぱりぼくの考えはまちがっていた。それは，距離はかんけいないんだなあ-J (8 吉田)

「きよりではなく，速度と時間だったJ(D谷地中)

r (W 2秒と 4秒の関の長さだと患ったからjア)正解はイだった。問題をかんちがいしていたJ

仰木村)

一方， rなんとなく不思議J(8 清野o D駒形も詞様)というものや，

「見た時2倍にはなってないのにどーしてか?J (D竹内)

「実験の結果では 2催になることがわかったけれど，速度は増加すると考えればまだ良くわか
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らないJ(D高山)

「答えは@だったけど，どうしてそうなるのか今だにわからないけど，実験をみてもどうしで

もそう思えないJ(B中辻)

などというように，速度と距離の区別がまだついていないもの，あるいは，

「筈えはイでしたが，でもどうしてかよくわからないJ(D若松o B水野， D武弁も関様)

というものなど，速度変化の仕方の認識状況は様々なレベルにわかれている O

これらの「底上げJのためには，以上の検討から，第一に速度と距離との混間を整理する

ことが必要で、あろう。そのためにはガリレイもまた，初期においては速度が距離に比例すると

誤って考えていたことを，散策路その 1の中で紹介するなどの手だてが考えられる。もっとも本

質的には微分法の指導の中で解決されるのであるが。第こには，速度の増加の社方について，

実験結楽がそうであるからという現象論的レベルでの把握にとどまらず， r論理的jなレベルで

の説明が要請されているといえよう。この点に関して

は，慣性運動との対比もふくめ，力の作用の一様性に

よって速度変化の一様性が保障されていることを書く

必要がある O 散策路のニュートンに関する記述は，こ

のあたりの内容を強調するようにしたい。

さで， S 1についての感想であるが，表 8のよう

に分類される。問題 1-1に関しでは先の検討につき

ているが，とくに問題1-3は， α=一定から v(t)=αt

を求める重要な開題であるにもかかわらず，印象がう

すい。生諸に対しての十分な問題提起たりえていない

といえよう O 前述のような改訂が必要で、ある O

全般的な感想、については， s 0の場合にくらべて

否定的なものが多くなっている。単に「むず、かしくて

わからない」というものがほとんどで， f也にr1可をや

っているのかわからないJ(D組 3名)

「進み方がはやいJ(D組 1名)

常定的なものでは表 8の内容の他に，

「おもしろい開題があっていいと思うJ(D駒形)

表8 S 1の感想

内容 D組 B総

問題 1-1にふれた者 5人 l3人

問題 2にふれた者 4人 2人

問題 1 3にふれた者 0人 O人

問題 1-4にふれた者 0人 l人

わかりやすい・簡単だ 宮人 6人

実験が良かった 2入 9入

読み物が良かった 5人 1人

やさしいがむずかしい O人 6入

もっとわかりやすく 4人 2人

わからない 12人 12人

その他 1人 3人

無記入・感想、なし 12人 3人

計(議復あり I42人 43人

「等加速度運動について理解しやすくなっている。また，かんしんをひきつけるように警かれ

ているJ(D谷地中)

「自分で、予想、をたてるところがおもしろいJ(D平野)

f教科書に出ていないことをやっているので良いと思うJ(B山下)

「等加速度連動っておもしろいナと患ったJ(B森)

などと，様々な角度から授業警が評{泌されている O 前述のような視点からの改訂によって，rむ
ず、かしいHわからないjという部分を，もっと取り込んでいく余地は十分にあるものと思われ
ヴ

-:;>0 

散策路その 1等に関しでは，積極的な評価が多かったが桂文も出された。

「ロケット発射時の顔やニュートンの話などそうゅうような話がおもしろくで好きだ。これか

らもそうゅう数学の昔話を載せてほしいJ(B山田)
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rp 15で札幌と東京では加速農がちがうことがわかった。はじめは，札幌と東京どちらも重力

はおなじだと思っていたが。宇宙ロケットの飛行士は，出発時に1iiJGぐらいのカをうけるのか

しりたかったJ(D和田)

「説明や問題をくわしく書いであるのはいいけれど，文が長すぎるのでもうすこしまとめでわ

かりやすくしてほしいJ(D工藤)

散策路その lは内容が多いので，ガリレイの初期の誤りとニュートンによる力と運動の関係の

把握に関する内容にとどめ，他の内容はそれぞれの問題の解説の中に組み入れるようにしたい。

第2節距離を求めるー積分法とこ次関数

まず¥授業過程から見ていこう。開題 2 0の予想分布は

表9のように大きく異なった。もっとも，各選択肢会選んだ理

由はほぼ共通で、，アを選んだ者は単純に 500mの3告で1500m

としたのである。これに対してイ，ウ，エを選んだ者は，一応

500m X 3 =1500mと求めたうえで，

「落ちれば落ちるほどスピードが増していくからJ(B山本ー

エ)などと，それを 2fまないし4f吾しているのである。ただし，

1500mを何倍するかという点については理由を述べるものはな

かった。

表9 問題 2-0 (P. 21) 

D手;fi後 B華民

ア 1500m 10人 32人

イ 30∞m 20人 2人

⑨ 4500m 5人 5人

コニ 6000m 5人 2人

オそれ以上 O人 O人

※ D総lま概数

B組では，当初の予想、はアを選んだ者が多かったがイ，ウ，エの理由を潤いていくうちに

「あっ，まちがえたJなどとの声が上がり，予想変更をとったところァ:8人，ィ:0人，ウ

: 25人，ェ:3人となった。ここでは，一応、速震の機加があることからアは誤りであることだ

けを石雀認しておいたJ)

次に問題 2-1であるが， (1)は~ 1の問題 1-3を再度提示したものに他ならない。にも

かかわらずD組では，対応、表を作成してから v(t)ロ2tを確認するまでに次のようなやりとり

がなされた。

T じゃ t秒のときの速度は v(t)だけれども，いくら?

Pl v(t)は， 20かける……

T v(t)イコール，何て表わす?

P1 イコール，cm/秒，あっ，ちがうのか。

T これはどういうことかというと， 10秒後の速度が20だから v(10)= 20でしょ O このとき

( t = tのとき)は?

P2 v(t) = t 

T v(t)口 tか?，ヒゃないで、しょ， これ。

P2 ああ，v(t)= 2か。

P3 t2だべや。

T t2かな ?， tか t2か，別かo

P. 2 t 0 

T うん， 2 t.だね。

このように，文字の控用にあたっての弱さ， とりわけ変数のとり扱いの鼠難が随所にあらわ

れてくる。これは，それぞれについての以前の指導にかかわる問題ではあるが，それに依拠し
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なくとも，この捜業書の中でも文字や変数の使用についてここで必要な限りでのとりたて指導

を工夫することも考えられよう。ここでは応急的に v(l)= 2 X 1 = 2， v(2) = 2 X 2 = 4，…， 

v(t) = 2 X t = 2 tで t2ではないことを説明した。

(2)のグラフは，点をプロットして結べば底椋になるので，相談しながらの作業でほとんど

の生徒ができていた。そしていよいよ本題の(3)にすすみ，関クラスとも少し時間を与えて考え

てもらった。「距離はグラフの下の面積で表わされていて， 100cmJという一応の結論を導くま

でには様々な考えが出されたので要約して紹介しよう。

D組ではまず， 55c阪というのが出された。これは， 10秒後までということでlから 10まで

加えたものである。さらに， 20cm/秒X10秒口200cmと出てきて， 20cm/秒の等速運動ならこれで

良いが，多すぎるのではないかと言うと 5秒ずつに分けて150cmと答える者がいた。これは，

lOcm/秒X5秒十20cm/秒X5秒という計算である o55cmといい， 150cmといい「分けでかけて加

支るJという積分の発想に近いものが出されたが，石川が fわかったJとうれしそうな表情を

していたので開いてみると， r20XlOXす吋OOJという。を lこした理由を聞くと， r三角形だ

から」ということであったが，それ以上は答えてくれなかった。

8維で、も，はじめに20cm，30cm， 200cmと出され， 20cmは2XlO， 30cmは理由不明， 200cm 

は20XlOの他に，水野がディメンジョンの計算について論ピた。

r2は加速度で， cm/秒2でしょ。 10は秒だから，これを 2回かけると距離になるJ

すなわち， 2cm/秒2XlO秒XlO秒=200cmとすれば距離が求まるというのである O ここで， r最

初からず、っと速度20だったら 20XlO口200で良いが，最初は Oで，まん中沼で10，最後に20だ

から，もっと少なくなるんじゃないかjと問うと，熊本が「半分で100Jと醤い，ここで終了の

チャイムが鳴った。休み時開に熊本に理由を間くと，

r 1秒後の速度が2で 2秒後が4で 3秒後が6で，……だから半分ピゃないかと思ったj

とのことであった。次の時間は，この説明のあと以下のようなやりとりになった。

小松 あれ，三角形だから半分じゃないか?

T え?，三角形?，何の半分?

小松 その四角形が200で， lOX20。

T この四角形，簡を表わしてる? つまり，最初から速度20の等速運動したら，速度が20

で時間が10，そしたら2000

小松 だけど，そうじゃないから半分。

T 半分で100，実はこれがま解なんですね O これでみんなしっかりわかった?

P わかんない。

T L;やどうしてこの100でいいのかつてことをこれから考えてみよう。

倉島 なんで面積，関係あるの?

T じゃ小松くん，面積つての，もうちょっと聞かせて。

小松速度×時間が距離で， We離が出るんだよ。

T 速度×時間が距離，これはいいかい? これはわかるね。でもこれがどうして面横なの

か。

小松 とにかく距離は面積なんだよ。

このあと24ページで，等速運動の場合は「速度×時間口距離jと，v-tグラブの「たて×ょこ

z 面積Jの爵沼がそれぞれ対略していることを，授業委の書き方は不十分であったが確認し，
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不等速運動の場合も関様ではないかと推測させた。

問題2-2は(1)の階段グラフを直線にした考が多かった。中間の値も入れた対応、表を先に

つくっても良かったと思われる。 (2)の距離については，すぐに求めた者もいたが，多数は「か

けてたすjことに気付かせることが必要で、あった。 (3)についてはD総で「穴うめJ，8組で rA

をひっくり返してBとあわせれば長方形になるjなどと ，v( t 2 tの，上下からの近似であ

ることには気付いたようである。しかし，ここから27ページの練習開題へ，さらにおページの

無眼小への移行にあたって「もっとくわしく求める方法はないかJとの間いに答える者がいな

かった。このことはもちろん，詳しく求める必要性を十分に示し得ていないことによるが，こ

の点についての認識状況を把撞すると同時に，生徒に考えさせるうえでも，ここでより詳しく

求める方法について書かせることが有意義で、はなかったかと思われる。

29ページの計算練習問題を指導したあと，問題2-3はすぐに答を求めた者もかなりいた

が t秒後の速度が2tで，これが三角形の高さにあたることを磯認すると，ほとんどの者が

計算していた。ここでD組では七回がおもしろいことを醤いだした。

「なんだ，簡単じゃないか。(29ページの発展問題は)暗算でできるよ。ドだべ， 8 x 8 =64， 

2X2=4って，引けばいいベや」

すなわち，七回は定積分と不定積分の関係が王里解できたのである。これは31ページで説明する

内容に他ならない。そしてまたこのことは，変数としての文字の意義のひとつであり，中学校

でも出てくる内容を，積分法を学ぶなかで，いわば高いレベルから捉えなおすことになってい

るともいえよう。

S 2の終了後，やはりこれまでと関様に〈課題 2)について書いてもらった。まず，この

節の中心的テーマである問題2-0についての予想、分布は表10の通りで， 8組については当初

の予想と変更後の予想が混ざっていると思われる。予想、の理由については，Itぽ授業過穏で出

された通りであると思われたので，理由を書く欄を設けず，その後の考えの変化を主に見よう

としたのであるが，結果的には理出だけしか書いていない者も多く，やはり両方の欄が形式的

にでも必要で、あった。

アを選ん 表10 問題2-0 (P. 21)後

だ理由につい p組 8番立

ては，授業と ア 15∞m 6人 23人
同様 イ30∞m 22入 4人
rO秒から10 ② 45∞m 6人 14人

秒間までが約 1二60∞m 1人 1人

500として， オそれ以上 1人 O人

30秒間は 31'it 無記入 2人 O人

のきよりにな

るから答えはアになったJ(8星)

などというものばかりであった。

イ，ウ，エの理由についても変化はな

しミ。

「はピめは10秒で500m:t'ちるから30秒で

〈課題 2) 2年緩

1 21ページの問題2-0で，あなたは最初どの予

想、をたてましたか。また，討論や授業のあと，考

えはどう変わりましたか。

0最初の予想 ア，イ，ウ，エ，オ (0をつける)

o討論や授業のあと

2 S 2 (21-35ページ)の内容について，怒った

ことを何でも良いですから書いて下さい。

1500mで，加速がつくから3000mかと思ったけれど，計算で4500mにもなるとは思わなかったJ
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(D本郷

f最初からウかエのどちらかだと思っていたが，エはあまりにもおおきすぎるのでウだと思っ

た。自分のかんがえがあっていてうれしいJ(B石川一一ウ)

「時間がたつにつれて速度が速くなるのだから，⑦3000m (ママ)でないことは見当がついた

けど，@か@か迷って多い方が正しいと思い， @tこOをつけたが，授業をやっているうちに中

学校の手ヰ学で習ったのを思いだしたのでだいたいわかったJ(B水野一ーエ)

オの「それ以上jは授業のときには O名であったが，ここで、はじめて l人あらわれた。

rlO秒後までに 500m落下する実験なんでできるわけないし，ましでは30秒後のきよりなんて

そうぞうがつかないから……オだと思ったJ(D栗原)

授業後の考えの変化については，結論だけ書いた者が多かったが，内容を書いたものもい

くつか見られた。

「いわれてみて，アッそうかと思った。とうぜ、んながら落下速度は時間がたつにつれて速度は

増すのはあたりまえだった。しかしそのあたりまえのことがわからないんだからJ(D山下一一

ア。 B鳥瀬， D高山一一ア， D藤田，若松一一イも同様)

「ちょっとむず、かしかったけど簡単なものからやっていったら理解できてきましたJ(D石川

ウ)

また，按業警の弱点をついた記述も見られる。

「ほかの問題をやっている時，ぜんぜんこの問題のことを意識して考えていなかったので，た

だ最詩的に，答えがウであって，予想がはずれたという感じJ(D小林一一イ)

実鰐， 21ページの問題 2-0の解は， 33ページの〈研究〉まで明らかにされていをいのであ

り，なかなか目標に達しないうちに忘れてしまった者も少なくないだろう。開題2-1を，こ

の問題に直接続けた方が良いかも知れない。

さらに， r結局落下していくにかわって，早さが平くなってばいになっていく jとの誤解，

また， rどうしてウか良くわからないJなどと書いた者も計10名あり「距離がB寺関の2乗に比併

する」ということをはっきりと定式化する必要があると思われる。このためには，問題 2-0

でk倍の k培であることをより印象づけるうえでも， 30秒間穂度の落下距離ではなく 60秒間謹

度，すなわち 6倍の 6fきとなるような問題で，選択肢も， 3000m， 6000m， 9000m， 12000m， 

15000m，それ以上(正解は18000m) などというよう

にしたい。散策路その 2も 7ゲリレイの「三角形の面

積J， 2乗に比例の法則を中心にした方が災いだろろ

うO もちろん，ガリレイにおいては不十分で、あった無

限小についても，ライプニッツ等につながる話題とし

て加えたい。

つぎに， S 2の感想、についてであるが，感想文も

簡を重ねるごとに警く最が減りつつある O

「このようなものを何回も何回もやると，みんなまと

めにかかなくなると患いますJ(D石川)

と，きびしい指摘もあり，何らかの工夫が必要であろ

うO それでも，感想、の分析からいくつかのことは見い

だすことができる O 傭々の内容について記した者は少

表11 S 2の感想

内 d壬ミ伊ー D組

問題2 Oにふれた者 2人
問題2-1にふれた者 。人

問題2-2にふれた者 l人

問題2-3にふれた者 3人

わかりやすい・鱒単だ 2人

やさしいがむずかしい 2人

わからない・むずかしい 9人

計算はわかる 8人

計算がややこしい l人

その{也 3人

無記入・感想なし 7人

計(震後あり) 38人

8車立

。人

0人

0人

3人

13人

5人

12人

6人

0人

2人

2人

42人
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ないが，問題 2-3の不定積分については「あまり良くわからないJがl名のほかは 5名と

も積極的な評備を下している。

「不定積分の所など tを2乗したら答えが出ることなど，かんたんな方法もわかり楽しかっ

たJ(ひ崎野)

団形の謡積を計算でやるよりも， S(ドlt2凶を計算した方がかんたんに解け~oJ(B 

などで，これらは先に按業過程の分析の際に紹介した七回の発言とも吋M5している。

全般的な感想については， D組で肯定的なものが少ない。これは，授業が毎胆D組を先行

させていること，またD事且では欠席者が多いことなどに関連していると思われる O もっとも，

両クラスともわからない内容を呉体的に書いているものは少なく，つぎの 4名だけであった。

r25ページの時刻 0-10秒の閤に進んだ距離を求めよというところで，どうして面積を出しで

ぜんぷをたしたら控離になるのかあんまりわからないJ(1名)

「不定積分の求め方があまり良くわからない。 J(1名)

r33ページの問題がわからないJ(2名)

階段関数の積分については，それ以前の等速運動する物体の進む距離と長方形の面積との関係

についての説明が， D組では不十分だったようである。 33ページの〈研究〉は，三角形を用い

る方法と公式による方法がともに生徒から出されたので混乱したものと思われる O

注目されるのは，多くの生徒にとって考える問題よりも計算の方が得意で、あるという傾向

である。

「最初のうちはまったく何をどういうふうにやったらいいかわからなかったけれど高来習や問題

をやったら，なーんだ，こんなことかと思ったJ(B武田)

「最初グラフの時はよくわからなかったけど，だんだんわかってきたJ(D太田)

r29ページあたりの計算問題なら簡単だったけど，その前の方は良く理解できなかったJ(D高山)

この傾向は，これまで、に受けてきた数学教育の結果として身についてしまったものであろう。

最後に，積極的な感想、の中からひとつ，原文のまま引用しておこう。

「やっぱりさいしょはだれでもむずかしいと思うがやればやるほどやさしくなる。さいごのも

んだいになるとさいしよからみるとむずかしいが，こう式をおぼえてしまうとなんlまおうよう

簡題でもこう式にあわせるとかんたんになる。 2年生になってやったなかで一ばんむず、かしか

ったと思うJ(B石川)

第3節 速度を求める一一ニ次関数の微分法

S 3の目標を示す問題3-0の予想分布は，表12の通りであ

る。調クラスの傾向は似ているが， D組では多様な考え方が出さ

れ，討議が深まった。アを選んだものは 9cm十 3秒と 3秒間

の王子均速度を求めたのであり，イの理由は r2秒から 3秒間に進

むのが5cmだから 5cm/秒j。またオについては rtが3のとき

S( t)が9だから 9cm/秒Jと，それぞれの理由が出されたが，これ

に対してウを選んだ者の中から思いがけない意見が発表されたの

である O

「落下運動は10秒間に約500m落下すると書いであるから， 500 

表12 問題 3-0(P.36) 

D車ifl. B組

ア 3冊/秒 21人 14入

イ 5冊/秒 1人 O人

⑨ 6冊/秒 6人 8人

エ 7四/秒 O人 O人

オ 9叩/秒 5人 11人

カその他 O人 O人
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m-;-lO秒=50m/秒となるけど， 10秒後の速度が98m/秒というから50の約 2f音でしょ。だから

9m-+-3秒口 3cm/秒， 3 cm/秒x2 = 6 cm/秒J(佐藤功)

佐藤は t秒後の瞬間速度口 O-t秒の平均速度X2という法制を，授業警の記述の中から発

見したのである。また， ri瞬間」の矛請に気づいて，その他へ変更する者も現われた。

「速度つてのは，何秒から何秒の簡で求めるけど，これはどこからって書いてないから，求め

られないJ(七回)31

B 総でもアとオについての理由は同様で，ウを選んだ者の理由は 2 秒~3 秒の平

均速度の 5cm/秒と， 3~4 秒の王子均速度の 7 cm/秒の中関で， 6cm/秒ということであった。 B

組では予想変更が多く，結局は，ァ:23人，ゥ:13人，ォ:2人となった。ここでは結論は出

さないが，オの理由は距離を速度と握同していること，またアの 3cm/秒はこの 3秒間の王子均

の速度であって 3秒後の速度ではないことについて説明しておいた。

これまでに何度も見られた距離と速度の混同について，この

誤りをうきぼりにしたのが問題3-1であった。もっとも B組に

はD組から情報約五れたらしく，期待遇りにはいかなかったが，

このことは，彼らのこの授業に対する関心の大きさを示している

ともいえよう。(1)で3~3.1秒の平均速産を 6.1 cm/秒と求めてか

ら， (2)を予想させたところ，表13のような分布となった。カを選

んだ理由としては

「少しず、つ増加するんじゃないかと思ったJ(高山)

エの理由を述べる者はなかった。これに対してウを選んだ者は，

f時間が占だから速度も0.61になるけど，0.1秒は0.01秒より多い

からやっぱり距離は進んで、いるJ(谷地中，他)

署長13 問題 3-1 (2)(P. 38) 

p紐 B級

ァ占より小 O人 1人

1 fo O人 O人

ゥ会より大 34人 O人

③向ビより小 5人 6人

オ問じ O人 7人

カ向じより大 3人 23人

キその他 O人 O人

というように，時間が占lこなれば距離も約占lこなることから，多くの者は速度もお呈度になる

と考えているのである。一通り意見が出たあと， rウはまちがいですJと言うと， rあれっ，まち

がいなの ?Jと不思議そうであった。計算の結果一一小数の乗除算を黒板でていねいに説明し

なければならなかったが一…6.01cm/秒と求められ，エが正解であることカf確認された。 B経へ

は誤った情報が伝わったようで，カが多く計算してエが正しいことを説明するにとどまった。

ところで(4)の計算のとき， D維では七田がつぎのように言っていた。

fこれ， 2.999999……ってず、っとやっていったら 3秒後の瞬間速度になるんピゃないかj

(5)でも D組では約 6cm/秒というものと，ちょうど 6cm/秒というものがあり，とくに加藤は

fだって絶対6にはならない。どうやってもJ
と，強く主張したo B組でもまた， (5)では rO.OOOOOO'"…秒でやれば……jとの声も出たり，

ちょうど 6cm/秒か，約 6cm/秒かの論争にもなった。

r6.001は， 0.001をひけば6になるし，こっちは5.999に0.001をたせば6になるからちょうど

6cm/秒J(八反田)

「物体は常に動いているから，ちょうどにはならないJ(村田)

B組では，どちらを選ぶか開いてみると，ちょうど 6cm/秒が

21人，約 6cm/秒が8人となった。

40ページの質問に対する分布は，表14のように分かれた O

瞬間における運動と瞬間速度の存在を前提に指導するよりも，

表14 (P.40)の質問

アニュートン

イ ライプニッツ

B組

16人

24人
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哲学的矛盾とかかわる問題である以上，生徒簡の議論を通ピて認識を深めさせることに意義が

あると思われるし，実鰐議論になるのである o D手且では

「ばつと見ると止まって見えるからj

との，アの意見に対して，

「止まってるのはなんぼたっても動かないベやJ
と，すぐに反論が出され， B組でもはじめアを選んだ小松が，

「カメラで写真をうつしたら……ブレるよな。あっ，まちがえた」

とイに変更す鳴るなど，楽しい授業になった。つづいて，

P 瞬間っていえばなあ，時聞があるべや。

T あ，瞬簡に時間ある?

P 瞬間ちゅうのには時間がないのか?

T tゃあ，どれくらい時閣がある?

P わからないけど，なんぼか時間がある O

このようにして，瞬間速度を「無限小時間における平均速度jとして微分法へと続けていった。

_ 6dt-トdt'
問題 3-2 の(1)は，文字計算の復習もかねて，ていねい L 一一…一~=6十 dt と求めていっ

dt 

たのであるが， M =  3 + dt -3 = dtと求めるところで， D組では佐藤功が 10。ずれてな

いベや。Jつまり， 3から 3十 dtの間は，ず、れていない，差がOであるという O ここのところで

dt刊とすると3となってしまうわけでまだ早いのであるが， (2)の瞬間速度を考えるところ

では，この考えが生かされた。ここから先は，計算は繁雑になるが考え方は基本的には変わら

ない。

45ページの計算練習⑤から問題 3-3にかけて，微分係数から導関数へ移行するために計

算する前に予想させたが，多くの者はどんどん機械的に計算を続けて行った。問題 3 4は，

~ 3の中で最も面倒な計算で，あとはこれを公式として用いれば微分計算は不用となるが，こ

2αtdt十αdt2

こでは一一一一一之江 2αt+αdtの， αdtの扱いが質問として出された。無限小を都民個加
dt 

えでもやはり無限小で，ほとんどOであることを確認した。

表15は， 51ページの費問に対する意見分布を示すものであ

る。すでにライブニッツ流の計算を行なってきているので，ラ

イプニッツの方がなピみやすいのであろう。ほとんど言す論はで

きなかった。

(課題 3)を課す時間が前述の通り不足して，認識状況を

表15 質問(P.51)

B組

アニュートン I 1人 I 13人

イライプニッツ i多数 I 19人

より詳しく把握することはできなかったが，授業過程の分析からいえることをみていこう。ま

ず〉あらかとめ明らかであったことで、あるカヘ ~ 3 においては~ 2における v-tグラフにあ

たるイメージが欠落している。 v tグラフの使い方や接線の有効性などもふくめて，検討す

る必要があるだろう。これが欠けているために， 1計算の意味」が忘れられがちであった。

さらに，微分計算における f無限小jの位蜜付けを極限概念との関連もふくめて，より明

確にする必要があると思われる。 41ページの庁指針や散策路その 3，2つの質問なども，新た

な視点から統一的にまとめる必要があるだろう。
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第4節評価テストと感想文

評価テストは，主として基本的な計算に関する理解の状況の分析から，授業警のこの側面

に対する評価を行なうために， ~ 1， ~ 2については 3学期中間試験(2月16日)， ~ 3につい

ては学年末試験 (3月四日)の一環として実施された。

~ 1， ~ 2 評価テスト

(B組42名， D組37名)

1 等加速度運動の速度と加速度について，次の照いに答えよ。

(1) 下の対応表は，ある等加速度運動における，時刻と速度の関係を

示したものである。この等加速度運動の加速度を求めよ(単佼も付

けること)0 

時刻 t 秒 I 0 ， 3 ， 6 ， 9 ， 12，・
速度 v(t) cm/秒 I0 ， 15， 30， 45， 60，'"・H ・-

(2) 次の対応表に表わされた等加速度運動について， v( t )をtの式で

表わせ。

時刻 t I 0， 5， 10， 15， 20， ...・H ・-…
速度四(t ~ 0 ， 20， 40， 60， 80，...・H ・..…

面記

2 自由落下運動する物体の， ~喜下をはじめてから t 秒後の速度を
む(t)ザ秒とすると，およそ次の式で表わすことができる。

v(t) = 10 t 
(より正確恥配に山叫こ斗lはMま
にするため，v以(t)立 lωotとする。)

この物体の落下する距離について，次の間いに答えよ。

(1) この物体が，落下をはじめてから t秒後までに務下するlil:i量産を
S( t)mとする。 S(t)を積分計算により求めよ。

[ S(t)= J dt= 5t' (4.9t' 

~ 1， ~ 2の言iiJlf面テストの

問題と生徒の解答の状況は左に

示した通りである O なお，この

範聞の授業時数はB組が11時，

D組が14日寺であり，原期として

2時以上の欠席者については 6

間以上正答の者以外は除外価

組 5名， D組10名)して集計し

た。これは授業警に対する評価

のためであり，欠席の多い者に

対する指導はまた，別の開題で

あろう。

1 は~ 1の問題であるが，

(1)については単位のミスを見の

がせば正答率は 7割をこえる O

しかし， (2)， (3)の正比例関数を

求める問題は設業の場合と同様

にで、きていない。もっとも，問

題練習はしていないのであり，

授業警の中で、も扱った方が良い

かも知れない。

2よりも 3， 4の単純な計

算問題の方が正答率が良いのは

自黙なことともいえるが，逆lこ

2の正答率のイ丘さは，距離を求

めることと積分計算とが十分に

結びついていないともいえる。

計算以前の積分の意味にかかわ

る授業警の弱点の現われと考え

られる。

3， 4の正答率は十分なも

のであろう o 4の(3)は計算が複

雑だからやむを得ないo

Sは，どれだけ自分のこと

ばで説明できるか試す設問であ



高等学校における微積分の初歩としてのニ次関数の指導過程 81 

(2) この物体が10秒後までに落下する距離 S(10)を求めよ。

制) =烈(叩

(3) 

S位。)= I 20∞m (19ωも可)

3 次の不定積分を求めよ。

川'12tdt需 6t' 

(2) J，'出立す t'

∞J，' gtdt口たど (gは定数)

4 次の定後分を求めよ。

(1) 1'4tdt=史

り，高い正答率は期待していな

いが時間不足のためもあってか，

無答も B組25名， D組21名(集

計除外者もふくむ)と多い。ま

た， rムムこれは頭のもんだい

だ一。Jとの走り書きも見られ，

このような賭題に対してとまど

う者も多かったと思われる。い

くつかの解答のパターンがあり，

それぞれ典型的なものを紹介し

よう O

「普通の等速度運動の進む距離

は速さ×時間ででるが，この等

加速度運動を向じ計算で、出すこ

はできない。しかしこのような

不等速運動でも，無践に小さい

時間の中では等速運動をしてい

ると考えられる。すなわちグラ

フの v(t)=2tの直線上で，無

隈に小さい時街×速度を Oから

10まで引顕番にもとめて行き，最

後にたしあわせるとおおよそ

1102 td叫しい値になるはず

で・ある。したがって，等速運動

を求める時に出来る四角形を 2

等分にした三角形の形であらわ

せられるJ(D山田)

r v(t) X 1と長方形の面積をだ

すと l秒間の進んだ距離がでる。

そこで l秒の関で10秒間たすと

物体が10秒間で進んだ距離がで

るO でも v(t)= 2 tの式から長方

形のかどがすこしでる。そこで

tの1秒間を 0.5秒ずつにする

とかどはなくなり， 10秒間をた

したかたちが三角形にちかずく。

こうやっていくと v(t)のあたい

X tのあたいで大きな長方形を

作り 2でわると三角形のかた
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8 綴 ID 組

30名 L_~ ~." 127名i
1(73伺 8%)1-:: f(75.7%) J ，，~. ~， v'l 1名)

2名(5.4%) 

2名(5.4%) 

2名(5.4%) 

5 t秒後の速度以 t)が，v(t) 2tで表わされる等加速度運動で，

0-1ゅの閣に物体構む蹴['2tdt!ま，

U-tグラフの下の三角形の面積で表わされるのか，説明せよ。

日 組 D 事旦

。階段形の極限
f 3名(7問) )凶29.7%)

。無線小長方形の総和

0等速運動の場合麗積だから 6名(14.3%) 2名(5.4%) 

」二角形の函積で表わされる 5名(11.9%) 3名(8.1%) 

ちであらわされることができた」

(0本郷)

「物体が進む距離というのは，

たで×横，つまりたてが速度で

横が時間というので，距離口速

度×時間というぐあいに出され

る。しかし等加速度運動という

のは図でかくと v-tグラフの

ように三角形が出来る。だから

その三角形の面積を出すと A

(答一一引用者)がでる O 距離

-速度×時間では長方形になる

ので，それを三角形にするには

それを半分にすると AがでるJ
(B斉藤敦)

無限小長方形の総和が三角形と

とらえるタイプと，階段形の極

限として三角形をとらえるタイ

プがそれぞれ出てきたのは興味

ぷかい。斉藤のように， iv -t 

グラフが三角形だから」などと

摸分の考えを使わずに直観的に

説明する者も少なくなし~o

つぎに~ 3 に関する評価テストの結果をみていこう。~ 3の授業時数はB組が8時， 0組

は9時であり，ここでも 2時以上の欠席者および前田のテストの集計除外者については 5関

山以上正容の者以外は除外 (B組

~ 3 評髄テスト

(B級42名， D組38名)

1 t秒後までに進む距離 S(t)佃が，s.江i三Lで表わされる等加速

度運動について，次の間いに答えよ。

(1) 3秒間関速度を，微分間(許村守iを求める)

により，求めよ(単位はっけなくてよい。以下向1;:)

t 秒 1 3. 
S(t)cm 1 

盟主l_c
dt ふ

3 + dt 

B 総 D組

7;j(問 )112iM)
4名 (10.5%)

4名， 0組9名)して集計した。

lの微分計算は，授業審だ

けでもかなり車東習になったため

か，計算の繁雑なわりには良く

できているといえよう。逆に，

2， 3は公式さえ知っていれば

積分計算同様の 7~8割の正答

率となっておかしくない。 D最良

の正答率が低いのは，授業警の

問題 3-4以降， これを公式

として適用する練習間閣のない

ことと対応、していると思われる O

B組では若干これを補足したが，

導関数を求め，さらに微分係数
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(2) t秒後の静華街速度を，微分計算により求めよ。

t 秒 I t 
S( t)叩 l

t + dt 
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(3) t秒後までに進む距離 S(t )cmが.S(t)=3γで表わされる等

加速度運動について秒後の瞬間速度を微分計算により求めよ。

bF」
t十 dt

劃

ω

dS( t) 2 次の関数について，導関数 S'(t)=旦込とL を，それぞれ求めよ。
dt 

(I) S(t)=7t' 

必μュJ6L

(2) S(t) = 2 t' 
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35名 (83.3%)118名 i
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1名!
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3 次の関数について，与えられた tの篠における微分係数をそれぞれ

求めよ。

(1) 約)=3 t'の t= 4における微分係数(S'(4)=盟主斗¥ ~ ， . ， dt ) 

民幻二t! B 緩

27名}
~ (69.0%) 

2名!

2名(4.8%) 

4名(9.5%) 

D 緩

19名 i
} (52.6%) 

1名 j

4名 (10.5%)

ω S(t)=4t'のい5における微分係数(s(5HT)
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を求める練習が不足したため，

3の正答率が2よりも低くなっ

ている。

4は，積分法の場合と同様，

速震を求めることと微分計算と

の関係の把握が弱いことが 2.

3よりも正答率の低いことに現

われている。

ここでも 5はどれだけ書

けるかを見るための設問である

が，やはり無答が8組25名， D

組22名と多い。しかし積分法の

ときよりも詳しく書いている者

が多かったように忠われる。こ

のような「書く問題」は，授業

主撃の中にもとり入れたい。これ

についてもまた，いくつかの解

答のパターンがある。典型的な

ものをヲ1mしておこう O

L¥S(t) r..・...(前略)そして一一一 l
L¥t 

してわってやると，そうすると

6 + dt になる。この dtは無げ

んしようだからけしてもよい。

おわり。これでおれはわかるか

らOをくれJ(D佐藤功)

r3秒後から， 0.1…… 6.1， 

0.01......6.01， 0.001・・ u ・・6.001，

0.0001....・6.∞01，0.00001'"… 

6.00001，とだんだんこのように

近づけていったら 6cm/秒にな

るということが，数学者N氏の

言うことです。つまり無限小が

起こることによって 6cm/秒に

近くなる。ょうするに倍率をさ

げていったら 6cm /秒にはなら

なくてもそのふきんには近づく。」

(B鳥瀬)

rS(t)=t2の運動の 3秒後の

瞬間速度は，まず初めに 3秒後



るべき内容はとくにない。

つぎに感想文であるが，これは S2の評価テストのあとに書いてもらったものである。分

類すると表16のようになった。個別の内容に対する評価ものベ42人あったが. 12の項目に対し

て異なる評価がなされ，特定の傾向は見られない。感想も. 52ページの授業警に関する 3か

月余り20数時の授業を対象としたためか，一般的なものがほとんどであった。そして，両クラ

スともほl玄関様の内容で、あることが表からも読みとることができる。

ここでは，いくつかの展型的な感想文を紹介しよう。

「内容についてはおれ自身こういう問題や速度をもとめながら考えていくものにきょうみがあ

るのでおれ自身よかったと思う。また内容もこくてまたきょうみをさそうものもあったのでわ

かりやすかったし，また出題された開題をとくこともたのしくなってきたので今までの数学よ
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民叫設立 8 総

26名 i
~ (64.3%) 

1名}

3名(7.1%) 

2名(4.8%) 

D 綴

17名}
~ (50.0%) 

2名!

4名 (10.5%)

2名(5.3%) 

4 E'l出落下運動する物体が，落下をはじめてから t秒後までに落下す

る距離S(t)mは，およそ

S( t ) = 5 t' 
と表わされる(より正確には S(t)=4.91'であるが，ここでは計算

を簡単にするため 5t'とする)。

(1) t秒後の速度 v(t)を求めよ。

v(t)=lOt B 組 D 総

0101， 9.81 
15名 r(42.1%) 

ム計算ミス 2名 (42.9%) 
l名

5 1， 4.91 6名(14.3%) 5名 (13.2%)

10， 9.8 5名 (11.9%) 4名 (10.5%)

(2) 3秒後の速度 v(3)を求めよ。

~、1、~、J、l、、J、~、~、" B 組 D 事且

030 

ム計算ミス 1名 (45.2%) 5名 (44.7%) 

15 2名(4.8%) 5名(13.2%)

6 3名(7.1%) 

5 1の(1)...… S(t)=l'の運動で， 3秒後の速度を微分計算により求

める問題を例にして，瞬間速度を求める方法を，わかりやすく説明せ

よ。

。平均速度の綴限 i 

O無限小時間の平均速度!

O計算方法の説明
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本当は 3 秒~3 +dt秒後までの

平均速度は 6にはならないのだ

が，dtがノトさければづ、さいほど

6にちかづくので，この{直=6

を3秒後の瞬間速度というJ(B

水里子)

佐藤タイプは無眼小時間におけ

る平均速度として，鳥瀬タイプ

は平均速度の極販としてそれぞ

れ瞬間速度をとらえたものであ

るO 水野はこの両者を説明して

いる。また，計算方法だけ説明

したものもあった。

さで，評価テストの結果につ

いては，全体的にすでに授業過

程の分析の項で明らかにされた

授業書と授業過程の弱点を皮映

しているということができるが，

持徴的な誤答の傾向などはほと

んど見られず，評{面に付け加え
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りもとてもよかった。そして速度についてのこ

ともわかるようになったJ(D各地中)

「今までの中で一番むず、かしかったよーな気が

するo だからもっとわかるよーに， くわしく説

明などを書いてほしかった……。それと，計算

開題をもっとふやしておぼえるようにしてほし

かった一一。やっぱ，計算問題をたくさんやれ

ば，少しは頭に入るのどゃないかと思う O ちょ

びっこ理解できたナーと思ったらすぐ新しいの

にいくから，中途半ばで終わってしまうよーな

かんじ……。もっとわかりやすく，みんながで

きるよーにくわしく授業のときでもおしえて下

さいJ(D菅原)

「私は授業中話をしてたり，さわいだりしてた

表16 全体の感想、

内 rモチ9ト

ある内容についてわかった

ある内容についてわからない

わかりやすい・良い

だんだんわかってきた

やさしすぎるのでむずかしく

かんたんなようでむず、かしい

わかりやすく・くわしく

むずかしい・わからない

問題をふやしてほしい

くどい，もっと短く

その他

無記入

言十(蚤復あり)
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B 総 D 幸良

5人 12人

13人 12人

16人 12人

2人 4入

1人 l人

1人 1人

16人 10人

17人 12入

7人 1人

l人 2人

l人 1人

。人 1人

47人 46人

ので内容もよく知らないし，だから今回のテストも全然できませんでした。内容としては友達

はfかんたんだけと雷ってました。私もすこしおぼえやすい内容だな!と患いますJ(D追立)

町二次関数と微積分jの授業を受けたがぜんぜ、んわかんなかった。これは先生の指導が悪いと

思いますJ(B中上)

r dt (無限小)というものが出てくるし，計算がややこしいのでわかりにくかった。本をみる

となんとなくわかるんだけどそのかしょをF終わってしまうと次から次へとわすれていく感ピが

する。とにかく難しかったJ(B水野)

「等加速度運動の v(t)ロ αtのやった授業では l度中学校にやった時の等加速度運動とはやは

りむず、かしい記号などはあまり出でこなかったが，そこのところがちがう。微分・積分は高校

の数学には絶対に出てくるところなのでとても関心がありました。でもファイル授業と普通の

教科書と比べてみると時々患います。それは大学入試などの数学ができるのかと思うのですj

(B鳥瀬)

i主

1 )これに先行する「二次関数と微積分」第一次プラ yが， 1978年に同校の l年生を対象に実施されている。

大田邦郎「解析学の基礎としての途続概念の指導一一二次関数と微穣分の関連を中心にJ(~t海遂大学修士
論文， 1979年)また，大田「二次関数と微穣分J(北海道高教組編集・発行『わかる授業民主的人格づくりj

1979年)。

2) 1滑りの列車にたまたま乗りあわせたす は，授業中にみずから発言することがない生徒のひとりであるが，

顔をあわせるなり「あの答，本当は伺なの ?Jと話しかけてきた。ひとりひとりの生徒の認識状況は，と

ても授業の場面だけで捉えきれるものではないことがここからもうかがえる。

3 )この授業については，鈴木秀一，大国邦郎「高等学校における授業の成立J(W現代教育科学J明治図書事，

1981年 5月号)で7Juの視点から検討した。

第5重量 まとめと今後の課題

本論文において作成した授業審「二次関数と鍬積分jは，実験授業とその結果の分析を通

じて，いくつかの積極性と，いくつかの弱点が明らかになった。本意ではそれらについて整理
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すると同時に，今後の按業警の改訂の方向などについてさぐっていきたい。

まず，積極的な顕については，第一に等加速度運動の解析をベースとしたことがあげられ

よう。この点は，感想にも見られるように多くの生徒に歓迎されたばかりでなく，微積分の意

味を理解するうえでの足がかりとして，授業過程全体を通じて位置付いていたことが，授業記

録の中によみとられる O そしてこの第一の点とも関連するが，第二に，積分法の先行があげら

れる。 B組の第一時で、「なぜ、4.9t2か」との疑問も出されたように，微分する対象となる関数

を求めることを先に位置付けることは自然な発想であり，この順序で何ら混乱することなく授

業が展開されたのである。第三の積極的な点は，積分法の指導に v-tグラフを用いたことであ

ろう。発関や説明の不十分さから，距離と面積との対応関係をよく捉え切れていない生徒も少

なからずいたが，それでも積分計算のシェーマとして活用されていた。

つぎに，授業苦手の弱点であるが，これについては積極面の藷思しでもある。第一に，運動

の解析を足がかりとした微積分の諸概念が，力学から完全に自立していないという問題が残さ

れているのである。個別の量的関係から出発したあと，一般の量的関鵠を反映した概念として

自立した段踏で，はじめて数学といえるのであり，この段階の指導まで射程に入れることが必

要であろう。第二には，再三くり返すが穣分法における v-tグラフにあたるシェーマが，微分

法の指導に用いられていないことなどがあげられよう。

各 5ごとにみていくと， s 0は問題0-2，0-3の設定の仕方などの検討が小さな課題

として残されている。

S 1では，写真のプレと速度との関係についての説明の他に，問題 1-3の発問の検討，

さらに，多くの生徒の誤り(速度と距離の混同)の中にガリレイの初期の誤りとの共通性が見

られることや，カと速度変化の関係についての論理的レベルでの説明を入れて，全体の論理構

成を明確にすることが課題である。

S 2については，物体の進む距離と v-tグラフの面積との関係について，とりわけ無限移

行の必要性を示すような手だてをとる必要があった。「響かせるj問題の導入などもふくめて検

討したい。また論理構成については，問題2-0の解は問題2-1で得られるようにすること，

;m離が時間の 2乗に比刑することが明確になるようにすることなどが必要であった。

S 3 (ま，シェーマの導入，導関数と微分係数の関係についての記述と計算練習の充実など

のほか，無限小にかかわる問題について，よりコンパクトにかつ論点が明確になるように，発

問と説明を工夫したい。

実験授業の評価の方法については，とくに高等学校における科学的な授業研究は着手して

まだ日カキ美しさしあたっては本論文の第4章で展開したように，授業警の内容に即して，認

識過韓の分析を追求していくことが課題となろう。ここでいえることは，今回の実験授業でも

そうであったように，捜業過程にあらわれる発言などは生徒の認識状況のごく一部の反映にす

ぎないということである。警かせることによってかなり補足することはできても，文章にも表

わされない認識状況まではいまのところ把握しがたい。むしろ， I書く jことと，対象に対する

「思考jとの一定の相互規定性に依拠して，適切な発簡を与えて警かせることを授業の中にもっ

と採り入れたい。これにより認識過程の組織とその言判函とがある程度統一的に可能になると思

われるのであるJ)

さで， I二次関数と微積分Jの改訂は当然の課題として，高等学校における解析学の指導は
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これにつきるものではない。あくまでも二次関数は「入門jであり，さらに微積分の本格的な

展開として円旨数関数」の指導過程の研究，さらには「微分方程式」の初歩の指導の試みが課

題として浮かび、あがる。また，ニ次関数の前の「等速運動と一次関数J(こ関しでもいくつかの問

題が残されている。2)そしてなによりも，解析学をつらぬく背景に f実数論jが横たわっており，

さしあたっては「数とはなにかjというテーマを，解析学指導の中に位置づけていきたい。

最後に，この論文の作成にあたって北大教育学部教授学研究室を中心とする研究スタップ

の皆さんの，長期にわたる指導ε援助を得たことを，謝意とともに記しておきたい。また，この

論文は数学教育協議会をはピめ，民間教育研究運動の成果に多くのものを負っている。さらに

北農学園余市高の数学科の先生方はじめ，同校の教職員の皆さん，そしてだれよりも実験授業

に全面的に協力し，卒直な意見を述べてくれた同校の生徒の皆さんに心から感謝したい。

ii 

1)鈴木秀一，大問邦郎「授業研究と子どものノートJ(r授業研究j明治関警. 1980年11月号)参照。

2) Iわれわれの研究家では等速運動の解析による f速さJi正比例総数Ji一次関数jの授業主撃が須田勝彦氏を中

心につくられてきた。「二次関数と微積分」はこの延長上にあるとともに，高校数学への手がかりともなっ

ている。


