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関税を含む国際経済体系における

均衡解の存在について

坂下 昇

本稿では最適関税の基礎理論第 2j章告で設定されたような関税を含む国

際経済体系における均衡解存在の問題を 2国多数財モデノレに拡張して考察

する附。関税を含む国際経済体系が，通常の一般均衡体系あるいはその国

際経済版(たとえば， [6] pp. 459-461)と異なる点、は，言うまでもなく A 固に

おける財の価格と B固における(質的に)同じ財の価格とが関税の介在によっ

て相等しくないという乙と，すなわち，いわゆる 1物 1価の原則が成立して

いないというととである。 その場合でも A医lにおける X財と B国における

それとを別種の財と見倣し，両者の聞に特殊な転形函数を位、定するという手

続によって，体系を一般均衡理論の枠内 lζ含めてしまう乙とができそうであ

る。しかしそのようにするとしても，関税の収受に関連する経済主体とその

行動原理の恕定，初期保有量の取り扱い1) などの点で，いろいろ厄介な問題

が生ずることは免がれないであろう。そ乙で乙の補論では関税を含む国際経

済均衡の問題を，財の国際間移動lζ制約をおいた世界経済厚生最大化の問題

に対応させて，後者における最大点の存在から前者における均衡点の存在性

本格は北海道大学「経済学研究J19号・所収 (1961)，r最適関税の基礎理論J(その 1)の

補論にあたる。

州本稿の執筆，r当つては戸島熊民(北海道大学)より種々の御教示を裁いた。また根岸隆

氏(東京大学)ILは草稿の段階で通読して裁いた上適切な助言を就いた。乙乙 !r記して深

く感謝致したい。もとより行論中，予想されるすべての誤りは筆者のみの資任である。

1) 呉なる地点における同種の財を別の財と見倣すならば，消費者の手元にある各種財の

初期保有益がすべて正である，という仮定は定義によりおく乙とができない。

乙の仮定を，初期保有量すべて非負，少なくとも 1つの財についてIE，という形に緩

めるならば，均衡解の存在証明は非常に厄介になってしまう。(二階堂[4H話10掌参照)
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を導くという手法を採ることにする。 ζ のような手法は既に Negishi[3]で通

常の一般均衡体系について確立されており，乙の補論はいわばそれの corol司

lary (ζ当るものである。同じ手法の国際経済版は，例の要素価格均等化の問

題lζ関連して Uzawa[6]によってきわめて巧妙に取り扱われている。ただし

そ乙では均衡解の存在性ということに関しては，特lと厳密な考察はなされて

いなし、。

(i) 記号法

この補論での記号法は第 2 のそれとは一応別の基準にしたがう。

Xij=i国の j財生産量 (i=1，2， j= 1，2……n) 

そのペクトノレ表示 X乞=(XihX:品……，Xin) 

r i=1，2 Xij=i国民間部門の jn;J消費量{ーu口 1，2……，n， n+1. 

そのペクトノレ表示品=(XihXi2……， Xiη， Xin+l) 

Xi，n+l=Z国民間部門の (n十1)財初期保有量，i=1，2 

ri口1.2
X~j=イ国政府の j財消賀量'~ ~ u口 1，2，……，n， n+1 

そのペクトノレ表示 Xi=(X~H Xi2'……， x;n， xi，肘 1)

Ei，MI=t国政府の (η+1)財初期保有量，i=1，2 

E乞j=l・閣の j財輸出量 11=13
lj=1，2，……， n， n+1 

ム旦 ri=1，2 Mij=l 国の j 財恥入Ïi~
J '¥'J 1.rJ~/ "-~ tj=1，2，……， n， n十1

ft(Xir~O; i国の技術的転形函数，i=1，2 

U.(Xi); i国民間部門の効用函数，i=1，2 

u;(xi); i国政府の効用函数 i=1，2

r i=1，2 
Pり =l周防ける J・財の価格 e=は ，n 

そのペクトル表示 Pi=(P，仙 Pi2，……，Pin) 

7り =l国 防ける j財輸入l乙対する縦価関税率 t二12， ，yz 

J={1，2，……， n};財lζ関する su伍xの集合

み={jlrij>O}; i国において正の関税率を持つ財の su伍xの集合，

i=1，2 
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(ii) 国際経済均衡の定義と諸仮定

く仮定 1> a) Xi，叫 1>0，xi，n+I>O， i=1，2 

b) ?乞;:;;;0
2
¥ i=1，2 

c) J，nJ2= ゆ (ゅは空集合を示す。)

d) J， U J;=J 

通常この種の問題では，価格ぺクト Jレ九の変動範囲を (n-1)次元単体

Sn-I上と規定するのであるが， ζ こでは後述する国際価格均等の要請に即す

るため，(n十1)番目の財を生産不可能な num邑raireと考え，その価格を恒等

的lζ1とおく。仮定 1a)はそのような numeraire たとえば金)の各主体初

期保有量がすべて正の一定量である乙と， b)は価格ぺクト Jレの変動範聞の下

方有界性， c)はあらかじめ与えられている関税率表について，同じ財に対し

両国とも関税をかけることは無いという意味である。 d)は議論を簡単にする

ための仮定であって，J，UJ;cJとしても以下の議論の本質は変らない。

く仮定 2> J;，(Xil は X乞;:;;;01乙対して凹，狭義減少かっ徴分可能な図数であ

り，またある原点lと近い n次元ペクト jレ向>01C::対して， β(匂)>0とする乙
;:，-t. 

とができる。また九戸設ij は Xよ oIC::対して有界かつ連続であると

する。

く仮定 3> 的 (Xi)，u1'いのはぬ;:;;;0および xiミoI乙対して強い意味で凹，狭

/ _ dui 
義増加かっ微分可能な函数であるとする。また UiXij=一一一 uixij口一~

Xij ， d‘;勾j

はすべて，Xi;:;;;O xi~三 o 1と対して有界3)かつ連続であるとする。

く定義 1> ペクトノレの組 [P"P 2' ，1;'， xi， x2，必， X" X2] 詮 [0，0， 0， 0， 

0， 0， 0， 0]が次の諸条件をみたすとき，それらは国際経済体系の均衡解であ

るとし、う。

2) 2つのベクトノレ X=(Xi，X2……， Xn)および y=(y"y2.....・，Yn) 1t:関して，Xj~Yj， 

j=1，2……， n ならば zミ~Y ， Xミ~Y かつ zキY ならば X"?Y ， Xj>Yj， j=1，2……， nな

らば X>y，と表わす記号法を用いる。

3) 1ω(Xi)， ui'(x~) は凹かつ狭義増加であるから ， UiXij， u:Jxt.jが有界であるための必要

十分条件は，原点においての右方微係数 [Uixtj]Xi=U，[Ufxij]Xt=U がすべて有限の

{底をとっている ζ とである。
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i国民間部門 (i=1，2)

(1) fi(Xi)~O ， Xij~O (j=1ふ……，n， n十1)，Xij孟o(j=1，2，……， n) 

ρ .L; (1 + l"ij) ? ijXij十.L;FijXirトZいけ1孟.L;(1 + l"ij) F ijX乞j
jEJi jEJ:t jEJi 
+ .L; PijXij+Xi，n+l" 

jEJF 

の制約下で，

a) 

max Ui(Xi)=Ui(ぬ)(3) 

(ただし JFはJにおけるみの補集合を示す。)

Z国政府 (i=1，2)

Ji= .L; max [0， l"ij ?iiゐj-Xij)]+xi，1O+1
jEJi 

)
 

L
U
 

( 4) 

(5) xij孟o(j=1，2，……11， n十1)，

.L; P d1 + l"ij)xij + .L; 九jxij十zj，，ωZ玉L
jEJio jEJ-Jio 

(ととで品。はゐj-Xij~三 0 なるみの部分集合)の制約下で

とおき

u[(xi) = u[( xi) 

需給ノイランス

(7) i;九十土 4j豆去Xij，j=1，2， n 
'i=I 包=1 i=l 

2: XiJn+l十2:X~)n+l;;五 2: Xt，n+l十.L;Xi，π+ 
包 ~l 包 =1 i .. ・ i~l

max (6) 

c) 

(8) 

国際価格均等

(9) {max [0， Xij十£む-，Xij]}(ムj-Pkj)=O，jEJi 

{max [0， X包j+Xij-Xij]}(l+l"kj)(Pkr  ?ij)口 0，jEJt 

d) 

定義 1の b)は政府の収入が (n十1)財の価値プラス関税収入である ζ と

を示し， d)は国際間流通が存在する財については両国内の価格が均等化する

ことを要請している。

世界経済厚生最大化問題と諸仮定

政府効用函数 u[(xi)は各財について separableであるとする。

)
 

-
E
 

・I
・
冒

a(
 

く仮定4>
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すなわち，

(10) ui(x~)= L: 叫j(X~j)

のように表わすととができる。 uる(X~j)

なえているとする o

はすべて仮定3の性賞受そ

く定義お > αi=-:三0，fJi~主 0， L: (α4十f1t)=lのような α'1， si (i口 1，めと，

の数備の総 [Kij](ただし jEJi，i = 1 ， 2) を選ぶ。さらに [κ~j] の中

ものの su伍xの集合唱"2Jiと記す。(定義;とより，九c;;J-t)

このとき世界経済厚生最大化問怒とは下記 (12)~(19) の制約の下lζ，世界

(11) W主主 L:αiUi(Xi)十 L: ßdL: {l 十 7・ìj)utj(X~j)十 L: • ufj(x~j)} 
j正~i jさJj+(Ji-J'i)+(n，+l)

を最大化するペクトルの総

{九五，九必， )し文2' E" 1乞l白目指2]~ [0，0，0，0，0，0，0，0，0，0] 

を見出すことである。

制約条件 (12)~(19) ~， .l. 怠れる し

ておく。 iffilの

さtl，る。

ると， 1から nまでの財の suffix!ま次のように分

、ゅーーーー一-' 、加畑開司由"網開削側関田ー-〆 、ω 緋----'
JL2 Jゐ J品2

;五の rijと正の Kij

Ji2=Ji-Ji;志の γijとゼむの広々

としては， jEJjlはk(北 I翠からの

れている立さ， j正ふは上述のととが禁止されている

合とも空でありうる。)

1，2) 

(i障の輸入)が額約さ

している。
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(12) (Xij十l'vlij-Xij -x~ -Eij) (1十 rìj)~O {jEJ.!， i=1，2 

(13) (X.j-xji-~j-E';j)(l十rd迄o {jEJi2， i口 1，2

(14) Xij十 ミo {jEJ"l， i= 

(15) Xij十Mij-X.j-x.j~O {j正Jん戸1，2

(16) 乙(Xi，，川十五，附1-':;どいけl-X~，

(17)β(X，;)みoi口 1，2

(川島j-l'vf"j議o{μ十いふ Jご::izdF必

(19) Kijーλi/.ijミ;;0 {jEJi1，・=1ぷ

(17)を除く (12)-{19)の制約は，財の る あるブ汀均につ

いてはまったく綾ょたされ，あるいは一部制限され，またあるいはまったく岳

胞である乙とを示している。流滋禁止対に関しては対応する方向の

は始めから除かれている。これは Kkj=O(jEJム)のm;で最大化問題の器約

をおくと後述の KuhrトTuckerの定理の溺用において，白紙記rの条件が成り

立たなくなるために，とのようにやや複雑な取り扱いをしたのである。

く保定 5> 均衡線問題および↑主界経済厚生最大化隙題における ur(x~) 

1，2)の性繋iとより，後者の鮮のすべてについて

(Xìj+X~j-Xij>O jEJム
が)一{

iのとき必らず Jをij-X';j>O jEJ.l 

が成り立つ。

ζ の仮定は政府効用函数というもの ら発しているもの

であるとと安示唆しているが，均衡鮮との対において考えるとさ~， 1"ij 

したがって dj若手がお対的に小さい値をとるものとすれば，それほど restriふ

tiveな{既定とはえない4)。

必 ずことえば jモみなる J財については仮11::4の ufJ(ぷゐ}ぞ相対的なウエイトのきわめ

て.{Jfぃ級数にしておけば，佼笈5はみたされるで詰るぞうう。これは関税義主主震という ζ との

政策的な滋議会主ら考えても，政府効用菌数の妥さ設な設定法であると怒われる。
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(iv) K叫m u々ckerの定混とその適用

くLemma1> (1)(ロ (17))，(7)符)(=(12) (13) (14) (15) (18)) の諸部約をみたす

らぬ)[xH xi， X2， xf， Xj) X2]み[0，0， 0， 0， 0， 0，]の変域は各々

適当 Bi(ヨx.)，B~(').x;)， D;;('lXi)(i=1，2)のやに

よぴ最大化関星雲になんらの変爽を加えることなく含めてしまう

ととができる。

認明 題意与ぞみたすためには，問題となっているすべての[引，xi， X2， 

xf， X" X2] の集合乏が空‘でなく，かつ有界であることを示せばよい。

については，仮定 1旦)および按定2より [0ラ 0，0，0，e" む]という組は嬰ら

かに (1)(7)(8)をみたしている。{工7)は(1)と題じであり， (12)-(15) (1めではさ

らに ιj，1'v1.j 等をすべて Oにおけば符じととが蓄える o したがってお若干弘

について交の下方有界性はその変域の非負構成誌より明らか。したがっ

てX"Xzの上方有界殺が紅鳴きれれば， (7) (8)および仮定 1a)より Xr，xi， 

為， xf，の有界'1設がしたがう。 ((12)(13) (14) (15) 

省いて t

られるJ

Eきて，

して総和し，必要にJoじて (18)

ペクト Jレlh(ぬみOi;;?:O)

(1十rdどを

(7) (8)とi奇じ式が

， /. ().òiJ~言。

(A>めであるようなスカラー桑数』の集合 Lがょに有界であるとと

ところで，もし Lが上IC有界でなければ{，{'くfく…<A"く……!A"EL}なる

単誠増加数列で limA"出∞となるものが存在する ζ とになる。 数列{村 lと

対認する数デU/. (A"o.)を考えると錠定2より， {/. (A"Ot)}は-FIζ有i浪な単調減

少数列となり下被 01と収束する。 ([4]pp. 44) 

すなわち

(20) lim {β(AνOt)}芝公O

りi設定2より

!l. • 1 ¥1  
(21) 五(否。汁三」明)み玄β(O，，)+す/.(えも)
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/1+ル ¥
上式の左辺，j.(一τーん)も (20)と珂じように ν→∞につれて o{ζ収束す

る。 したがって

r ~(1. 1 ¥1  r ( ¥L  1 r ( ¥ 

(22)!12い{玄九十2-A判一玄βいも)j孟言βげつ
より，

(23) j. (δi)豆0

乙れは，j. (δi)孟j.(匂)>0というんの設定法に矛盾する。 したがって Lは

上に有界でなければならない。ゐの任意性よりこのことは，どのような財比

率についてもぺクトル X包(i=1.2)が上に有界であることを意味している。

q. e. d. 

くLemma2> (Kuhn-Tuckerの定理)f(x)および g(x)=くg(x)，・

σ叫 (x)>'('は転置ぺクト Jレを示す。)を xミOにおける凹函数であるとし，さ

らに g(ヱ)は次の条件 (Slaterの条件)をみたすとする。

(24) g(XO)>O 

である d孟Oが存在する。 そのときペクト lレE は，(x， y)が回数 co(x，y) 

三 f(x)+y.g(x)の zミ0，y孟Oにおける鞍点5)であるようなぺクト jレy=(y"

・・…，y，，，)迄Oが存在するとき，またそのときのみ f(x)を g(x)孟0，x注Oの

制約の下で最大化する。 ([5]および [2])

く定理 1> a) 定義 1a)の均衡点 i¥，X包は図数

的(Xi，Xi; ん， μi) 三 u的乞パ(x均包i)+ん[2:; (οl十ηj)PうijXiりj+2:; P乞jXiωj+Xi包"川川?η肘るけ+
jEJ々 j氏E々q手

- 2:; (l+rij)PijXij-2:; E'ijXりーぬ，叶1]+ん j.(Xi)
• 
(i=1，2) 

jEJi jEJf 

において，Xi， Xiを最大化変数，ん，んを最小化変数としたときの鞍点l乙等

しく，またそのための必要十分条件は下記 (25)~(30) である。

(25) 的おj=u.rij-~i(l+ ηj) P ij~三 0，的iij ・ Xij=O， jeJi 

5) 函数伊 (x，y)の鞍点 (53，y)とは，定義域内のすべての (x，y) {(対して次式が成り立

っている点のことである。

ψ(x， y)話ψ(53，官)壬 'p(53， y) 
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(26) ぬj-~J'jH;;;'O ， 約九・ Xij=O， jE [Jf，山]，人

(27) 伊かれj ""，， ~i (1十r.j)Fij十んfd(:ij話0，的Xij・2主ij=O，jEJ. 

(28) タ品j=~;， lたけらfdi::;，j話 0 ， ifiif{tj・Xij=O，jEJt 

(之助 的んなニ乙 (1+1ψFijXW トI:Pij玄1，j十Xi，n+l 
3珪Ji， jEJ:、

- I: (1十rij)F .j~まij- I:子ijぬj…ふ，肘， ;:::;0，タム・ ~i=O
j苦Ji jEJ')' 

(30) ({l，dli口 h，(X.)ミ0，ifiiiJ.. る

b) 主主義 1b)の均衡点巧は

ふ (x~ ; Vi)吉宮 ui(x~)十均 (ii…I: F，;j(1+1'ij) I: Fijxij-x三川村)
jEJ.言。 j芝.J-Jio

において，xiを最大化波数， ))iを最小化変数としたときの毅点に等しく，ま

たそのための必琴ート外条件は下罰(31)-(33)である。

(31) <J'iX~j=Uf'xむ…vJ\j(1十至。，Øi去jj ・ X~j=O， jEJi， 

(32) ふ£みとが£ら-ViP;;j;;;'O，品名3・Xij出。

jEJーふ，}=n十1，Fi"け 2惑 1

(33) 必 I:Fij(l十rij)託j-I: Fij・巧
jEJi， j桂J押 .]ij;o

o苦ん'んなお。

説明 a) Xt=e，;， Xi出。とおけば，{{li (ぬ，)G叫んん)について L邑mma2

の Slat位の条件がみたされ，また各露数の盗殺より Kuhn，Tuckerの

ることができる。 鞍点賠題の必要十分条件については問の第2

(p.485)による。

b) 1.の定義と 1 a)より乙>0。したがって とおけばふ(Xむ

均}について Slater の条件がみたちれる。 εl下 a) と問~~Ro q. e. d圃

く定理 2> 任窓の非負のウ広イトの組 αi，sdI: (的十si) 1， i出1，2)およ

び Kij>O(jEJt" iロ 1，おについて，定義 2の

在ずる。註嬰，仮定3と(11)の定義より罰数 lVtま，ぬ，xi Iこ関

2と L邑mma1より (12)-(19)ぞみたず[ぬ，xi， X.， Et， Mi] 

義竣はコンパクト。 したがって W はと

102) q.悲.d.

く定理 3> 定義2のt設界経済厚生最大点 [Xi，ii， 

([4] p. 

Ei， 1弘](i=l，誌は
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(/J (Xi， X~ ， Xi， Ei' M包 Pij，九+l， Kんρij，θij)

三 zα.U.(ぬ)+L: {3i{戸(1十1"ij)Uら (X~j) + L: uij ・ (X~j) } 
i=1 ド 1 丈夫Jil jEJt+仏 +(n+l)J

+ L: I L: Pij (1十1"ij)(Xij十Mij-Xij-xij-Eり)
i~lLjEJil 

+L: Pり (1十rij)(X包j-Xij-Xtj-Eij)
jEJi2 

+L:(峠の Pij(Xり+β1ij-Xij-X~j-Eij)
jEJk1 

+ L: Pij(X包j+Mij一二t:ij-Xtj)I 
jEJk，(kキの 」

十Pn+lL.: (Xi， n+l 十εj，叶l-Xi， n+l-X~.n+l)

+L:んj.(Xi)

+L:I L: ρij(E乞j一Mkj)1+ L: L: {}ij (ιj-Mij) 
i~lLjEJil +Ji，+Jk，(kキの .J i~l jEJil 

において，ぬ，Xt， X.， Ei' M.を最大化変数， (Xと示す)P.j， Pn+l'ん， ρij，

θ.j (Yと示す)を最小化変数としたときの鞍点、lζ等しく， またそのための必

要十分条件は下記 (34)~(53) である。

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

φx.j=αiUiXij-P包j(1 +1"ij)豆0，(/JXij・Xij=O，jEJ.， i= 1，2 

(/JXij=α包ua:.包j-Pij-:;;'O，(/JXij"Xij=O， jEJt， i=1，2 

(/JXιn+l α乞UiXi，匁十l-P，る+12玉0，(/JXi，n+1・.Xi，n+l=O，i=1，2 

(/JXtj口んuiXtj-Fij-:;;'O，の£;j・£む=0，jEJi十Jt，i=1，2 

(/JX~j= 仇ufxむ-Pij (l +1"ij) 話 0 ， ゅんj・Xtj=OjEJム，i=1，2 

Øi~， n+"t = siufx;， n+l-P n+t主三0，ゆ乏j，nH・£;，匁+1=0，i=1，2 

(/JXij= Pij (1十ηj)+んj.Xij三三0，(/JXij・)(ij=O，jEJi， i=1，2 

(/J:ftij=Pij十 kij.Xij~玉 0 ， (/JXij・)(ij=O，jEJi， i=1，2 

(/JEij= - Pij (1十rij)+んj三五0，(/JEij・eij=O，jEJム+Jム，i=1，2 

(/JEij= -Pij十ρり話0，のeij・E包j=O，jεJk1， (kキi)，i， k=1，2 

ωlIIIij=Pit十rij)ーんj-eij孟0，φlIIIij. 1官.tj=O，jEJん (kキ1)，

乙k=1，2



(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 
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ØiÍÌij=F乞j- fJkj~五 0，のかり・庭付=0， jEJk1 +Jk2， (kキi)，i， k口 1，2

ØPij/1+rij=X包j+Mij-xげー .i:~j-EijミO

O1うij.Fij=O， jEJん i=1，2

OPij/1+ηj=Xij-X;，jー£む- Eりミ0，

僻ij=Xij +1仏j一品j-X~j-Êj乞 ;;:;;0 ，

jEJム， (んキi)i， k= 1，2 

O1当ij・p包j=O，jEJi2， i=1，2 

oPij・Fij=O，

øj込j=X;，rト Mij- .rij-X~jミ0， op;，j・Pij=O，

jεJk2， (んキi)i， kコ 1，2

ojう?叶1=I;(.よt:i，n+l+x~， η+1 -Xi， n+l-X~， n+l)孟0，
i~l 

O1う叫1・?，叶1=0，i=1，2 

ゅん=fi(X乞)註0，oki・長i=O，i=1，2 

o，Oij = Eij-1仏j;;:;;O，

Øf}ij ヱコ Kú-Mij~主 0 ，

oPij.んj=O，jEJi1十品2十Jk1(んキi)i， j= 1，2 

oeij・f}ij=O，jEJi1， i=1，2 

証明 X乞=εi，Xi=~=O (i= 1，2)，εiJ> Eij>O (jεJム+Jk1，kキi，i， k=1，2)， 

E;'J=min [eij，品jJ-O;，J>O(九は小さい正数， jEJムi=1，2)，Mii=O (jεム

十Jk1+Jk2，kキi，i， k=1，2)とおく ζ とにより ，oについて Slaterの条件がみ

たされる。以下定理 1と同様， q.巴.d. 

以下の均衡点の存在証明では，(25)-(33)(7) (8) (9)と(34)-(53)との対比が

しばしば問題にされるのであるが， (34)-(53)の解が鞍点問題の解であるとと

もに，またそれ故に最大化問題の解である ζ とがくり返し利用されることに

なる。

(v) 不動点定理とその適用

くLemma3> 定理3の函数eの最小化変数九J(i=1，2， J=1，2，……， n) 

の鞍点解 ?;，iは上lと有界である。

証明 まず i=lの場合を考える。'ある?凶，hEJ，が上l乙有界でないと

しよう。 もしニe叫 >0あるいは ii，，>Oであれば， (34) (35)あるいは (37)(38) 

で，等式の成立することと仮定3より Pll• は有界でなければならないから，

x叫 =0かつ Jefh口 O。また (40)において Jとんとすれば，同式と仮定2より，
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1<，も上lと非有界でなければならない。{もしそうでなければ Ik，五ιゐ!した

がって F，h は宥界となるからJ乙のととと jキんである jについての付め

から，ん討に限らず )(ij>Oである J・E.1，については E"jはょに非有界でなけ

ればならず， しかもそのとき再び Xl1=O，かつ X;j=Oである。

とζ ろで主主義2の最大化問題に民って考えるとさき，少なくとも一つの

gEょについては X19>Oでなければならない。(もし，すべての jlζ対して

Xll品。であれ迂，制約をみたしつつ目的頭数 f(Ui，U~j) 一 tþ のお辺第 l 行

より大きくするととができ，最大{遣の前提に反するJいまそのよ

うな σが gEJ!lであるとしよう。 X1(I>0かっ XJ('=O，XらロなOであるから，

と謁じく最大化問懸の?生殺から Ew>Oでなければならない。

ところが F1(Jは上lと非有界であるから， (42) 

また Mふには Kの上方綴j約がi吸いから，湾び最大化情]題の性質とし

て， 114ム口Ew>Oo(45)で長=1，i=2， j=gと考えれば等式成立より F，yも上

ある。

このように F，g のよ方非有界性は F，yまで法えられる。 とすれば再び

品。出。かっ，£292認。。したがって (48)で z=之島=1，jおおgのj嘉合と， (46)で

1， j出。の場合とのいずれかは不等式の形で成立する。実際

(54) )九十i立10…E，y"ii;;O

(55) X，y+Aιg-E，yミ=。
(立AgL〉7
J官時=E，a，X，v話。j

であるから， (54)と(55)と は正である o (1官は皮

であるのと閉じ潔白による。)しかもこの ζ と

る。したがって，ある P，，， が非有界という

という話提に

，Jし>0gぞ.1，1

と考えることはできない。しかし，gE.1"， .]"， .1" ~事としても開じような論法

るから，結局ゐのよ方非有界性が正しくないわけで

あり，すべての hEJについて(えはょに有界でなければならないこと

論される o i=2としても問機であるから， L記mm品 3が成立する。 q.e.d.

くLemma4> 定怒ら3の蕗数 9の袋小化変数 P榊エの鞍点解 i三+1は正の下

限を持ちかつよ ある。
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証明 定義2の最大化問題の性質より，(36) (39)の4式のうちの少なくと

も一つについては等式が成立する。したがって

(56) Pn刊 =max [aiuixi， n+口 siUi，n+l， (i=1，2)] 

仮定3より (56)の右辺は正の下限を持ち，かつ上lζ有界であり， したがって

Pn+lも同様である。 q.巴.d. 

くLemma5> Lagrangian multipliers Pり(i=1，2，j=1，2，……， n)の同じ

く Pn+lI乙対する比率，Pij/Pη+1 の変域は，定理2の最大化問題lとまったく

( 1 ¥  
影響を与えずに，原点を含むある起直方体九(ヨマTー .Pij)(iロヱ 1，2)の中lζ

¥ .L n十 1 ノ

含めてしまうことができる。 ζれは Lemma3および 4から直ちに導かれる。

くLemma6> (Kakutaniの不動点定理 Kを N 次元ユ{クリッド空間

RNのコンパクトな凸集合とし，j(X)を K から Kの中への上半連続な点対

集合写像でその像が非空かつ凸であるものとするならば，j Iと関する変動点

X=j(X)がKの中l乙少なくとも一つは必らず存在する。 ([1]，[4] p. 308) 

くLemma7> 函数eの鞍点解 (X，)7)の成分 Pijが(34)-(45)において，

函数 Ui，ut， J;，(i=1，2)の徴係数を含む諸項のいずれとも等号関係lと無い場合

でも ?ij を ~þ iζ含むある区間 Qij=[Pij， Pij]ヨP包jがあって，Qijのすべて

の元もまた eの鞍点解 (X，す)(最大化変数の債は不変)の成分であるととも

に，両端 Pij， Pりは上述の諸項のうちの少なくともーっと等号関係に立つ。

これはある ?ijが(32)-(38)の諸式中で，U(:eij， u?[ゐj，jj){ijを含む諸項

のいずれとも等式で結びついていないときでも，実は Pijの上下のある幅の

区間全体が鞍点解の成分としての資格を持ち，その区間の両端は上述の諸項

のいずれかと等号関係が結び、つくととを述べたものである。この Lemmaを

函数 Olζ却しつつ証明する乙とは非常に煩雑であるから， Lemma Iζ関連す

る点で@と本質的に向じである函数，炉=αiUi(Xi)十z九j(Xij-Xij)十んJ;，

(Xi)の鞍点解 (Xi'Xi， ?i'ん)について証明しておく。 鞍点解の必要十分条

件は
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o'号Xij・X乞j=O

o持k¥j・Xij=O

o後余ij・?tj口 O

e叩i=J;， (Xi)孟0，φミーん.k乞=0
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¢殺Xij=向的去り-?乞j豆0，

伊 Xij=?ij十んJ;，Xij~玉 0 ，

ø~'jう包j=Xij-xりを0，

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 
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である。

?i1.が (57)(58)でいずれも不等式関係にあるとすれば，ぬh=玄帥

乙こで， [αiUii:仙ーんβぷ品]=Qiltという区聞を考えれば ?i1.EQi"る

であり，かっ P品目、外の任意の F品EQihについても (57)(58)が成り立つ。

たがって P包の h 成分のみを Pif• ~乙とりかえた組 (.:it， Xi，く?il，…，F品…，

特lζQ仙の両端では Fi/t出向UiX:iltある

し

証明

=0。

?in>，ん)もの訟の鞍点解である。

いは Fiゐ=ーんJ;，文品。 q.e. d. 

函数 <p(x， y)が Z について凹， νについて凸であるとする O

Vに二つの鞍点 (XO，yO)， (xヘv詐)があるならば，(XO， yO)と (xへy*)との任意

の一次結合もまた鞍点である。

くLemma8> 

鞍点の定義より証明

<p (XO， y'fo)豆引が¥y7':)豆ψ(xへyO)豆ψ(XO，yO)豆ψ(XO，y-'f')

また O~玉 th玉 1

(61) 

であるから (61)の各項はすべて等しい。(その債を Pとする。

とすれば，<pの凹凸性より，

。ψ(tlxO+ (1-tJ) x"， yO)十(1一θ)ψ(tJXO十 (l-tJ)xへν拾)

;?;<P (HxO + (1-tJ)xへ θyO十 (1 ーθ)y.~)

ミ三Oψ(XO，tJyo十 (l-tJ)y'Y')十 (1ーθ)<p (x'*， tJyo十 (1ーが)y勺

(62) 

(62)の最左辺で， ψの凹性と鞍点の定義より，

<p(XO， yO)ミ;;<P(tJxo十 (l-(j)x'ヘyO)ミ言。ψ(XO，yO)十(l-{j)<P(xヘyO)

同様に ψ(tJXO
十(1ーが)xへy*)=(t。ま日P。

(63) 

であるから， ψ(θX
O
十 (1-θ)xペダ)

た (62)の最右辺でも

以

ψ(XO， yO)豆<p(XO，θyO+(l-d)y*豆tJ<p(XO，yO) + (l-tJ)ψ(XO，γ) 

であるから， ψ(xO，syO+l1ーが)ν勺口民間様に ψ(xヘfJyO+(1-θ)γ')=CQ。

(64) 
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上より，

(65) Çõ~c;o((jxo+(l-θ)Xへ θyO+ (1-0)γ勺~Çõ

θは任意であるから， (XO，yO)と伊勢，y*)の一次結合はすべて (65)より鞍点で

ある。 q.e. d. 

以上の準備を了えたところで，次のような写像を考える。

① 一つの 3次元単体♂の上で，(a.，[3;; I i=1，2)εS3を選ぶ。また，非負

の数値の紐 [K;;j](}εJムi=1，2)を超直方体 D乞 (i=1，2)の jEJ;，の成分だけが

張る低次空間への正射影 D;;Kの中で選ぶ。次にこれらの (αhんK;;j)につい

て定義 2の世界経済厚生最大化問題を解き，その解を(お，xi， X;;， P;;， P，，+1) 

とする。また Fi=τL--P包とおく。そのとき L巴mma1， Lemma 5より
&匁+1

x;; EB;;， xi EBi， XiεD;;， Fi E九 (i=1，2)，くf，;(α;;，si， Kij)→ (Xi，必 Xi，

Pi) > 

② コンパクトな凸集合，T=n(B;;xB~xD;;x九)の中から，任意の

(X;;， x~， Xi，九)を選ぶ。次l乙，

/Wia/ 
(66) A > max Z:; {I Z:; (l+Tij)PijX;;j+ Z:;?りX;;j+ぬ η+1

T i=l川 jEJi jEJ;/ 

-Z:; (1 + 1";;j) PijXij - Z:; PijX;;j -X;;肘 11
jEJ;; jEJf 

十 11;;-.2;Pij(l+川 )Xむ一 Z:; ?乞jX~j一広仇+11 ~ 
jEJ'1:n jEJ-J'1:n I J 

IWll (i=1，2) 

という正数 Aを選び，

問←h山 max[0，α的44] 円

附附)川出=m→，344]
とおく。ただし， 1;;=，L:_ max [0， Tij九j(Xij-Xij)]十五In+lo さらに，

jξ‘7i 

4/=d/E1(針。;)，ぽ口出/互(ai十尚(戸叫

(αl ß~/I i=1，2) ES30 くJ.:(αれん，Xi， x~， Xi， 九)→(α?，si.つ>
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③ 任 意 の [Kij]EDiKと，九jE九によって，

仰 ) ぬ =ん(1 IFij-F"j|¥  
JPij-F"j!+e) 

i， k=lム tキム jEJi，ε>0

とおけば，明らかに [K初 ED包xo くIa:(1むの九)→ (K~j)>

以上，J;， fa， Iaの三つの写像を結合して，

F; (α'i， (3i， Kij， Xi， x~ ， Xi， Fi)→(αf，出/ K~j ， X.， x~ ， X.， [>~) 庁、円、
(S3X Il D/() x T=デ (S3XIl D包K)xT=T

という写像が得られる。

く定理 4> コンパクトな凸集合 Tからそれ自身への写像Fは不動点，(O'i， 

si， i乙j，丸，x~， Xi，Pi)を少なくとも一つ持つ。

証明 点対集会写像J;について，定理2より ，J;の像は非空。また(品，

必，Xi， E¥， [>，，+1，)は函数ゅの鞍点であるから Lemma8より，それらは凸

性を持った像である。次に f(Uiuij)の最大化問題としてJ;を見ながら，

(αi， si， Kむ)→(αts'i， K2j)という系列を考え，前者lζ対応する最大化解系列

(お，£p，玄i)の収束値を (x1，xio， X1)とすれば，目的函数および制約条件の

連続性から，(x'i， x'l， X~) は (α1 ， (31， K2j)に対応する最大化解となっている。

すなわち写像 J;x;(αi， (3i， Ktj)→ (Xi，必，Xi)は上半連続。さらに Lemma7 

より ([>i，[>肘1)は導函数 UiXij， utx~， !iXijを通じて， (αh此 Xi，x~ ， Xi)の

上半連続な(点対集合)図数となっている。(仮定2，3を参照。)したがって写

像 (αi，si， Kij)→ (Xi，巧 Xi，ム，[>1'+1)は上半連続。 最後に最大点 (Xi，X~ ， 

Xi)の一意性(仮定 3の強凹性による。 [6]pp. 460参照)と (56)より[>，，+1は

一意であるから， 相対価格導出の手続(ム， [>，，+1)→ Pjは上半連続性と像の

凸性とを持続させる。 faおよび五は点対点連続写像であり，またあきらか

に空でない像を持つ。

以上より，コンパクトな凸集会 Tからそれ自身への点対集合写像 Fは非

空かっ凸なる像を持ち，さらに上半連続である。したがって Lemma6によ
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り，Tの中lこ写像FIζ関する不動点(ゐ，ん，K，仏 Xi，X~ ， Xi， j5包)が少なくと

も一つは存在する。 q.e.d.

(vi) 均衡解の存在証明

く定理 5> 定理4で得られた写像 Fについての不動点における[1¥，丸，

xi， Xi I iロ1，2]は定義 1で述べられた国際経済体系の均衡解である。

証明 ① [15. ， 丸， x~ ， Xili=1，2]は写像frの構成法およびゆ囲数の鞍

1A  
点解となっているから(ただし Pi=ヲ「一 .?i) (46)"'(50)をみたす。 ζ れ

ι"十1

らの諸式を zについて辺々合計し ((49)はそのまま)，さらに (52)を考慮すれば

(7)(8)が導かれる。したがって上の不動点は定義 lの均衡解の条件 c)をみた

している。

②同じく不動町仰をみたす。かっそのとき ， F?とzjf
(ぬ，ん>0，i=1，2)と見倣すζ とにより， (27) (28)が導かれる。さらに④で後

述するように，Ji1ロみ-Jん Jム=Jんゐ，si>0(i=1，2)であるから，不動点の

入札 ' 人+1
みたす (34)-(39)で，一一一=ん， -7-zhと見倣すことにより (25)(26) (31) 

a包 βe

(32)が導かれる。 したがって不動点は収支ノイランスの条件 (29)(= (2))， (33) 

( =(5))を除いて，均衡解の条件 a)および b)をみたしている。

③ 次l乙国際価格均等の条件 d)について検討しよう。

写像!sの構成法 (69)より不動点 [Kij]では Kij=Oあるいは 15ij=Fkj

である。したがって

(() jEJふに関しては， (34)"'(45)で必らず，

(70) Fij之 江p
匁 +1.Pij=ρ肘 1・Fkj=?kj 

一方(44)より，

(71) Mij>Oのとき，i¥j(l+rd=んj+e仏 jEJムまた (52)で舟ij>O

のときは必らず Ekj>Oであるから， (43)で iとhとを交換して考えれば，

(72) 舟ij>Oのとき ?kj=んj， jE.ftl， iキh

以上を合して，

(73) 払 j>Oのときは ?ij匂=九 jEJil
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(74) (Xij+X~j-XtJl (Pω-?kj)=O (i， k=1，2， iキk) jE.hl 

@ jE.h2 については， (47) より Xij十Xむ -Xij~至。 jEJi2

したがって

(75) max [0， Xij+歪む-Xij](Pij-Pkj)=O (i， k=1.2， i=k) jEJi2 

QY jEみl+Jムについては， (45)より，

(76) Mij>Oのとき Pij=んの jEJk1+Jk2， i吋

を(52)(42)で iとhとを交換して考えれば，

(77) 沼乞j>Oのとき，Pkj (1十rkj)=ん，jEJム+Jk2，iキh

さらに (48)(49)より Xij十正む-Xij>Oであれば必らず沼乞j>O。 したがっ

て以上より，

(78) max [0 ， ιj+X~j-Xij] ((l+rkj)Pkj-?ij)=O jεJk1+Jk2口 JF

@ (74) (75) (78)を並べてみると乙れは均衡解の条件 d)そのものである。

④ 最後に収支ノイランスの条件

まず不動点においては， (5)で定義したみ-Ji。がみに等しいことを示

そう o jEJiI でもし Mij=Oとすれば， (53)より eij=o。 一方(44)より，

'E'ij (1 +rij)三三んj かつ (43)よりんj;豆PkjO しかるに (70)で示されたように，

Pij=Pkj。これは rij>Oという前提に矛盾する。したがって，jEJムでは必

らず eij>oすなわち Mij=Kij>O。このときもし Eij>Oとすれば，最大化

問題としての性質から Mkj>O。したがって上述@より ，?kj=(l+rij)?ij。

これも Pij=Pkj ζ矛盾するから，Eij=O。以上と (46)で等式の成立するこ

とより ，:i:'ij+Xむ-Xij>O。 乙こで仮定5(*)を想起すれば，Ji1==争Ji-.hoo

一方明らかに，Jム=争品。かっ，Jム+Ji2=.hであるから，不動点ではみ=ゐ

-.ho， Jム=品。。また (4)のiiは不動点においては

(79) ii = I; rijP ij (若ij-XÚ)+X~' n+l 
jEJi1 

と書かれる o

a~， ß~ の構成法より，不動点ではす;，官!~ (i=1.2)はすべて問符号であ
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そ財グノレープ別にまとめる。

P，，+l・2:;(Vγi+W~) 

=(2:; 2:; ) + (2:; 2:; ) + (2:; 2:; ) + (工;2:;) + (2:; 
i JEJll jEJ12 乞 jEJ21 包 jEJ22 jc::η+ 

P，，+l 倍しつつ合計して，る。次にそれらを

(80) 

れを

と表わす。

jEJll について

(81) (2:; jEJll) = (1 +rIj) P1j(Xlj-X1j) + rlj P1j(X1j-X 1j) 

-P1j去ら+P2j(X2j-X2j)-P2ii/2j 

=Plj(X1j一丸j-X~j) 十 P2j (玄2j一正2j-xij)

@ 

一方， (46) (48)(70)より

Plj(Xlj-Xlj-X~j) + P2j(X2j-X2jー去ら)

+P2j(沼lj-E2j) + T 1j(舟2j-Elj)=0 

(82) 

と

J

れ

O

H

あ

〉

L

で

~

叫

ん

刈

〉一一

'

u

;

ザ

℃

E

I

っ

き

で

が

と

項

た

の

4

し

と

第

し
た

も

古品(82)の第 3項は (72)と(52)(iロ 2)よりゼロ。

すれば (42)(45)より P 1リjバ(l+rη1以lj)= (J山 Pう2j= P1げj

=Pう行仇。 ζ れは(げ72勾Hに乙矛盾するから， 五舟12j=0札。

P1j=F2j=ん=0。 したがっていずれにせよ，第 4項はゼロ。ば (52)より，

これしたがって (81)はゼロ。以上より (82)の第 1項と第 2項との和はゼロ。

を jEJll について合して，

(83) (2:; 2:; )=0 
i jEJll 

jfJ，2 について

(84) (2:; jEJ12)口 (1十rlj)T1j(X1j一宏lj)-Flj(l+rlj)xら

十F2j(X2j-X2j)-T2jXむ

@ 

= T1j(1 +rlj) (Xlj-Xlj-X~j) 

+ P2j(X2j-X2j-Xむ)。

(47)(49)より

P1j(1十rlj)CXlj一正lj-X~j) 十 P2jCX2j一正2j-xij)(85) 
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+P'j(l十九j)(広2j-E'j)一(P，j(l十r，j)-P2j) M2j = 0 

(85)の第 3項は E，j註沼2j>0とすれば， (42)(52)よりゼロ。 E，j>沼2j=0と

すれば同じく ，P，j=P，j=O。したがっていずれにせよこの項はゼロ。また第

4項lこっき， (49)と最大化問題の性質より ，1官2j=ゐj+Xむ-x2jo とすれば

(78)で i=2，k=lと考える ζ とにより ζ の項もゼロ。 以上より (85)の第 1

項と第2項との和はゼロ。したがって (84)はゼロ。 ζれを jEJ'2について合

して，

(86) (L; L; )=0 
jEJ12 

の Jl1， J'2と J21，Jムの対称性ーから，上と同様の議論で，

(87) (L; L; ) = (L; L; )=0。
jEJ21 jEJ22 

また (50)よりあきらかに

(88) (L; )=0 
iJ j=n+l 

以上より， (80)はゼロであり，同符号ということから，

(89) 布i=W~=O (i=1，2) 

とうして不動点においては収支バランスの条件 (2)(5)も等式でみたされてい

るととがわかった。なお Xitn+1 ， 正~.n+1>0 の存在より，

(90) L; (1十rij)戸M・Xij+ L; .Pij XwトXi.?叶 ，>0 (i=1，2) 
jEJ. jut 

(91) I.>O (i=1，2) 

であるから， αi，s.>O (i=1，2)o (たとえばもし町=0とすれば， (34)~(36) よ

り壬1j=0あるいは X
'
j>Oかっ P，j口 o(j=1，2，……n)および X，川 +1=0 そ

のとき (90)より W，">Oとなり (89)(乙矛盾。)

以上均衡解の条件(定義 1のa)b) c) d))は不動点 [Pi，丸，x~ ， Xi I i=1，2] 

lとおいてすべてみたされていること， したがってまた前者の存在することが

証明された。 q.e.d.
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