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<研究ノート>

新古典派二部門モデルにbける生産可能

性フロンティアと要素価格フロンティア

若 林 夫

1.序， 2.二部門モデ、ノレの定式化 3.二部門モデルの二，三の性質，

4.生産可能性フロンティア， 5.要素!nfJ格フロンティア 6.双対性，

7.最適変換フロンティア， 8. CES生産経済における論証，補.一定の

弾力性をもっ要素価格フロ γティア

1.序

新古典派の二部門経済分析は， もともと，サミュエノレソン(18の第70章〕

が，二国二財二要素の単純化された国際貿易論を展開する際に使用してきた

ものである。宇沢の一連の業績(例えば， [22J)は，二部門の対とその環境

を色々選ぶことにより，現代経済学の基礎をきずいた。

この論文は最もポピュラーな新古典派の二部門モデ、/レの枠組の下で，生産

可能性フロンティア (PP F) と要素価格フロンティア (FP F) の双対的

関係を論理的に明らかにすることを目的とするO 両者の関係は，古典的には，

生産と費用の双対とし、う形をとって，サミュエノレソンの「基礎」以来， シェ

ファード[20J，宇沢[23Jらが調べているが，ここで扱うのは，現代的なアプ

ローチ即ち，成長率と利潤率の双対という，サミュエルソン[18の第29章，

第28章J，森島[14J，ブ‘ルーノ [4J[19の第XI章J，パーマイスタ・久我

[5Jらのアプローチである。新古典派二部門のもとで，後者のアプローチ

の包括的な議論は殆んどなされていなし、。本稿は，その目的のためにまず，

新古典派の二部門モデルを構築し，そこでの生産可能性フロンティアと要素

価格フロンティアを論じ，両者の双対性を証明するO これは，非線形計画法

の双対定理からも，定義的な関係からもいえる O 最後に本論の二，三の重要

な結果を， CES経済において論証する O なお，付録において，一定弾力性

の要素価格フロンティア (CE F) の導出を試み，その性質を明らかにするO

二部門分析は「教育的価値」の高い経済理論であるO それゆえ，二部門分
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析を多数財多数要素のいわゆる多部門分析に拡大することは試みなかった。

しかし，マルタイセクターモデル，進んでヴィンテージモデ、ルで、の双対性を

調べることは依然残された問題である。

2 ニ部門モデルの定式化1)

二財，例えば投資財と消費財ー， X1， X2を，二つの同質的な生産要素，資

本Kと労働Lによって生産することができる閉鎖経済を考える。 Kiを第t産

業部門における資本 Liを第 t部門における労働とする。各部門の技術的生

産関係:

(1) Xi=Fi (Ki， Li) i= 1， 2 

は，規模に関して収穫不変が成立すると仮定するO 即ち，生産関数は一次同

次である。このことから平均生産物は，資本労働比率 ki=Ki/Liにだけ依

存する。

(1)' Xi=L;fi (ki) i = 1， 2 

Xiで測った資本の限界生産物はそのとき，

(2) fi'~df;(ki)/dki i=l， 2 

また，労働の限界生産物は

(3) fi-kifi' 

である。ここで限界生産物がkiだけの関数であることに注意しよう O

限界生産物はすべて正かつ逓減的であるとする。すなわち

(4) fi"~d2fi/dkj2<0 i = 1， 2 

競争的条件の下では，いかなる外部経済，不経済も存在しなし、から，要素

の限界生産物の価値は，その要素の報酬(収益)に等しくなければならな

い。従って，それは両部門において同ーでなければならなし、。いま，価格比

pを第 l財で測った第2財の価格として導入すると， と述の関係は，

(5) H=pH 
く6) ft一kd1'=p(f2-k2fz')

と書き表わされるO

1) 例えば，サミュエルソン[18の第70章〕宇沢 C22J，ケンプ C 9 J，福岡・ )11叉

C7J，シェル[19J，戸島 C21]などを参照せよ。
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いま Wi， riをそれぞれ， 第 t財で測った賃金率， 資本レンタノレとする

と， (5)， (6)より

(7) 
Wl _ W2 = W 二 ω
n r2 r 

なる関係が成立する O なお，

(8) Wl=Jl'=pfz' 

日=fJ-klfJ'=p!f-k2fz') 

であるが，文脈上混乱のない限り Wl=W， rl= rとする O

さらに競争的条件の下では，両生産要素は完全利用されるから，

(9) Kl+K2=玄又はLlkl+L2k2=玄

L，十L2=τ 又はL，+L2=士

が成立しなければならない九 ここで豆， Lはそれぞれ，経済全体に占める

資本量，労働量であるが，混乱のない限りま=K，L=Lと書く O

以上の式は，二部門モテソレの基本的関係で、ある O

3. ニ部門モデルのニ，三の性質

この節は，上で構築したモデルの下で，資本労働比率と賃金レンタル比の

関係，賃金レンタル比と生産物価格比の関係，および両比率のとりうる範囲

を決定する。これらはそれ自身興味があるばかりでなく，次節以降の準備的

資料を提供する 3)。

2) たとえ，資源配置の実現可能性条件として，

K，+K2.f三K
Ll +L2~ I: 

が明示されようとも最適性のためには，等号にならなければならない。なぜなら最

適のための条件としてキューン・タッカーの条件:

r[長一 (Kl+K2lJ=O

W[I:一 rL1十L2)J= 0 

が成立する。限界生産物が正であるという条件から明らかである。なお 171頁以下

参照のこと。
エプイ γエシト

この命題の意味において，達成されるkiを有効な資本労働比率と呼ぶことも

ある。以下は全て有効な資本労働比率に限っているのでその形容詞を省略する。

3) 同ーの結果は，既に宇沢 [22J，ヶ γプ [9J，シェル[J9J等によって殆んど得

られている。
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資本労働比率と賃金レンタノレ比の関係、l
l
J

1
よ

「
L

-1 

2
K
 

-
E
 

'K 

図 1-
-

E
K
 

2 i= 1， 

(8)より

ω= !;. (k;)_k 
fj' (ki) 吋

(マ)，

従って

(10) 

(11) 

が成立する。このことから，

命題:資本労働比率 kiは，賃金レン

一意にしかもタノレ比 ωの関数として，

白J(図 l参照)逓増的に決定される。

ki=ki(ω)は第t部門における資本労働比率を最小にする単位生産費を表わす。

価格軌跡(賃金レンタル比と生産物価格比の関係)[2] 

上の関係により，も(8)式より P=/l'/f2'.t書かれるが，生産物価格比は，

っと明示的に次のように書く。

p(叫)=z1f(K1凶)
fz' (k2 (ω)) 

(12) 

(12)式の両辺の対数微分をとることにより

as klミk2」立巳=一一上一一一一一上一一>n
p 白 kdω)+ωkdω)+ω<V

(13) 

が成立する。かくして，

命題第 l部門の資本集約度(資本労働比率)が第2部門のそれよりも

高いならば，資本集約度の低い第2部門で作られる第2財の相対価格は賃金

レンタル比とともに増大する。逆に第2部門の方が第 1:部門よりも資本集約

度が高いならば，資本集約度の高い第2部門で作られる第2財の相対価格は

両部門の資本集約度が同一なら賃金レンタノレ比の減少関数で、あるO また，

ば，価格比は，賃金 lノンタル比の変化に反応がない。

l~1 (ωi -k2 (ω) 

(k1uJ(旦+l)l月旦+1) 

0.3)の両辺にωを乗じると次を得る。

Ep(ω)寸告=Ehz-百五戸C!4) 
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これより，

(15) ー 1<Ep(ω)<1 

を得る。なぜなら， k1>k2のとき， Ep(ω) 21と仮定してみる。そのとき

k2をk1にで、きるだけ近づけると左辺→ 0， 他方右辺は>1であるから矛

盾。他の場合も帰謬法によって結論される。

系:要素報酬比(賃金レンタノレ比〕の変化に対する生産物価格比の弾力性

はプラス 1とマイナス 1の中聞になければならない。

図2は価格軌跡を集約度条件に応じて描写した。点線の直線はEp(ω)= 1， 

双曲線はEp(ω)=一 lのときの価格軌跡を示す。

(3J 賃金レンタル比と価格比の範囲

の決定
p 

図 2

(9)式は， Li/L=liと定義すること

tこよって

(16) 
kd1十k2l2=k
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を得るO いま， k2>k1が成立していると仮定する。このとき， (16)より，

( i) k2>k>k1 (ii) k2 =k>k1 (iii) k2>k=k1 

のいずれかしか成立しえない。他の起りうるケースは，生産要素の完全利用

に抵触するO

( i )~(iii)に対応して

(i) 1 >/1>0かっ 1>12>0，(ii) 11=0， 12= 1 

(iii) 11 = 1， 12 = 0 

がある O 即ち， (i)は，両財が生産されるケース， (ii)は第2財にI (iii)は

第 l財に生産が特化きれることを示すq
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前 2図を組合わせると，図 3を得るO

但し， k2>klの場合だけを描いた。

(ゆ， (I3)，舗により相対価格比と賃金レ

ンタル比のとりうる範囲が決定されるO

臨界変数を次のように定める O

(18) 

従って，

(19) 

である O

〈り (k)=MinCωdl王 ω2(k) J 

Eδ(k) =MaxC凶 1ik)，叫2(k) J 

e王子(k)=P2 (k) '='P (ω2 (k)) 

旦(k)=Pl(k)三 p(ωl(k))

4. 生産可能性フロンティア

経済全体の資本集約度 k=K/Lが与え

られたとき，し、いかえれば総資本Kと総

b.kz' 回.3

P2(k) 

Po (k) 

P 1 (k) 

ω之

k?(w) 

b(ω) 

ω。(k)ω1(k)"ω 

労働Lの比率が一定値に与えられるとき，第 l財と第2財の最大生産可能性

表を，生産可能性フロンティア (PP F)という O

生産関数

(1)" Xる=LLj(ki)

=1ιLf;j (ki) i= 1， 2 j= Q， 1， 2 

は上図に対応して第 t財の第 j番目の産 x， 

出量と投入量の関係を示す。 kが所与の

とき X1jとX2j(j=Q， 1， 2)を第一 ¥てぞ F
象限にプロットすると，右図のような生 x: 
産可能性フロンティア (PPF)ができる。

このとき，

命題 3:PPFの接線の勾配は，価格

比にマイナスを付したものに等しい。 op 
x: x: 〉x，

系:競争的生産者が利潤を最大にする 図4
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kが与えられると，価格比 pは第 1財と第2財の産出量を決定すならば，

と書き表わされる。p)， Xz (k， p) ， X1 (k， る。従って，

PPFは，上に凸命題 4:資本集約度が両部門において相異なるならば，

PPFは直線になる Oである O もし両部門が同ーの資本集約度であれば，

tの二つの命題を確かめておく。以下，

命題 3の証明:

両部門の限界代替率は常に等しいという仮定(7)によって， (1)かまず，

ら，

話十/認十=完;:-/認?(20) 

完全雇用の条件(9)により，を得るO 次に，

dLl= -dLz 

dK1=-dKz 
(21) 

免ロ コロ a甘 /aFz 一-LdK2一一L' 1・一一乙/斗乙dLz
K1 aKl aLz / aKz 

を得る O これらを用いて

畳
間
一
山

町
一
川
市
一
山

dXl 
dX2 

問
一
一
同
一
川
市

(22) 

を得る。

命題4の証明:

dZX1 Jゴ空玉虫 d旦=一坐 .~ω. 旦主主
dXzz dXz¥dXz/ dXz dωdkz dX2 (23) 

ところが前節の結果より第二項は正，第一項は k1言k2が負なることをいう。

に 応 じ て お 蔓Oであるoしかるに第三項は ，X2=Lま主f2 (k2)をk2に関

して微分 L.-，整理すると

(k2-k唱i2dXz .， _ d kl 
L 話=(k-k2l hdk;+ (kl-k) (f2-k2/2'+kdl') 

dkz 
k 1雲k~ に応じて話重 O となる o 従っ

(24) 

dk1 
であるから，百;>OVこ注意して，
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てO

d2 Xl 
(25) dX:-す~O

を得る。等号が成立するのは， k1=k2のときに限る04}

次に，二部門モデルのPPF

Xl 
は k=与又は ρの変化に応じ

て， どのように変化するであろう

回5

カミO

X2を任意、の非負値に固定した

とき，生産可能性フロンティア

(26) Xl =Xl (k，p) = Tl (X 2; 

k，p) 

は，変換曲線 (Transformation 

Curve)又は，機会費用曲線と呼ぶ。 I
X，月 Y唱 .1.

こ こ で ， 元 ず の 符 号 を 調べ ~ 

ょう O

C 1 J 

(27) 

aXl 

ak 

k2-k 
Xl=長_klL!I(b)

をkで偏微分すると

(28〕 iEL=-LZlJ主ll~ 0 as k2S:kl ak k2-kl <V ~~ .'"> 

，..p 

k=一定

Xz 

を得る。すなわち，ある部門の資本集約度が他の部門のそれよりも高ければ，

経済全体の 1人当り資本量が増大するにつれ，より低い資本集約度の産業部

門の産出量は減少する。(リプチンスキー(16Jの定理)

の との命題の証明方法は，多数あるが，我々のものはより簡単である。なお，この

命題は，厚生経済学，貿易理論等の基本的前提とされることがある。ランカスタ『

(Jl.第8章〕は， PPFが上に凸になる必要条件を導いている。
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命題4の証明から，

(29) 
aXl aXl aXl aX2 /' n 
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すなわち，第 l財で表わした第2財の価格が騰貴するにつれ，第 l財・の産

出量は減少する。

kz>b 
p 

p一一

p 

O k k+ムk
Xl 

O 

p 

k 0 

Xl 

X2 0 

図6

k2くkl

p 

k k十ムk
k 

k十ム k

X♀ 
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(3J 並|
dklXl阪定

(1)， C 2 Jより

(30) o a器 kzミきkl

以上の結果を図示すれば霞 6のようになるo k2 を…枚のグラフに描

くと関 7のようになる510 この閣はまた Iりブチンスキーの定理Jと

を示すのに用いることができる。

結めに，ヲブチンスキーの定理比次 z 
のように改めて述べることができる。 k2<b

って，商務

円の資本集豹変f:1:需に…定値ヲピとるとす

る。従って相対鑓格比は不変とする。い

ま，ある繋素供給にのみ増加がみられた

とする。そのとき増加した饗索、会，より

集約的に用いる生産部門の産出量:は増加

し， より粗放的に用いる郎内の絞出音寺は X， 

誠少する。j

舗において，車線EFより下側のpp

Fの淡において，相対価格比一廷の軌勝

(isocline IOcus)そ考察する O そこで

は， kz<kl' つまり第 i部門のガがよ

り資本集約的で、まうるから， kが増加する

につれ， X1が増加していく(すなわち，

ことが保証されるO 間7

の 図7の下街は，漢にサミュ辺二ノレソ γ(17.P287]が繍いている。

けることは，小袴商大戸島双助教授に:f~七時効教授の御指導に対

いQ

k2>k1 

Xa 
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これは， リプチンスキーの定理に他ならないo EFの上側についても全く同

様である。

次に要素価格均等化定理は周知の通り次のように述べられる O

「われわれの二部門モデルの仮定に加えて，二国を想定するO このとき，

自由貿易の下で商品の国際価格が均一になったとき，両国が二商品をともに

生産しており，各商品の要素集約度の順序が国際的に同一であれば，生産要

素の価格もまた国際的に均等化する。」

図とすぐ上の定理との関連をみよう O 両国とも， EFの上文は片側に位置

している場合には，要素素約度の逆転は起らなし、から，均等化定理は成立す

るO もし，両闘がEFの両側に位置している場合には，資本が相対的に過剰

な下側の国は資本が相対的に不足な下側の国より，低いレンタルと高い賃金

をもつことになり均等化定理は成立しなし、。また， EF上では集約度が同ー

であるため，一国ケースに帰着する。

5. 要素価格フロンティア

要素価格フロンティアはいろいろな解釈をもちうる O サミュエノレソン(19.

第28章〕によって「基本的要素価格フロンティアJ， ヒックス(8)によって「賃

金フロンティア」と呼ばれた6) ものは，通常次のように定義される O 即ち，

均衡実質賃金率と資本レンタル(利潤率・利子率)の聞の定常状態構成が要

素価格フロンティアである。他方，最近ブールーノ (4)の結果は，定常状態を

陽表的におかないで，均衡のrとwの関係として論じている O

では，われわれが終始一貫して仮定しつづける新古典派の二部門モデルで、

は，要素価格フロンティアはどのような形状をとりうるであろうか。これを

明らかにした後，前節の生産可能性フロンティアとの双対関係を調べよう。

要素市場と財貨市場において均衡が成立していると，前に述べたように要

素価格は次のようにきまる O

6) von Thiinen， J.Robinson P.Samuelson P.Sraffa等が各種の資本モデノレに

対してとのようなフロンティアが存在するととを示唆した。
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r=!l'(kl) =p!z'(k2) 
(8)" 

w=h (kd -k1/1'(1王1)=p (/2 (k2) -kzf2 (kz)) 

この四本の式から必要な変数を消去して

(30 w=φ(r) 

dw d2 
なる関係一要素価格フロンティアーを求める。しかしわれわれは 古 dr2

なる定性的性質により，要素価格フロンティアの形状を知ることで満足しよ

う。 (8)"式を全微分することにより

(32) dr= 11" (kl) dkl 

dw=!l (k!i dkl-!l'(kll dkl-k!Il" (kl) dkl 

よって，

(33) 告=-k! <0 

また，

d2w d (dw¥dk， 
(34) d2~ = dr¥ ~CÌ;)= -d;' =一五【石了>0

かくして，要素価格フロンティア w=

ゆ(r)は常に原点に対して凸である o ( 

図 8)

しかし，二部門モデルを(8)"の代わり

又は

(8)''' 

r=!l'(kd =p!z'(kz) 

w=tmkl)-Mh)}=fz(lf2) 

-k2!z' (k2) 

戸 11'ikl)=~Iバ2)

w 

O 

w=p{!l (k1) -k1/1'(k!)}=/2 (k2) -kz!2' (k2) 

w=世(r)

r 

図 8

のように，財貨のニューメレールを変えれば(たとえばアレンC1 J)要素価格

フロンティアは原点に対し凸にでも凹にでもなりうる。このこ、とを特に(8)'"

のケースについて示そう。
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(8)"1の4本の式を全微分すると，

( dr-1111dk1 = 0 

I p2dr+prdp-p/2lldk2= 0 
(35) ~ 

dw+k2/21Idk2= 0 

~ pdw-wdp+p2kJ/Jlldk1= 0 

dw dk1 dk、 du
を得るo クラメールの公式によって，百 dr，石三， Etを求めると

1子=刊2h/12<0

dk1 
(36) ー ;:<=-irr<0 

dr /I 

および

dl玉2二p2/J_ 1 一一一・，:11<0dr fz /2 

dpーが (k2-kJ)<
一一 一一一一一一一一 o as k2討 112 > v ct;; ....2<:::1¥.1 
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である。ここで，要素価格フロンティアは常に負の勾配をもつことがわかっ

たo 次に，容を求める。

d2w_d(dw¥ fA k2+_dp， ok2 +.， dk1 1~?+ /2 -k2 /2 'dk2ì 
(37〉 EE(17j=-i2py;fIpphf九 f+川 -7JEj

かくしてk2>k1のとき日， { 同時，し たがっ て 詳>00 すなわ

ち，第2財部門が第 l財部門よりも資本集約的であるとき，要素価格フロン

ティアは原点に対し凸であるO しかしこの資本集約度条件 k2>k1は，フロ

ンティアが原点に対し凸であることの十分条件に過ぎなL、。我々は以下，聞

か (36)式を代入することによってまさがどのような符号をとりうるかを検討

しよう。

式の変形に先立ち，要素聞の代替の弾力性

(38) 
fi'!liー k;fi')_ li'2 li' 一 一←一一一一片付=1.2) -k;f;fjll l;fjll k;fi 

を導入する。

ω 叫一容}=吋2p詰flbp特舎+ド11与ヂセ)
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=Sgn! 2 ik1-k2) +兵三丘-f.1U21
hh" fz' f1' 

f fz， '̂ f1 、，fzh' i = Sgn{ ;_~ (σ1-2)一一;，(σ2-2)十一一一一一}1.f2，¥V1- "-/- f1'¥u"， "-; 'k1f1"f2'J 

最後の項が常に負なることに注意して， まずσ2>2ならば， σlのいかんに

かかわらず，負7) である O 次にσ2く2の場合を考える。 しかしそこでは符号

6.2 
を確定することは容易ではなし、。た

だ， いいうるのは 00;;ご111=σ2く 2，

かっk2?'k1のとき負 (フロンティ

アは原点に対し凸) であることと，

σ1→+∞のとき， 正なることであ

るO 以上要素価格フロンティアの形

状について判明したことを図示すれ

ば図 9のようになる旬。 ここで、，斜

6， 線部は，要素価格フロンティアが原

図 9
点に対しo，両軸と45度線は，資本

r 集約度条件 k2>k1があれば， 原点

に対しrn-1となる O 最後に，新古典派

ケースの特殊ケースとも考えられる

固定比率の生産関数について付言し

ておく。この場合は，ヒッグスC8J，森

島(15Jアレンc1J， フソレーノ C4Jら

w が示したように，要素価格フロンテ

図10 ィアt工， k2喜k1に応じて， 原点に

対し凸，直線， 凹となる O (上図)

7) なせなら，第 l項と第3項から

fz ( ，̂ fzh'¥_fz ( h'2 ¥ 
pldl-2+E百マジ=JÙ\~f111- 2 J< 0 

であるから。

8) 7"ルーノ[4 J P .42の脚注と異なることに注意せよO
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生産可能性フロンティアと要素価格フロンティアの双対性6. 

生産の技術的関係によってきまる生産可能性フロンティアと生産の費用的

双対関係があることは関係によってきまる要素価格フロンティアの間には，

この節は両者が非線形計画法の双対性の問題として以前から知られている。

定式化されることを示そう。最初に，準備として，最近バリンスキーとボー

モルC3Jによって得られた非線形計画法の双対性についての結果を要約して

おこう O

一般的な非線形計画問題は，次のように定式化される O

max f(x)三 !(Xl，X2，'''… .xn)(A) 

subject to 

gl (X) ==gl (Xl， X2，...…，Xn)豆Cl

g2 (X) ==g2 (Xl， X2，.....，Xn)三三C2

gm(X)主 gm(Xl， X2，・…ー，Xn)三五cm

Xl， X2，・ H ・H ・"，Xよ O

関数f(x)， gi(x)は，各xiに関し，連続な一階偏微係数をもっと仮定する O

そのとき，次の計画問題を考える O

日 (x，v)=fは)十町dー1(x)) -~Xj(者-mjif)ロl1n

subject to 

(B) 

V E豆~Z af 
m aXl-OXl 

デ

一

2

f
一九

り一
k

a

一配

¥
/
一
寸
之
一

L

2

m

一
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円
日
一
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一
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一
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h

h

 
十

+
 

+
 

+

-

b
一
む
・
回
一
ほ

内

U
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九

日

刊

十
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+
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一
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一
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ペ
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v

v
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+
 

g
一
X

内

U
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F
b

一X

《
刈

υ
一
内
川

υ
V
 

VI， V2，・…….vm三三O

fが(A)と(B)は双対dualで、ある。即ち，このとき，次のような仮定があれば，

凹関数， giが凸関数そしてそれらにある正則条件が満たされているときであ

る。そして，凶と (B)の最適解の間には次のような性質がある。

他の lつは制約付二つの問題のうち lつが制約付最大化問題なら，

最小化問題である。

(a) 



168 (356) 経済学研究第 19巻第3号

(b) 実現可能解のとでの最大化問題の目的値fは，最小化問題の目的値

目よりも大きくなることは決してない。すなわち， h玉αである。

(c) 各問題のどちらかの実現可能解のベアが，両方の計画問題に対し最

適解を与える必要十分条件は両目的値が相等しいことであるO 即ち， f=日

となることである。

(d) 各問題のどちらかの実現可能解のベアが，両方の計画問題に対し最

適解を与える必要十分条件はそれが，直交補完スラック条件 Ccompleme-

ntary slackness)を満たすことである。すなわち

(40) VOi[Ci-g;(XO) J= 0 (i=1，2，…，n) 

xOl年一山崎J= 0 (j = 1， 2 ， .. . ， m) 

ここで，右肩の。は，最適解X
O又はV

Oで、評価されていることを示す。

(e) キューン・タッカーの ConstraintQualificationが {xlgも (x)

三三Ci i = 1，…， m} に対し有効であるとき， もしどが凶の解で、あれば，

(XO， VO)が(B)の解となるようなVOが存在するO逆に (XO，V
O
)が (B)を解き，

日 (x，v)のXに関するこ階偏微係数の行列で x
O，V

O で評価されたもの

(Hessian)が非特異であるならば X
O
は(A)の解で、ある。

準備の最後に主問題と seperateした問題の同等性(後述〉を保証する Sla-

terの条件について触れておこう。 Slaterの条件とは，制約式が厳密な不

等号 C>) となるような解が存在することであるo (gi(XO)>U(すべてのの

となるXO>uが存在すること)

さて以上の数学的準備のもとで，我々の問題 生産可能性フロンティアと

要素価格フロンティアは双対であるかーに，取組むことができる。問題解決

の第 l歩は，生産可能性フロンティアの定式化にある O 即ち，第 2財の技術

的関係，資本と労働の稀少性の条件下で，第 l財の最大達成可能な水準を求

めることであるO これは非線形計画問題であり，達成された目的関数値は，

「最適変換フロンティア」と呼ばれる。次のステップは，上の問題の双対形を

考えることである O 双対形の目的関数の値は，ある条件の下で 1要素価格

フロンティア」と呼ばれることを示せばよいo ¥， 、いかえれば， wL=pX2の
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とき， rK (双対目的関数の値) =Xl(目的関数の値〉となれば， 両問題は

「数学的に」同一であり，両フロンティアの双対がいえたことになる O 以下

これを数学的に示そう O

問題CAJ

max X1=Fl (Kl， Ll)三 f(Kl， L!， K2 ，L2) 

subj巴ctto 

F2 (K2， L2)三五-X2

Kl+K2豆K

Ll+L2豆L

Ki， Li~ 0 (i= 1，2) 

問題CAJの双対形として問題CBJ

min 町 (Kl，Ll， K2， L2' Vl， V2， V3) 

=Fl (Kl， Ltl +Vl (-X2+F2 (K2， L2)) 

十V2(Kー (Kl+K2))

+V3 (L-(Ll +L2)) 

1(fEL-V2)叫 v BF2 aKl -V2j-L¥_2 ¥Vl-a玄τ-V2

(8Fl¥ ( dF2 ¥ 
-Ll ¥8τ---;-V3)-L2 ¥Vl aL2 -V，) 

=v2K+v，L-v，X2 

subject to 

町二主主E上
“-aKl 

V， ~~!"l ψ-aLl 

a F， 
-Vl ~;T" +V2~O 1 aK

2 
--r-V2 

日下干の
-Vl ~; ~ +V3~主 O'aL2'Y' 

町 三O(i=1， 2，3) が得られる O

問題CAJと問題CBJの聞の関係をすぐ上で述べた性質から論じ，次に，ラ

グランジュ乗数の経済的解釈，問題CBJの経済的解釈を与えよう O

まず(a)は，明らかに満たされている。次に(b)より，実現可能解の上で
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tま，

Xl三三V2K十円L-V1X2

移項して

Xl +V1X2:;;三γ2K+V3L

この経済的意味は後に述べる。

(c)より，最適解の下では

(41) 

X1 +V1X2=v2K+v3L (42) 

(d)より，最適解の与える必要十分条件は，

Vl( -X2 +F2 (K2 ，L2))= 0 (43) 

v2(Kー (K1+K2))= 0 

v3(L-(Ll +L2))= 0 

n
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n
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K2(V1JE7吋 =0

Lz(V13E?→3)= 0 

(Vl，V2，V3)があって(K1 ，Ll ，K2 ，L2)が凶)の最適解であれば，(e)より，

しかし逆は成り立たなし、。なぜな(K1 ，Ll ，K2 ，L2' Vl， V2， V3)は(B)を解く。

このことの経済的意味は重要で、あろう O

双対変数の経済的意味は，今迄述べてきた行論で直観的に明らかで

ある。双対変数はLPの場合と同じくシャドウプライス又は計算価値で，

へy セ行列が特異であるから。

さて，

ら，

ラー

」ー

の場合，最適点での双対変数の値に意味があり， V10は第 l財で表わした第

2財の価格 V20 は資本レンタル，V3。は賃金率を表わす。 (d)より明らか

なように V2
0
，V3

0 は第 l財で表わしていることに注意すべきである。従っ

て，通常の記号で表わせば(43)から，最適点で

F
一K

月
υ
言
。P

 一一
噌
ム
一
司
よ

F
区

内
川

υ
一
内
d
v一一r

 
oF1__oF2 

W=a工ZνOL2

(44) 
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となり， (8)式との対応がつく。

Vi
Q 

(右肩の。印は最適解を表わすが，文脈上混乱がないときViと記す)に

このような価格の解釈が与えられると，上の問題の性質はさらに経済的意味

を持つ。

まず，問題(B)の経済的解釈は次のように与えられる O すなわち，計算価値

V2， V3 (それぞれw，r)が生産要素の限界生産物価値であるという制約の下

で，総投入費用マイナス第二財の売上げ高を最小化している。

双対目的関数の経済的解釈はまたボーモルC3Jとアナロガスに，問題CBJ

の第二の等式から次のように与えることができるO すなわち，最適値にある

とき第一項は一定値ゆえ全体としての最小化から無視されるので，全体は総

投入物の限界生産物損失額の最小化とともに超過産出物価値，未利用投入物

価値の最小化行動を表わしている。

要素価格フロンティアは最小化単位費用と生産物価格の均等をもたらす均

衡要素価格の組合せとして求められる O しかし，問題CBJ自体は即答に適し

ていなし、。そこで separableprogramming 9) を適用し，財貨を分離

するO

第一財についての min(rKj十wLj)/Xj subject to Fj(Kl， Lj) =Xj 

から，容易に

N(r， w)= 1 

なる要素価格フロンティアを対応させることができるo (キューンC10J参照〉

あるいは， wL=pX2 のとき，rK=Xjとなることから両問題は数学的に

同ーとなり，生産可能性フロンティアと要素価格フロンティアの「双対」が

示された。

計画問題CAJとCBJの通常の「双対」に意味を与えることが残っている O

(b)は，実現可能解の下では， (45)式の左辺の生産物価値は生産要素価値を

超すことができないことを意味する。また(c)は最適解のもとでは，生産物

価値は，生産要素価値に相等しいことを意味する O これは，規模に関する収

穫不変(一次同次)モデルで、のオイラーの定理文はワルラス恒等式そのもの

に他ならない。(d)の第 2，第 3式は，注2と直接に関連がある。即ち，生産

の このseparableprogrammingについては，例えば Moeseke& de Ghellinck 

C13Jによって保証される。
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要素が稀少であると要素に関する制約式はふつうは不等式制約であるが，最

適解 V2，V3>Oのもとでは， 生産要素は完全利用される。 (e)は， 生産可

能性フロンティアの最適点は，要素価格フロンティアの最適点となるが，逆

は必らずしも成立しないことを述べている。すなわち，要素価格フロンティ

ア上の最適点は，その生産可能性フロンティアの最適点ではないかもしれな

い。このことから，後にみるように，要素価格フロンティアが生産可能性フ

ロンティアの包絡線である。

以上を図形的に説明しよう。

図5を再びみると，それは縦軸に第 l財の産出量，横軸に第2財の産出量

を測り，資本労働比率k=K/Lに対応する生産可能性フロンティア (PP F) 

がRPFと描かれ，点Pで生産が行われることを示している。 PPFの勾配

は-pであるから，両部門の資本集約度が相異なるとき，総労働力L，資本

ストックKおよび価格比(勾配の絶対値)が与えられれば X1 とX2 を一意

に決定するO したがって，

(45) X=XdpX2 

が一意に成立する。

他方，図 8によって要素価格フロンティアが与えられたが，これは絶対量

の関係ではなL、。そこで， 図5に対応したK/LのあるKとLによって座標

軸をrK，wLと変換するO ここでできたフロンティアを図 5に重ね合わせる

と図11を得る。

与えられた資本スト y クKと労働Lに対して， PPFはFPFに一般的に

は一点Qで交わる。この点は二部門モデルにおける黄金律 (GR)点を与え

る。すなわち，その点では

(46) S=Xl=rK 

が成立している O これは貯蓄額Sがちょうど利潤額に等しい点を表わす。こ

の点は又，通常の如く成長率(g)=利潤率(r)，貯蓄性向(8)=利潤の相対

的分け前を与える点であると読みかえることもできる。このことや，二部門

モデルでGR点が一意に存在することは，福岡・川又C7J，パーマイスタ C5aJ，
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リビアタン・レブハリ(12Jが解析的に証明した通りである。

X1，rK 

図11
X2，wL 

以上，我々は，新古典派モデノレの下で、生産可能性フロンティアと要素価格

フロンティアの双対関係を計画論的にみてきた。しかし，数量体系と価格体

系の双対形は， ヒy クスC8 J，森島(14Jのように定義関係式から明らかにす

ることもできる。以下， ヒックス，森島ラインに沿って新古典派モデノレの下

での双対性を略述しよう。 aU=Kl/X1，a12=L1/X1， a21=K2/X2， a22= 

Lz!X2とおくと，均衡においては，次の価格方程式が成り立っている。

( 1 =anr+a12w 
(47) 

l P =a21r十a22w

但し aijは ki=KJLiに依存してきまることに注意しよう。 これよ

り，相対価格方程式

1 _ a12 
(w  1 -al1r 

(48) 
p . a12・a21r

一一一w 1 -anr 

を得る。後者が，通常の要素価格フロンティアである。

他方，一次同次の仮定の下では，数量方程式:

( K=anXl十a21X2
(49) 

l L=a12X1 + a22X2 

が成り立つO ぎたp 定義によって
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X1=gK 

(gは成長率)である O

これより，相対数量方程式:

K a21 

(50) liT !・ a21
X2

山

1-gan 

Xl _ ga21 
X2 1 -gan 

を得る O 最適変換フロンティアと要素価格，フロンティアが数学的に同一

(双対)であることは， ミpX2=wL=今 rK=X1迂を調べればよL、。相対

価格方程式と相対数量方程式から，g=r。したがって， rK=X1が成立する

ので，双対性を定義関係式からも証明したことになる O

7. 最適変換フ口ンティア

PPFは，総資本量Kと総労働量Lの比率を不変としてきたが，いまKと

Lをパラメータとして動かすと，両部門の集約度も文自在に変化する O 従っ

て， PPFは例えば下図のように変化する O これらの曲線の包絡線を求める

とこれは原点に対して凸な包絡変換フロンティアが得られる O この包絡フロ

ンティアは，ヒックス(8Jによって有名にされたが，もとはカール・フォン・

ヴァイツヅェッカー(24.p .442Jの発見であり最適変換フロンティアと呼んだ。

この最適変換フロンティアはPPFとFPFの接点の軌跡であるところの

G Rの点の軌跡でもあるO 従って，最 X
1 

適変換フロンティアは，FPFに「数

学的に」同一で、ある O この特質は最近

G Rの新しい一般化として注目されて

きた。(例えば， (4J， C5J， 09の第

XI章〕参照)

最適変換フロンティアは，数学的に

次のようにして求められる O 変換フロ

ンティアを

(51) T(X1，X2，k)=Q 
O 

PPF 
Xz 

図12
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とする。 Tが各変数に関し連続微分可能でかつ(51)が特異点を持たないとき，

即ち

(子去r+( ~iトY>o
であるとき， T(X1，X2，k)= 0の包絡線の方程式は，

(叩，X2，k)= 0 

BT(Xl，X2，k) ハ

ak 

からkを消去したものである O

8. CES生産経済における論証

二部門がCES生産関数に従っている， いわゆる CES生産経済において，

今まで述べてきた重要な点を確かめよう。

二部門の技術的関係はCES型

Xl= CoKl-P+(1一的L1
ー ρ〕-t

(52) 

X2=問 2ー
ρf
十(1ーか)L2ーが〕ーオ

ρ=よーし〆=ι-1
d σ' 

に従っているとする。ここで δ，δFは分配パラメータ，

は代替パラメータ，効率パラメータは 1に規準化してある。 (52)が一次同次

で凹関数であることは周知の事実である。競争的条件の下では

(53) 
aXl aX2 

r = aK1 
= p 

aK2 。Xl aX2 
w = aL1 

= p 
aL2 

が成立つので， CES関数にあてはめると

ー上ー 1 ー(什 1) 
r= CδKl

ー ρ+(1 -0) L1 
- P] ρ • oK1 (54) 

ー 1 一(p'+1) ー(ρ'+1)
=pCδ'K2ρ 十(1ーか)L2-(1'] 〆 . O'K2 ]O'K2 

w=-t〔OL一ρ+(1一札1
ーρ 士一 1

(1ーδ)(ー仙一
(ρ+1) 

=-F〔Mz 〆+(1ーか)LfP1-b-1(1-m(一川
4(ρ，+1 ) 
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が成立つ。したがって

(55) 長=井百(主)一(什1)=竺o/(主)一(〆+1) 

これより

(56) K1=L1(手)σ(井すy
K2=L2(ザ(竺ol)σ/

を得る。これを生産関数 (52)に代入すれば，要素需要関数

/ 丘 ¥ ーρσ 一ρ 土
L1= [δ(戸a) x +(I-o)]ρXl=anXl 

/丘 、 叩 ρ上
K1= [o+ (1 -8)¥戸a)x ]ρXl=a品

(57) 
/グ、-ρ'q'ー ρ

L2=[o'¥-T壬ol) X + ( 1 -8')]ρ'X2=a2ゐ

~， ¥q'P' Pヘ上
K2= (o'+ (1 -o')¥τそ(fi) X J P'X2三 a22X2

を得るo但し x=子である。

要素需要関数は，要素価格に関し，ゼロ次同次であるO

次に，要素需要関数に対する最小単位生産費関数を求めよう。これは，各

要素についての要素価格と投入係数の積和として求められる O

(58) 
下唱 下C

Cdw， r) =w x: + rす

下。 K?
C2 (w， r) =w x; + rす

すなわち， (57) より

(59) Cl (w，r) =w an+r a12吉 gl(w，r) 

C2 (w，r) =w a21+r a22=g2 (w，r)。

最小単位生産費関数(57)が一次同次でしかも凹であることは，容易にわか

る。

さて，二財とも生産されているときには p 最小単位生産費用Cjは生産物価

格Piに等しいのでy
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(60) 三 Pl=gl(w，r) 

P2=g2 (w，r) 

なる写像を定義することができるO このときわれわれは要素価格均等化定理

を調べることができるO 要素価格均等化定理は数学的にいうと，財貨と要素

価格を関連づける二つの費用関数が一意な逆(inverse)をもつかどうかであ

り， ヤコビアン行列〔却の慨を調べればよい10}o 一次同次生産関数の

下では，ヤコビアン行列の各要素は投入行数 aij に等しいので，ヤコビアン

行列は，

(ωJgM)=〔;::

となる。ここで， aijは(57)で、定義したものである。

この場合，ゲーノレ・二階堂の定理によれば， Jg(W， r)の主坐小行列式が二

次元区間のすべてのwとrに対して正であることが， globalな univalence

を保証する，従って均等化定理が成立する十分条件であるO ところが Jg(w，

r)の行列式がランク lに下がるケース(例えば σ=(;'，o=グのように岡部門

が同ーの生産関数に従うとき〉では，逆は存在しないことになる O これは論理

的に矛盾し，ゲール・二階堂の定理は若干の修正を必要とすることになる 11)。

最後に，二部門モデルが上のようにそれぞれ異なるパラメータをもっCE

S関数に従っているときの，要素価格フロンティアを求めよう O

求めやすくするために 1人当り量で議論しよう O

10)これは， univalence probl巴m と呼ばれ，国際貿易論のトピックスである。 例え

ば InternationalEconomic R，ωzeω1967 Octを見よ。なお，プラウアの不動点

定理による均衡要素価格の存在証明は，キューン[10J，チップロマン[6Jがある。

11)私は，とれが渡部経彦氏が[25Jで次のように述べている点の一つの論証になって

いると考える。すなわち閏際貿易理論での要素価格と財価格の対応についての

ゲーノレ・二階堂の定理は，少なくともCES生産関数の妥当する場合には若干の修

正を必要とすることになる。 (p.149) 
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(62) Yl日((1 -8) +8k1 - 1/ J 1/ 

Yz=((1 8')+δ'kz -I/'J 1/' 

これから， (8)式を料用して

(63) w= ( 1 -o) (( 1 -o)十位汁〕 ; 1 

=p( 1δ') ((1-8')十Srkz-pr〕-j，i

(64) r =δ}主主一#一1((I-o)十 δk1-1/) ρ 

po'kz -1/' 1 ((l-OI)+o1k2 -ρ1 

るO 定常状議成長経路 g=sr=訟の下ーでは，要素側絡フロンディプは，

(63)式とくるの式より，

(65) r =wi(丹苔)一汁L 1 + o rii 
1 δ/  

る。ここで，者<0， Oが導かれる O かくして，二部門がCES

生産関数に従っている経済での要繋鱈格フ口ンディアは原点に対して凸であ

る。

付録一定の弾力性そもつ要素錨格フロンディア (CEF)

ACMS(2)のCES， Powel1と Gruen(15)のCETと詞様にわれわ

れはCEF(一定の弾力性をもっ要素繍格ブ戸ンティア}を導くことがで、き

るO

均衡の生熊要素lilIi格は Tたwであり rとwのトレードオフによって作ら

れる弾索価格ア口ンディアは

く1) r =ゃ(w) (又は， wコログ(r)) 

と悉くことができる O 我々のモデルマは，

(2) φ>0， rtl<O，似 >0，0くれ w<十∞

で、あ0Q



新古典派二部門モテ、ルにおける 若林 179 (367) 

FPF(1)の基本的な「形状」は

(3) 
d (手)誌

い RZjtf
なる rとwのトレードオフの弾力性によって測ることができる。弾力性の基

本的知識により払w=恥 rであるので，単にマと記すO

このとき，川正であるo なぜなら， r=cp(w)>O，長=ゆ'く0，

dゆ，=cp" d w> 0に注意、して(3)を書き換えてみればわかるO さて， (3) 

より，

d<p' ー 1 d(す)
φf 甲(す)

と変形できる。両辺を積分すれば，

(4) 

ωlog  1φ， 1 =j log (す)+ j log c 

を得る O ここで， j = 1/万である O また cは積分定数である O これより

(6) |φ'1 =(号)j 

J == r 

ゆFくOであるから，

( 7 ) グ = ま=-c(す)j ; C=cj>O 

CEF 

J ~(~ =-CJ令dw

w 

" / 

(8) 

変形して積分子を施すと，
cr=w 
/
 /

 〆
〆

/
 /

 /
 /

 /
 

jチ 1とすると，

(9) 
出 1ー UT l-j 

ーァ=-C-'"ーで二+D
1 -j -1-j O 

ここで， Dは定数である。従って解は，

(10) r1-j+Cw1-j=D(1ー j)

であるO 得られたCE F(10)を陰関数微分すると，

(11) 

図13

先=-(寸)j < 0 
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￡L=Cj(長)(~)j ー 1>0

j→十Oく jくしj>Oであるからベキ乗の 1- jは j→十 0，であるO

異なった形状が得られるOjー〉十∞によって，j > 1， 

r十w=Diこ近づき，直線を得る Oη→∞のとき，j →十 O即ち，( i ) 

両軸と交わる O その交点は，

(号(1ーil)円で、あるo

のとき，(1くηく十∞)Oく jく l

((D (1-j )) 1-j， 

(ii) 

0)， (0， 

のとき(3)に戻って積分を二回行なうと，(万→ 1) j →十 1(iii) 

dは定数r =(す)C(12) 

市V一一-， 00w→ 0， r→ Oのとき，c = 1のとき，直角双曲線になるOを得る O

r~→ O となる両軸に無限遠点で接する FPFが得られる Oのとき，

ある漸近線に近づく。

のときは，固定比率の FPFになる。(図13参照〕

長は， どのように変化するか調べよう。

のときは，(1)可)

(マ→ 0)

j > 1 

J --，∞ 

(iv) 

(v) 

次に jが変化するにつれて，

jで微分して，

す(先)=一(寸)
j log (す)這oas cr這W(13) 

Y
B
A
 

T
tム

T
1
4

1wv 

~ ， 
cr=w ， ， ， 

~ 
ノ

ノ， ， 
〆

〆，、， ， ， ， 
/ 

〆， ， ， ， ， 
J ， 

図 14

r この意味を図形的，経済的に

解釈しよう O 図形は右図のようであり

を得る O

万(j)の増加 (1成少)につれて，矢印

のようなシフトがおこる。

図と(13)式により次のことがわか crくw

る。

rとwのトレードオフの弾力性が増加

するにつれて FPFの勾配は crくw

w cr>wの領域で、減の領域で増大し，

少し cr= wの直線上で、は不変にとどまるO 従って，弾力性の増大によって

FPFは Iから Eへ原点側にシフトする O さらに，経済的意味をもたせれば，
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ある生産要紫{甑絡をf訟の生産要素価格に代替させることの容易ぎなもっと強

めれば，11m定した要素供給の下では cr w 徐いた全てのケ…スにおい

て費用最小化の務素態絡の組み合わせに導くことになる。
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