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0-1整数計画法のフアセットについて 関口 65 (65) 

0-1整数計画法のファセットについて

関口恭毅

1.はじめに

我々が現実に遭遇する決定変数は，すべて一定の量を単位として計量され

る。この意味でも，我々は離散的な量の世界に住んで、いる。これを連続的な

数で近似的に表現し，考察することによって，十分な精度を得ることのでき

る場合は多い。

しかし，特に高精度が必要な場合，連続化によって十分な精度が得られな

い場合，また， Yes， Noといった本質的に離散的な対象を扱う場合等は，本

来の離散的世界そのものを考察することが必要になる。

そのような場合の手法の 1つが，意思決定手法の分野では整数計画法と言

われるものである。大部分の整数計画問題は，そうすることが得策とは言え

ない場合も多いが，原理的には 0-1整数線形計画問題 (0-1ILP)に等価変形

できることが知られている。

0-1 ILPを解くには， (変数の個数を nとすれば解は多くとも 2n個しかない

から)すべての解を列挙してしまえば解ける。この方法で必要な計算量は nの

増大とともに急速に増加し，n = 100では約 1030個の列挙を要する。

そこで nの増加による計算量の増大の速度の低い解法が種々考案されて

いる(例えば(4)を参照)。切除平面法 (cuttingplane method) もその 1つで

ある。

0-1 ILPの実行可能領域は単位超立方体の頂点の部分集合であるが，これ

を定義する制約条件の表わす超平面は，これらの頂点にぴったりはりついて

いるのではなし通常はいく分浮いており，しかも，多少はすになっている。
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従ってこれらの超平面が定める多面体の頂点は，単位超立方体の頂点とはな

っていない。そこで，余分ーな頂点を切除し，制約多面体の頂点と超立方体の

頂点を一致させるために，追加的な制約条件を設ける。これが切除平面であ

る。

余分なところを最も深く切除する超平面がファセット (facet)と呼ばれる。

すべてのファセットが求まれば，これが定める多面体の頂点は，単位超立体

の実行可能な頂点に一致する。このことからファセットは，効率的な解法を

得るための有力な道具として，また実行可能領域の特性を知る手掛りとして

興味深い。

一般的な 0-1ILPに対するファセットに関して，多くは知られていない。

しかし，特定の形をした問題については可成りの研究が公表されている。そ

れらの中で本報告と関連が深いものとして， 0-1 ナップザ、ツク問題(0-1KP) 

と通常のグラフ上の節点パッキング問題 (VP) を上げることができる。

0-1 KPについては最小被覆 (minimalcover)に基づいた構成法が良く研

究されてし;弘この方面の研究を分り易く紹介した報告に嶺長)がある。これ

を多重制約の場合に拡張する試みとして Padberg(8)， (9)を上げることができる。

VPについては，完全グラフや閉路 (cycle)など正則グラフに基づいたも
(7旧聞6)

のが良く研究されており，それを一般化する試みとして Nemhm脱 raMTrottg 

を上げることができる。

これら 2つの流れからの一般化が互に密接な関連を有することが PadbeIg

により指摘されているが，この事実を利用する試みはまだないようである。

本報告では，超グラフ (hypergraph)の概念を利用して，上記の 2分野で

の一般化によって得られた成果が，互に他の分野でも成立することを示し，

さらに，新しいファセットの構成法を 2，3提案する。

2.多重制約の 0-1ナップザック問題

通常の 0-1KPを一般化して，体積，金額…と制約条件が複数ある場合を考

える。その時，実行可能領域は次式で定義できる。
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p(A，ao) = {x E Rn I 亙z三五 ao， Xjニ oor1 V jε N} ………・・(1)

ここで Rn:n次元空間，瓦:ajを第 j列とする mXn行列， EJ(j=I，2，

一， n):非負の m次元列ベクトノレ， ao:正の m次元列ベクト Jレである。また，

N = {l， 2，…， n}とする。

次の P，(A， ao)は Pの凸包と言われる。

P， (A， ao) = conv.{xεP}………...・ H ・..……………………………(2)

一般性を失うことなく (3)を仮定できる。 Oは適当な次元数のすべての要素

がゼロのベクトルあるいは行列を示す。

0<  aj三五五。 vjεN ……………...・H ・..………...・ H ・..…………(3)

m = 1の場合からの類推で， CcNは(4)を満すとき(2)の被覆 (cover) と

呼ばれ，さらに(5)を満すとき最小被覆と呼ばれる。

ヱ珂五J主五。 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・イ心

~jεCaj-a k 壬 ao vkεC …………………...・ H ・..……………...(5)

TcNに関し，J εN¥Tに女すして，め=0とおいて得られる P，の t=ITI 

次元部分空間を PTで示す。 PTの内点を xT で示す。

n:xT 三五 π0・・ H ・H ・....・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・倒

なる不等式が (7)，(8)を満す時，これをブアセットと言う。(7)を満す時(6)は妥

当 (valid)であると言われる。

πxT 
<玉71:0 VXTε PT………...・ H ・..……………………………(7)

(ヨXTi，i= 1，2，.・.，tlxTiεP7)((7I:XTi二布。)八 (XTiはアフィン独立))・…(剖

P，の次元は(3)の仮定があるのでnである。PadbergはPTのファセットを l

次元づっ持ち上げて， P，のファセットを作る一般的手順を与えた。これは 0

1 KPおよび VPにおける逐次持ち上げ (sequenciallift)の一般化である。

m = 1の場合には同時持ち上げ (simultaneouslift)が必要でトあることを考

えると， Padbergの手順が， (6)を持ち上げて得られる， P，のすべてのファセ

ットを生成するとは考え難い。今後の課題である。
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m = 1の場合には，正準(canonica1)なファセット(例えば(2)を見よ)の

すべてが特徴づけられている。そこで用いられた概念を P[の場合に拡張する

ことによって， P[の新しいファセットを得ることができる。

最小被覆 Cに対し， E(C)を次のように定義し，これを Cの拡大と呼ぶ

E(C)=CU{jεN ¥C  aj詮z viε c} ...・ H ・..……… (9)

Cは，次式が成立するとき支持的(supporting)であると言われる。

Cj εE(C)¥C) (ヨi"i2 ε C)(ヱkEC¥I(，(lak三五五。-aj) …...・ H ・.'(10) 

[定理 2，1] Cが支持的最小被覆で、あれば，

~jEE(C)X J(C) 三五 ICI-1 ・H ・H ・-…………………………………………(ll)

はPf(C)のファセットである。

(在)

[証明]拡大の定義から， E(C)の要素数ICIの任意の部分集合は被覆である。

従って(1Dは妥当である。 XE(C)i，i 1， 2，…， ICIを

x J<C)i = 1 for εE (C) ， j *-i xJ(C)i = 0 otherwise 

とし， xf(01i=|C|+l，…， IE(C) 1を

xY(CM二 l

XJ<C)i = 0 

for j = i or εC ¥{i"i2 in (10)} 

otherwise 

とすれば XE(C)iは(1Dを等号で満してしかも互にアフィン独立であり， かつ

p[E(C)の内点である。

最小被覆 Cが強 (strong)であるとは，

tj εN  ¥E(C)) (ヨiεC) (~kE C¥lil ak三三五。 aj)…………・(12)

が成立することである。(12)は上の証明における XE(C)iと独立で， (1Dを等号で満

す p[内の点を n一IE(C)1個作れることを保証する。しかも， (ll)はp[に対して

も明らかに妥当である。従って次の定理を得る。

[定理 2.2JCが強かつ支持的最小被覆であれば， (11)はp[のファセットである。
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(注) このことが成立する範囲内であれば，拡大の定義(9)をゆるめても，定理 2.1， 2.2 

は成立する。

3.最小被覆が作る超グラフ

Cを2の(2)のすべての最小被覆の集合とする。

C = {C C N I Cは2の(4)，(5)を満す}…………………...・H ・..(1)

Iを

1 = {I C N I 1 ~ C εC} ………………….....・H ・.....・H ・-…(2)

と定義する。 1E 1の真部分集合はまた，すべて Iに属する。従って，対(N，

1)は独立系(independencesystem)であり， Cはこの系のサーキット (circuit)

の族である。この事は Padbergによっても指摘されているが，本報告での検

討を Nemhauser and TroUerの成果に結びつけると言う意味で重要である。

対 G= (N， C)は頂点 (vertex)集合 N，辺 (edge)集合 Cより成る超グ

ラフを定義する。Aをこのグラフの辺一節点接続行列とする。Aの各行は各々，

最小被覆を表現する。第 i行の最小被覆をcとするとき，aoi二 ICI-1とする。

α。を第 i要素が αoiである mG= ICI次元列ベクトルとする。通常のグラフで

はaoi= 1であることに注意して， vpの超グラフへの一般化を考える。次式

で定義する九はこの一般化した vpの制約多面体の凸包と考えられる。

PG (A， ao)二 conv.{xεRn I Ax壬ao，Xj二 oor 1 V jεN}…(3) 

[定理 3.1JP，(瓦，ao)= PG (A， ao) 

[証明]接続行列 Aおよび α。の定義から， P，の各点がれに含まれることは

明らかである。以下に PG の各点が P，に含まれることを示す。ある zεPG が

P，に含まれないとする。この xの要素で値 1のものの添字の集合を Kとする。

ヱJε Kaj三五五。 …………ー ……………………………………………・・(4)

が成立する oXεPG なので Kは最小被覆ではあり得ない。従って(5)を満す k

を少くとも 1つ含んでいる。



70 (70) 経済学研究第30巻第l号

ヱjEKaj-ak主五五。 kEK……...・ H ・..…...・ H ・..…………...・ H ・(5)

そこで Kから kを除いたものを新しい K とする。この操作を(5)を満す kが存

在しなくなるまで繰返す。 2.の(3)の仮定から，この操作はIKIミ2で必ず終

了し，その時点でKは最小被覆である。これは xεPGに矛盾する。背理法

により X εP，でなければならない。

対(A，ao)が対(瓦，ao)の集合の部分集合の要素であることに注目する。PGに

対しでも有効である。しかし，れでは最小被覆が Aのどれかの行に一致する

ことが明らかであれこの行は他の列には 1の要素を持たないから，2の(9)で

定義された拡大 E(C)= Cが常に成立する。従って定理 2.2は，これを PG に

適用するとき，Aのある行Cに対応する式

~jεc Xj孟 ICI-l

が PGのファセットとなるための十分条件 2.の(12)を与える。しかし，こうして

得ることのできるファセットは，定理を直接 P，に適用して得るファセットの

一部である。つまり，ある Cに対して

("j ε N ¥ C) (ヨiε C) (玄 hεC¥lilak三五 α。-aj)

とする。これは C¥{i}U{j}が最小被覆を含まないことを示すから，

~kEC \ lilak 壬五。一言J

である。従って，定理を PGに適用したとき，ある Cが2の(12)を満すなら， P， 

に適用したときにも同式を満すことになる。

Gにおいて， ICIニ qなる辺の任意の集合を C(q)で表わす。Q=u{CIC

ε C  (q)}とする。 Gの部分グラフ G'= (Q， C (q))は， IC(cj)I=(守1)

であるとき，完全部分グラフであると言われる。各最小被覆はそれ自身完全

部分グラフである。

Gの完全部分グラフ G'は，それを含むより大きい完全部分グラフが存在し

ないとき，クリーク(c1ique) と呼ばれる。

互に異る p個の辺の集合C，P，二 {C"C2，…， Cp}を考える。このとき， (6)， 
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(7)が成立すれば C刷は閉路 (cycle) と言われる。

Qt= cnCH1宇 oi = 1，2，…， p-1 

Qi= CーlnCiヰ oi = 2，3，…， p ・H ・.....・H ・..………………・(6)

Qj = Qj; = c1ncpヰ φ

Ci = QtuQi i = 1，2，…， p……………………...・ H ・..…………(7)

閉路C'PJはpが奇数であるとき奇閉路と言われる。また， p = Uf~lCi とする

とき，

Clミp 'C εC ¥C'PJ………………………………………………(8) 

であるとき，無弦である(chordless) と言われる。

4. クリークから構成するファセット

[定理 4，lJG'= (Q，C(q))をGのあるクリークとする。

ヱJ叫 X?豆q-1.口…….日….口.……..……..…….口…….口…….一…….日…….口…….口…….口……..…….口…….υ…….日…….口…….口…….日……..……..……..…….日…….日…….口…….口…….口……..…….日…….口…….口…….口…….口……..…….日…….い……..…….い……..…….一……..…….口…….一…….一…….一…….一…….一…….一…….一…….一…….口…….口…….口…….口…….リ…….一…….い…….一…….一…….一…….一…….一…….一….口.イ(ω1日) 

は p~ のファセットである。

[証明Jp~の各点が(1)を満すことは， Q から任意に q 個選ぶと，それが最小

被覆の 1つであることから明らかである。 xQiをその第 i番目から第 i+q-2

(mod.IQI)番目までの要素が 1で，その他がOであるようなベクトルとす

るoxQi， i = 1， 2，…， IQIはアフィン独立であり，しかも(1)を等号で成立させ

る。一方，xQiは， C(q)に含まれる各最小被覆に対応する Ax三五 α。の行を満

たし，さらに， C¥C(q)に含まれる任意の最小被覆は N¥Qに含まれる要素

を少くとも 1 個は含んでいる。従って xQi ε p~ である。

(8) 

定理 4.1はPadbergのpropositionと同値である。

[系 4.2J定理 4.1でq= min{ICI I C εC}であれば(1)は九のファセッ

トでもある。

[証明J(1)は明らかに妥当な不等式である。 jεN  ¥Qとする。 jを含む任意
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のCεC ¥C(q)はIcnQI< ICI-1かIcnQI= ICI-1のいず、れかを満す。

前者を満すものと後者を満してICI> qのものは，XjとQの中の任意の q-

1個の iに対するんが 1である xを作れば，この xはその Cに対応する Ax孟

aoの行を満す。後者を満してICI= qのものについては， G'がクリークであ

ることから， Qから適切に q-1個の要素を選んで K とすれば， {j} U Kが C

に含まれないようにできる。従って xJを

1

1

4

A

H

U

 

r
l
-
-
1
l
L
 

一一
J

z

 
x
 

forε{j} U K 

otherwise 

とすれば，これは PGの内点であり，しかも，(1)を等号で満す。各jε N  ¥Q  

に対応して，どを定め，定理 4.1の証明で使ったが2にわ=0 for j εN  ¥ 

Qを追加して Rnの点にすれば，総計 n個の互に独立な PG 内の点を得る。こ

れらは明らかに(1)を等号で満す。

系 4.2によれば， Cの中で最小位数の最小被覆は，それ自身がファセット

を構成するか，それを含むクリークがファセットを構成するかのいづれかで

ある。

N emhauser and Trotterの系 4.4は任意の CεCに対してICI= qが成

立する場合を対象にしたものであるが，これは系 4.2の特別の場合である。

普通のグラフに関する VPでは常にICI= 2であって，系 4.2が成立する。こ

れが Padbergの定理 2.4の十分性に対応する。系 4.3は4.2を若干拡張した

ものである。その証明は系 4.2の証明とほとんど同じである。

[系 4.3J定理 4.1において，

Ic¥QIミ2or ICI孟 q Vc εC ¥C (q) …・…....・ H ・...・ H ・..(2)

が成立すれば， (1)はPGのファセットである。

定理 2.2はPG にも有効であることを前節で指摘した(この場合，2の(12)の
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めをめで置き換えれば良い)。これによって得られるフアセットは上の系 4.

3によって得られるものと異る。 2の(12)はCがそれ自身クリークであること

を要請している。しかし，

(ヨjεN¥C) (ヨiε c)(~kEC\ lilak+ めと五α 。)

であれば， K三 (C¥{i})U{j}なる最小被覆が存在し， j ε Kが成立しなけ

ればならないから，

IK¥CI = 1 

である。

and IKI < q ...・ H ・....・ H ・.....・ H ・-…(3)

このファセットが，定理 2.2をP1に直接適用して得られる PG のフアセッ

トに含まれることも前節で指摘した。 P1から得られるファセットも系 4.3に

よって得られるものとは異ることが次のようにして示される。

Cが強であるから， Q C E(C)が存在して， Qによって生成される Gの部

分グラフ G'がクリークになる。 jεE(C)¥Qとする。 jとCのICI-1の要

素から作った，位数ICIの集合は拡大の定義からすべて被覆であるが， jはク

リークに含まれないから少くとも 1つは，最小被覆でないものが存在する。

これを Kとして， 3の(5)を満す kを順次除いて行くことによって，最小被覆

K'を得ることができる。この K'に対して， (3)が成立する。しかも E(C)ヰ Q

であっても良いのである。

5.無弦奇閉路から構成するファセット

[定理 5.1J無弦奇閉路 C，P'があるとき，

ヱjEP点 IP卜÷ ( P + 1)(l)

はPoのファセットである。

[証明]まず(2)が成立する。

IPI二早 川1=孔 lQ7|=;孔 IC;I ω 
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P~ は

~jεpajxj 三五 α。………………………...・H ・..…………………………(3)

の凸包として定義されるが， (3)の中の C刷の要素に対応する各行を辺々加え

れば，

左辺 =2~jEPXj 

右辺=ヱ仁1(ICd-1)= 21PI-p 

従って，

~jEPxf 壬 IPI ーす-p

しかし pが奇数で左辺が整数であることから， (1)を得る。従って，(1)は妥当

である。

xPi(t)， i = 1，2，.・"p， t = 1，2，.・"IQilを次のような列ベクトルとする。

ゎ =1 for j εQi-{Qiの第t番目の要素}

j εQi+2hー1

j εQi+2h-{Qi+2hの最後の要素}

x j = 0 otherwise 

ここで， h = 1，2，…， p-1。また i十2hとi+2h-1はmod.pで計算する

ものとする。

xPi(t)は全部で

ヱ仁llQil= IPI 個

作られる。また， 3の(6)，(7)から

C; = QiUQi+l (i = 1，2，…， p-1)， Cp = Q;;-UQj 

であり xPi(t)で、は， Qλ Qi+2' … Qi-lに各々1個づっ 0の要素を持つ(添

字は mod.p)。従って， Ci-1だけが xyM)二 Oとなる jを2個持ち，残りの p-

1個の Cはすべて， 1個づっそのような jを含んで、いる。このことから xPi(t)が

P~ の内点であることがわかる。また ， xPi(t)の要素のうち Oであるものの個数
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は， 2+ (p-1) = p+1の半分(各OがC;と C川の双方に含まれることに注

意)である。従って，

Zdfzlt)=|P1-÷叩)

となり ，xPi(t)は(1)を等号で満す。しかも xPi(t)は互に独立である(付録1)。従

って，xPi(t)は， 2の(8)を満す。

通常のグラフでは常にIC;I= 2であって，閉路の長さ pとその閉路上の点

の個数が一致する。このことから次の系を得るが，これは VPに対して奇閉

路から得るファセットに一致する。

[系 5.2J定理 5.1でICi I = 2， i = 1， 2，…， pであれば，

~jεp出 ÷(lP卜 1)

は P~ のファセットである。

TroUerでは系 5.2が，より一般的な正則部分グラフ， web (くもの巣)に

拡張されている。超グラフの場合にも，このような一般化が可能であろうか。

これも今後の課題である。

6. まとめ

本報告では，多重制約の KPが超グラフにおける VPに等価変換できるこ

とを示し，新しいファセット構成法を 2，3発見すると共に，単一制約 KPと

通常のグラフにおける VPに対して個別に展開された従来の研究の統合を試

みた。

単一制約 KPと通常のグラフ上の VPに対する研究成果は，本報告で述べ

た成果に較べるとき，格段に豊富で体系的である。これまでのところ，従来

の研究成果と類似の命題が本研究の対象にも成立している。本報告の接近法

をさらに多角的に適用することによって，本研究の成果を一層発展させるこ
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とのできる余地があるものと考える。 2.で述べた同時持ち上げに関する課

題はその 1例である。

最後に，本研究の着想が，筆者が行っている研究会における，北海道大学

経済学部嶺野幸子助手によるE.Balasの研究紹介を契機として得られたこと

を記し，謝意を表する。
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付録 l

各行を xPiWの転置で構成した行列は次の Xである。

X =x11tl 

X
21t1 

X
31t1 

Q~ Q， Q~ "'Qふ Qん1… Q;-IQρ

国 10 ・・・ 10 ..， 1 10 

110 N 1 ..， 10 ..， 1 0 1 

10 N'" 1 10 ・・・ 。

N : I:対角線の要素がすべて 0で

他がすべて 1のマトリクス

すべの要素が 1のマトリクス

10 最t王の列がすべて 0で他の要

素がすべて lのマトリクス

x';'" 110 10 ・・ N 1 … I。

x'i+I'" ¥1 10 ..， 10 N …。

xP
-

1
'" 110 10 ・・ 。… N 

xN'  11 10 1 … 10 1 ..， 10 N 

① Xの第 l行目をそれ以外の各行から号|くと X'を得る。 X'では主対角線の両側で

十1と 1が交互に現われるが，上側では十lが，下側では一lが，丁度 1個多い事に

注意する。

QI-Q; Q， "'Q;ιQ;-，・ 1 …Q~I Q~ 'E: (1，1)要素以外の第 1行，第 I列がすべ

x'=x
l
'" lETT TT T T1 …要…輔がすべ

て 1， jl也の要素がすべて Oのマトリケ
X
21t1 H W 0， ..' 0， 0， ..， 0， 0，ス

x"" ，0 0;-V ..' 0 0 ..' 0 0 1 T:第l行がすべて lである他はすべて O

のマトリクス

r:Tで第 l行最右の要素を Oとしたもの

H:第l列がすべて 1.最右列がすべてーl

x"" 1 H 0 0 …W 0， … O~ 0， I で他はすべて 0のマトリクス

x'ι+"" ¥ ，0 0，0， "'0， V … o 0 I W:主対角線がすべてー lで他がOのマト
I ・ リクス

0:すべてがOのマトリクス

0，.，0:最右列あるいは第 I列がすべてlで
他がすべて 0のマトリクス

O~ :0，の最右列を一 Iに変えたもの
ZP1tlH O O O O N-01j v:開線上がー l 闘が1(ただ

，r"" 1 ，0 O~ 0， …0， 0， … 0，- V し最右最下の要素が0) で他がすべて

0のマトリクス
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② X1の第 l列に他のすべての列的山とX2を得る。X2で(1，1)要素は IPト十
(p+1)である。従って， Xの行列式の値は，

(ーl)lh|P|-h+1)}×川行列式の値)

である。行列 Yは，仕切り線で示したような周期性を持っている。

Q， Q3 Q，- Q; … Q'i Q'i'¥…Q; ¥ Qj; Ql Q， Q，' 

Y=x2
' 

N 0¥ 0， 0¥ ・・ 0， 0¥ 1XJ[A T 

T" .... 

x" 0¥-V 0 0 ... 0 O '0 0 1 x2
，" 1 0， 

x" '0， o~ x3
'" I 0¥ I Y 

x" 0， 0¥ 1 0， V ... 0 0 …O O 

-・・0， 0， X2t|。。|OO i|N 01 

x'ιゐ"1 0， 0，1 0; 0，… 0， y "0 O 1 A :0.1)要素が IPIーす(p十1)

f也の主対角線上の要素← l

f110 1 0  0||。。|日
x'" ¥0， 0，10， 0，1 "'10， 0， 1'" 

③ Yに対して，次の操作をする。

(i) Q，の最後の列を Q，の最後の列に加える。

(ii) x3(IQ:iI)の行二を x2(IQ21)の行二に力日える。

(iii) x2{IQil)のf子を X3(IQ:iI)の?子から守|く。

(jv) x4(IQ-i，)の11'を X3(IQ却の行こに力日える。

この操作により Yは次のように変形された。

1也の第 l行の要素が l

他のすべての要素が。の

マトリクス
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xJ1tl 

Q; Q， Q， Q， ••• Q;i Q;i>l ... Q;， ， Qp 

V 0， 0， 0， ..' 0， 0， ••• 0， 0'1 

o V 0 o "'0 o "'0 0 

o 0 I 

o 0， 

Y' :yから X2rt
!，X3

(tJの11'と

Q;;Q，の手IJを除いでで

きる小行手IJ

V :Vの最右・最下の要素

を lにしたもの

Y'=x"" 

か

か

ι
引

かz

x

 
Y' 

x"'" I 0 0 

X2i+lltl I 0 0
1 

:x;"-"" I 0 0 

Zρ"¥o 0， 

従って， Yの行列式の値=(ー1)IQわ同I(Y'の行列式の値)である。

④ Y'がYと同形であることに注目し，③の操作を繰返せば，結局，

Yの行列式の値=(-1) ~f~2IQil 

⑤従って， Xの行列式の値二(ー1)~fニ 2 1 QiI-11IPI--kー(p+1)1であり ，XPi(tlは互に
2 

独立でなければならない。

付録 2 数値例

例 1. 5x，+3x，+3x3+3x4ート2X5+x6 ~五 7 

3x，十2X2+2x3十2X4+x5+ X6豆 5

4x，+4x2+2x3十4X4+4x5+4x6三三 10 

この制約条件では最小被覆は次の 11個である。

C，={1，2}， C2={1，3}， C3二{1， 4}，C. = {1，5，6} 
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C5 = {2， 3， 4}， C， = {2， 3， 5}， C7 = {2， 4， 5}， C. = {2， 4， 6}， C. = {2， 5， 6} 

ClO = {3， 4， 5}， 

Cll = {4， 5， 6} 

最初の 4個については E(C)= Cである。このうち， C" C2， C3は強で、ある。 C4はj=

2，4について 2.の(]2)が成立しないので強でない。 C5，C7， C.については， E(Ci)= {l}U 

Ciである。 C5だけが支持的でない。しかし，他のものも強ではない。 C"C.については

E(C i)={1，4}UCi 0 ClO， Cllについては E(C;)= {1， 2}U C;である。しかもこれらは支持

的かつ強である。定理 2.2からは，従って， C" C2， C3， E( C，)二E(ClO)，

E(C.)=E(Cll)が PGのフアセットを与えることがわかる。一方，

2 3 4 5 6 

1 Cl 

C2 

C3 

A=C. 

C5 

C， 
C7 

C8 

C. 

Cl0 

Cl1 

1 1 

噌

E

A

-

-

4

E

i

-
-
噌
E

A

-

-

4

E

i

-

-

噌

E
i

噌

E

A

t

E

i

4

a

i

4

E

i

唱

B
A

唱

E

1

4

E

i

-
E
4

噌

Eよ
噌

E
A

噌

E
A

噌

E
4

であって， C" C2， C3， C4， {C5， C" C7， ClO}， {C7， C.， c.， Cll}がクリークを作る。 C" C2， 

C3は系 4.2を満す。残りのものは系 4.3も満さない。

例 2.例 1で Xt， X2 の係数が各々 (3 ， 3 ， 3)~ (3 ， ~3)'であるとする。この時，最小被覆は

例 1 における C5~Cll と次の 10 個である。

{l， 2，3}， {l， 2，4}， {l， 2，5}， {1，2，6}， {1，3，4}， 

{1，3，5}， {1，3，6}， {l， 4，5}， {1，4，6}， {1，5，6} 

ここでC"Cgの拡大は CU{4}となるが，他のものについては E(C)二Cである。

このうち強であるのは， {1， 3， 6}だけである。従って，定理 2.2を直接 P，に適用すると

ぁ+X3+X，~五 2

だけが生成される。

一方， Pじでは， {1，2，3，4，5}， {1，2，4，5，6}， {1，3，6} が Gのクリークを生成する。



0-1整数計画法のファセットについて 関口 81 (81) 

従って，系 4.2を用いれば，さらに，

Xj十X，+X3+X，+X5 壬2

Xj+X， +x，+X5+X6 三五 2 

を得る。

ø~ 3. 6xj十4x，+5x3 + X5 + X7十 X8 ;:;三 14

Xj +8X3+6x，十9x5+ X6+ X7 + Xg孟21

xj+2x，+ X3+8x，十8x5+9x6+8x7十 X8+2X9孟 32

X， + x， 十4X6+5x7+4x8+3Xg壬 15

9Xj+9x，十3X3+ぬ十 X5+2x6 +9X8+9x9 ~ 35 

この場合，最小被覆は次の 5個である。

{l， 2，3}， {3，4，5}， {4，5，6，7}， {6，7，8，9}， {8，9，1，2} 

これは，無弦奇閉路を構成するので

~~=lX i孟 6

はPGつまり P，のファセットである。




