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経済学研究第30巻第3号 323 (100;1) 

多目的計画問題の解法研究の分類と検討

渡辺昭夫

1.はじめに

個人や組織がある事項に関して意思決定を行うとき，複数の評価項目を同

時に考慮しなければならない状況がたびたび生じる。この程の問題を解決す

る万法として，数理計固法の分野で，多目的計画法と呼ばれる手法が，近年

提案されてきている。多目的計画法は，複数の評価項目をそれぞれ1倒の目

的関数と考えて，ある定められた制約条件の下で，それらの目的関数を同時

に最適化する手法である。多目的計画法により解かれる問題は多目的計画問

題と呼ばれ， (1)式で定義される。 [24] Xはベクトノレで、ある。

max fl(X) 

max fp(x) 

subj. XEX 

(1) 

また，多目的計画問題の最適解日は， {!自の目的関数の値を悪化させること

なしには，ある目的関数の値を改善することができない解として定義され，

通常有効解と呼ばれている。解析的にみると，ベクトノレでは大小関係の比較

不可能な場合が存在するので，有効解は集合として与えられ，単一の解とし

て定義することはできなし、。今のところ，多目的計画問題を解いて，有効解

集合を直接求める解法は存在しておらず，通常有効解集合の要素をひとつ求

める手法が「多目的計画法の解法Jと呼ばれている。しかし，有効解集合を

直接求める解法が発見されたとしても，実用的にはあまり意味がないと思わ

れる。

つまり，現実に複数の評価項目をもっ問題を解く場合であっても，意思、決
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定者はひとつの解を選択しなければならず，このことは，彼にとって最良と

判断される特定の有効解を選択していることと理解できる。これはまた，意

思決定者が白己の効用関数(明示的に知られている必要はなしうを最大化す

る代替案の選択を行っていると解釈できる。このような意思決定者が解かな

ければならない最終的な問題を効用最大化問題と呼ぶことにすると，この問

題は (2)式で表現できる。

max U(fl(X)，…，fp(X)) 

subj. to XfX 

(2) 

ここで，Uは fi(i=1，…， ρ)の{直に対して非減少関数 X は実行可能解の

集合である。この効用最大化問題の解法は(暗黙の)効用関数の値を改善す

る有効解を逐次求める手法となる。この有効解を求める手法として，いわゆ

る「多目的計画法の解法」を利用することができる。

本稿では，複数の評価項目をもっ効用最大化問題の解法として，いわゆる

「多目的計闘法の解法」を利用する立場から，効用最大化問題の解法の分類

を行う o J:)、下では従来なされてきた多目的計師法の研究を整理し (2節)，効

用最大化問題の解法の分類基準を提案し， 解法のメカニズムを検討する (3

節)。さらに， 効用最大化問題の解法を実捺に分類し，若干の検討を加える

(4節)。最後に，結論を要約する (5節)。

2. 多目的計画法研究のアプローチ

これまでなされてきた多目的計画法の研究は，次の 3つの研究アプローチ

に整理できる。第ーは，多目的計画法の数学的基礎的分析の研究である。こ

の研究アプローチでは，多目的計画問題の特徴やその解の性質などが研究さ

れてきた。それらの研究としては， Kuhn & Tucker [18Jのベクトル最大化

問題の先駆的研究や， Charnes & Cooper [4J， Geo任rion[l3Jらによる有

効解を特徴づ、けた研究などがある。これらの研究を基礎と Lて，多目的計画

問題と有効解とが，前節で、述べたように定義されている。また，実際に多目

的計画法を用いて問題を解くという観点から， 目的関数および制約条件式が
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すべて線形関数である，多罰的線形計画法についての研究が，多目的計画法

研究の中心となっていることを指摘しておく。

第二は， 多目的計画問題の有効解をつくる具体的手法に関する研究であ

る。この研究アプローチについては， Philip [23Jの有効解の判定条件に関

する研究， Evans & Steuer [l1Jによる改訂シンプレックス法による有効解

の生成に関する研究， Zeleny [30Jや Dinkelbach& Isermann [9Jによる，

Compromise Programming の考え方を導入した手法の分類・整理に関する

研究などがあるO

ところで，多目的計画問題の有効解をつくる具体的手法に注目した場合，

多目的計問問題をf詳し、て有効解集合を直接求める手法は存在ぜず， r多目的

計画法の解法」と呼ばれているものは，有効解集合の中のある有効解を 1M

見つける手法にほかならない。このため，通常多目的計画問題を，有効解の

ひとつを最適解として与える数理計画問題におき換えて解く方法がとられて

いるO このような数理計画問題をつくる方法を擾数日的単一化方法とする。

それには複数の目的関数を合成して，単一の評価関数に変換すればよ L、。複

数目的を単一化した問題は一般に (3)式で与えられる。

max h(五(X)，…， f; (x)) 

subj. to XEX 
(3) 

ここで，hは複数日的関数を合成して単一評価関数に変換する関数である。

変換の関数としては，線形加重和がとられる場合が多く，これをスカラー

化問題と呼び， (4)式で与えられる。

max :E adi (x) 
(4) 

subj. XEX 

ここで，ai (i=l，…， 1う)は各目的関数に割り当てられるウェイトで，Xi>Oで

ある。

また， f也の変換の関数としては， 目的関数の最小成分を最大化する，いわ

ゆるマキシ・主ン問題に変換する方法がある。マキシ・ミン問題は (5)式で
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与えられる。

max江1111 (αJt(X)，…， αρ1ft (X)) 
x 

(5) 

subj. to XfX 

以下では，多目的計画問題の有効Wi~をつくる具体的手法として，スカラー

化問題を用いる方法をスカラー化手法，マキシ・ミン問題を用いる方法をマ

キシ・ミン手法と呼ぶことにする。

第三は， fiiI節で、簡単に触れた効用最大化問題の解法に関する研究である。

効用最大化問題の解法は，意思決定者の効用関数が既知の場合と未知の場合

との 2つで考えられる O 効用問数が既知の場合， 効用最大化問題 (2)は単一

目的の最適化問題に還元できる。これを効用最大化問題の最適化型解法と呼

ぶことにする。最適化型角lt法としては 複数目的を取扱う目標計画法に多く

の例がある。 [17J[19J しかし， 最適化型解法の利用できる場合には， 初

めから多目的計画問題として，取扱う必要がなかったものと考えることがで

きる。従って，効用最大化問題として本質的なものは効用関数が未知の場合

である O

効用関数が未知の場合，効用最大化問題の解法としては次の 2つの方法が

考えられる。ひとつは，全ての有効解を列挙しで，そのr!Jから最善な有効的(

を選択する完全列挙型解法である。特に，多目的線形計画問題では，有効端

j試を全部列挙する解法がよく研究されている。 [10J[l1J [23J もうひとつ

は，意思決定者とコンピューターとの会話形式により有効解を逐次改善して

ゆく逐次改善型解法であるところで多目的計画問題は大部分が連続型の変数

を用いて記述されるO この場合には，探索しなければならない有効解が無限

集合となることから，完全列挙型解法の実行は全く不可能となる。

従って，本稿では効用最大化問題の実用的解法として， jZ次改善型解法に

注目する ζ とにする。

3. 逐次改善型解法の分類基準とメカニズム

効用最大化問題の実用的解法として，逐次改善型解法に注目し，その分類
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基準と解法のメカニズムを検討する。分類基準としては，次の 2つのものに

注目する。ひとつは，複数目的関数を単一化する方法に対応するもので，こ

こでは前節で述べたスカラー化手法とマキシ・ミン手法の種類がある。さら

に，多目的計闘問題は各目的関数に対する目標値を導入するーと，等価な目標

計画問題に書き換えることができるので，複数日的関数の単一化に際して，

目標を用いるか用いないかによる細分類が可能である。

もうひとつは，効用最大化問題の逐次改善型解法の有効解の改善方法に注

目するものである。これには，求めた有効解を利用して，主rrたな制約条件式

をつくり， 1M約領域を縮小することを繰返して，最良の有効解に接近してい

く方法と，各目的関数に付したウェイトパラメータを変えることにより，単

一の評価関数を新たに作り変えて，新しい有効解を生成する方法とがある。

前者を制約領域縮小法と 後者を評価関数再構成法と呼ぶことにする。ただ

い制約領域縮小法と評価関数再構成法とは，前者が制約領域を操作し， {没

者が評価関数を操作することからもわかるように，互し、に独立した方法ーであ

る。このことから，これらの基準を組合せて利用することも可能である。以

上の分類、基準を用いて， c図1)の分類図式が得られる。本稿では各タイプの

解法を I型~VIII 型と呼ぶことにする。

ところで，効用関数が明示的に与えられMていない効用最大化問題において

は，各時点でつ意思決定者の現在の有効解に対する評価が必要となる。従って

逐次改善型解法では，意思決定者とコンピューターとの会話形式による，意

思決定者の参加が不可欠となる。このことから，効用最大化問題の逐次改苦z

型解法は，多目的計画法の会話型解法と呼ばれるものが主要部分を形成する

ことになる。この会話は，意思決定者の「現在の有効解Jに対する評価を，

スカラー化手法 マキシ・ミン手法

目標無 目標有 目襟無 i目標有

制約領域縮小法 I III V VII 

評側関数再構成法 II IV VI VIII 

〔図1]逐次改善型解法の分史民，図式
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〔人コ、 〔有効解〕 〔コンピューター〕

〔図 2J逐次改善型解法のメカニズム

Step 0 
!立問題・初期'l 1[([ 

5阻1'1 詰1'1111i1')，'数の ljl_.. iじ

〔スカラー化またはマキシ・ミン〕

適当なアルコ 1)ズム

イi 対j 鮮 の 生 成

Step 2 有効 W(， の捻 IJ~

r一一一一ー明司『罰明ーーー ---・ーーーーー--明司ーー四1

Slep 3 
I 

有効 W~ の ;;'1' 却li

改善 を指示

L-一一ー一一一ーーし一一ーーーーー一一冊j

Step4 有効解の改善

〔制約)iJi域または烈;.l!IIi1YJ数〕

(~3J 一般的手順のフローチャート
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コンピューターがある形式に従って受取り，問題を修正するメカニズムと，

コンピューターが問題を解き，得られた有効解をある形式に従って意思決定

者に提示するメカニズムからなると考えることができる。これらのメカニズ

ムは〔区12)で示される。前段で、述べた分類基準に対応させて考えれば，問題

修正のメカニズムは有効解を改善する方法に，問題解法のメカニズムは複数

目的関数を単一化するブ1法に，それぞれ対応づけることができる。

これらの分類基準とメカニズムに従って，効用最大化問題の逐次改善型解

法の一般的な手)1僚を〔図 3)のフローチャートに従って示す。

ステップ O 多目的計画問題で定義された原問題と，必要ならば， 初期ノ4ラ

メータや目標値などをコンピューターに入力する。

ステップ 1(問題解法メカニズム) コンピューターが初めに評価関数を単一

化し，次に適当なアノレゴリズムを解き，有効解を生成する。このとき，アル

ゴリズムの中には， 131限値を補効的に利用するものがある。

ステップ 2(有効解の提示) コンピューターが意思決定者に有効解そのもの

または有効解を用いて計算された各罰的関数の値を提示する。

ステップ 3(有効解の評価) 意思決定者が， コンピューターから提示された

有効解を評価して，満足ならば終了を満足で、なければ有効解の改善をコンピ

ューターに指示する。

ステップ 4(問題修正メカニズム) 意思決定者の評仰iに従って有効解を改善

するため，コンピューターが新しい制約条件式や新しい評価関数のパラメー

ターを生成する。その結果，ステップ 1へ戻る。

4. 既存の逐次改善型解i去の研究の分類、と検討

従来研究されてきた効用最大化問題の逐次改善型解法は， (閣ののように

整理できる。

I型解法としては， Benayoun & Tergny [2Jの POP(Progressive Orien-

tation Procedure)がある。これは，初めに p個の部分問題(所与の制約条

件の下で 1個の目的関数のみを最適化する問題)を解き，ベイオフ表を構成
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型 単一化方法 [改善方法 目標 調平 法

I スカラー化 制約領域 1疋 (2) 

II スカラーイt 評価関数 無 ((216))(6)(7)(8)((2194) )(15)(16)(25) 
(27) (28) (29) (31) 

III スカラー化 制約領域 何 (21) 

IV スカラーイ七 評価関数 右、 (5) (20) (22) 

V マキシ・ミン 制約領成 4!\~ 

VI マキシ・ミン 評価関数 無

VII マキシ・ミン 制約領域 有 (3) (12) 

VIII マキシ・ミ γ 評価関数 有

〔図 4)逐次改善型解法の分類

して，意思決定者に提示するO 意思決定者は p備の有効解を評価し， 興味

ある有効解をいくつか指定する。問題修正メカニズムではそれらに基づき制

約条件式を追加し，新たに評価関数を生成する。続いて，問題解法メカニズ

ムで、新しい部分問題を解き，提示を行う O 以下，同様の手順により，最も望

ましい有効解が得られるまで繰返す。

II 型f~法については，従来からよく研究されてきており，多くの解法が提

索され，応用されてきている。例えば， Belenson & Kapur [lJの解法は，

初めに p1闘の部分問題を解き， p 1悶の有効解を提示する。 P 1閥の有効解を

評価して，全ての日的関数に対して，満足で‘きる値を与える有効解がなけれ

ば，問題修正メカニズムに入る。ここでは，ゲーム解を用いて，新しいウェ

イト・ベクトノレを生成する。そこで，問題解法メカニズムにすすみ，新しい

部分問題を構成して，新しい有効解を得る。以下同様の手順を繰返す。ま

た， Zionts & Wallenius [31Jの解法は，初めに任意にウェイトを定めて，

有効解をひとつ得る。次に隣接する有効解へすすむ方向をすべて提示し，意

思決定者がそれらに評価を下して，新しいウェイトを生成して，新しい有効

解を得るものである O さらに， .Steuer [25J， [26J， [27Jの解法は， 初めに

2p+11岡の部分問題を解き， 2p+1個の有効解を意思決定者に提示して，そ

の評価を得る。最も望ましいとされた有効解に対して， 区間基準ウェイト
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(Interval Criterion Weights)を用いて p十HI悶の部分問題を生成する。こ

の際，評価関数は選択された有効解を与えた評価関数を基にしで構成され

る。以下同様の手順を繰返す。この解法の応用例としては [28J，[29Jがあ

る。その他の解法には，有効解の提示に際して各g的関数の値ではなく i首分

を与え，意思決定者がその増分に対して評価を行うことにより，ウェイトを

変更する， Haimes& Hall [l5Jの SWT(Surrogate W orth Trade 0妊)が

ある。また， Geo妊rion，Dyer & Feinberg [14Jは，初めに意思決定者が初

期解を 1個選択し，得られた値によりウェイトを定める。次に，そのウェイ

トを基にして Frank& Wolfeのアルゴリズムを適用して新しい解を得る。

trFこれを繰返すことにより，望ましいj砕を求める解法を提案した。この解ー法

について， Dyerは [6J，[7J，[8Jでいくつかの検討を加えているoHemming 

[l6Jは Frank& W olfe のアルゴリズムのかわりに Nelder& Mead (例

えば， [24J 1主主を見よ) のアルゴリズムを用いる BPR (Boundary Point 

Ranking) を提案しているO ところで，逐次改善型解法ではないが，多目的

線形計嗣法の有効端点を全部列挙する解法は，前節の一般的手順に従えば，

問題修正メカニズムと評価を自動化した解法と考えることができるO

III型解法としては， Nijkamp & Spronk [21Jの解法がある。この解法

は， p {罰の部分問題を解き，各目的関数の最良値と最悪値をリストにした可

能性行列 (PotencyMatrix)を意思決定者に， 提示し評価として許容できる

値を与えさせる。目標計商法のアルゴリズムを用いて解を得て，可能性行列

を提示する。意思決定者は，その解を受け容れて終了するか，または目標の

変更を指示するかするO 目標の変更が指示されたならば，前の手!煩を繰り返

すものである。また，複数目的を取扱う目標計画法は，問題修正メカニズム

と評価の部分が省略された解法で、あると考えられる。本稿では， 目標計画法

において目探偵を導入する操作は新たに制約条件式を追加することに対応す

ると解釈している。

IV型解法については誌に述べた Geoffrion，Dyer & Feinberg の解法

に，片側目標計画法の定式化を導入した Dyer[5Jの解法， 毘標計画法の絶
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対順数を変更する Price[22Jの解法がある。なお， Nijkamp. & Spronkの

解説によれば，不満足な値を与える目的関数に対応するウェイトを増加すーる

Monarchゑ Weber& Ducl王stein[20Jの解法もこのタイプに属すると思われ

るの

V型， VI型の解法について提案されたものは見出されなかった。

VII型解法としては， Benayoun， de Montgolfier & Tergny [3Jの STEM

がある O これは，初めに p伺のffl)分問題を解き， これからウェイトを構成

することにより理想解を生成して，マキシ・ミン問題をつくり，それを解い

て最初の有効解をつくる。次に，有効W(oから与えられる各評価値を志思決定

者に提示し，全ての飽に対して満足または不満足ならば終了を，そうでなけ

れば，不満足な{I立の改善を指示する。後者の場合，新たな告1]約条件式の追加

とそれに付随するウェイトの変更により問題が修正される。新しい問題に対

して，同様の手)1債な繰返す。また， STEM と目標計画法を結合したと言わ

れる (Nijkamp& Spronkによる)Fichefet [12Jの GPSTEMはこのタイ

プに属すると考えてよいように思われる。

VII1 期解法については，特に該当するものが見出されなかった。

ところで，一般的な多目的計画問題では，複数の目的関数の線形加東和を

とって，単一の評価関数をつくり，非線形討画法のアルゴリズムを用いて，

問題を解くのはひじように有効な方法であると言える。しかし，多目的線形

計瞬間題で、上の方法を用いる場合には，状況はかなり違ったものになる。つ

まり，通常の線形計画法で考えるように，最適解が実行可能な端点解である

場合，このような解は確かに多目的線形計画問題のひとつの有効解である。

しかし，この解が効用最大化問題の最適解になると L、う保証は全くな L、。つ

まり，意思決定者の効用関数を真に最大化する有効解は，有効解の集合と有

効端点解の集合の大きさを比較すれば，有効解の集合がつくる超平田上に存

在する場合が，ほとんどであるということが予想できるからである。その結

果，意思決定者の効用問数が線形関数であれば問題は生じないが，そうでな

い場合には，効用最大化問題の逐次改善型解法として，有効端点を列挙する
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タイプの II型解法(例えば， [lJ， [25J， [31Jなど)を利用したときには，

意思決定者の効用関数を真に最大化する有効解はほとんど得られないであろ

うと忠われる O

この点について，次の数値例を検討してみよう。

max fl(X)=一九十2X2

max ん(x)=3x1十X2

subj. to -X1十Xz毛 1

X1十X2L7

O岳町三5

O手 Xz毛 3

初めに， 目的関数にウェイト (1，0)と (0，1)を割り当てて解くと ，fl(X)の最

適解は (2，3)，ん(X)の最適解は (5，2)となる。また，制約領域は〔図 5)で示

されるものである。そこで， この例題の有効端点解を全部列挙するため，

(0.8， 0.2)， (0.75， 0.25)， (0.5， 0.5)， (0.4， 0.6)， (0.3， 0.7)の5通りのウ

ェイトを考えるO そのときの評価関数と最適解および各目的関数値は〔凶 6)

X 

f， 
〆〆， 

./ 

(2，3) ，./ (4，3) 、
， 

../ ， 、
， 
/〆

¥ /' 

‘ 
X52) 

‘ 
(0，1)γ 

(5，0) 
，-Xl 

〔閣の例題の ij，1j約領域
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ウェイト 評 側 関数 最 通‘ 解 1， 12 

0.8， 0.2 -0.2 x1+1.8x2 (2，3) 4 9 

0.75， 0.25 1. 75x1 (2，3)ー(4，3)

0.5， 0.5 1.0 約十1.5x2 (4，3) 2 15 

0.4， 0.6 x，+ X2 (4. 3) -(5， 2) 

0.3， 0.7 1. 8 x1+1. 3X2 (5，2) I -1 17 

〔図 6J

で与えられる。

この例は，有効端点を列挙するタイプの II型解法が与える有効解が，そ

れぞれの目的関数に与えられたウェイトと制約領域の境界面の額きに従って

決定されていることを示す。しかし， (0.75， 0.25)や (0.4，0.6)のようなウ

ェイトの場合， コンピューターは意思決定者に有主主な情報を与えなし、。つま

り，意思決定者がこの例で，i列えば 11(X)=3，ん(x)=12を得たいとしても，

この解法は真なる最適解 (3，3)を提示できないことがわかる。 この例題の場

合， c図 5)を見れば何とかなる。しかし，多変数の場合には，意思決定者が

提示された有効解から推測することにより，真に最大化する有効f砕を見つけ

ることは国難になろう。

5. おわりに

本稿では，効用最大化問題の逐次改善型解法の分類基準とそのメカニズム

を示し，それらに基づいて解法の分類、を行った。その結果，次の 3点が指摘

できる。 、

第一は，効用最大化問題の逐次改善型解法とてしは未完成ではあるが，多

目的線形計嗣法の有効端点を全部列挙する解法と複数日的を取扱う目標計師

法も含めれば，従来研究されてきた解法のほとんどが， II型， III型， IV型

に集中している。

第二は，多罰的線形計画問題においては，有効解は端点以外にも存在して

おり，そちらの方がはるかに多いということを考慮すれば， II型解法のうち
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有効端点を列挙するタイプの解法は意思決定者の効用関数を真に最大化する

有効解を与えないという欠点をもっ。

第三は，少なくとも効用最大化問題の逐次改善型解法に関する限り， 1型

解法とマキシ・ミン手j去を用いる V~VIII 型解法に対しては， ほとんど検

討がなされていなし、。しかも，これらの解法が， II型， III型， IV型の各

解法と比較して劣っているということが明らかになっているわけでもなく，

第二で指摘した欠点を除くことができると Lづ長所をもっているO 特に，マ

キシ・ミン手法による解法とスカラー化手法による解法との得失の比較が不

十分だと思われる。これらの解法がと述の第二の欠点を除去できるというこ

とだけを考えても，今後，検討を行う十分な価値があると思われる。
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