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経済学研究 34-2
北海道大学 1984.9 

Sidneyの分割アルゴリズムの統一理論

関口恭毅

1. はじめに

先行関係制約のある順序づけ問題の解法に関

する研究の最も一般的な成果は Sidney(1975， 

1981)によるものである。

Si血eyの分割アルゴリズム (decomposition 

algorithm)に関する理論は住事列 (String) を

基本的分析対象としており，そのために，個々

の住事(仕事列の構成要素)の集合上で成立す

ることが確かめられた諸性質を，仕事列の集合

の上で再構築することが必要であった。これが

理論を複雑にしていると考えられる。

Sidneyの理論は，順序づけ理論において基

本的で，重要な概念の一つである隣接仕事対交

換 (adjacentpairwise interchange， API)法を

分析の基本ツールとして利用している。この報

告でも API法を利用するが，これに加えて，

合成仕事 (compositejob)の概念をもう一つの

基本的分析ツールとして利用する。

合成仕事は，仕事列に対して定義される仮想

的な仕事である。 Kurisu(1976)， Lawler (19 

78)， Sidney (1979)， Maggu et al. (1981)， 

Sekiguchi (1981， 1983)は，複雑な問題を，

それと等価なもっと簡単な問題に変形するため

に合成仕事を利用して成功している。

合成仕事を利用すると，仕事列に関する議論

を，もとの住事に関する議論に還元することが

できる。この事実に立脚して Sidneyの理論を

単純化するのが，本稿の目的の一つである。

Sidney (1981)は彼の理論を一般化するため

に区間順序 (intervalorder)を導入した。その

目的は，比較可能 (complete) ではあるが推移

的 (transitive) ではないこ項関係を利用して順

序づけを行う場合に， 局所的 (local)な比較の

繰り返しによって確実に最適順列を得るには，

単にある数値の集合を非減少順に並べるだけで

良いようにすることであった。言い換えれば，

推移的ではない二項関係に，暗黙の推移性を導

入することであった。この方法は一応成功した

が，分割アルゴリズムが初めて構築された対象

である完了時刻の加重和を最小化する問題が，

理論の適用範閤から除外されてしまったという

意味で，成功は限定的なものであった。本稿で

は，推移性を導入するのに，区間順序を用いる

方法をそのーケースとして含む，もっと包括的

な手法を用い，その持つべき性質を検討するこ

とによって， Si出ey理論の統ーを可能にする。

2. 準備

ある属性を有する要素全体の集合を Sとし

Sの有限部分集合を N とする。 N の要素に

は l~n の通し番号を付し N はこの通し番

号の集合も表わすものとする。 Sは同じ属性値

を持った要素を複数個含む多重集合 (multiple

set)である。 Sの要素は仕事 (job)と呼ばれ

る。 Sの部分集合の順列 σ を (部分) スケ

ジュールと呼ぶ。 {σ}は σを構成する仕事の集

合である。 σ1・σ2は σ1 のあとにのをつな
いだスケジュールを表わし， σ1とのの連接

(concatination) と呼ぶ。連接に言及するときは

常に， {σj}n{σ2}φ が仮定される。 σ の長

さとは {a}の要素数である。

評価関数 gは任意の長さのスケジュールか

ら実数値への写像である。仕事を処理する場を

工場 (shop)と呼ぶが，工場は gの値に影響を

与え，しかも仕事の処理に応じて変化する“状

態"を持っていると考えるのが一般的であろう。



1事84.9 Sidneyの分約jアノレゴザズムの絞一主主総 関口 15 (181) 

スケジュ…ノレ u'a::処理する際の初期状態をお

で訴すと，gのfI室は g(σ:IS)と表わされるo

gはある初期状態の下で，スケジューノレグを

消化するときの費用関数である。ところで，

工場ごとに標準釣な初期状態 Iおな定め得る

と考えるの試自然なことと怠われる。そのよう

な初期状態の下での gの舗を fで表わす。 f

マ誌， 初窮状態が常に臨定されているから，グ

だけの関数と考えて良い。

f(σ)σ: ISo) 
f ~ど額序づけ関数と呼び，以後は g ではなく

fを利用する。 fを g の代用に科舟できるた
めには，

V{σ1}口 {Uz} vlS 

f(σ1)二五f(uz) → 
g{u) : IS)三五g((12 : IS) 

が成立しなければならなし、。顕序づけ問題の数

学的定式化においては gではなく fを用いる
のが慣例で、あるが，そのような定式化がなされ

ている毘題すべてについて，上の条件が成立し

ているわけで、はないことに総意すベ舎である。

N のすべての要素から或るスヶジ a ール

体の集合をタ(N) と記す。拘束されない閉鎖

(free prablem)とは次の P(N)である。

P(N) : minimize /(0') 
ぴE:J"(N)

尚， (iJはスケジューノレの i番自の仕事を表わ

すものとする O

例喰

1.完了時掲の加議和最小化時謹

5=江沢)i，九):ρit Wi実数，Wi)O} 
u 

f(O') =.:E{W[j).:E Tcd 
i品，，~ぉ1

この問題の初期状態は，工場が N の要紫の処

理に着手する時刻んとするのが妥詣である

が，標準は， この時期を Oとする。こ

は，上i患の条件な満たしてし、る。

，. 

g(σ: to) =主的〉(totp幻)}
11.総所要持間最小化フロー・ショ γプ問題

S巴 {(a;， bi): a{， bi非負実数}

Tt(α・(i))=T2(α)十a(O

T2(詔・Ci))口 max(T1 (a'Ci))iゃんの
lTz(α 

ただし，Tj(ゆ)=0，Tz(ゆ)口。

f(σ)=Tz(σ) 
この間援護の初期状態は，機械1と2が各々 N

る時刻 T1(が)，見付}

であるο機嫌が3台以上になるとこの時題の f
は上記の条件を;満足しなくなる。

Nの上の非循環ネットワーク， G口(N，E)， 
EcNxN会先行話題係ネットワークと呼ぶ。

(i，j)eEは，社若手 tが詑議:jに先行すべきこと

を指訴する。タ(N，G)により，先仔関保を識

見する N の袈棄すべてから，或るスケジュー/レ

全体の集合を表わす。

持東された問題 (constrainedproble同とは次

の P(N，G)である。

P(N. G): mir由主lZε f(σ}
O'eタ(N，G)

GK=(K，E)比 KCNvこより生成される G

の部分ネットワーグであり，P(K， G)は GK
の先行関係を満たす K のスケジュ…ノレを求め

る，P(N， G)の部分間懇であるとする。

P(N， G)あるいは G に関する KCNの

先任集合 F(K)= {ieN-K : :iIjeK， (i，j)eE} 

後続集会 T(K)= {ieN-K : :iIjeK， (j品eE}
王子守す集合 I(K)盟 {ieN-K;VjeK， (i，j)出ふi注目
とするoK は F(K)=認がなら先頭集会 (initial

set) ， T(K)口併なら後端集合併rminalset)と

呼ばれる。特に，K が先頭集合であれば N-K

は後埠集合でるる。

KC5のすべての要素から成るスケジューん

であることを特に明示するときには d(K)なる

記法を患いる。

あるスケジ為一/レ σに代わる合成仕薬とは

次の条件を満たす !qe5である。

V{d1}， {内}cS ~こ対し，
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/((71・0・"2)=/("1・Jq・"2)+ sq 
ただし，ムは"¥， "2には依存しない定数。

初j

1.完了持刻の加重和最小化問題

Jq=(W向か)とおくと，

W.出，s Wj， Pq =，S Pi 

n-l n 

sd=…'s{W(i)，S P:たま
i=l k=i十1

11.総所要時間最小化フロ-.シ翠ツブ問題

Jq = (a.， b.)とおくと，

αq=/(σ)-，S bj， b.出/(，，)…，sa， 
L1.出 /(σ)-a.-bd='s(αi十bi)…/((1)

ここで定義した2つの J.が，合成仕事の条件
を満足していることを確認するには簡単な代数

許算を行えば良い。

fがSND(seri告書 networkdecomposition) 

特性を持つとは，

V{(12}={σocs， V{σj}， {(7s}CS 
/((12)話/(ll;)吋/((11・(72・内)三五/(グ1・4・llg)

が成立することである。{男uとして51fflされてい
る2つの問題における fが SND特性を満た
ことを示すのは簡単である。例えば，

MonmかSidney(1979)をょ。

合成仕事が一致性 (coincidenc討を持つとは，

合成仕事の列 /ι.J'2に対する合成仕事合 J12
とするとき，

V{lll}， {σz}己Sに対し，

J12出 Jdl吋， s12トL1'1十ム2=sq1叫

が成立することである。 2つの例題の合成仕事

が一致性を持つことを訴すには，やはり簡単な

代数計算が必要なだけである。一致詮はあるス

ケジュールに対する合成仕事は，そのスケジュ

ルをいくつかの部分スケジューノレに分離し，

その各々に対する合成弦楽を求めた上で，

合成仕事の合成を狩うという方法で，一変

にスケジュール全体に対する合成仕事を求める

のと悶 られること している。

3. 拘束tきれない問題の解とニ項関係

fは，s上に次の 1，2， 3を満足する二項劉
保認を定義できるとき， 弱 API特性を持っと

るO

1. 比較可誌である。 vi，jsS， 認jandfor j<i 

2. 推移的であるoviふれS，i~j 語nd j豆島

一今i豆島

3. Vi，jeS， V {σ1}， {0'2}CS， 

i<j→ /(aj・i.j・(/2)豆f((/1・j.i'(12) 

SmIth (1956)は次のことを証明した。

〔定理1) P(N)において，/ API特

性を持つとさ~，三三j であるとき i が j に先行

するようなスケジュール σ(N)は最適である。

特に， 2.は暗黙のうちに iくj，j延長→ tくk

かっ i<j，j<k→ i<長会要求していることに

しておく。

題意のようなこさ実関誌を発見するには鴻常，

/(グl小j・(/2)長f(σ1小i・(/2)が成立するための条
件を求める。 3‘ は i三三jが， /((11・i.j・(/2);長f
((71・j.i.び2)であるための十分条件であることな

求めているが，このようiとすることで一般に

は，必喪・十分条件が求められる。必要・十分

条件となるようなニ項関採の方が豊かな合意;な

持っているが，残念なことに，推移性を持たな

くなることがある。

・十分条件となるようなこ実関係を舎で

表わす。次の 1'，2'， 3'， 4'を満たす二項関係

@をど検討する。 この二項関係を媛先関係と呼

び，i~j 匂あるとき i は j に慢先ずる，ある

は iは jより譲先度が高いと言う。尚 i毛主j

だが j⑤iではないとき i@jと議く。

1/. 比較可言きである。

2'. @は撤移的であるO つまり，vi，j，keS 

i@j， j~k → 

i~j， j@k → i~k 

i@j， j@k→i@k 
31

• vi，j宰S，V{グムヤz}cs
i~j 村 /("1・H・l1z)二五/((/1・j.i・内)

ι vi，jeS， 
i@j→/(i・j)く/(j.i)
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Sidney(1981) は前述の Smithの結果を一般

化して，次の定理を証明した。

〔定理2) S上に二項関係告を定義できると

する。このとき，i@jであれば iが jに先行

するようなスケジュール σ(N)はP(N)の最適
スケジュールである。

2'は関係包が推移的ではないかもしれないこ

とを含意しており，局所的に if?Jjに従って求

めたスケジューノレが全体として定理2を満足し

ているという保証はなし、。最適スケジュールを

求めるアルゴリズムを構成するためには，この

欠点を改善する必要がある。

例.

1. 完了時刻の加重和最小化問題

f(σl・t・j)=f(σ什 ωzlatibh+あ)
+ωj( $ Pk十ρs十jpj)

f(dl小i)=f(σ1)+Wj($ ρk+あ)

+Wj( $ h+ρi十ρj)
kε[011 

これから，

f(σ1・i・j)-f(σl.j・i)=Wjtjーωjtj

一方，f(σ1・t小σ2)は f(σl・t・j) の単調増加関
数であるから，f(σl・t・j)豆f(σ1小i)と f(σ1・t・

j.σ2)亘f(σ1小i'(52)は同値である。そこで
あ ρi

if?Jj ~両三三ょん

と定義する。この場合，③は推移的であり，

1'~4' を満足するとともに， 1~3 をも満足し

ている。

11. 総所要時間最小化フロー・ショ y プ問題

Johnson (1954) は次のようにすれば@が 1'~

4'を満足することを示した。

if?Jj村①~③のうち少くとも 1つを満足

する。

① aj三三bj，aj三;bj，aj三玉aj

② aj三玉bj，aj孟bj

③ αiミミbj，ajミミbj， bj孟bj

この関係は，推移的ではない。例えば， (ai， bj) 

=(5， 3)， (αj. bj) = (2， 2)， (αk， bk) = (3， 4)とす

ると，③により if?Jj，①により jf?Jkであるに

もかかわらず②により k@iである。しかし，

良く知られているように，この問題では，

i三三j村①~③の中の 1つを満足する。

① aj三五bitaj~玉bj，aj<aj 

② aj主玉bi，aj>bj 

③ aj>bj， aj>bj， bj孟bj

と定義すれば孟は 1~3 を満足する。以下の検

討との関連で，三三の定義では，母の場合と異な

り，aj=bjであるとき aj孟んとしかなり得ない

ことに注目しておきたい。

〔定理3J (合成の優先度保存性)

if?Jj→ if?JJj・j，Ji・jf?Jj
if?Jhj， hi③j 

証明。 if?Jjでありながら Ji・j@iであるとす
る。 4'より，f(Jj j・i)くf(i• Jj.j)。合成仕事

の定義から， f(Jj・j.i)=f(i小i)+，dj・j， f(i・

];・j)= f(i・i・j)+ム・3であるから，f(i・j.i)くf(i.

t・j)。一方 3'を用いてf(i.i-j)豆f(i・j・i)を得

る。これは矛盾であり i③Jj・jで、なければなら

ない。残りの 3つも同様にして証明できる。

i@jであるとき， Jj・j@jが成立するであろ

うか。残念ながら一般的には成立しない。例え

ば，例 IIは成立しない問題例である。しかし

例 Iがこの関係を満たすことは容易に確認で

きる。この点については後述する。

Sが(fによって)分割可能であるとは， Sが
次の3条件を満足する SIと S2の和集合であ

ることを言う。

1. 対 (i，j)の優先関係@の判定には，

①i，jεSj，②ieSj， jeS2，③i，jεS2の場合ごと

に，特有の判定条件を用いる。

2. (SIの S2に対する優先性)

vieSl¥S2， vjeSlnS2， i③j 

VieSl， vjεS2 

VieSlnS2， vjeS2¥SI 

i@j 

i③j 
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3. (5¥， 52の完備性)

vi，je51¥ 52 Jj・j651¥ 52'h.je51¥52 

vi，je51n52 J，ドje5w52，hぷ51n52
vi，jε52¥51 Jj・jε52¥51>Jj.je52¥51 

vie51¥ 52' vje51n52 ];・3ε51¥52'Jj・je51¥52

vie52¥51> vje51n52 Ji・2ε52¥51>Jj・js52¥51

尚， 51あるいは 52の一方が空であっても

良い。

この分割可能性の定義の中で， 51の 5aこ対

する優先性は2.の2番目の条件式に端的に表

現されている。その 1番目の条件式では，j@i 

とはならないことを要求している。 3番目の条

件式も同様である。 3.では，前半の 3つの条件

式で 51¥52(51n52， 52¥51)に属する 2つの仕

事の合成仕事が再度 51/52(51n52， 52¥51)に

属することを求めている。後半の 2つの条件式

は， 51n 52に属する仕事は合成に関して中性

であることを要求している。

51n52の要素の扱いについては説明が必要で

あろう。 i，je51n52であるときには i，jは共

に 51の要素であると同時に 52の要素でもあ

るので，i~j かっ j③i であり，一見したとこ

ろ， 2.の2番目の条件式は間違っていると思わ

れるかも知れなし、。しかし，そうではない。こ

の条件式の意図は iを 51の要素と解釈し，

jを 52の要素と解釈して1.の②の場合の判定

条件を用いると i~j であって ， j~i とはなら

ない，ということである。

例.

1. 完了時刻の加重和最小化問題

5=5¥， 52=砂とすれば良い。

11. 総所要時間最小化フロー・ショップ問題

51 = {(aj， bj) : aj豆b;}， 52={(向， bj) : aj孟bj)}

とし，二項関係の判定条件は1.の①②③に対し

て③の定義中の対応する番号の判定式を用いる

ものとすれば良い。

Sの分割可能性と関連する，合成の性質を2

つ定義しておく。

vKC5に対し，

宜σεタ(K)，]σeS' 

一→vtJeff5(K)，JqeS' 

ただし， 5'は， 51¥52' 5w52あるいは 52

¥51のいずれかである。

が満たされるとき，合成仕事は所属同一性を持

つ，と言う。

合成が優先度強ー保存性を持つとは，

vi，je5¥， i@j → fり@j
vi， je52， i@j → i@Jj・j
が成立することである。

例.

1. 完了時刻の加重和最小化問題

所属同一性は自明である。以下に示すように

合成は優先度強一保存性を持っている。

i@jは ρj/Wjくあ/Wjと同値である。この時

ρj/附く(ρj+ρj)/(Wj十Wj)くあ/叫であるか

ら，i@Ji・j@jである。

11. 総所要時間最小化フロー・ショップ問題

定義に従えば f(i・j)=aj+bj+max(aj，bj) と

なるから，];.j=(aj・j，bj.j)とすると，

aj・j=aj-bj+max(aj，bj) 

bj・j=bj-aj+max(αj，bj) 

i，je51 とすると aj豆bj，aj豆bj，Gjくajである

とき i@jである。この時， Gi・j-bj.j亘O だか

ら Ji・3ε510 aj・j-aj三三o(等号は aj=bjのと
き) であるから，];・j~j である。従って，優

先度強一保存性はない。一方， ある σεタ(K)に

対し， ]。ε5'は， 5'が 51¥52，51n52あるい

は 52¥51であれば，SaくSb，Sa=Sb， Sa> 

Sbが各々対応し，任意、のQsff5(K)に対してJσ
ε5'でなければならないことを意味する。従っ

て，所属同一性を持っていることがわかる。

4. UIRならびに関連する諸性質

UIR (単一解釈制限 uniqueinterpretation 

restriction)とは 1つの問題例 P(N) あるい

は P(N，G)を解く過程で，あるた51n52を一

度 51(l=l， 2) の要素と見なしたら，その問

題例を解く聞は，以後一貫してぬ51と見なせ，

という要請である。
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SI¥S2 S2¥SI 

Sr E9 S; 
図 1UIR 

UIRの下で Sの各要素対について関係③の

判定を繰り返すと，結果的に，S1nS2を S1の

要素と見なした C1 と S2の要素と見なした

C2に排他的に分割することになる。 SI*=(SI

¥S2)UCj， S2* = (S2¥SI)UC2と定義すれば，分
割可能性の条件2.の2番目の式により，

vieS1*， vjeS2* i@j 

となる。ただし，UIR によっては， C1あるい
は C2が空であるかも知れない。

例.

1. 完了時刻の加重和最小化問題

S2=φであるから UIRは不要である。
あるいは，UIRは任意で良いとも言える。
11. 総所要時間最小化フロー・ショップ問題

(i) ieS1nS2はすべてたS1 (あるいはすべて

ぬS2)と見なす。

(ii) Si血ey(1981)は ieSに対し次のような

区間関数 (intervalfunction)を定義し，mi (あ

るいは Mi) の非減少順に並べたスケジュール

を分析に利用することを提案した。これは， mi 

を利用するときは (i)のぬSIとする UIRと，
Miを利用するときはたS2とする UIRと同
値である。

〔ma，Mi〕=I〔-L一生〕
一一.

1 1 
〔-z'E〕

1 1 
〔一一〕
bi' bi 

i/ ai<bi 

i/ ai=bi 

i/ ai>bi 

(iii) UIRの定義通りに， 各 ieS1nS2に対
し，ieSj， jεS2のどちらか一方を，任意に割り

当てる。

UIRの下では二項関係@が推移性を回復す
るとき，/は API特性を持つ，と言う。 UIR
の下では，i~j かっ j~i であるような対 (i，

j)の中には，i~j あるいは j~i の一方だけし

か適用されないようなものが発生する。従っ

て，本来の関係@とは異ったものとなる。混乱

を避けるために，UIRの下でのこ項関係③を三

と記すことにする。

二項関係三の判定には， (SlnS2を C1 と C2

に分割することに起因して)母の定義式中の，

ある対 (i，j)に対して適用可能なものの中か

ら 1本を選択的に利用することになるので，

3'や4'はもはや満足しなくなるが，関係三は3

を満足する。従って，/が API特性を持つと
きには， (三は2を満たすので)三は壬の条件

1， 2， 3を満たすことになる。

例.

L 完了時刻の加重和最小化問題

UIRは任意であり，③がそれ自身推移律を
満たしていることを確認するのは易しし、。この

問題の fは API特性を持っている。
2. 総所要時間最小化フロー・ショップ問題

ieS1nS2を常に ieS1と見なす UIRを利用

すると，~の判定式は実質的に壬の判定式と等

価な機能を持つ。従って，三三は三三とほとんど同

じである。この問題の fも API特性を持つ
ことがわかる。

合成仕事が，そのもとになった住事にくらべ

てどの程度の優先度を持っかを知ることは合成

仕事を利用する解法を構築するうえで重要であ

る。優先度の保存性はそのような知見の一つで

ある。優先度の保存性と UIRの下での三の推

移性を用いれば，次の定理が証明できる。

〔定理4)(合成の単調性)

iくj，iぐh→i""E.hk，ぐん.j
j・~i， kぐi→f川ぐi，Jk・戸長t
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証明。一般性を失うことなく j:三hとして良

い。従って j:三hk，j:さん.jo iぐj であるか
ら三三の推移性により iぐJj・k，iぐん・JO もう一
方の関係も同様に証明できる。

定理4は，より優先度の低い仕事をどのよう

に合成しても，優先度の高い仕事は作り出せな

いことを保証する。逆に，優先度のより高いも

のを合成したときには，やはり良い合成仕事を

得るということでもある。

Sは多重集合であることを思い出そう。 UIR

は，同等な2つの仕事の一方を C1に，他方を

C2に分類しても良いことを指摘しておく。こ

こで，仕事 iとjが同等であるとは iの属性

値と jの属性値がすべて同じであることを言

い，i=jと書く。

〔定理5)c*所属同一性)
UIR vこ次のオプションを追加する。
「あるのタ(K)に対し Jσ..51n52であるとき，

すべての σetJd(K)に対し， J.eC1 (1はKごと

にlか2に固定)とする」

このオプションを追加することによって，合成

仕事が所属同一性を持つときには，任意の UI

R は次式を満たす。

各 KC5に対し Vl1etJd(K)， Jσe51* 

ただし，1= 1， 2で K ごとに一方に固定す

る。

証明。定理を確立するには， ].σ が 51n52の

要素となる場合だけを検討すれば十分である。

しかし，これは追加するオプションによって，

定理の意図に沿うように分類される。

UIR Cあるいは API特性)と関連する合成

仕事の性質を定義しておく。合成仕事が同等一

貫性を持つ，とは

V{111}={σ2}C5に対し， ].σ1=].σ2 

が成立することである。合成住事が単調一貫性

を持つ，とは，UIRの下で任意のい1}= {112} 
C5に対し次式が成立することである。

J'1くJ'2村 f(σ1)くf(112) ザ J叩 Jσ2..51*

JσI<tE:.J，σ2 - f(σ1)>f(σ2) if J.1' J.2..52* 
Jσ1=].σ2 - f(σ1)=f(σ2) 

同等一貫性は合成仕事が対応するスケジュー

ル σにではなく，スケジュールを構成する仕

事集合 {σ} に依存することを暗示している。

これに対し，単調一貫性は，合成住事が単にス

ケジューノレに依存するだけではなく，スケジュ

ールの良さと，作られる合成仕事の優先度の高

さとの聞に単調な関係が成立することを要求し

ている。

例.

1. 完了時刻の加重和最小化問題

同等一貫性を持つことは合成仕事の定義から

自明である。ただし， ムはスケジュールに依

存する。

11. 総所要時間最小化フロー・ショ y プ問題

fσε51*なら Gσ三三bσ である。 {σ'}={σ}であ

れば σ'がなんであっても合成仕事の定義から

Gσ，-b.，=S ai-S bi=aσ-bσ孟0
ie{d} ε{σl 

であり，J.，..51*である。
ασ-aσ，=f(σ)-f(〆)

であるから Jq，J(11 の優先関係と f(σ)，f(ゲ)
の大小関係が単調一貫性の要求通りに対応して

いることがわかる。 fσe52ネのときも同様であ

る。従って，この問題の合成仕事は単調一貫性

を持っている。

一貫性に関連する 2つのことを注意してお

く。まず，合成仕事が同等一貫性を持っときに

は，明らかに，所属同一性も持っているという

ことである。その証明は同等一貫性の定義から

自然に導かれる。

次に，単調一貫性は.@ではなくくで定義さ

れているが，その含意は UIRの下でなければ

満たされない場合があるということである。

事実， 例 IIで (α1> b1)=(2， 3)， (a2， b2)= 

C 3， 2)の合成は UIRの下でなければ次の

ように単調一貫性を満たしていない。 f(l・2)=

7， f(2・1)=8であるから， λ・2=(α凶 ，b1•2) = 

(2， 2)， J2'1 = (a2.!o b2.1) = (3， 3)， .11'2= 3， A2・1
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=2 となる。従って，1(1・2)</(2・1)である

が， J1.2f!)J2olかっ J2・1f!)J1・2である。
前の節とこの節では，例題として引用した2

つの問題を多様な側面から検討し，その特性を

抽象化して，いくつかの性質を定義し，また可

能なものは導出した。それらをここで整理して

おく。

-5が分割可能であること。

-1が API特性と 5ND特性を持つこと。
・合成仕事は一致性，単調あるいは同等一貫

性，所属同一性を持つこと。

-合成の優先度強一保存性。

-合成の優先度保存性， 単調性 (API特性の
下で)，所属同一性 (UIRの下で)は他の性

質から導き出された。

5. p*-最適対と最適スケジュール

Sidneyの分割アルゴリズムを， 合成仕事の

概念を用いて再構成し，その正しさを証明する

のが，この節と次節の目的である。

分割アルゴリズムは，与えられた仕事集合

N を一連の ρ*ー最適対に分割することによっ

て最適スケジュールを見つける。そのρ*ー最適

対をここで定義する。

拘束された問題 P(N，G)のp一最適対 (d，K)

とは次の条件を満たす仕事集合 KCNとその

スケジュールの突すである。

(1) Kは G の先頭集合

(2)σ は P(K，G)の最適スケジュール
(3) M を別の先頭集合， σFを P(M，G)の最

適スケジュールとするとき，Jd-:'三j.，・
(4) Iσε51* 
対 (d，K)は次の条件を満足するとき P(N，G)

の p*-最適対である。

(5) (d， K)は ρ最適対である。
(6) (〆，M)を別の ρ-最適対とするとき

M は K の真部分集合ではない。

対 (σ，K)がρ-最適 (P*-最適)であるとき，

d や K もρ最適 (P*-最適)であると言う。

ρ最適対は， その合成仕事が 51*に属し最

も高い優先度を持つ先頭集合とその最適スケジ

ュールである。 ρ*ー最適な先頭集合は， ρ-最適

な先頭集合の中で極小なものである。 ρ*最適

対に関する次の定理は分割アルゴリズムの正し

さの証明において要の役割を演じる。

〔定理6)

P(N， G)において Sは分割可能であり fは
5ND特性と API特性を持っとする。一致性
と単調あるいは同等一貫性を持つ合成仕事を定

義でき，これは所属同一性も持っとする。 (σ，

K)が ρ*ー最適対であり Tは P(K，G)の後
端集合で σTは P(T，G)の最適スケジュール

とするとき，

JσT三三Jσ かつ /σTe5λ

証明。 T=K なら合成仕事の(単調あるい

は同等)一貫性によりん=J'
T
で、あり定理は成

立する。 T写Kとする。定理が成立しないとし

J.くJ'Tとする。一般性を失うことなく T は

定理の成立しない最小の真部分集合とする。つ

まり，L平Tを P(K，G)の後端集合であると
し，九を P(L，G) の最適スケジュールとす

るとき，

(A) IσL三Jσ・

GK=(K， E)において，EK-T= {(i， j)eE: i， 

jeK-T} ， ET={(i・j)eE: i， jeT}とする。 E'K

=EK_TUETとし G'K=(K，E'K)を定義する。

G'Kは GKの K-Tと Tの聞の枝をすべて除

去したものである。 P(K，G'K)はfの 5ND
特性と API特性により次のような最適スケジ
ュール σFを持つ。

d'=日1・s1・a2"s2・…・αr.sr.ar+l

(B) αi， siは各々 P({a;}，E)， P({ん}， E) 

の最適スケジュールで、ある。

(c) T= Uí!~α/， K-T=Ui=1s/・

(D) J，α12三h1-:'三/α2三三Js2-:'三……三三Jα72三hr三三fα汁1

ただし， alt 偽 +1の一方あるいは両方が空であ

っても良し、。

{s1}は明らかに GK-T の先頭集合であるか

ら，Gの先頭集合でもあることに注意する。



22 (188) 経済学研究 34-2 

r孟2とする。 {ar+l}平Tであってしかも

いr+l}は GKの後端集合であるから (A)によ

り， ].αr十1士三/σ。 一方，三三は推移性を持つから
(D)により， hl三三f町十1・従って， hl三三Jσ。 こ
れは slがρ-最適であることを意味するから，

uのρ*ー最適性に矛盾する。故に r=lでな

ければならない。 偽叫が空であるときには，

めを用いて上と同様の論法で r孟3および r

= 2，α1キゅは矛盾を生ずることを証明でき

る。 r=2，a1=ゅのときは〆=131・α2・132 と

なるが，これは次に述べる r=1で α1=ゅの

場合と同様にして証明できる。

r= 1とする。 σ'=al・131・a2・(132) となる。 α1

キφ，α2キゆであれば，上記 αr+l=仇 α1キゅの

場合と同様にして証明できる。 s2は r=2， 

aa=ゅのときを包含するために，括弧つきで連

接してある。まず， α1=併とする。 α2は定義

により P(T，G)の最適スケジュールであるか

ら， (単調あるいは同等)一貫性により，Ju
T
= 

Ja2で、あり，仮定により JσぐJα2である。 σ は

ρ*ー最適であるから，JσくJslである。 s2キゅの

ときは合成の優先度保存性により ， J，α2-三Ja2's2

である。推移性により JσぐJa2・(s山故に合成
の単調性により fσ<f.:hl.a2・(戸山 合成仕事が同
等一貫性を持っときにはい}={sI・a2・(s2)}で

あるから，これは矛盾である。単調一貫性を持

っときには， *所属同一性によつて Jpl.a2'判.べ(刷F向陶2幻)

SI戸*であるカかミら f(μσ)くf(sιloa句20 (伊s2)日) となるが'
これは Pιloa的20 (伊s2)が P(Kζ，GK)よりも先行関
係制約の緩い P(K，G'K)の最適スケジュール

であることに矛盾する。従ってん2三三fσ であ

る。合成の一貫性により， これは λT三三/σ を
意味する。 a2=ゅのときは σ'=al・s1である。

仮定によりムくJalであり，かつ， σの t*-

最適性から fσ<f.:hlであるから， 合成の単調

性により fσぐJα吋 1である。以下， α1=ゅの場

合と同様にして， ].σT三三J.でなければならない

ことが示される。最後に， ].σεSI* であるから

UIRの定義により JσTeS1*である。

〔定理7)

P(N， G)は，単調一貫性以外の， 定理6で

要請された性質をすべて持っており，さらに，

優先度強一保存性を持つものとする。 (σ，K) 

を P(N，G) の ρ*ー最適対とすると， σ・σN-K

はこの問題の最適スケジューノレで、ある。ただし

σN-Kは P日V-K，G) の最適スケジューノレと
する。

証明。 EK={(i，j)εE: i， jeK}， EN-K= {(i， j) 

εE: i， jeN-K} とし，E' =EKu EN-K とす

る。 G'=(N，E')とする。 P(N，G')の最適ス

ケジュールは次の形式のものとする。

α1・sI・a2・132・...・αγ・sr・αr+l

K=U ム{si}，N-K= Ui工i{ai}であって， α1，
αr+lの一方あるいは両方が空であっても良いo

SND特性により，一般性を失うことなく，日;，

s;は各々 P({a;}，G)， P({s;}， G) の最適ス
ケジュールで、あると考えて良し、。

f主2のとき {sI}は P(K，G)の，従っ

て，P(N， G)の先頭集合である。

h1<f.:h2く・・・・・・ぜそん，

とする。優先度の保存性により， hl三三h川 2"'Pr
であるから，hleS2*とすると SI*，S2* の定

義により ，Jpl'P2・PreS2*となる。しかし，

JσεSI*であるから*所属同一性により，Js1'P2 

ィメSI*でなければならなし、。従って，JpleSI* 

である。 JsJ唱者Jσ は d のρ*ー最適性に矛盾す
るから， J.三Jpl とする。三の推移性により

fσくJPrとなるが，{sr}は P(K，G) の後端

集合であるから定理6により JPr-:'三Jσ である

から矛盾である。以上から，ある ie{1，2，. 

r-l}に対して Jpi注Jp什 1 でなければならな

いことがわかる。このとき，

(i) ムi+lぐJpi+lならんi+lぐh;であるから，
3'により……m・α出・s;os川・……も最適ス

ケジュールで、ある。

(ii) Jai+1決Jpi+1なら
αi+lと si+lを交換して

得る……αiosi・13;+1・ai+l・H ・..なるスケジュ

ールも最適である。

いずれにしろ rは確実に 1だけ減少できる。
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これを r=1になるまで繰り返せば良L、。

r= 1のとき，P(N， G') の日1・sl・αzなる最

適スケジュールを考える。 5ND特性により目1

・σ・αzも最適で、ある。 fα1*.].σ とする。すると

優先度強一保存性により Jα1..~J.， J.ε51ネだか
ら /α戸 ε51*である。 KU{α1}は P(N，G)の

先頭集合であって， *所属同一性により， λε 
51* (rは P(KU{日1}，G) の最適スケジュール

とする)である。さらに同等一貫性によりん1'.

=JTである。従って，JTぐムとなる。これは
σが ρ-最適であることに矛盾する。そこで，

L三/α1とする。これは (J・日1・日2 も最適スケ

ジュールで、あることを意味する。これは P(N，

G) の実行可能スケジュールでもあるから P
(N， G)の最適スケジュールでもある。 5ND

特性により， σ・σN-K も P(N，G) の最適スケ
ジュールで、ある。

合成仕事が単調一貫性を持つ問題に対して定

理7と同じ性質を証明することが可能である。

しかし，この場合には，定理7のように直接的

な証明を行うのは難しし、。そこで，少し証明の

ための準備を行う。

P(N， G) に対し次の S アノレゴリズムによ

って定められる(部分)スケジュールを，先頭

順列 (startsequence)と呼ぶ。

Sーアルゴリズム

(1) s←仇 J←N.

(2) P(]， G)のすべての先頭集合 Kに対し，

J.ε52*ならストップ(σεタ(]， G))o J.e51* 

なる K が存在するなら(3)へ。

(3) P(]， G)の ρ-最適対 (σ，K)を求め

る。

(4) Js三fσ ならスト yプ (viεSに対し iぐ
んと仮定する)。さもなければ(6)へ。

(5) s←s・σ，J←J-K.
(6) J=ゆならストップ，さもなければ(2)へ。

〔定理8)

P日V，G)は同等一貫性を除く， 定理6で要
請された性質をすべて持つものとする。

σ=σ1・σ2・…….(Jkを P(N，G) の先頭JI買列と

し， {σ}=Kとする。ただし，的は Sーアノレゴ

リズムの (3)で t番目に求められた ρ-最適な

部分スケジュールである。この時，

(i) j=l， 2，……， kに対し，

Jσ12三fσ1・σ2・σj' JUl・σ2…σ三fσl' JσlOU2吋 /51*
(ii) σは P(N，G)のρ-最適スケジュールで
ある。

(iii) σN-Kを P(N-K，G)の ρ-最適スケジ

ュールとすると，J.三/σN-K

(iv) Wを P(K，G)の後端集合 (JW を P

(W， G)の最適スケジュールとすると

J.wくJσ，λwe5λ
証明。 (i)j =1なら定理は成立する。

定理が j-1 まで成立するものとする。 5ーア

ルゴリズムの (4)により fσjぐJ.1・.2・"午三J.1

であるから優先度の保存性により ]U1.U2.....σj三

Jσ100'2・ー勺司1三三Jσ10従って推移性により !UIOU2...・勺

三fσ10一方， σ1はρ-最適であり {σ1・σ2・…・的}

は先頭集合であるから，P({σ1・σ2・…・σム G) 

の最適スケジュールを 7 とすると Jσ1三Jro
f(r)豆f(σ1・(J2・…・(Jj) であるから単調一貫性に

より Jr三/σ1・σ2…うである。従って， ].σ1-三J.
l・q・

・・σjO ところで，JUl・q・吋/52*とすると 51*，

52* の定義から， ].σI~J.l・ d2 ...・勺でなければな

らないから，JUl・σr…・σjε51*である。
(ii) (i)により ，J.e51*である。 σ1が P日V，
G)の， ρ-最適スケジュールであって，J.三三
J.1 であるから， σが P(K，G)の最適スケジ
ュールで、あることを示せば良し、。 σが P(K，G)

の最適スケジュールで、はなく ，rが最適である
としよう。 f(r)くf(σ)であるが， これは単調一

貫性により Jrぐムと同値であり ，J.e51*であ
るから，Jre51*である。 JrぐJ.1 となるから，
σ1 が ρ-最適であることに矛盾する。 従って
σは P(K，G)の最適スケジューノレである。

(iii) Sーアルゴリズムの (4)から自明である。

(iv) Wj= W n{σβ とし，P(Wj， G) の最適ス
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ケジュールを Wj と記す。 W は P(K，G)の

後端集合であるから， wjは P({σj}，G)の後
端集合である。一方，(t1j， {σj})はP({σj})，G) 

の ρ*ー最適対である。 なぜなら， この対は定

義により P(N-{t11・…・σi-l}， G) の t*-最

適対であるが， この問題の ρー最適対の中には
P({σU， G) の ρ-最適対がすべて含まれてい

る。従って，

J叩j-三/σ3くJσ1吋…午1-三J'1・

第ーの優先関係は定理6，第2の優先関係は

Sーアルゴリズムの (4)，第3の優先関係は (i)

による。従って，JWjくJ.lである。

J wl.w2.....w j-l と JW3(j=2， 3，…， k)に

対し優先度の保存性と合成仕事の一致性をくり

返し適用することによってんr・哨h三Jw*(ん・

はん3 の中で最も優先度の低いもの) となる

が Jw*ぐJ'1であるから Jω1・"Wkくfσ1であ

る。 fσ1ε51*であるから， 5λ52*の定義から

JW1"・・却ke51*を得る。従って*所属同一性

により Jσwe51*。σwは P(W，G)の最適スケ

ジュールであるから，単調一貫性により Jσw三

]Wl.....W
k
。さらに，(i)により Jσ1三J. である

から全体を総合すると，J，σwぐんとなる。

次の定理は定理7とほとんど同じ形をしてい

るが， ρ*ー最適対ではなく先頭順列に関するも

のであることに注意する必要がある。

〔定理9)

P日V，G)は定理8と同じ性質を持つものと

する。 σを P(N，G)の先頭順列とし {σ}=K

とおく。 σN-Kを P(N-K，G)の最適スケジ

ュールとすると σ・σN回Kは P(N，G)の最適ス

ケジュールで、ある。

証明。定理7の証明におけるのと同様に E，

G'を定義し，P(N， G')の任意の最適スケジ
ューノレを α1・sl・α2・A・…・偽・sy.aY+l とし， や

はり定理7と同じ性質を持つものとする。(定

理7とは K が ρ*ー最適なスケジュールの要素

集合ではなく，先頭順列の要素集合であるとこ

ろだけが異なる。)

r孟2のとき.{sl}は P(K，G)の，従って

P日V，G) の先頭集合であることを指摘してお

く。

h1-<E:.h2ぐ・・・・・・-<E:.h，

とする。優先度の保存性によりん1-三Js1's2・・・s，

であるから，Jsle52*とすると Sλ52*の定

義により hl・s2.....s/52ネとなる。しかし，定理

8 (i)により Jσe51*であるから*所属同一性

により h1・h・，'s/51キでなければならない。

従って h1e51*である。 Jslぐんは σのρ-
最適性(定理8(ii))に矛盾するからん三Jslと

する。推移性によりんくん，となるが， {s，} 

は P(K，G) の後端集合であるから定理8(iv) 

により Js1三んでなければならない。これは矛

盾であるから，ある ie{1， 2，… rー1}に

対して Jsi詮Jsi刊でなければならなし、。 この

とき，

(i) ムi+l-三Jsi+l であれば， J勺+1三Jsiでもあ

るから，3'により・"aj.向十1・si・si+l…も最適

スケジュールで、ある。

(ii) ムi+l~Jßi+ l であれば， lXi+lと si+lを交

換して得る…的・si・si+l・αi+l…なるスケジ

ュールも最適である。

いずれにしろ rを確実に1だけ減少できる。

これを r=1になるまで繰り返せば良い。

r= 1のとき，P日V，G)の α1・s1・αz なる最
適スケジュールを考えるos1は P(K，G) の

最適スケジュールであるから単調一貫性により

んんである。 a1は P(N-K，G)の先頭集

合の最適スケジュールであるから定理8(iii)に

よりん三ム1である (].α1e52*であれば Sλ
52ネの定義によりんくJa1 である)。従って，

σ'a1・向も P日V，G')の最適スケジュールで

ある。 5N，D 特性によりσ・t1N-K は P(N，G') 

の最適スケジュールであるが，これは P(N，G)

の実行可能スケジューノレで、あるから， この問題

に対しても最適である。

定理9における σの先頭には最初に見つけ
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られた P(N，G)の ρ*ー最適な部分スケジュ

ーノレがあることから，次の系が導かれる。

この系が，同等一貫性を仮定した場合の定理

7に相当する。定理7の場合とは，単調一貫性

の故に，優先度強一保存性を必要としないとこ

ろが異っている。

〔系〕

P(N， G) は定理8と同じ性質を持っとす

る。 (σ，K)を P(N，G)の ρ*ー最適対とし，

σN四K を P(N-K，G) の最適スケジュールと

すると， σ・σN-Kは P(N，G)の最適スケジュ

ーノレである。

6. 分割アルゴリズム

前節の定理7と定理9の系は，次々に ρ*ー最

適対 (σ，K)を求め，それを連接することによ

って P日V，G)の最適スケジューノレの前半部分

が求められることを示している。これを整理し

たのが次の定理10であるO

〔定理10)

P(N， G)は Sが分割可能で，fは SND

特性，API特性を持ち， 一致性， 単調あるい

は同等一貫性，所属同一性を持つ合成仕事を定

義できるとする。合成仕事が同等一貫性を持っ

ときにはさらに優先度強一保存性も持つものと

する。このとき，次の PN1アルゴリズムで求

められるスケジューノレ σを，前半の連続した

部分スケジュールとして持つ最適スケジュール

を P(N，G)は持つ。

PNlアルゴリズム
(1) t1←ム J←N.
(2) P(λG)にρ-最適な先頭集合がなけれ
ば (4)へ，あれば (3)へ.

(3) 1. (σK， K) なる P(J， G) の ρネー最

適対を求めよ.

2.σ←σ・σK，I←f-K. 
3. f=妙ならスト y プ，fキゆなら (2)

J¥ 

(4)休止.

定理10の証明は定理7あるいは定理9の系

を繰り返し利用するだけであるから省略する。

PN1アルゴリズムが (3)でストップしたとき

には f=ゆであるから，その時点の σがP(N，
G)の最適スケジュールで、ある。

PN1アノレゴリズムが (4)で休止するときは

fキゆであり，この時点、における P(よ G)の
先頭集合はどれも，その最適スケジュールに対

する合成仕事が S2*に属していることになる。

そこで，P(J， G)の最適スケジュールを PN1

アノレゴリズムで求められるようにするために，

その逆順序問題 (reverseproblem， McMahon-

Burton(1967) ，あるいは dualproblem， Sidney 

(1981))を定義する。

Gを G の枝の向きをすべて逆転したネット

ワークとする。すなわち，

G=(N， E); E={(j，i): (i，j)εE}. 

Eでσとは逆順序のスケジュールを表わすこと

にし，:f (iJ) = f(σ)なる関係によって，逆順序づ
け関数 fを定義する。このとき，P(J， G)の
逆順序問題 P(よ G)を次のように定義する。
P (J， G): minimi苧 J(iJ)

iJeタ(J，G) 

逆順序問題における合成仕事を次式で定義す

る。

ん=ム， dz=4.

P(J， G)の各実行可能スケジュールに対応

するスケジュールが P(λG)の実行可能スケ

ジュールの中にあり，それらは互に送順序の!I買

列であること，逆順序づけ関数や合成仕事が，

もとの問題の逆11買序のスケジュールに対応する

ものとして定義されていることに注目すれば，

以下に述べるような性質を逆順序問題が持って

いることを証明するには，形式的にもとの問題

に話を移して，その確立された性質を利用すれ

ば良いことは容易に理解できるであろう。

• P(J， G)で ie$Jj~ P(J， G) で j~i
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. fqは合成仕事の条件を満たす.

• P(J， G)で Sが分割可能なら，F(J， G)で

も分割可能であり， 51=52， 52=51 とすれ

ば良い。

• P(λG)のfが 5ND特性を持てば fも
5ND特性を持つ.

• P(J， G)で fが API特性を持てば，]も

API特性を持つ。 UIRは C1=C2，C2=C1 
(つまり，51*=52*， 52*=51*)とすれば良

し、。

• P(λG) の合成仕事が一致性， 同等あるい

は単調一貫性， 所属同一性， 優先度強一保存

性を持てば，P(J， G) の合成仕事も対応す
る性質を持つ。

• F(J， G) においても， 適当な条件の下で，
優先度保存性，合成の単調性， *所属同一性

を導くことができる。

以上のことから， P(λ G) に対しでも前節

までに確立した諸定理，特に定理7，定理9の

系，および定理10を適用できることがわかるO

〔定理11)

P(N， G)は定理10で要請された諸性質を

持っとする。次の PN アルゴリズムで求めら

れる。スケジュール U1・σ2(あるいは (3)でス

トップするときには σ1) は P(N，G) の最適

スケジュールで、ある。

PNアルゴリズム
(1)σ1←仇 J←N.

ο) P(J， G) (F(J， G)) に ρ-最適な先頭
集合がある限り 1，2の実行を繰り返す

1. P (λG) (F (J， G))の ρ*ー最適対
(σ， K)を求めよ.

2. U1(62)←U1(62) • σ ， J←f-K. 

(3) f=ゆならストップ。 Jキがなら (4)へ.
(4) F(J， 百)を作れ，if2←仇
(5) P(J， G)に ρ-最適な先頭集合がある

限り (2)の1， 2の実行を繰り返す。

(6)σ1・のを作りストップ。

証明。 PNアルゴリズムの (6)の時点で f=
併となっていれば，定理 10により， むは (4)

の時点の F(よ司の，従って， σzは (3)の時

点、の P(よ G)の最適スケジュールで、ある。従

って，5ND特性により σ1・σ2は P(N，G)の

最適スケジュールである。以下では (6)の時点

では必らず f=ゆであることを示す。
(4)の時点における fを N}， (6)の時点に

おける Jを N2 と書く。 N2は P日V}， G)の
後端集合であるから，N1-N2 の任意の仕事に

後続するか，平行であるかのいずれかである。

これは P日V}， G)では N2が NcN2の任意の

仕事に先行するか，平行であるかのいずれかで

あること，つまり，N2が P(N}， G)の先頭集

合であることを意味する。従って，PNアルゴ

リズムの(2)の条件により，fre52* (rはP(N2，

G)の最適スケジュール)である。 F(N}， G)と
P(N}， G)の対応関係から，このことは frε51*

を意味する。これは PN アルゴリズムの (5)

を終了するための条件に矛盾する。従って，

N2=ゆである。

例.

II 総所要時間最小化フロー・ショップ問題

(N1， E) (N1， E) 

図 2 N2のP(N1，G)における位置
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図 3 例

図3の例題を PNアルゴリズムを利用して

解く。

最初に (2)1.へ進んだ時， ρネー最適となり得

る先頭集合は K1= { 1， 2}， K2 = { 1， 3}， 

K3 = { 1， 2， 3}， K4 = { 1， 2， 3， 5}の
4つである。この各々に対応する合成仕事は，

h2=(3， 4)， J1'3=(3， 4)， J1-3・2=(3，6) 

J103-2-5=( 3， 8)となる。従って，最初の ρ*ー

最適対は (1・2，{2， 1}) か (1・3，{1， 

3 })である。前者をとれば2番目の ρ*ー最適

対は (3，{3}) であり，後者をとれば2番目

は (2，{2})である。いずれにしろ 3番目は

(5， {5}) となり， (3)へ進む。この段階で

σ1=1・2・3・5，あるいは σ1=1・3・2・5 である。

(4)で作る Gは⑤→④であり， (5)では，最

初に (6，{6})， 2番目に (4， {4}) なる

ρ*ー最適対が求まる。従って， 62=6・4であり

(6)では σ1・σ2=1・2・3・5・4・6 あるいは σ1・(h

=1・3・2・5・4・6となる。

7. まとめ

本稿では一般的な先行関係制約を課された順

序づけ問題に対して，合成仕事と単一解釈制限

(UIR)の概念を導入することによって Sidney

の理論を一般化した。彼の理論では包含できな

かった完了時刻の加重和最小化問題をも含むよ

うにするには，合成仕事が単調一貫性を持っか

わりに，同等一貫性と優先度強一保存性を持つ

(~) 
題

ものとすれば良いことを示した。

理論の適用例としてはこの他に，総所要時間

最小化フロー・ショ y プ問題だけを取り上げた

が Monmト Si血ey(1979)や Sekiguchi(1984)

に引用されている多数の問題に対して，適用可

能である。また，本稿の接近法を利用すれば，

直・平行先行関係制約の下での順序づけ問題の

統ー的解法である直・平行アルゴリズムの理論

(Monma -Sidney(1979)を単純化することが可

能であるが，これらの話題は別報で扱うことと

した。

分割アルゴリズムは， 1う*ー最適対を求める

効率的な手順を与えていないという意味で末完

成であることを指摘しておく。完了時刻の加重

和最小化問題に関するこの話題は， Lawler(197 

8)で論じられている。
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