
 

Instructions for use

Title サヴェジ書における殆ど一様な分割(1)定義

Author(s) 園, 信太郎

Citation 經濟學研究, 38(2), 76-131

Issue Date 1988-09

Doc URL http://hdl.handle.net/2115/31802

Type bulletin (article)

File Information 38(2)_P76-131.pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP

https://eprints.lib.hokudai.ac.jp/dspace/about.en.jsp


北海道大学 38-2
経済学研究 1988.9 

<研究ノート>

サヴェジ書における殆ど一様な分割 (1)定義

園

第1節目的

c1を最初の元とする自然数系列を N，と

表記する。)サヴェジ書 [3Jにおける， 134頁

中の上から第3番目の段落における，冒頭から

第3番目の行までj， において， 一個の文によ

って，In重の殆ど一様な分割j，なる概念が，

「定義j，されている c この r定義j， に対す
る，筆者のでき得る限りの範囲内での，自己完

結的接近，を，提示する事，が，この論述の目

的である。

非常に，一般的且つ効率的，なる構成物，

を，導入する事，を，でき得る限り回避し，旦

つ，各証明を，でき得る限り自己完結的に，構

成する， と言う事を試みるのである。

以下の論述においては，任意の自然数と任意

の自然数との聞に定義される，最もなじみのあ

る演算，即ち， r加法j，は，導入される事が，
終に，ないのではあるが，が Lかし，任意の

自然数，に対して， 1次の自然数j，を，指定す

る操作，所謂， 11を加える」事， 及び 1で

はない任意の自然数， に対して， 1直前の自然

数j，を，指定する操作，所謂， 11を減じるj

事，及び，それらの操作達に対する素朴なる

「経験j，は， 暗黙の内に， 想定されるのであ

る。だが， 11 +1Jに対する略式の表記法とし

ての 12j， は， 登場する事がないのである。

また， 1零」としての 10j，は，古代的信条に

基づいて，自然数系列の中に含ませる事を，敢

信太郎

えて，しなかったのである。

無限集合の概念，を， r明白な形式Jにおい
て遵入する必要性，などは，全く，ないのであ

り，それ故に， INは無限集合であるj，なる陳

述は現われなLのである。しかに，有限集合の

概念，は，第4節において，導入されるのであ

る。

さらにまた，通常の様式における数学的帰納

法，を， 敢えて， 利用せずに， INにおける任

意の部分集合は，もしそれが空集合ではないの

ならば，その部分集合において最小である，

元，が存在するj，と言う，命題，と， 1相手の

展開する論述の矛盾， を， 執揃に探査し， 且

つ， もしその様な矛盾が存在するのならば，そ

の矛盾の所在を執揃に提示する」なる立場から

視た，背理法，と， I¥'、かなる「対象j も，そ

の集合には属さなL、」と言う所のその集合，即

ち， 空集合， とが， 結合して機能する様子，

を，執劫に観察する事にした。

この論述の自己完結性を少しでも高める為

に， ここで 7個の命題達及び5個の定義達，

を提示する事にする。なお， [定義1]，は，公

理論的集合論の知恵を借用したので、ある。

〔命題1J 0 1任意の α及び任意の b及び任

意のゲ及び任意の bF， に対して， IIα=d， 

且つ，b=b'j，ならば，{a， b}={a'， b'}jj， 

が従う。
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[証明]。任意の α及び任意の b及び任意の

α'及び任意の b'，の各各を，固定する。「α=

α 且つ，b=b'j， と仮定する。

XE{α， b}なる任意の Z を固定する。 rX=

a，或いは，x=bj， が従う o X=α， なる場合

を考える。 α=α より x=a'， が従う o X= 

b，なる場合を考える。 b=b'，より x=b'，が

従う。故に， rX=a'， 或いは x=b'j， が従

う。故に，XE{a'， b'}， が従う。故に rXε

{a， b}なる任意の xに対して，XE{a'， b'}j， 

が従う。

X'E{a'， b'}なる任意のどを固定する。 rx' 
=a'，或いは，x'=b'j，が従う o X'=α なる

場合を考える。 α=d，より，X'==α， が従う o

x'=b'，なる場合を考える。 b=b'， より X'=

b，が従う。故に，IX'=a，或いは x'=bj，が

従う。故に X'ε{a，b}，が従う。故に， rX'E 

{a'， b'}なる任意の〆に対して X'ε{a，b}j， 

が従う。

命題が従う。 C証明終1。

[命題2Jo i任意の α及び任意の b及び任

意のゲ及び任意の b'，に対して， rlヤ，b}= 
{a'， b守，且つ，a=a'j，ならば， b=b'jj，が

従う。

E証明]。任意の G及び任意の b及び任意の α'

及び任意の b'，の各各を，固定する。 I{α，b} 

={a'， b守，且つ a=α'j，と仮定する。

rb=b'，には非ずj，と仮定して矛盾を導く。 b

E{a， b}。ところが，{a， b}={a'， b'}。故に，

bε〈α b'}。故に，rb=a'，或いは，b=b'j。

ところが，bキb'。故に，b=ゲ。ところが， α=

α'。故に，b=α。b'E{a'，b'}。ところが，{a， 

b}={a'， b'}。故に b'ε={a，の。放に， ib'= 

a，或いは，b'=bj。 ところが，lキb'。故に，

b'=σ。故巳 Ib=a，且つ，b'=α」。故に，b= 

b'。故に，rb=b'，且つ，bキb'j。故に，矛盾が

生じる。

故に，b=b'。 C証明終]。

じ命題3Jo i任意の Z 及び任意の y及び任意

の Z，に対して， i {~'， x}={y， z，}， ならば，

ry=X，且つ， z=xjJj，が従う。

C証明1。任意の Z 及び任意の y及び任意の

z，の各各を，固定する。 {X，x}= {y， z}， と

仮定する。 iyε{y，z}，且つ，ZE{y， z}j，よ

り，rYE{X， x}，且つ，ZE{X， x}j，が従う。

故に，rry=x，或いは， γ=xj，且つ，rz=x， 

或いは， z=xjj， が従う。故に ly=X，且

つ，z=xj，が従う。[証明終]。

C定義1J 0 1任意の Z 及び任意の y， に対l
て， 1任意の sVこ対して， isε{{x， x}， {x， 

y}}，なる場合，且つ，その場合に限って， SE  

<x，γ)jjj， によって， 各 Z 及び各 y，に対
して，集合，くx，γ)，を定義する。即ち， r任
意の Z 及び任意の y，に対して，<x， γ)= 
{{x， x土台，y}}j，によって，各 Z 及び各

y，に対して，集合，くx，y)，を定義する C こ

の <x，y)は xとy との順序対， と呼ばれ

るc

[命題4Jo i任意の Z 及び任意の y及び任意

の〆及び任意の y'，に対して rrx=x'，且

つ，y=y'j，なる場合，且つ，その場合に限っ

て，くx，y)=く〆，y') jj，が従う。

〔証明]。任意の Z及び任意の y及び任意のど

及び任意の y'，の各各を，固定する。

rx=〆，且つ， γ=γj，と仮定するo x=x'， 

より IX=X'，且つ x=〆j，が従う。故に，

C命題1Jより，{x， x}={〆，x'}， が従う。
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一方 rx=:x'， 且つ，y=y'j及び仁命題1]， 

より，{Ji， け={Ji，'， y'}，が従う。故に， r{x， 

x)・={.x'， x'}，且つ，{:x， y}={:x'， y'}j，が従

う。故に， [命題1J，より，{{x， .x}， {x，y}} 

= {{:x " :x'}， {x'， y'}}，が従う。故に， [定義

1]，より，くx，y)=く〆 y')，が従う。

くx，y)=<x'， y')，と仮定する。 E定義1]， よ

り，{{x， :x}， {:x， y}}={{:x'， :x'}， {x'， y'}}， 

が従う。 {x，X}E{{X， x}， {x， y}}， より，

{x， x}ε{{x'， :x'}， {:x'， y'}}，が従う。故に，

r{x，け={x'，x'}， 或いは，{:x， x}={:x'， 
y'}j，が従う。 {x，x}={x'， x'}，なる場合を

考える。 C命題3J，より， r〆=:x， 且つ，九
xj， が従う。故に，x'=x，が従う。一方，

{{x， :x}， U， y}}={{.x'， Ji'}， {x'， y'}}及び

[命題2]，より，{:x， y}={x'，ν}，が従う。
ところが x=〆。故に， [命題2J，より，y= 

〆。故に，rx=x'，且つ， y=y'j，が従う。{X，

i}={:x'， y守'}， なる場合合hを考える。 {{x〆 x守
{x'， y'}}={{x'，γ'}， {x〆ιx'}}，より，{{x， 
x}， {x， y}}={{x'， y'}， {x'， x'}}，が従う。

故に， [命題2J，より，{x，け={:x " x'}，が
従う。故に {x'，x'}={x， y}， が従う。故

に， [命題3J，より， rx=〆，且つ，y=x'j， 

が従う。一方， {x， x}={〆，y'}及び〔命題

3]， より r.x'=.x，且つ，y'=xj， が従う。
故に，x'=y'，が従う。故む rx=x'，且つ，

y=x'，且つ，x'=y'j，が従う。故に，rx=x'， 

且つ，y=y'j，が従う。

命題が従う。 [証明終]。

〔記法Jo{x， x}なる表記の様式を， 以下にお

いては，{x}， と略記する。即ち， r任意の Z
に対して，{x}={x， x}j，によって，各 xに

対して，表記法，{x}，を定義する。

じ定義2Jo r任意の集合A及び任意の集合 B，
に対して，AxB={zl或 x及び或 y，が存在

して， rz=くx，y)，且つ XEA， 且つ yE

Bj}j， によって， 各集合 A及び各集合互

に対して， 集合，AxB， を定義する。この

AxBは，A とB との直積， と呼ばれる。

〔定義3Jo r任意の R及び任意の集合 A，に
対して，rR~AxA， の場合，且つ，その場合

に限って，rRは A 上の2項関係であるjjj，

と定義寸る。

C記法JoAを任意の集合とし， 且つ，Rを，
任意の，A上の 2項関係， とする。 rXEAな

る任意の x及び yEAなる任意の y，に対し

て， rくx，Y)ER， なる場合，且つ， その場合
に限って，xRyjj，によって，xEAなる各 Z

及び yεAなる各 y，に対して，表記法，

xRy，を定義する。

じ命題5JoAを任意の集合とし，且つ，Rを，

任意の，A上の 2項関係， とする。「各各が，

任意の，A の元である x及び y及び x'及

び y'，に対して，rrxRy，且つ，x=x'，且つ，

y=y'j，ならば，x'Ry'jj，が従う。

C証明1。各各が， 任意の，Aの元である x
及びy及び x'及び y'，の各各を，固定する。

rxRy，且つ，x=.x'， 且つ，y=γj， と仮定す

る。 C命題4J，より，くx，y)=くx'，y')，が従う。

故に， r <x， y)ER， 且つ，くx，γ)=くが， γ')j，
が従う。ところが， r任意の S及び任意の t及
び任意の集合 B， に対Lて， rrsEB，且つ，
s=tj，ならば，tEBjj。故に，<x'， y'> ER， 

が従う。故に，x'Ry'，が従う。 じ証明終1。

仁命題6Jo Aを任意の集合とし，且つ，Rを，
任意の，A上の2項関係，とする。 rxεAな

る任意の Z 及び yEAなる任意の y，に対し

て，rxRy，或いは，yRxjj， と仮定する c rx 

EAなる任意の Z 及び yEAなる任意の y，

に対して， rx=γ，ならば，:xRyjj，が従う G
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〔証明JoXεAなる任意の Z 及び yεAなる

任意の y，の各各を， 固定するo X=y， と仮

定する。命題における仮定， より，IxRx，或

いは，xRxJ，が従う。故に，xRx， が従う。

故に，くx，x:)εR，が従う。ところが，IX=X， 

且つ，X =yJc故に， [命題4J，より，くx，x> 

=くx，ア>，が従う。故に， 1くx，x>ER，且つ，

くx，x>=くx，y>J， が従う。 ところが， 1任意

の S及び任意の t及び任意の集合 B，に対し
て，IIsEB，且つ s=tJ，ならば， tEBJJ。

故に，くx，y>εR，が従う。故に，xRy，が従

う。[証明終1。

C定義4Jo r任意の集合 A及び任意の集合 B
及び任意の集合 f， に対して，IIfは， 以下

の，性質1及び性質2及び性質3， なる性質

達，を，所有するJ，なる場合， 且つ， その場

合に限って， fεMap (A， B) JJ， によって集

合， Map(A， B)，を定義する。

性質10fCAxB。

性質 20IX EAなる任意の Z に対して， lyE 

Bなる或 yが存在lて，くx，y>εfJ。

性質3c r広三A なる任意の Z 及び yEBな
る任意の y及び zEBなる任意の z， ~;こ対 l

て， 11くx，γ>Ej，且つ，<x， z>εfJ，ならば，

y=zJJc 

この fは，Aから Bへの写像， と呼ばれ
る。この定義より， r任意の集合Bに対lて，
Mapゆ，B)={什-j，が従う。

白己法Jo[定義4Jにおける， 性質2及び性質

3， より，IXEAなる任意の xfこ対して，

IYεBなる yが一意的に存在して，くx，y> 

εjJJ，が従う。 xEAなる各 xに対して，こ

の一意的に存在する yεBなる yを固定して，

これを， f(x)， と表記する。即ち，f E三Map

(A， B)，なる場合において，IXEAなる任意

の x~こ対して ， <x， f(x) > EfJ， によって，
記法， f(x) ，を定義する。

C定義5Jo fを任意の集合とする。

domげ)={x I或 yが存在して，くx，y>εは

によって，集合， dom(f)， を定義する。この

dcm(f)はfの定義域と呼ばれる。

じ命題7Jo f及び A 及び B，の各各を，任意、
の集合とする。 rtEMap(A，B)， ならば，

dom(f) =AJ，が従う。

E証明ユ。 (EMap(A，B)， と仮定する。【定義

4Jにおける性質2， より，IXEAなる任意

の zに対して，ryEBなる或 yが存在して，

<x，ア〉εfJJ，が従うoXεAなる任意の xを

固定する。 ryEBなる或 yが存在して，くx，

y>εfJ， が従う c 故に r或yが存在して，
くx，γ>EfJ， が従う。[定義5J， より XE

dom(f) ，が従う。故に，rXEAなる任意の Z

に対して， XEdom(f)J，が従うcA~二dom(f) ，

が従う。

x'Edom(f)なる任意の x'を固定する。 C定義

5J， より， r或 y'が存在して，くど， γ'>εfJ，
が従う。この y'を固定する。く〆，v'>Ef， 

が従う。一方， [定義4Jにおける性質1， よ

り，fCAxB，が従う。故に，くx'，y'>εAx 

B。故に，x'EA，が従う。故に IX'εdom(f)

なる任意のどに対lて x'EAJ，が従う。

dom(f)三A，が従う。

放に， rdom(f)三A，且つ，Ac:;dom(f)J，が

従う。故に， domげ)=A，が従う。C証明終1。

C注意1]0 [定義 V.wJ及び C命題 x.yJ， 
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は，各各， i第 v節における E定義 wJj及び

「第 x節における【命題 yJj，を表わす。但

し，同一節内においては，ただ単に， [定義 wJ

及び C命題 yJ，と表記する。

E注意2Jo r自己完結的」 と言う表現を厳格に
理解するのならば，この論述は，きわめて非

「自己完結的」なのではあるが，しかし上で

指摘した，サヴェジ氏によるただ一個の文，に，

対する，簡註， としては，適度に「自己完結的」

である， と，筆者は判断するのである。

第2節全単射

ここでは，単射及び全射及び全単射，を導入

する。

E定義1J 0 r任意の集合 A 及び任意の集合 B
及び任意の集合f，に対して， iifEMap(A， 
B)，且つ，iXEAなる任意の Z 及び yEAな

る任意の y，に対lて， r xキy，ならば，f(x.) 
キf(y)Jjj，なる場合，且つ， その場合に限っ

て，fεInj (A， B) jj， によって， 集合 Inj

(A，B)，を定義する。この fは，Aから Bへ
の単射， と呼ばれる。この定義より i任意の

集合Bに対して， Inj (ゆ，B)={OHが従う。

じ定義2Jo r任意の集合 A及び任意の集合 B
及び任意の集合f，に対して， ii/EMap(A， 
B)， 且つ iγεBなる任意の yに対して，

rXEAなる或 Zが存在して，y=f(x)jjj，な

る場合， 旦つ， その場合に限って， fESurj 

(A， B)jj，によって，集合， Surj (A， B)，を

定義する。との fは，Aから B への全射，
と呼ばれる。この定義より， iSurj (ゆ，O) = 
fゆ}，且つ r任意の集合 B に対して，iBキ
ムと， Surj(件，B)=ふとは，同値であるjjj，
が従う。

C定義3Jo i任意の集合 A及び任意の集合 B

及び任意の集合 f，に対して， iifEMap(A， 
B)，且つ，fεInj(A， B)， 且つ， fESurj 

(A， B)j， なる場合， 且つ， その場合に限っ

て，t EBij (A， B) jj， によって， 集合， Bij 
(A， B)，を定義する。この fは，A から B
への全単射， と呼ばれる。Bij(o， o) =却}，
が従う c

〔定義4]0A を任意の集合とする。 iXEAな

る任意の Z に対して， ψ(x)=xj，によって定

義される Aを定義域とする写像， ψ，を， idA， 

と表記する。この idA を，A上の恒等写像，
と呼ぶ。

E命題1JoAを任意の集合とする。 A上の恒
等写像は A から A への全単射である， が従

う。即ち， i任意の集合 Aに対して， idAEBij 

(A， A)j，が従う。

C証明JoAを任意の集合とする。 ψ=idA， と
置く。

ψEMap(A，A)，を示す。 xEAなる任意の

xを固定する。[定義4]， より， ψ(x)=x，が

従う。ところが xεA。故に， ψ(x)EA，が

従う c 故に，iXEAなる任意の xに対して，

ψ(x) EAj，が従う。故に，少巴Map(A，A)， 

が従う。

sa EInj (A， A)，を示すox'EAなる任意の
〆及び〆'εAなる任意の f，の各各を，固

定する。 x'キxぺと仮定する。 ところが， [定

義4J，より， iψ(x') =x'，且つ， ψ(x")=x"j， 

が従う。故に， ψ(〆)キψ(x")，が従う。故に，

iX'EAなる任意の〆及び x"EA なる任意

の f，に対して 1;¥'キzぺ ならば， ψ(x')キ

ψ(x") jj，が従う。ところが，平巴Map(A，A)。

故に，平Elnj(A，A)，が従う。

午ESurj (，4， A)， を示す。 ωεAなる任意

の W~を固定する。 C定義 4J，より， ψ (w) =w， 

が従う。故に， ω=cp (ω) ，が従う c ところが，

wEA。故に， iVEAなる或 U が存在して，
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W=ψ(v) j，が従う c故に，rWEAなる任意の

ω に対して， IVεAなる或 U が存在して，

W=ψ(v) jj，が従う。ところが，平εMap(A，

A)。故に， ψESurj(A， A)，が従う。

故に， ψεBij(A，A)，が従う。ところが，

平=idA。故に，idA EBij (A， A)， が従う。故

に I任意の集合 A ~.こ対して idAεBij(A，

A)j，が従う c 命題が従う。[証明終3。

E命題2Jo v及び ω， の各各を， 任意の対象

とする。 IXE{V}なる任意の Z に対して， ψ 

(x) =uリ，によって，{v}を定義域とする写

像I{-，を定義する。この場合，Bij({v}， {W}) 

={ψ}，が従う。

【証明]。 ψ'EBij({v}，{w})なる任意の φ'を

固定する。 φ'EMap({v}，{W}) ，が従う。 x'ε

{v}なる任意の〆を固定する。 ψ，(x')ε{W}， 

が従う。故に， φ'(x')=ω，が従う。故に IX'
E{V}なる任意の x'に対して，ザ(xう=wj，

が従う。故に， ψの定義， より， φψ，が従

う。ところが， ¥DE{ψ〉。故に， ψ'E{¥D}，が従

う。故に， IザεBij({v}，{w})なる任意の ψ'

に対して， ψFε{¥D}J，が従う。故に，Bij({v}， 

{w})三〈ω}，が従う。

ψ"E{ψ〉なる任意の ψ"を固定する。 φ"

ψ，が従う。 ψεBij({v}，{ω}) ，を示す。

<t EMap({v}， {ω})，を示すo X"E{V}なる

任意の rを固定する。 ψ の定義， より， ψ 
(x") =w，が従う。ところが，wE{wh故に，

ψ(x")ε{w}，が従う。故に，rX"E{V}なる任

意の f に対して， ψ(x")E{W} j，が従う C 故

に， ψEMap({v}，{ω})，が従う。

ψεInj({v}， {w}) ， を示すo X'E{V}なる

任意の x'及び〆'ε{v}なる任意の zぺの各

各を，固定する。 ψ(〆)=ψ(x")，と仮定する。
ところが， r品;'E{V}，且つ，X"E{V}j， より，
rx'=v，且つ，x"=vJ，が従う。故に，x' == x" 

が従う。故に〆ε{v}なる任意の〆及び

X"E{V}なる任意の zぺに対して， rφ(x') = 

ψ(x") ，ならば x'=xつj，が従う。ところ
が， ψEMap({v}，{w})。故に， ψElnj({v}，

fω})，が従う。

ψESurj({v}， {w}) ，を示す。 YE{W}なる

任意の yを固定する。ところが，vE{vh故

に，ゃの定義，より， ψ(v)=ω，が従う。とこ

ろが，Yε{W}，より，y=w，が従う。故に，

y=ψ(v) ，が従う。ところが，vE{vh故に，

IXE{V}なる或 Zが存在して， γ=ψ(x)J，が

従う。故に， Iγε{ω〉なる任意の yに対して，

rxε{v}なる或 Z が存在して y=ψ(x)jj， 

が従う。ところが， ψεMap({v}，{ω})。故に，

ψESurj({v}， {ω})，が従う。

故に， ψεBij({v}，{ω})， が従う。 ところ

が，<1/' ==ψ。故に， ψ'乍 Bij({v}，{ω})，が従

うc 故に， rψ"ε{ψ〉なる任意の φ"に対して，

ct" EBij ({v}， {ω})j， が従う c 故に， {平〉三

Bij({v}， {w}) ，が従う。

故に， Bii({v}， {ω}) ={け，が従う c

〔証明終]。

[命題3JoA 及び B，の各各を，任意の集合

とするC αを α$Aなる任意の対象とし， 且

つ， bを b$Bなる任意の対象とする。 ψ を

ψ吉三Bij(A，B)なる任意の全単射とする。IXε

AU{a}なる任意の x ~;こ対して， rlxεA，な

らば， χ(x)=ψ(x) j，且つ，Ix$A， ならば，

x(x) =bjjj， によって，AU{叶を定義域とす

る写像， χ，を定義する。この場合， XEBij(A 

U{a王 BU{b})，が従う。

C証明1。χEMap(AU{a}，BU{b})，を示すo
xEAU{a}なる任意の Z を固定する c

xEA，なる場合を考える。 χの定義， より，

x(x) =ψ(x)，が従う。ところが，¥DEBij(A， 

B)，より，平 EMap(A，B)。故に， ψ(x)εB，

が従う c故に，x(x)εB，が従う。ところが，

B三BU{b}。故に，X(x)EBU{b}，が従う c

x$A，なる場合を考える c Xの定義， より，

χ(x) =b，が従う。 ところが，bE{b}o故に，



82 (244) 経済学研究 38-2 

χ(x)ε{b}，が従う。ところが，{b}三BU{b}。

故に， χ(x)EBU{件。

故に，IXEAU{a}なる任意の xに対して，

x(x) EBU{b}j，が従う。故に， χEMap(AU

{a}， BU{b})，が従う C

χεInj(AU{a}， BU{b})，を示すc x'EAU 

{a}なる任意の x'及び x"EAU{a}なる任

意の zぺの各各を，固定する o x'キxぺと仮

定する C

IX'E三A，且つ，x" EAj，なる場合を考える。

χの定義， より， 1 x (〆)=ψ(X')，且つ， χ(X")
=ψ(X") j，が従う。ところが， ψεBij(A，B)， 

より， ψεInj(A，B)，が従う c ところが，x'~ 

X九故に， ψ(X')キ少(X")c 放に， x(〆)キz
(X") ，が従う。

IX'EA， 且つ，x"EEAJ， なる場合を考え

る。 χの定義，より， 1 x (x') =ψ(X') ， 且つ，
χ(X") =bJ，が従う。故に， χ(X')=ψ(〆)，が
従う。ところが， ψεBij(A，B)，より， 少5

Map(A， B)，が従う。故に， ψ(X')EB，が従

う。故に， χ(〆)EB，が従う。一方，bEEB。

ところが， χ(X")=b。故に， χ(X勺EEB。故に，

χ(X')キχ(X")，が従う。

Ix'EEA， 且つ x"EAJ， なる場合を考え

る。 χの定義， より， 1χ(ど)=b，且つ， χ(X")

=平(X")j，が従う c 故に， χ(X')=b，が従う。

ところが，bEEB。故に， χ(X')EEB。一方， rpE

Bij(Aリ B)，より， ψεMap(A，B)，が従う。

故に， ψ(X")EB。故に， χ(:!''')εB。故に， χ

(〆)キχ(X")，が従う。

Ix'EEA， 且つ，x"EEAj， なる場合を考え

る。 ところが，Ix'EAU{a}，且つ，x"EAU 

{a}j。故に;IIX'EA，或いは， X'E{a}j，且

つ，IX"EA，或いは，X"E{a}jj，が従う。故

に IX'ε{a}，且つ，X" E{a} j， が従う c 故

に，IX'=a，且つ X"=α」。故に，ど=Xぺが

従う c ところが，X'キf。故に，矛盾が生じる。

故に IX'εAU{a}なる任意の〆及び f

EAU{a} なる任意の xぺ に対して IX'キ

f，ならば， χ(〆)キx(X")jj，が従う。ところ

が， χEMap(AU{a}，BU{b})。故に， χεInj

(AU{α}， BU{b})，が従う C

χESurj(AU{a}， BU{b})，を示すo wEB 

U{b}なる任意の ω を固定する。「ωEB，或

いは wε{b}j，が従う c

WEB，なる場合を考える。 ψεBij(A，B)， 

より，平ESurj (A， B) ，が従う。放に， IV'E 

Aなる或 V'が存在して， ω=rp (V') j，が従う。

この V'を固定する。 IV'EA， 且つ W=ψ

(V') j，が従う。故に，V'εA，が従う。故に，

χの定義，より， χ(V')= I{! (v')，が従う。 とこ
ろが W=ψ(V')。故に W=χ(V')，が従う。と

ころが，イεA。故に IV'εAなる或 V'が存

在して， ω=χ(V')j，が従う o

WE{b}，なる場合を考える。 w=b，が従う。

一方，aE{α〉及び {a}CAU{a}，より aE

AU{a}，が従う。 ところが，aEEA。故に， χ

の定義， より，x(a) =b，が従う。ところが， ω

=b。故に W=χ(a)，が従う。ところが aE

AU{a}。故に，Iv"EAU{α〉なる或 V"が存

在して W=χ(V勺J，が従う。

故に， It，;EAU{a}なる或 U が存在して，

ω=x(V)j， が従う。故に， 1ωEBU{b}なる

任意の ωに対して，IVEA U{a}なる或 U が

存在して， ω=χ(V)jj，が従う。ところが， XE 

Map(AU{a}， BU{b})。故に， xESurj(AU 

{a}， BU{b})，が従う。

故に， χEBij(AU{a}，BU{b})，が従う c

命題が従う o [証明終1。

C命題4Jo I任意の集合 A 及び任意の集合 B
及び任意の集合C及び ψεInj(A， B)なる任

意の I{!， に対して，IC={y jYEB， 且つ， IX 

EAなる或 zが存在して y=平(X)j}，なら

ば，I{! EBij (A， C) jj，が従う C

じ証明1。任意の集合 A及び任意の集合 B及

び任意の集合 C及び ψElnj(A，B)なる任意

の伊，の各各を，固定する。 C={vjYEB，且

つ，IXEAなる或 Z が存在して， γ=ψ(X)j}，
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と仮定する。

ψE三Map(A，C)， を示す。 XEAなる任意

の Z を固定する。¢εInj(A，B)，より， ψ5

Map(A， B)，が従う。故に， ψ(x)EB，が従

う。 ところが， ψ(x) =ψ(x)。 ところが XE

A。故に， fX'EAなる或 x'が存在して，平

(x) =ψ(x')j，が従う。故に fψ(x)εB，且

つ，fX'EAなる或〆が存在Lて， ψ(x) =ψ 

(ど)jj，が従う C 故に， ψ(x)εC，が従う。故

に， fXEAなる任意の Z に対して， ψ(x) E 

Cj，が従う。 l放に， ψ巴Map(A，C)，が従う。

タεInj(A，C)，を示すcx'εAなる任意の

〆及び〆'εAなる任意の xぺの各各を，固

定するcx'キzぺと仮定する。少巴Inj(A，B)， 

より，伊(〆)キψ(x")， が従う。故に f;¥'εA

なる任意の〆;及び x"EAなる任意の Zr，，に

対して fx'キ1ぺならば， ψ(x')キψ(x")jj， 

が従う。 ところが，ぃεM'lp(A，C)。故に，

タεInj(A，C)，が従う。

ψESurj (A， C)， を示す。 ωεCなる任意

の仰を固定する。 fWEB，且つ，fVEAな

る或 U が存在して W=ψ(V)jj，が従う c 故

に，fVEAなる或 U が存在して， ω=平(V)J， 

が従う。故に fωεCなる任意の ω に対し

て， fvεAなる或 uが存在して， ω=ψ(V)jj，

が従う。 ところが， ψεMap(A，C)。故に，

平ESurj(A， C)，が従う。

故に， I，C EBij(A， C)，が従う c じ証明終]。

E命題 5]0 A及び B，の各各を，任意の集合

とする。 ψを ¥DE Inj (A， B)なる任意の単射

とする。 Dを Dc:A なる任意の集合とする。

C={y lyεB， 且つ，fXEDなる或 Z が存在

して， γ=ψ(x)j}， 

と置き，且つ， x=ψID， と置く。この場合，

x EBij (D， C)，が従う。

C証明Jox EMap(D， C)，を示すoxEDなる

任意の Z を固定する。 χの定義， より， χ(x)

=¥D(x)，が従う。 γ=ψ(x)， と置く。 ψElnj

(A， B)，より，少巴Map(A，B)，が従う。故

に，¥D (x)εB，が従う。故に，yεB，が従う。

ところが，xED。故に，fXED， 且つ y=ψ

(x)j，が従う。故に，fzEDなる或 zが存

在して，y=少(z)j，が従う。故に， fγE三B，且

つ，fZEDなる或 zが存在して，y=ψ(z) Jj， 

が従う。故に， Cの定義，より，yεC，が従

う。故に， ψ(x)E三C，が従う。ところが， χ(x)
=ψ(x)。故に，x(x)εC，が従う。故に fx

EDなる任意の Zに対して，x(x)εCj，が従

う。故に， x EMap(D， C)，が従う。
χElnj(D， C)， を示す。 x'εDなる任意の

〆及び x"εDなる任意の xぺの各各を，固

定するox'キzぺと仮定する。 χの定義，より，

「χ(〆)=ψ(x')， 且つ， χ(x") =ψ(x") j， が従

う。 ところが， ψElnj(A， B)。故に x〆F主キでZ〆x"

より， ψ(x')キψ(x")，が従う。故に， χ(x')キ

χ(x")，が従う。故に，fX'EDなる任意の x'

及び x"EDなる任意の zぺに対して fx'キ

zぺならば， χ(x')キχ(x勺jj，が従う。ところ

が， x EMap(D， C)。故に， χεInj(D，C)， 
が従う C

χESurj (D， C)，を示す。 ωεCなる任意の

W を固定する c ところが， Cの定義， より，
fWE三B，且つ，fVEDなる或 Uが存在して，

W=¥D(V)jj， が従う c 放に，fVEDなる或 U

が存在して W=平(V)J，が従う c 故に， fWE 

Cなる任意の W に対して， fVEDなる或 U

が存在して W=.タ(V)jj，が従う c ところが，

χεMap(D， C)。故に， χESurj (D， C) ，が

従う。

故に， χεBij(D， C)，が従う。 C証明終3。

E注意1。上掲の証明， つまり， [命題5Jに対

する C証明J， 中において，D=rt， なる場合

が， 自動的に処理される様子が視られる。

C命題6Jo A 及び B，の各各を， 任意の集合
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とする。 ψ を <pE Bij (A， B)なる任意の全単

射とする。 Cを C五二Bなる任意の集合とする。

D={xlxEA，且つ， ψ(x)εC}，

と置き，且つ， χ=ψID，と置しこの場合，

~ EBij (D" C)，が従う。

C証明JoC' ={y !y EB，且つ，IXEDなる或Z

が存在Lて，y=￥(x) J}， と置く。 C'=C，を

示す。

zεC'なる任意の zを固定する。 Cの定義，

より，IZEB，且つ，IX'EDなる或〆が存在

して Z=ψ(x')jj，が従う。故に，IX'EDな

る或〆が存在して Z=ψ(x')j，が従う。この

x'を固定する。故に IX'εD，且つ Z，=ψ

(〆)j，が従う。故に，x'ED，が従う o Dの定

義， より，IX'EA， 且つ， ψ(X') E三Cj， が従

う。故に， ψ(〆)εC，が従う。ところが Z=

<p (X') c 故に zεC，が従う。放に， r ZEC'な
る任意の zに対して， ZECj，が従う。故に，

C三C，が従う。

WECなる任意の Wを固定する。ところが，

C三B。故に， ωEB， が従う。一方， ψεBij

(A， B)，より <pεSurj(A，B)，が従う C 放

に，IVEAなる或 Uが存在して， ω=ψ(V)j， 

が従う。この Uを回定する。故に， 1ιεA，且

つ W=ψ(V)j，が従う。故に W=ψ(V)，が

従う c ところが， ωεC。故に，cp(V)E三C，が

従う。故に，rVEA， 且つ，<p (V)εCj，が従

う。故に，D の定義，より VED，が従う。

ところが W=ψ(V)。故に， IVEDなる或 U

が存在して， ω=ψ(v)j， が従う。 ところが，

wεB。故に，C'の定義， より，WEC'，が従

う。故に， IWECなる任意の ωに対して，

WEC'j，が従う。故に，CCC'，が従う。

故に，C'=C，が従う。

一方， ¥l EBij(A， B)， より， ψεInj (A， 

B)，が従う。また，D の定義， より，D三A，

が従う。故に， [命題5J，より，判DEBij(D，

C')，が従う。 ところが，C'=C。故に， ψID

EBij(D， C)，が従う。 ところが x=ψID。
故に， xEBij(D， C)，が従う。[証明終]。

E命題7Jo 1任意の集合 A 及び任意の集合 B

及び任意の集合 C及び任意の集合f及び任意
の集合 g，に対して， rlfEBij(A， B)，且つ，

gEBij (B， C) j，ならば，gofεBij (A， C) jj， 

が従う c

E証明]。各各が任意の集合である，A及び B
及び C及び f及び g，の各各を，固定する。
IfεBij(A， B)，且つ，gεBij(B，C)j， と仮

定する。

gofεMap(A， C)，を示す。 fEBij (A， B)， 

より，fεMap(A， B)，が従う。 gεBij(B，

C)，より，gEMap(B， C)，が従う。故に，

gofεMap(A， C)，が従う C

gofεInj(A， C)，を示すo X εAなる任意

の x及び yεAなる任意の y，の各各を，固

定する。 x~y ， と仮定する。 fεBij(A，B)， 

より，fεInj(A， B)，が従う。故に Xキy，
より，f(x)キf(y)，が従う。一方，gεBij(B，

C)，より， gElnj (B， C)，が従う。ところが，

fεMap(A， B)，より，If(x) EB， 且つ， f 
(y) EBj，が従う O 故に，f(x)キf(y)，より，

g(f(x))キg(f(y))，が従う。ところが，Ig(f 

(x)) = (gof) (x)，且つ，g(f(y)) = (gofう('1)j。
故に，(gof) (x)キ(g。刀 (y)，が従う。故に，

IXEA なる任意の x及び yEBなる任意の

y， に対して， IXキy， ならば， (gof)(x)キ

(gof) (y)jJ，が従う。放に，gofεInj(A， C)， 

が従う。

go f ESurj (A， C)，を示すo X'" ECなる任
意、の Z川を固定する c gEBij (B， C)，より，

gεSurj(B， C)，が従う C 故に，rX"EBなる

或 f が存在して，x'" = g (x") J，が従う c こ
の rを固定する。 IX"εB， 且つ X'"=g 
(x") J，が従う。 x"EB，が従う o ところが，

fεBij(A， B)，より，f ESUrj (A， B)，が従
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う。故に， r.x'EAなる或〆が存在して x"
= f(x') j，が従う。この〆を固定する。 f.x'ε
A，且つ，x" = f(x')_，が従う。故に .x."=f

(x') ，が従う。ところが x川 =g・(x")。放に，

北川=g(f(x'))，が従う。ところが，g(f(x')) = 

(gof) (x')。故に，Xlll = (gof) (〆)， が従う c

ところが，x'EA。故に ix'εAなる或 X'が

存在して，.xlll = (gojう(約j，が従う。故に，

rX"'ECなる任意の x'"に対して， fX'EAな

る或〆が存在して，x"'= (goj) (x')jj，が従

う。故に，gofεSurj(A ，C)守が従う。

故に，gofEBij(A， C)，が従う。[証明終1。

E定義5Jo r任意の集合 A及び任意の集合 B
及び ψEMap(A，B)なる任意の v及び ψ5

Map(B， A)なる任意の ψ，に対して， rrXE 

A なる任意の x及び yEBなる任意の y，に

対して， fy=ψ(x)， と x=ψ(y)， とは，同値

であるjj，なる場合，且つ，その場合に限っ

て， rゅは ψに対する逆写像であるjjJ，によ
って， rψ は少に対する逆写像であるj，なる

陳述を定義する。

〔命題8Jo f任意の集合 A 及び任意の集合 B

及び¥DEMap(A，B)なる任意の伊及び ψ'

EMap(B， A)なる任意の ψ'及び ψ"EMap 

(B， A) なる任意の φぺ に対して， iirψ'は

ψ に対する逆写像であるj，且つ， r cj/'は ψ
に対する逆写像であるjj，ならば， 4，'=φ" jj， 

が従う。

C証明]。任意の集合A及び任意の集合B及び

cpEMap(A， B)なる任意の¢及び ψ'εMap

(B， A)なる任意の ψ'及び ψ"εMap(B，A) 

なる任意の ψぺの各各を，固定する。 rrψ'は

ψ に対する逆写像であるj，且つ， rψ"は ψに

対する逆写像であるjj，と仮定する。 yEBな

る任意の yを固定する。 ψ'εMap(B，A)， よ

り， ψ'(y)εA，が従う。 ところが， rψ'は ψ

に対する逆写像である」。故に， [定義5J及び

φ'(y) =ザ(γ)，より '1'=平(ψ，(y))， が従う。

ところが， fゆ"は vに対する逆写像である」。
故に，yEB及び[定義5J，より， φ'('1')=ψ" 

(y)，が従う。!放に， fγEBなる任意の yに対

して， φ'(y)=ψ"(y)j，が従う。故に，ゆゆぺ

が従う。 〔証明終]。

C注意JoA及び B，の各各を，任意の集合と

し，且つ，¥Dを¥DEMap(A，B)なる任意の
写像とする。 rsbEMap(B， A)なる或 ψが存

在して， rφ は伊に対する逆写像であるjj，

なる場合を考える。 C命題8J，より，各 ψ に
対して，この ψは一意的に定まる。この ψを
ψ1 と表記する事にする。

C命題9Jo f任意の集合 A及び任意の集合 B

及び¥DEMap(A，B)なる任意の ψ及び ψ5

Map(B， A) なる任意の ψ， に対して， rrψ 

は ψに対する逆写像であるJ，ならば， iψ は

φに対する逆写像であるJjj. が従う。

C証明1。任意の集合 A 及び任意の集合 B及

び ψEMap(A，B)なる任意の ψ 及び φε

Map(B， A)なる任意の ψ， の各各を， 固定

する c rψ は¢に対する逆写像であるj，と仮

定する。 xEAなる任意の Z 及び yEBなる

任意の y，の各各を，閤定する。〔定義5]， よ

り， ry=ψ(x)， と.x=ψ(y)，とは，同値であ

るj，が従う c 故に， rx=ψ(γ) ，と， γ=ψ(x)，

とは，同値であるj，が従う。放に， ryEBな

る任意の y及び xEAなる任意の x，に対し

て， rx=ψ(y) ， と，下=ψ(x)，とは，同値であ

るjj，が従う。一方， rψεMap(B， A)，且つ，

伊εMap(A，B)j，が従う。故に， [定義5]，

より， rψ は ψに対する逆写像であるJ，が従

う。[証明終]。

C命題10Jor任意の集合 A及び任意の集合 B
及び ψεMap(A，B)なる任意の ψ及び ψε

Map(B， A) なる任意の ψ， に対して， rrψ 
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は ψ に対する逆写像であるj， ならば， ψε 

Bij (A， B) jj，が従う。

C証明]。任意の集合 A及び任意の集合 B及

び ψEMap(A，B) なる任意の¢及び ψG

Map(B， A)なる任意の φ， の各各を， 固定

する。「ψは¢に対する逆写像であるj，と仮

定する。

ψεInj(A， B)，を示す。どεAなる任意の

〆及び x"EAなる任意の zぺの各各を，固

定する。 ψ(x')=ψ(x") ，と仮定する c cf EMap 

(A， B)，より，伊(x')εB，が従う。故に， [定

義5J及び ψ(x')=ψ(x') ， より x'=φ(ψ

(x')) ，が従う。ところが， ψ(〆)=ψ(x")。故

に，x' = 1-(<p (x") )，が従う。一方， ψEMap 

(A， B)，より， ψ(x")εB。故に， [定義5J

及び <p(x勺=ψ(x")， より，x" = <J (<p (x"))， 

が従う。故に IX'=φ(<p(x"))， 且つ x"==ψ 

(伊(x"))j，が従う。故に，x'=xぺが従う。故

に IX'EAなる任意の〆及び x"EA なる

任意の zぺに対して， 1平，(x')=ψ(x") ， なら

ば X'=xりj， が従う。 ところが， 少EMap

(A， B)。故に， ψElnj(A，B)，が従う。

ψεSurj(A， B)， を示す。 yEBなる任意

の yを固定する。 ψεMap(B，A)，より， ψ

(')1)εA，が従う。ところが， [命題9]， より，

「ψ は ψに対する逆写像であるj，が従う。故

に， [定義5J及び ψ(y)=ψ(y)， より')1=

c，c(ψ(')1)) ，が従う。ところが， ψ(y)EA。放に，

IXEAなる或 xが存在して')1=ψ(x)j， が

従う。故に， I')IEBなる任意の yiこ対して，

IXEAなる或 xが存在して，y=<p(x)jj，が

従う。ところが， ψεMap(A，B)。故に， ψ5

Surj(A， B)，が従う。

故に，タEBij(A，B)，が従う。 E証明終1。

〔命題11Jo 1任意の集合 A 及び任意の集合 B

及び vεBij(A，B)なる任意の ψ，に対して，

「ψεMap(B，A)なる或 ψが一意的に存在し

て， 1φ は?に対する逆写像であるjjj，が従

う。即ち，次の，結論1及び結論2，が従う。

結論101 O'EMap(B， A)なる任意の φ'及

び ψ"EMap(B，A)なる任意の ψぺ に対し

て， I11ψ'は?に対する逆写像であるj，且

つ， 1ψ"は ψに対する逆写像であるjj，なら

ば， ψψ"jj。

結論20 1ψεMap(B， A)なる或 ψが存在し

て， 1ψ は ψに対する逆写像であるjj。

〔証明]。任意の集合 A 及び任意の集合 B及

び ψEBij(A，B)なる任意の <p， の各各を，

固定する。結論1， は， [命題8]， より， 従

う。結論2，を示す。

陳述10lyEBなる任意の y及び〆εAな

る任意の〆及び x"EAなる任意の xぺに対

して， IIY=c，c (x') ， 且つ，，y=<p(x")j， なら

ば x'=〆'jj，

を示す。 yEBなる任意の y及び x'EAなる

任意の〆及び x"EAなる任意の xぺの各各

を，固定する c1')1=ψ(x') ，且つ， γ=ψ(x")j，

と仮定する。 ψ(x')= <p (x") ，が従う。一方，<p 

εBij(A， B)，より， ψElnj(A，B)，が従う。

故に， IX'EA， 且つ，x"EAj及び ψ(x')= 

ψ(x") ，より x'=x"，が従う。故に， I')IEB 

なる任意の y及び x'EAなる任意の〆及び

x"EAなる任意の f，に対して， IIY=ψ(x') ， 

且つ')1=ψ(x")j， ならば X'=x"jj，が従

う。陳述1，が従う。

陳述2c IWEBなる任意の W Vこ対して IV

εAなる或 U が存在して， ω=ψ(V)jj， 

を示す。 WEBなる任意の ωを固定する。 ψ

εBij(A， B)， より <p巴Surj(A， B)，が従

う。放に，IVEAなる或 U が存在して W=

ψ(V) j， が従う C 故に，IWEBなる任意の W
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に対して，IVEAなる或 U が存在Lて W=

cp(V)jJ，が従う。陳述2，が従う。

陳述1及び陳述2，より，

陳述30 lWEBなる任意のW Vこ対して， IVE 

Aなる或 U が一意的に存在して，tV=cp(V)jj， 

が従う o wEBなる各 W に対して一意的に定

まる， この，vEAなる V，を， ψ(ω)， と表記

する。即ち，IWEBなる任意の W及び VEA

なる任意の V， に対Lて， 1ω=ψ(V)， なる場

合，且つ，その場合に限って， ψ(ω)=vjj，に

よって， φεMap(B，A) なる写像併を定義

する。陳述3，より，との定義は，定義の為の

根拠を得る。

「ψは¢に対する逆写像であるj，を示す。

ψの定義，より， 1ψεMap(B， A)，且つ. IW 

EBなる任意の ω及び UεAなる任意の V，

に対して， 1ω=cp(V)， と， ψ(ω) =v， とは，

同イ直であるjjj，が従う C 故に， 1ψεMap(B， 

A)， 且つ，IWEBなる任意の ω及び VEA

なる任意の V，に対して， 1ω=ψ(V) ， と V=

ψ(ω) ，とは，同値であるjjj，が従う。故に，

〔定義5]，より， rψεMap(B， A)，且つ， Iゅ

は ψ に対'るオ逆写像であるjj，が従う。故に，

「ψεMap(B，A) なる或 ψが存在して， rゅ

は ψ に対する逆写像であるjj，が従う。結論

2，が従う。

命題が従う。 C証明終1。

第3節自然数系列

ここでは， 自然数系列に関する自明性の高い

性質達，を導入する。じ命題150は， [命題4.4J

に対する E証明J， におL・て， 基本的な役割を
はずこす者で、ある。

ヒ定義1Jo InENなる任意の n に対して，

IlkεN，且つ，k豆nj，の場合， 且つ， その

場合に限って， kEN[nJjJ， によって，nEN 

なる各 nVこ対して， 集合，N[n]， を定義す

る。即ち， InENなる各 nv;こ対して，N[nJ 

={k IkEN， 且つ，k三三叶j，と置く。

C命題1Jo N[lJ ={1}，が従う。

C証明JoxEN[lJなる任意の xを固定する。

C定義1]， より， IXEN，且つ x三五]j， が従

う。故に，xEN，が従う。故に， 1豆X，が従

う。ところが X三三1。故に，x=l， が従う。と

ころが， IX=l， と xε{]}，とは， 同{直であ

る」。故に xε{]}，が従う c故に， IXEN[lJ 

なる任意の xに対して， XE{l}j，が従う o

yE{l}なる任意の y を固定する。 ところ

が， lyE{]}， と，y=l， とは，同{直である」。

故に，y=l， が従う。一方， 11εN， 且つ，

1三五1J及び[定義1J， より， 1 EN[lJ，が従

う。故に，yEN口J，が従う C 故に， rYE{l} 

なる任意の yに対して，y εN[IJJ，が従う。

故に， N[IJ={l}，が従う。[証明終3。

〔命題2JoInENなる任意の nvこ対して，

1EN[nJj，が従う。

C証明JonεN なる任意の n を固定する。 1

手n，が従う c ところが， 1EN。故に， I1EN， 

且つ 1;;玉川，が従う。故に， [定義1J， より，

1EN[nJ，が従う C 故に， InENなる任意の

nに対して， 1EN[nJJ，が従う。じ証明終1。

C命題3Jo InENなる任意の nに対Lて，

nEN[nJj，が従う。

E証明JonENなる任意の nを回定する。 n
EN，が従う。 ところが n三説。故に， InE 

N，且つ，n-:;玉nj，が従う。故に， [定義1]，よ

り，nEN[nl， が従う o [証明終〕。

C命題4Jo InENなる任意の n及び mEN
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なる任意の m，に対lて， 1 n二玉m，と，N[nJ 

三N[mJ，とは，同値であるjj，が従う c

C証明JonεN なる任意の n及び mεN なる

任意の m，の各各を，固定する o n三三m，と仮

定する。~ EN[nJなる任意の xを固定する。

C定義1J， より， IXEN， 且つ X三三nj，が従

うc故に X二玉n，が従う。 ところが n三三m。

故に，広三五m，が従う。故に， I.xEN，旦つ，

x豆mj，が従う。故に， [定義1J，より，xEN 

[m]， が従う。故に， IXEN[nJなる任意の Z

に対Lて， xEN[mJj，が従う。放に，N[nJ 

三N[mJ， が従う。次に，N[nJ三N[m]， と仮

定する。ところが， [命題3J，より ，nEN[nJ， 

が従う。故に nεN[mJ，が従う。故に， [定

義1J， より， InEN， 且つ n三五mj，が従う。

故に n三五m，が従う[証明終]。

E命題5Jo rnENなる任意の nに対して， r任

意の hに対して， IikEN[nJ，且つ， 1手kj，

ならば， k-lEN[nJjjj，が従う。

C証明JonENなる任意の nを固定し，且つ，

IkεN[nJ，且つ， 1尋ねなる任意の hを固定

する ckEN[nJ及び【定義 1J，より， lkEN，

且つ，k三三nj，が従う。 11手k，且つ， kENj， 
より，k-lEN， が従う c 1 k-1豆k，且つ，

h三五nj，より， λ-1三五n，が従う。故に， Ik-1 

εN，且つ，k-1三説j，が従う。故に， [定義

1]，より，k-1EN[叫， が従う C 命題が従

うc 日lE明終]。

C命題6Jo InENなる任意の nに対して，

Inキ1，ならば， N[nJ=N[n-IJU{n}jj，が

従う。

[証明JonεN なる任意の nを固定する。 n

キ]， と依定する。 FnEN，且つ nキ1J，が従

う。故に， r或 zが存在して， IZEN，且つ，

z十1=njj，が従う。この zを回定する。 rzE

N，且つ z十1=nj，が従う c故に， IZEN， 

且つ，z=n-1j，が従う。放に，n-1EN，が

従う。故に，じ定義 1]， より， IN[n-lJは定

義されるj，が従う。

xEN[nJなる任意の xを回定する。C定義1J， 
より， IXEN， 且つ X孟nj， が従う .x三三n

-1，なる場合を考える。ところが XεN。故

に， I.xEN，且つ X三説-1J，が従う。故に，

〔定義1J，より， ~ EN[n-1]， が従う。 n-1

主計，なる場合を考える。 ところが X三説。故

に， In-1;!長以且つ，丸三五nj，が従う。ところ

が， IxεN，且つ， n-1ENj。故に，.x =n，が

従う。ところが，nE{n}。故に .xε{n}， が

従う。ところが， 1 X手n-l， 或いは，n-1]毛

利。故に， r XεN[n-1]， 或lいは， xE{n}j， 

が従う。故に，xEN[n-lJ U{n}，が従う。

故に， rXEN[nJなる任意の Z に対1て， XE 

N[n-IJU{n}j，が従う。

yεN[n-IJU{n}なる任意の yを固定する。

YEN[n-IJU{n}， が従う。故に， 1γεN[n 

-1]，或いは，YE{n}j，が従う o YEN[n-1]， 

なる場合を考える。 n-1三三n及び[命題4]，

より，N[n-llCN[n]， が従う。故に，yEN 

〔必， が従う c YE{n}， なる場合を考える。

y=n，が従う。 C命題3J，より，nεN[nJ，が

従う。故に，YEN[n]，が従う。故に，各場合

において，Y εN[nJ。故に，IYEN[n-IJU 

{n}，なる任意の yに対して， YEN[nJj，が

従う。

命題が従う。 E証明終:。

C命題7Jo InENなる任意の nに対して，

Inキ1，ならば， n$N[n-IJjj，が従う。

C証明JonεN なる任意の nを固定する n

キ1， と仮定する c rnEN，且つ，nキlj，が従

う。故に， r或 zが存在して，IZEN，且つ，
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z+l =njj，が従う。この zを固定する。 IZE

N，且つ，z+l=nj，が従う c 故に， 12εN， 

且つ，z=n-1J，が従う。故に，n-1EN，が

従う。故に， [定義1]，より，rN[n-lJは定

義されるj，が従う onEN[n-IJ，と仮定して

矛盾を導く。 C定義1]，より， rnEN，且つ，

n三五n-1J， が従う。故に n三三n-1，が従う。

ところが，n-1三三n。故に，n=n-l， が従う。

ところが，ryENなる任意の y に対して，

「下 +1=γ，には非ずjj。故に nεN，より，

rn+1=伐には非ずj，が従う。故に In=n

-1，には非ずj，が従う。故に，rn=n-1，且

つ，n~n- 1J， が従う。故に，矛盾が生じる c

故に， rnεN[n-1]， には非ずj，が従う。命

題が従う。[証明終]。

E命題 8~0 1mεNなる任意の m 及び nεN 

なる任意の n， に対して，rmEN[n]， なら

ば，m+1EN[計十lJjj，が従う。

じ証明Jom巴Nなる任意の m及び nENなる

任意の n，の各各を， 固定する o mεN[n]， 

と仮定する c Im+1EN，且つ，n+1ENj，が

従う。一方，じ定義1]， より，rmEN，且つ，

m二五nj，が従う。故に m豆n，が従う。故に，

m+1三三n十1，が従う。故に m+lE三N 及び

[定義1J及び n+1EN， より，m+1EN[何

十1]，が従う c 故に， rmENなる任意の m及

び nεN なる任意の n，に対して，rmEN[nJ， 

ならば， m+1EN[n+IJJj，が従う。

C証明終]。

E命題9JoImENなる任意の m 及び nEN

なる任意の n，に対1.て， Irmキ1，且つ nキ

1J， ならば，rmEN[nJ， ならば m--1εN

[n-IJjjj，が従う。

C証明JomENなる任意の m 及び nENな

る任意の n，の各各を，固定するに 1mキ1，且

つ nキ1J， と仮定する c

mεN[nJ. と仮定するo [定義1]， より，

rmεN，且つ m孟nj， が従う。故に mE

N，が従う。 ところが mキ10故に， I或〆

が存在して rX'EN，且つ， x'+l=mjj， が

従う c この〆を固定する。 rX'EN，且つ，

x'+l=mj， が従う c 故に，x'+l=m， が従

う。故に，x'=m-1， が従う。ところが X'E

N。故に，m-1EN，が従う。また，m-1五

m。故に m三三n，より，m-1塁手n，が従う。と

ころが nキ1。故に， r或〆'が存在して， I :x.." 
EN，且つ， :x.."+l=njj，が従う。この f を

固定する c IJ;"EN，且つ，x"+l=nj， が従

う。故に，J;"+l=n，が従う。故に，x" =n-

1，が従う。ところが， ~"εN。故に， n-1εN， 

が従う。故に，m-l;;i手n，より，m-1三説-1，

が従う。故に，rm-1EN，且つ，m-1三玉n-

1J.が従う。故に，n-1EN及びじ定義1]，

より，m-1 EN[n-1]， が従う。故に， ImE 

N なる任意の m 及び nεN なる任意の伐

に対して， Irmキ1， 且つ nキ1J. ならば，

rmEN[nJ，ならば，m --1 EN[n -IJjjj，が

従う。 じ証明終]。

E命題10Jonを nENなる任意の自然数とす

る。 rmεN[nJなる任意のmに対して，r(m) 

=m+lJ， によって，N[nJを定義域とする写

像 r，を定義する。

K={k Ik EN[n+l]， 且つ，k辛子1}，

と置く o rEBij(N[n]， K)，が従う c

〔証明]。 τEMap(N[n]， K)，を示すo mEN 

[nJなる任意の m を固定する。 C命題8]， よ

り，m+1EN[n+1]， が従う。一方 mEN

[nJ，より，m+1キ1，が従う。ところが，rの

定義，より，r(m) =m+1。故に， rr'(m)εN[n 

+1]，且つ，r(m)キ1J.が従う。故に，K の

定義，より，r(m)εK，が従う。故に， rmεN 

[nJ なる任意の m~こ対して ， r(m) EKj，が
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従う。故に， ，EMap(N[n]， K)，が従う。

，Elnj (N[nJ， K)，を示すo m'EN[nJな

る任意の m'及び m"EN[nJなる任意の mぺ

の各各を，固定する。 m'キmぺ と仮定する C

m'キmぺより，m'+lキm"+1， が従う。とこ

ろが， τの定義， より， Iτ(m') =m'+l， 且つ，
，(m") =m" + lj，が従う。故に ，(nのキT
(m") ，が従う。故に 1m'εN[nJなる任意の

m'及び m"εN[nJ なる任意の mぺに対し

て 1m'主""mぺならば，，(m')キ，(m")JJ，が

従う。ところが， τEMap(N白2]， K)。故に，

TεInj (N [nJ， K)，が従う。

，ESurj (N [nJ， K)，を示す。 WEKなる任

意の ωを固定する。 K の定義，より， IωEN  

[n+1]， 且つ WキlJ，が従う。故に，WEN 

[n+1]， が従う。故に， [定義1]，より， ωG

N，が従う。また Wキ1，が従う。一方 nε

N，より，n+1キ1，が従う。故に， [命題9J，

より，w-1EN[(n十1)-11が従う。ところ

が，(n+1) -1 =n。故に， ω-1εN[nJ，が従

う。 ところが，の定義， より，，(w-1) = 

(ω-1) +1，が従う C 故に， (ω-1)十1=似

より，r(w-1)=W，が従う C 故に，w=，(ω--

1)，が従う。ところが，w-1εN[nJ。故に，

rVEN[nJなる或 U が存在して， ω=，(v) J， 

が従う。故に，IWEKなる任意の ω に対し

て，rVEN[nJなる或 U が存在して W=，

(ρ) JJ， が従う。 ところが， r EMap(N[nJ， 

E。故に， ，ESurj(N[叫，K)，が従う。
故に，T EBij (N[n]， K)，が従う。

〔証明終1。

[命題llJcInENなる任意の n及び任意の集

合 D， に対lて， rnキ1， ならば，rn$D， 

と，DnN[n-IJ=D日N[nJ， とは， 同f直で

あるJJJ，が従う。

C証明JonENなる任意の n及び任意の集合

D，の各各を，固定する c nキ1， と仮定する o

nキ1及び【定義1J， より， I N[n-1Jは定義

されるJ，が従う。

n$D， と仮定する o xEDnN[n-1Jなる任

意の xを固定する o xEDnN[nー1]， が従

うcIXED，且つ，xEN[n-IJJ，が従う。と

ころが， [命題4J，より，N[n-1J三N[nJ，

が従う。故に，xEN[nー1]，より，xEN[nJ， 

が従う。故に， I広三D，且つ，xEN[nJJ，が

従う。故に，xED円N[nJ，が従う。故に，

iXEDnN[n-lJ なる任意の xに対して，

xEDnN[nJJ，が従う。 YEDnN[nJなる任

意の yを固定する。 YEDnN[nJ，が従う。

放に，lyED，且つ，下εN[nJJ，が従う。故

に yεN[nJ，が従う C ところが， [命題6J， 

より，N[nJ=N[n-IJU{n}，が従う C 故に，

yEN[n-l] U{n}，が従う。故に， l} EN[n 

-1]，或いは，YE{n}J，が従う。YEN[n-1]，

なる場合を考えるC 下ED， より，iYED， 且

つ，J EN[n-IJJ，が従う。故に YεDnN

[n-1]， が従う cYE{n}，なる場合を考える。

y=n，が従う。ところが，YED。故に，nED。

これは，n$D， に反するC 故に， 1-E DnN  

[n-1]， が従う C 故に，iyEDnN[nJなる任

意の yに対して，yED円N[n-IJJ，が従う。

故に，DnN[n-IJ=D円N[nJ，が従う。

DnN[n-IJ=DnN[nJ，と仮定する c nED， 

と仮定して矛盾を導く。〔命題3J，より，nEN 

[nJ，が従う。故に，inED，且つ，nEN[nJJ， 

が従う。故に nεD什N[nJ. が従う c ところ

が，DnN[n-IJ=D円N[nJ。故に，nED什

N[n-1J。故に，inED，且つ，nEN[n-IJJ。

故に nεN[n-lJ。故に， InEN， 且つ，

n三三n-lJ。故に n三三nー1。ところが，n-1豆

n。故に，n=n-]。これは nキn-l， に反す

る。

命題が従う。 〔証明終1。

C命題12Jo1 nεN なる任意の n及び D三N
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なる任意の D，Vこ対して，IDnN[nJキムな

らば， r或 dが存在して，rd=minD，且つ，
dεD円N[nJJJJJ，が従う。

C証明JonεNなる任意の n及び DCNなる

任意の D，の各各を，固定する c DnN[nJキ

ムと仮定する。故に， 1或 Z が存在して， XE 

DnN[nJJ，が従う。この Zを固定してダと

するoX'εDnN[nJ，が従う c 故に， IX'ED， 

且つ，x'EN[nJJ，が従う。故に，x'ED，が

従う c故に， 1或 yが存在して， yEDJ が従

う。故に，Dキφ，が従う。ところが，D三N。
故に，Dにおいて最小である， 元， が存在す
る。この元を d(氷)とする。即ち，d(*) =min 

D，と置く。ここで先に固定したダを用いる。

rX'ED，且つ，x'EN[nJJ，より，x'ED。故

に，d(*)三主'。 ところが，x'EN[nJ， より，

X'三三n，が従う。故に，d(*)三三n，が従う。とこ

ろが， r d(*)εD，且つ，D三NJ，より，d(*) 
EN，が従う。故に，rd(*)εN，且つ，d(*) 

三三nJ，が従う c ところが，N[nJ={klkEN， 

且つ，k豆叶。故に，d(*)εN[nJ， が従う。

故に，rd(*) ED， 且つ，d(*) EN[nJJ，が従

う。故に，d(キ)εDnN[nJ，が従う c 故に，

rd(*) =minD， 且つ，d(*)εDnN[nJJ， が

従う c 故に， 1或 dが存在して，rd=minD， 

且つ，dεD日N以JJJ，が従う。命題が従う。

C証明終]。

〔命題13JorD三N なる任意の D に対して，

rDキゆ，ならば， DnN[minDJ={minD}JJ， 

が従う。

〔証明JoD三N なる任意の D を固定する。 D

Aぞ。， と仮定する。 Dにおいて最小である，元，

即ち， minD，が存在するoXεDnN[minDJ 

なる任意の xを固定する。 rXED，且つ， XE 

N[minDJJ，が従う c xED， より， minD三五

X，が従う o xEN[minDJ及び仁定義1]， よ

り，rXEN， 且つ， 広三三minDJ， が従う。 故

に X;;;玉minD，が従う。故に， rminD豆X，

且つ，広三玉minDJ，が従う。故に， minD=.:r， 

が従う c ところが， min DE{min Dh故に，

~ E{minD}，が従う。故に， rXED円N[min

DJなる任意の Zに対して， ~;E{min D} J，が

従うoyE{minD}なる任意の yを固定するo

y=minD，が従う。ところが，minDED。一

方， rminDED，且つ，D三NJ，より， minD 
EN，が従う。ところが， minD豆minD。故

に， [定義1J，より，minDEN[minDJ，が

従う O 故に，IminDED， 且つ，minDEN 

[min D]J，が従う c 故に， minDEDnN 

[min DJ，が従う。 ところが， minD=y。故

に，下EDnN[minDJ， が従う。故に， rγε 

{minD}なる任意の yに対して， yEDnN 

[minDJJ，が従うと故に， DnN[minDJ= 

{minD}，が従う。[証明終3。

C定義2Jo r XE{]}なる任意の xに対Lて，
s *(x) =1J，によって， {1}を定義域とする写

像，ん，を定義する。

C命題14J0 Bij ({1}， {1}) = {s *}，が従う。

E証明1。じ命題2.2J及び C定義2J， より，従

う。[証明終]。

〔命題15JornENなる任意の n及び IENな

る任意のよに対して， rψεBij (N[nJ， N[lJ) 

なる或 ψ が存在する， なる事と，n=l， なる

事とは，同値であるJJ，が従う。

じ証明JornENなる在意の n及び IENなる

任意の 1，に対して， rrψEBij (N[nJ， N[IJ) 

なる或 ψが存在するJ，ならば，n=IJJ，を示

す。

M={mlmEN， 且つ， rkENなる或 kが存

在して， IrψEBij(N[mJ， N[幻)なる或 ψ

が存在するJ，且つ mキkJJ}，
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と置く。 Mキムと仮定して矛盾を導く。

M の定義，より，MCN， が従う。故に，M

キ併，より，M において最小である，元，が存

在するc この元を m(*) と表記する。即ち，

m(*) =min M， と置く。 m(*)E.M 及び M の

定義，より，

陳述1c r m(*) E.N， 且つ， rkE.N なる或 h
が存在して rr<pεBij(N[m(*)J， N[k])な

る或 ψが存在するj，且つ，m(*)キkjjj，

が従う。

式10l;i手m(*)，

を示す。陳述1， より，m(*) E.N， が従う。

故に， 1三三m(*)，が従う。 1=m(*)，と仮定し

て矛盾を導く。ところが，陳述1，より，rkE. 

Nなる或 hが存在lて. rrψεBij(N[m(*)]， 

N[k])なる或 vが存在するj，且つ，m(*)キ

kj j，が従う。故に，rk'E.N なる或!?'が存在

して， r rψ'E.Bij(N[1]， N[kつ)なる或ヂ'が
存在するj，旦つ， 1キk'jj，が従う。この k'を

固定する。 rk'E.N， 且つ， r <p' E.Bij (N[1]， 

N[!?'])なる或 <p'が存在するj，且つ， 1キ!?'j，

が従う。この ψ'を固定する。 rk'εN，且つ，

ψ'E.Bij (N[1]， N[kつ)， 且つ， 1キk'j，が従

うc 故に，イE三Bij(ND]， N[kつ)，が従う。

ところが， [命題1]， より，N[IJ={l}。故

に， ψ'E.Bij({1}， N[kつ)，が従う。

k'ム干ψ'(1)，の場合を考える。〆E.Surj({1}， 

N[kつ)， より， r X'E.{l}なる或 x'が存在し
て，k' = <p' (x') j， が従う。このダを固定す
る。rX'E.{l}， 且つ，!t'=ψ'(x') j，が従う c と
ころが， r〆ε{1}， と x'=l， とは， 同{直で
ある」。故に， r x'=l， 且つ，k'=〆(x')j，が
従う。故に k'=〆(1)，が従う。ところが，

k'キψ'(1)c 故に，矛盾が生じる。

k'=ψ'(1)，の場合を考える。 k'E.N，より，

1豆k'，が従う。故に， [定義1]，より， 1 E.N 

[kつ， が従う。ところが， ψ'E.Surj({1}， N 

[kつ)c 故に， r x" E.{1}なる或 f が存在して，
1=ψ'(x") j， が従う。 この f を固定する。

r x" E.{1}， 且つ， 1=〆(x")j，が従う。ところ
が rx"ε{1}， と x"=l， とはp 同値であ

る」。故に， r x"=l， 且つ， 1=ψ'(x") j，が従

うc 故に， 1 =〆(1)，が従う。ところが， 1王手!t'，

より， 1キ!t'， が従う。故に <p'(1) ;，~，!?'，が従

うc ところが !t'=ぃ'(1)， より， ψ'(1)=k'，

が従う C 故に，矛盾が生じる。

故に， 1キm(*)，が従う。 ところが二五m

(* )。故に， 1ぷm(*)，が従う。式1，が従う。

陳述2c rm(め-1E.N， 且つ，rk"E.N なる

任意の k"に対して， rrψE.Bij(N[m(*) -1]， 

N[kつ)なる或 ψが存在するj，ならば，m(*) 

-l=kつjj，

を示す。陳述 1，より，m(*) E.N， が従う。

式1，より，m(*)キ1，が従う。故に， r或 y'
が存在して， r下'E.N，且つ， y'+l=m(*)jj， 

が従う。この y'を固定する。 rY'E.N，且つ，

y'+1=m(*)J， が従う。故に， r下'E.N，且つ，
'y'=m(*) -1J.が従う C 放に，m(*)-lE.N， 

が従う。一方， m(*)-}ぷm(*)。故に，m(*) 

の最小性，より，m(*) -1E):M，が従う。とこ

ろが，m(*) -lE.Nc故に，Mの定義， より，

rrk"E.N なる或 k"が存在lて， rrψE.Bij(N 

[m(*) -1]， N[kつ)なる或 ψが存在するj，

且つ，m(*) -1'"マhつj， には非ずj，が従う。

故に，rk"E.N なる任意の k"に対して， r rrψ 

εBij (N[m(キ)-1]， N[kつ)なる或ψが存在

するj， には非ずj，或いは， rm(*)-lキk"，

には非ずjjj，が従う。故に， rk" E.N なる任

意の k"に対して， rrψE三Bij(N[m(*)-1]， 

N[k勺)なる或 ψが存在するj，ならば，m(*) 

-l=k勺j，が従う。陳述2，が従う。
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陳述1， より， rkENなる或 hが存在して 3

rrψE三Bij(N[m (*)]， N[kJ)なる或 ψが存在

するJ，且つ，m(*)キkJJ，が従う。この hを

固定する。 rkEN，且つ， rψεBij(N[m(*)]， 

N[kJ)なる或 ψが存在するJ，且つ，m(*)キ

kJ，が従う。この ψ を固定する C

陳述3c rkεN，且つ， ψEBij(N[m(*)]， N 

[kJ)，且つ，m(*)キkJ，

が従う。

式20U手k，

を示す。陳述3，より，kεN，が従う。故に，

1三玉k，が従う。 l=k，と仮定して矛盾を導く。

陳述3，より， ψεBij(N[m(*)]， N[釘)，が

従う。 ところが，k=l。故に， ψεBij(N[m 

(*)J， N[1])， が従う c ところが， [命題1]，

より，N[IJ={l}， が従う c 故に， ψεBij(N

[m(*)コ， {1})，が従う。ところが， [命題3J， 
より，m(*)εN[m(の]，が従う c 故に <t

(m(*)) E{l}，が従う。一方，陳述2，より，

m(*) -1εN， が従う o m(*)-l三三m(*)及び

じ定義1]， より，m(*) -lEN[m(*)]， が従

う。故に， ψ(m(*)-1) E{l}，が従う。故に，

「ψ(m(*))E{l}，且つ， ￥(m(*)ー1)ε{1}J，

が従う。ところが， r任意の zに対して， r zε 
{1}， と，z=l， とは， 同値であるJJc故に，

r <t-(m ( *) ) = 1， 且つ， ψ(m(*)ー1)=1J，が従
う。故に， ψ(m(*)-1) =ψ(m(*)) ，が従う。

ところが， ψElnj(N[m(*)J， N[kJ)。故に，

rm(*)ー1EN[m(*)J，且つ，m(*) EN[m(*)]， 

且つ， m(*)-lキm(*)J， より， ψ(m(*) -1) 

キψ(m(*))，が従う。故に，矛盾が生じる。故

に， 1キk，が従うc ところが 1三玉kc 故に，

1王手k，が従う。式2，が従う。

A=ψ(m(*)) ， と仮定して矛盾を導く。

箇所1。陳述2， 上り， m(*) -lEN， が従

う。また，m(*)ー1豆'm(*)。故に， [命題4J，

より， N[m(*)-1]三N[m(*)]， が従う。故

に，写像 ψ の定義域 N[m(*)JをN[m(*)

-1]へと制限する事，によって得られる写像，

即ち， 写像 ψ の N[m(*)-1]への制限， ψ! 

N[m(*)-1]， が定義可能となる。

ψ*ψIN[m(*) -1]， 

と置く。

式30 <t'*EBij(N[m(*) -1]， N[k-1])， 

を示す。

ψ*EMap(N[m(*)ー1]， N[k -1]) ，を示

す。 !'EN[m(*)ー1]なる任意の['を固定す

る。陳述3，より，kEN，が従う。式2， よ

り，kキ1， が従う c 故に， [命題6J， より，
N[kJ=N[k-lJ U{k}， が従う c ところが，

4'εMap(N[m(*)]， N[kJ)，より， 4) (1')εN 

[k]， が従う。故に， ψ(1')EN[k-1] U{k}， 

が従う。故に ψ(!')εN[k-1]， 或いは，

ψ(1') E{k}J， が従う。 ψ(1')ε{A}， と仮定し

て矛盾を導く。「ψ(1')ε廿}， と， ψ(1')=k， 

とは，同値であるJ，より， ψ(!')=k，が従う。

ところが k=ψ(m(*))。故に，cp (1') =ヂ(m

(*) )，が従う。ところが，cpεInj(N[m(のJ，

N[kJ)。故に，!'=m(*)，が従う。一方，陳述

1，より，m(*)εN，が従う。また， 式1，

より m(*)キ1，が従う c故に， [命題7J，よ

り，m(本)E!:N[m(*)-1]， が従う。ところが，

['=m(*) c 故に， !'E!:N[m(*)-1]， が従う。

ところが， !'EN[m(*)-1]。故に， 矛盾が生

じる。故に， ψ(1')EN[k-1]， が従う。 とこ

ろが，['EN[k-1]及び ψ水の定義， より，

cp (1') =ψ水(l')，が従う C 故に，伊水([')EN[k-

1]，が従う。故に， r!'EN[m(*)-1]なる任

意の{'に対して， ψキ(1')εN[k-1]J，が従う。
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故に，cp*EMap(N[m(*) -IJ. N日-1])，が

従う。

伊*εInj(N[m(*)-IJ. N日-1])，を示す。

l"EN[m(*) -1]なる任意の 1"及び l"'EN

[m(*) -1]なる任意の Jぺの各各を，固定す

る。 1"~1ぺと仮定する。 N[m(*) -1]CN  

[m(*)J，より，ll"EN[m(*)J， 且つ l"'E

N[m(*)ユj，が従う。ところが， ["キl'九故に，

ψεInj(N[m(*)J， N[幻)， より， ψ(1つキ伊

(1川)，が従う。ところが， 11"EN[m(*)-I]， 

且つ，l"'EN[m(*) -1]j及び伊*の定義， よ

り， 1ψ(1") =ψ*(1づ，且つ， ψ(1'勺=伊本(1''')j， 

が従う。故に，cp*(lつ主守山(l"')，が従う。故

に， 11"EN[m(*)-1]なる任意の 1"及び l'"

EN[m(*) -1]なる任意の 1ぺに対して， ll" 

キJぺならば，れ(1つキ少*(l'勺jj，が従う。

故に， ψ*EMap(N[m(*)-1J. N[k-1])，よ

り， 少*Elnj(N[m(*)-I]， N印-1])， が従

うo

， cp*ESurj(N[m(*)ー1J" N[k-1])， を示

す。 y'EN[k-1]なる任意の y'を固定する。

陳述3，より，kEN，が従う。式2， より，

hキ1，が従う。故に，k-1EN，が従う。とこ

ろが，k-1豆ム故に， [命題4]，より，N日

-1]三N[kJ，が従う。故に，y'EN[kJ，が従

う。ところが， ψESurj(N[m(*)]， N[kJ)。

故に，Ix'EN[mC*)Jなる或 x'が存在して，

}.'=ψ(x')j，が従う。この x'を固定する。

Ix'EN[m(*)]， 且つ y'=ψ(x')j， が従う c

x'εN[m(*)]， が従う。陳述1， より，m(*) 

EN，が従う。また，式1，より，m(*)キ1，

が従う。故に， [命題6J， より，N[m(*)J= 

N[m(*) -IJU{m(*)}，が従う。故に，x'EN 

[m(*) -1] U{m(キ)}，が従う。故に，IX'EN 

[m(*) -1J， 或いは， x'E{m(*)}j，が従う o

x'ε{m(*)}， と仮定して矛盾を導く。 IX'E

{m(*)}，と，x'=m(*)， とは，同{直であるj;

より，:x.'=m(*)，が従う。故に， ψ(x')=ψ(m 

(*)) ， が従う。ところが k=ψ(m(*))。故

に， ψ(x')=k，が従う。ところが，y'=cp (x')。

故に，Y'=A'，が従う C ところが，y'εN[k-1]。

故に，kEN[k-I]， が従う。一方，陳述3，

より，kEN。また，式2，より，kキ1。故に，

C命題7J，より，kEEN[k-1J， が従う。故に，

矛盾が生じる。故に， x'EN[m(*)-IJ.が従

うC 故に IX'εN[m(*)-I]，且つ， ')1' = cf 

(〆)j，が従う。一方 cp*の定義，より，平(x')

=平水(x')，が従う。故に， IX'E三N[m(*)-1J， 

且つ，y'=れ(:x.')j，が従う。故に， r x'εN[m 
(*)一日なる或 x'が存在して， γψ*(x')j， 

が従う。故に， rY'EN[k-1]なる任意の y'

に対して， Ix'EN[m(*)-1] なる或どが存

在して，y'=cp*(x')jj， が従う。故に cp*E

Map(N[m(*) -I]， N[k-1])， より， ψ*E 

Surj(N[m(*)ー1J， N[k -1]) ，が従う。

故に，cp*EBij(N[m(*) -I]， N日-1])，

が従う。故に，式3，が従う。

陳述3，より，kEN，が従う。式2，より，

hキ1，が従う。故に，k-}EN，が従う。とこ

ろが， 陳述2， より Ik"εN なる任意の k"

に対して， 11ψEBij(N[m(*) -lJ， N[k"J)な

る或ψが存在するj，ならば，m(*) -} =kつj，

が従う c 故に， 11ψεBij(N[m(*) -1J， N四

一1])なる或 ψ が存在するj， ならば，m(め

-l=k-lJ， が従う。ところが，式3，より，

ψ*EBij(N[m(*) -1， N[k-IJ)，が従う。故

に， 1ψ巴Bij(N[m(*)-1J. N[kー1])なる或

ψ が存在するj，が従う。故に，m(*) -l=k 

-}，が従う。故に，(m(*) -1) +1= (k-1) + 
1，が従う。故に，m(*) =k，が従う。 ところ

が，陳述3，より，m(のキk，が従う。故に，

矛盾が生じる。 箇所2。

hキψ(m(*))， と仮定して矛盾を導く c

In'EN[kJなる任意の n'に対して， rln'=ψ 

(m(*))，ならば， χ(n') =kj，且つ In'=ム
ならば， X (n') =ψ(m(*))j，且つ， rlダキψ(m
(ゆ)，且つ n'キkj，ならば， χ(n')=ダjjj，
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によって，N日]を定義域とする写像， χ，を

定義する。

式40χEBij(N[k]， N[k]) ， 

を示す。

χεMap(N[釘，N日])，を示すon'EN[k] 

なる任意の n'を固定する。 n'= cp (m ( * ) ) ，な
る場合を考える。 χの定義， より， χ(n')=k， 

が従う。 ところが， 陳述3，より，k εN，が

従う。故に， [命題3]，より，kEN[k]，が従

う。故に，X(n') EN日]， が従う o n'=k，な

る場合を考える。 χ の定義， より， χ(n') =ψ 

(m(*)) ， が従う。 ところが， ψEMap(N[m 

(*)]， N[k])。また， 陳述1， より ，m(*) E 

N。故に， [命題3]，より，m(*) EN[m(*)]， 

が従う。故に， ψ(m(*))EN[k]，が従う。と

ころが， X (n') =ぃ(m(水))。故に， X (n')εN  

[k]，が従う。「勾'キタ(m(*))，且つ n'キkj，

なる場合を考える。 χの定義， より，X(n') = 
n'，が従う。ところが，n'EN[向。故に， X (n') 

EN[幻，が従う C 故に，rn'EN[k]なる任意

の n'に対して， χ(n')εN[k]j， が従う。故

に， ~ EMap(N[kJ， N[k]) ，が従う o

zεInj(N[k]， N[k]) ， を示す。 j'εN[k]

なる任意のj'及び j"εN[k]なる任意の j"，

の各各を，固定する。 Yキj"，と仮定する。
rj'=ψ(m(吋)，且つ j"=kj，なる場合を考
える。 χの定義， より， rχ(j') =k， 且つ x
Gつ=ψ(m(*))j， が従う。ところが kキψ
(m(本))。故に， x (j')キx(j勺，が従う c

r1'=ψ(m(*))， 且つj"キkj， なる場合を
考える。 rj"=ψ(m(*))，或いは j"キψ(m

(*)) j，が従う。 j"=ψ(m(*))，なる場合を考

える。ところが1'=ψ(m(*))。故に，j'=j"， 

が従う。ところが j'キj九故に，矛盾が生じ

る。故に，j"占~cp(m( *))，が従う。ところが，

j"キh。故に， xの定義，より， x (j") = j"，が

従う。一方， j'=ψ(m(*))及び χ の定義，よ

り， χ(1')=k，が従う c ところが j"キh。故

に， χ(jつキx(j')。故に， χ(j')キχci勺， が従
う。

fj"キψ(仰い))，且つ i"=kj， なる場合を

考える。 rj''=k，或いは，j'キkj，が従う。1'=
k， なる場合を考える。 ところが j"=k。故

に，j'=j"，が従う。 ところが，j'キj"o故に，

矛盾が生じる。故に，j'キk，が従う。 ところ

が，j'キψ(m(*))。故に， χの定義， より x
0') = j'， が従う。一方，j"=k 及び χ の定
義，より， χ(jづ=ψ(mH)，が従う。 ところ

が， fキψ(m(*))。故に， x (j')キx(j")， が従
う。

rj'キψ(m(*))， 且つ j"キkj， なる場合を
考える。

r i'=k， 且つ j"=平(m(*))j， なる場合を
考える。 χの定義， より， r x 0') =ψ(m(水))，
且つ， χ(jづ=kj，が従う c ところが kキψ

(m(*))。故に， χo勺キχ(j')，が従う c故に，
χ(j')キχ(1")，が従う。

rj'=k， 且つ j"キψ(m(*))j， なる場合を

考える。 j"キψ(m(*))，が従う。ところが，j" 

キh。故に， xの定義， より， χoづ=j"，が従
う。一方，j'=k。故に， χの定義，より， χ0')

=ψ(m(*))，が従う。ところが，j"キψ(m(*))。

故に， χ(jづキχ(j')，が従う。故に， χ0')キχ

αつ，が従う。
ri'キk， 且つ j"=ψ(m(*))j， なる場合を
考える。 j'キk，が従う。 ところが j'キψ(m

(*) )。故に， χの定義， より， χ(f')=j'，が従

う。一方 j"=ψ(m(*))及び Xの定義，より，

χ(j勺=k，が従う。 ところが j'キh。故に，

χ(j')キχ(jつ，が従う。

rj'キk，且つ，j"キタ(m(*))j，なる場合を考
える。 j'キk，が従う。ところが，j'キψ(仰い))。

故に， χの定義，より， χ(j')= j'， が従う。一
方，j"キψ(m(*))，が従う。ところが，j"キh。

故に， χの定義，より， χ(j") = j"， が従う。

ところが，j'キj"o 故に，x (j')キx(jつ， が従
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う。

故に， r i'EN[k]なる任意の j'及び j"EN
日1なる任意の jぺ に対して ri'キj"，なら
ば， χ(j')キχ(j")jj，が従う。故に， χElnj(N

[k]， N[k]) ，が従う c

χESurj(N[幻， N[kJ) ，を示すo y"εN[kJ 

なる任意の y"を固定する o "f"=k， なる場合

を考える。陳述1，より，m(*) EN，が従う。

故に， [命題3]，より，m(*)εN[m(*)]， が

従う。ところが， ψEMap(N[m(*)]， N[kJ)。

故に， ψ(m(*))εN[k]，が従う。 ところが，

ψ(m(*)) =ψ(m(*))。故に， χの定義， より，

χ(ψ(m(*))) =k，が従う。 ところが，y"=k。

故に， χ(ψ(m(*)))=yぺが従う。ところが，

ψ(m(*)) EN[向。故に，fX"EN[k] なる或

f が存在して， χ(xづ=y勺， が従う c y"=ψ 

(m(*))， なる場合を考える。陳述3， より，

kEN，が従う。故に， [命題3]，より，kEN 

[k]，が従う。ところが，k=k。故に， χの定

義， より， χ(k)=ψ(m(*)) ， が従う。 ところ

が， γ ヂ(m(*))。故に， x(k)=γぺが従う。
ところが，kEN[k]。故に，fX"EN臼]なる

或 f が存在して， χ(X勺=yつ，が従う。 ry"

キk，且つ y"キψ(m(*))j， なる場合を考え

るoy"εN[k]及び χの定義， より， χ(yつ=

γぺが従う。故に，fX"EN[k]なる或 f が

存在して， χ(X勺=下勺，が従う。

故に， IY"εN[k]なる任意の y"に対して，

fX"EN[k]なる或 f が存在して， χ(X") = 

y勺j，が従う。故に， xESurj(N臼J，N日J)，

が従う。

故に， χEBij(N[kJ， N[k]) ， が従う。式

4，が従う。

陳述3，より， ψεBij(N[m(*)]，N[幻)， 

が従う。故に，式4及び C命題 2.7J， より，

z。ψEBij(N[m(*)J，N[k]) ，が従う。ところ
が， (x。ω(m(*))=χ(cp(m(*)))。一方， xの定
義， より， χ(ψ(m(*)))=k， が従う。故に，

(χ。ψ)(m(*)) =k，が従う。一方，陳述3，よ

り，fkEN，且つ，m(*)キkj，が従う。故に，

陳述40fkEN，且つ， χ。ψEBij(N[m(*)]，

N[k]) ，且つ，m(*)キkj，

が従い，且つ，k= (χ。ω(m(*))，が従う。故
に， r箇所1，から，箇所2，まで，における，
各記号「ψJ及び各記号列「式 3j及び各記号

列「陳述3j，を，各各， 記号列 fx。ψ」及び

記号列「式 5j及び記号列「陳述4j， によっ

て置き換える事j， によって得られる議論によ

り，矛盾が生じる。

故に，M=ゆ， が従う。 mENなる任意の m

を固定する o mをふが従う。ところが， M=  

件。故に，mEl:M:が従う。ところが mεN。
故に，Mの定義， より，ffkENなる或 h が

存在して， ffψEBij (N [m]， N [kJ)なる或

ψが存在すあj，且つ mキkjJ， には非ずj，

が従う。故に，fkENなる任意のhに対して，

fffψEBij (N[m]， N[kJ)なる或 ψが存在す

るj，には非ずj，或いは，fmキk，vこは非ずjjj，

が従う。故に， fkεNなる任意のhに対して，

ffcpεBij (N[mJ， N[kJ)なる或¢が存在す

るj，ならば， m=kjj，が従う。故に， fmε 

N なる任意の m 及び hεN なる任意の k，
に対じて， ffψεBij (N[m]， N[k])なる或 v

が存在するj，ならば， m=kjj，が従う。

nENなる任意の n及び lENなる任意の 1，

の各各を，固定する。 n=l，と仮定する。 fVE

N[n]なる任l意の U に対して， ψ(v)=vj， に

よって，N[n]を定義域とする写像， ψ，を定

義する。 ψεBij(N[n]， N[l]) ，を示す。

φE Map (N[n]， N[l]) ，を示すo v'εN[n] 

なる任意の v'を固定する。 ψの定義， より，
φ(v') =v'，が従う。ところが v'εN[n]。故

に， ψ(v') EN[n]，が従う。ところが n=l。

故に， ψ(v')EN[l]， が従う。故に，fv'EN[n] 
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なる任意の V'に対して， φ(V')EN[/Jj，が従

う。故に， ψEMap(N[nJ，N[/]) ，が従う。

ゆElnj(N [nJ， N [1])，を示すo;v"巴N[nJ

なる任意の V"及び v'"εN[以nJなる任意のUぺ

の各各を， 固定する。 U〆"主キ守U〆，ぺ，

の定義， より， rψ(V勺=V川 ilつ， ψ(V川)=

v"'J， が従う。 ところが V"キU川。故に， φ

(V")キゆ(V'つ，が従う。故に r印V"εN[以η]な
る任意の U〆"及び V'川εN[以:n]なる任意の V"付F

に対して rV"キ'Vぺならば，ゅ(Vづキφ(V''')j 

j，が従う。一方， φεMap(N[nJ， N [1])。故

に， φElnj(N [nJ， N [/J) ，が従う。

ψESurj (N[nJ， N [/J) ， を示す。 ωεN[lJ

なる任意の w を固定する on=l， より wε

N[nJ，が従う。 ψの定義，より，ゆ(w)=w， 

が従う。故に，rWEN[nJ，且つ w=φ(ω)j， 

が従う。故に，rVEN[nJなる或 U が存在し

て， ω=φ(V)j，が従う。故に，rWEN[lJなる

任意の仰に対して，rVEN[nJなる或 Uが存

在して W=ゆ(V)jj，が従う。故に， φεSurj

(N [nJ， N [/J) ，が従う。

故に， φεBij(N[nJ， N[I]) ，が従う。故に，

「ψEBij (N[nJ， N[lJ) ， なる或ゆが存在す

るj，が従う。

命題が従う。 C証明終〕。

[命題16Jo rn ENなる任意の nに対して，

「或 ψが一意的に存在して， r <pE Bij (N[nJ， 

N[nJ) ，且つ，rkEN[nJなる任意の h及び

IEN[nJなる任意の 1，に対して，rk豆1，な

らば， ψ(1)亘ψ(k)jjjjj，が従う。

E証明JorψεBij (N [nJ， N [nJ) ，且つ，rkε 

N[nJなる任意の h及び lεN[nJなる任意

の 1， に対して rk:::玉1， ならば， ψ(1)三五ψ

(k) jjj，なる， くψ，n>に対する性質， を，Jl
(ψ ;n)， と表記する。

M={m[mEN，且つ， rr或 ψ が一意的に存
在して，Jl(ψ;m)j，には非ずj}，

と置く。 Mキムと仮定して矛盾を導く。

Mキム より，M において最小である， 元，
が存在する。この元を m(*) と表記する。即

ち，m(*) =minM， と置く om(*) EM及び M

の定義， より，

陳述10rm(*)εN，且つ， rr或ψがー意的に

存在して， Jl(ψ; m(本))j，には非ずjj，が従

うO

式 10 1;i手m(*)，

を示す。陳述1，より，112(*)εN， が従う。

故に， 1三五m(*)，が従う。 l=m(*)， と仮定し

て矛盾を導く。 N[m(*) J = N[lJ.が従う。と
ころが， [命題1J， より， N[IJ={l}， が従

う。故に，N[m(水)J={1}，が従う。故に，

Bij (N[m (*)]， N[m(*) J) = Bij ({ 1 }， {1日，

が従う。ところが， [命題14]，より， Bij({l}， 

{1}) ={ん}，が従う。故に， Bij (N[m(*)]， 

N [m(*) J) ={s *}，が従う。 ところが s*巴

{s*}。故に， s*EBij(N[m(*)]， N[m(*)J)， 

が従う。

kEN[m(*)Jなる任意のh及び 1EN[m(*)J 

なる任意の 1，の各各を，固定する ok豆1，と

仮定する。 N[m(*)J ={1}，より，rkε{1}， 
且つ，lE{l }j，が従う。故に，rk=l， 且つ，

1=1J. が従う。故に， rs *(k) =1， 且つ， 戸*

(1) =1J.が従う。ところが， 1豆1。故に， 戸*

(/)三当*(k)，が従う。故に，rkEN[m(*)Jな

る任意の h及び IEN[m(*)Jなる任意の 1，

に対Lて，rk豆1，ならば， ん(1)三三ん(k)jj， 

が従う。

故に，Jl (s * ; m (*))，が従う。故に， r或F
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が存在して，Jl(s ;m(ホ))J，が従う。 Jl(s'; 

m(*)) なる任意の f及び Jl(s";m(*))な
る任意の戸ぺの各各を，固定する。 rs'εBij

(N[m(*)]， N [m(*)])，且つ， s"E Bij (N 

[m(氷)]， N[m(*)])J，が従う。ところが， Bij 

(N [m(*)]， N [m(*)]) ={s *}。故に， r戸'E
{s*}，且つ，s"ε{s*}J，が従う。故に rs'

=戸*，且つ， p'r=戸*J，が従う。故に，s'=s"， 
が従う。故に， r任意の f及び任意の s"，に
対して， rr Jl(s';m(*))， 且つ， Jl (s";m 
(*)) J，ならば，s'=戸勺J，が従う。

故に， r或戸が一意的に存在して，Jl(戸;m
(*)) J，が従う。故に，Mの定義，より，m(め
をM，が従う。ところが，m(水)εM。故に矛

盾が生じる。故に，l~m(*) 。故に，l，:í五m(心。

式1，が従う。

陳述20rm(*) -lEN，且つ， r或 ψが一意

的に存在して，Jl(ψ;m(*) -I)JJ， 

を示す。!陳述1，より，m(*)εN， が従う。

ところが， 式 1，より，l;i手m(或)己故に， r或
Z が存在して，rXEN，且つ，x+1=m(*)JJ，が

従う。この xを固定する。 rXEN，且つ，X+ 

l=m(*)J， が従う。故に，rXEN， J3..つ X=

m(*) -1J.が従う。故に，m(*) -lEN，が従

うcm(*)-l;i五m(*)及び m(*)の最小性， よ

り， m(*)-l隼M，が従う。 ところが~ m(吋

-lEN。故に，Mの定義， より， r或 ψが一
意的に存在して，Jl(ψ; m(*) -1)J，が従う。

陳述2，が従う。

「陳述2，において，一意的に定まる ψJ，を，

ψ*と表記する。

陳述30 rnεN[m(*)]なる任意の nに対し

て，rnキ1，ならば， ψ*(n-I)εN[m(*)-1]J， 

を示すonEN[m(*)]なる任意の nを閏定す

るo nキ1，と仮定する。式1，より，m(*)キ1，

が従う。故に， [命題9]，より，n-1EN[m 

(*) -1J，が従う。ところが，伊*EBij (N[m(*) 

-1'.J， N [m(*) -1])。故に， ψ*EMap (N[m 

(*) -1J， N[m(*) -1])， が従う。故に， ψ*(n 

-1) EN[m(*)-1J， が従う。故に， rnEN 

[m(*)]なる任意の nに対Lて，rnキ1，なら

ば，タ*(n-I)εN[m(*)-1]JJ，が従う。陳述

3，が従う。

rnεN[m(*)]なる任意の nに対して， rrn= 

1， ならば， χ(n) =m(*)J，且つ，rnキ1， な

らば， χ(n)=ψ*(n-1)JJJ， によって，N[m 

(*) ]を定義域とする写像， χ，を定義する。

式20xEBij(N [m(*)]， N [m(*)])， 

を示すo xEMap(N[m(*)]， N[m(*)])， を

示すo nEN [m(心〕なる任意の nを固定す

るo n=l， なる場合を考える。 χの定義， よ

り， χ(n) =m(*)， が従う。ところが， [命題

3]，より ，m(*) EN[m(*)]。故に， χ(n)EN  

[m(*) ]，が従う o nキ1，なる場合を考える。 χ

の定義， より， χ(n)=1，D*(n-1)， が従う。とこ

ろが，陳述3，より，伊*(n-I)EN[m(*)-1]。

一方，陳述2，より， m(*)-lεN。また，陳述

1，より，m(*) EN。故に， m(*)-l孟m(*)

及び〔命題4]， より， N[m(*)一日三N[m

(*)]，が従う。故に，内(n-1)εN[m(水)]，

が従う。ところが， χ(n)=ψ*(n-1)。故に， χ

(n) E N [m(*)]， が従う。故に， rnE N[m 

(*) ]なる任意の nfこ対して，χ(n)EN[m(*)]J， 

が従う。故に， χEMap(N[m (*)]， N[m(*)])， 

が従う O

χεInj (N[m(*)]， N[m(*)])，を示す。 kE

N[m(*)]なる任意の h及び 1EN[m(*)Jなる

任意の 1，の各各を，固定する o/kキ1， と仮定

する。 k=l， なlる場合を考える o kキ1，より，

1キ1，が従う。故に，1キ1， が従う。故に， χ

の定義， より， χ(1)=少*(1-1)， が従う。とこ

ろが，陳述3，より， ψ*(1-1)EN[m(*)-1J， 
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が従う。故に， χ(1)εN[m(*)-1]， が従う。

ところが，式1，より，m(*)キ1。故に， [命

題7]，より，m(*) EEN [m(*)ー1]，が従う。

ところが， χの定義， より， χ(k)=m(*)。故

に， χ(k)EEN[m(*)-1]， が従う。故に， χ(k)

キχ(1)，が従う。 hキ1，なる場合を考える。 il

=1， 或いは lキlJo 1=1， なる場合を考え

る。 ikキ1，より，kキ1，が従う。放に， χの定

義， より， χ(k)=ψ*(k-1)， が従う。 ところ

が，rkEN[m(*)ユ且つ，kキ1J及。f陳述3，

より， ψ*(k-1)EN  [m(の-1]， が従う。故

に， χ(k)EN  [m(ゆー1]， が従う。一方， 式

1，より，m(*)キ101故に， [命題7J，より，

m(*) EEN[m(*) -1]， が従う。ところが，l=l 

及び χの定義，より， χ(1)=m(*)，が従う。

故に， χ(1)$N[m(*)-1]， が従う。故に， χ(k)

キχ(1)，が従う。lキ1，なる場合を考える。ikキ1，

且つ，1キ1J， が従う。 ところが， ikEN[m 

(ゆJ，且つ，lεN[m(水)Jj。一方， 式1， よ

り，m(*)キ1，が従う。故に， [命題9J，より，

ik-1EN[m(*) -1]， 且つ，I-1EN [m(*) 

-1]j，が従う。一方，kキ1，より，k-1キl-

L が従う。また， ψ*εBij(N [m(*) -1]， N 

[m(*) -lJ)， より， ψ*εInj (N [m(め-1J，

N[m(め-lJ)，が従う。故に， ψ*(k-1)キψ*(1

-1)，が従う o ところが， χの定義， より， iχ 

(k) =れ (k-1)，且つ， χ(1)=れ(I-1)j， が

従う。故に， χ(k)キχ(1)，が従う。故に， ikE 

N[m(*)Jなる任意の h及び 1EN[m(*)Jな

る任意の l，に対して， ikキ1，ならば， x (k) 

キχ(1)jj，が従う。故に， χE Inj (N[m(*)]， 

N[m(*)])，が従う。

χεSurj (N [m(*)]， N [m(*)])，を示す。

wεN[m(*)Jなる任意の wを固定する。式1，

より，m(*)キ1。故に， [命題6J，より，Nよm

(*)] =N  [m(*) -1] U{m(*)}，が従う。故に，

wEN[m(*) -1] U{m(*)}，が従う。故に， rω 

εN[m(*) -1]， 或いは， ωε{m(*)}j，が従

うo W E N [m ( *) -1]， なる場合を考える o ' 

ψホEBij (N[m(*) -1]， N[m(*) -1])， より，

ψ*εSurj (N[m(*)ー1]， N[m(*)ー1])，が従

う。故に，iVEN[m(*)ー1]なる或 U が存在

Lて， ω=少ネ(V)j， が従う。 この U を固定す

る。 iVEN[m(*)-1]， 且つ， ω=タ*(V)j， が

従う。故に，vEN[m(*) -1]， が従う。とこ

ろが，陳述2，より，m(*)ー1EN，が従う。

故に， (m(*)ー1)十l=m(*)及び〔命題8J， 

より V十1EN[m(*)J，が従う。一方， 陳述

2，より，m(*) -lEN。故に， [定義1]， よ

り，VEN。故に，v+1キ1，が従う。故に，

(V十1)-l=v及び χの定義， より， χ(V+1)

=ψ*(V) ，が従う。ところが，ω=ψ*(V)。故に，

w=χ(V + 1)，が従う。ところが，v+1EN [m 
(*) J。故に iv'εN[m(*)Jなる或 V'が存在

して w=χ(V')J， が従う o W E{m(*)}，なる

場合を考える o w=m(*)，が従う。一方， 1=1 

及び χの定義，より， χ(1)=m(*)，が従う。

ところが， [命題2J， より ，1EN[m(*)J，が

従う。故に，iv"EN[m(*)Jなる或 V"が存

在して， χ(Vつ=m(*)J， が従う。故に， 1ωε
N[m(*)Jなる任意の wに対して，iVEN[m 

(*) Jなる或 U が存在して w=χ(V)jj， が従

う。故に， χεSurj(N[m(*)]， N[m(*)J)，が

従う。

故に，χεBij(N[m(*)J， N[m(キ)])，が従う。

式2，が従う。

陳述40ikεN[m(*)Jなる任意のh及び lE

N[m(*)Jなる任意の 1，に対して， ik三玉1，な

らば， χ(1)三三χ(k)jj， 

を示す。 kEN[m(*)]なる任意の h及び lE

N [m(*)] なる任意の l， の各各を， 固定す

るo k亘l， と仮定する。 ik=l，且つ，1=1J， 

なる場合を考える。 χの定義， より， iχ(1) = 

m(*)，且つ， χ(k)=m(*)j， が従う。 ところ

が，m(*)豆m(*)。故に， χ(1)亘x(k)， が従

う。 ik=l，且つ，lキ1J，なる場合を考える。

χの定義，より，x(l) =ωホ(1-1)， が従う。と
ころが，陳述3，より，少*(1-1)EN[m(*)一
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1]，が従う。故に， χ(1)εN[m(*)-1]， が従

う。[定義1J， より， χ(1)豆m(*)-1， が従

う。ところが， m(*)-l豆m(*)。故に， χ(1)豆

m(*)，が従う。一方， χの定義，より， χ(k)

=m(*)，が従う。 l故に， χ(1)亘χ(k)，が従う o

hキ1，なる場合を考える。 kEN[m(*)J及び

C定義1J，より，kEN，が従う。故に， 1;;手k，

が従う。ところが k豆l。故に 1手1，が従

う。故に， 1~マ1， が従う。故に， 1キ1，が従う。

故に， χの定義，より Iχ (1)=ip * (1-1) ， 且

つ，X(k) =ip*(k-1)J，が従う。一方，式1，

より，m(*)キ1。また， IkEN[m(*)J，且つ，

lEN [m(*)J，且つ，kキ1，且つ 1キ1J。故

に， [命題9J，より， Ik-1EN [m(*) -1]， 

且つ，1-lEN[m(干)-1]J， が従う。 ところ

が，k孟l。故に，k-1孟1-1。故に，陳述2及

び ψ*の定義， より， 伊水(1-1)三与*(k-1)， 

が従う。故に，X (1)豆X(k)，が従う。故に， Ik 

εN[m(*)Jなる任意の h及び lEN[m(*)J 

なる任意の 1，に対して， Ik豆1，ならば，X (1) 

亘χ(k)JJ，が従う。陳述4，が従う。

Jl(ψ; m(*))なる任意の φを固定する。

式3。ψ(1)=m(*)， 

を示すo if; EBij (N [m(*)J， N [m(*)J)， よ

り， ψεMap(N[m(*)J， N [m(*)J)，が従う。

ところが， [命題2J， より， 1 EN[m(*)J， が

従う。故に， ψ(1)εN[m(*)J，が従う。故に，

E定義1J， より， φ(1)三三m(*)，が従う。一方，
ψEBij (N[m(水)J，N[m(水)J)，より，ゆεSurj

(N [m(*)]， N [m(*)J)， が従う。 ところが，

E命題3J，より，m(*) EN[仰い)J，が従う。

故に， Ix'EN[m(*)Jなる或ダが存在して，

m(*) =ψ(x') J， が従う。この〆を固定する。

Ix'EN[m(*)J， 且つ，m(*) =ψ(x') J， が従

う。故に，x'EN[m(*)J，が従う。故に， [定

義1]，より x'EN，が従う。故に 1;;三z'，

が従う。ところが， 1EN。故に， ψ(約三玉ψ(1)， 

が従う。ところが，m(*) =ψ(x')。故に，m(ホ)

豆ψ(1)，が従う。ところが， φ(1)孟m(*)。故

に， ψ(1)=m(*)，が従う。式3，が従う。

K={n InEN[m(*)J，且つ nキ1}，

と置く。 InEKなる任意の nに対して，叩(n)

=ψ(n)J，によって，Kを定義域とする写像，
万，を定義する。即ち，マ=φIK，と置く。

式4。万三Bij(K， N[m(*) -1])， 

を示すor;EMap (K， N[m(*) -1])， を示すo

nEKなる任意の nを固定寸る。万の定義，

より，マ(n)=φ(n)， が従う。一方， ψεBij 

(N[m(*)]， N[m(*)J)，より， rtEMap(N[m 

(*)]， N[m(*)J)，が従う。故に， φ(n)EN[m 

(*) J， が従う。 ところが，Kの定義， より，
InEN[m(*)]， 且つ nキ1J，が従う。また，

ゆεBij(N[m(*)]， N[m(*)J)，より， ψεInj

(N [m(*)J， N [m(*)J)，が従う。ところが，

〔命題2J， より 1εN [m(*)J， が従う。故

に， φ(n)キψ(1)，が従う。ところが，式3，よ

り， ψ(1)=m(*)。故に， φ(n)キm(*)，が従

う。一方，式1，より，m(*)キ1。故に， [命

題6J，より，N[m(ネ)J=N  [m(*) -1] U {m 
(*)}，が従う。ところが， ψ(n)εN[仰い)Jo

故に， φ(n)EN[m(*) -1] U{m(*)}，が従う。

故に， Iψ(n)εN[m(*) -1]， 或いは， ψ(n)ε

{m(*)}J，が従う。 ところが， ψ(n)キm(*)。

故に， ψ(n)${m(*)}，が従う。故に， φ(n)ε

N[m(*) -1]， が従う。ところが，万(n)=ψ(n)。

故に，r;(n) EN[m(*) -1]， が従う。故に，In 

EKなる任意の n に対して，万(n)EN[m(*) 

-1]J，が従う。故に，マεMap(K， N [m (*) 

-1])，が従う。

ηεInj (K， N [m(め-1])，を示すo n'EK 

なる任意の n'及び n"EKなる任意の n"，の

各各を，同定する on'キn"，と仮定する。マの

定義，より， I万(n')=ψ(n') ，且つ， ザ(nつ=ψ
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(n勺j，が従う。一方 K の定義， より fn'

EN[m(*)]， 且つ，n"EN[m(ホ)Jj，が従う。

ところが， ψεBij(N[m(*)]， N[m(*)J)， よ

り， sbE1nj (N[m(*)]， N[m(*)J)，が従う。故

に n'キn'F，より， ψ(n')キψ(n勺，が従う。故

に，マ(n')キη(n")，が従う。故に， fn'EKな

る任意のn'及び n"EKなる任意の nrF，に対

して fn'キダならば， マ(n')キηゆっjj，が
従う。ところが，方EMap(K， N[m(め-1])。

故に， ηεInj(K， N[m(*)ー1])，が従う。

可εSurj(K， N[m (ネ)ー1])，を示す。 z'εN

[m(;，・)-1]なる任意の z'を固定する。陳述2，

より，m(ネ)-lEN，が従う。故に，m(キ)-1 

二五m(ネ)及び【命題4J， より，N[m(*)-1] 

r;;N [m(*)J，が従う。放に z'εN[m(，・)]，
が従う。一方， ψεBij(N [m(*)]， N[m(ネ)J)， 

より，ゆESurj(N [m(ネ)]， N [m ( *) J) ， が従

う。故に， fy'EN[m(*)Jなる或 y'が存在し

て z'=ψ(y')j，が従う。この y'を固定する。

fy'εN [m(*)]， 且つ z'=ゆ(y')j， が従う。

故に z'=ψ(y')， が従う。 ところが z'EN

[m(めー1]。きた，式 1，より，m(ネ)キ1。故

に， [命題7]， より，m(水)任N[m(*)-1]。

故に z'キm(*) 。故に， ψ (y')~m(*) 。一方，

fy' =1， 或いは，y'キ1J。〆=1，なる場合を考

える。 ψ(y')キm(水)， より， ψ(1)キm(*)，が

従う。ところが，式3， より， ψ(1) =m(*)。

故に，矛盾が生じる。故に y'キ1， が従う。

ところが，y'εN[m(*)J。故に，K の定義，

より，y'εK，が従う。故に，fY'EK， 且つ，

z'=φ(y')J，が従う。故に fy'巴 K なる或 y'

が存在して z'=φ(y')j，が従う。故に， fZ'E 

N[m(*) -1]なる任意の z'に対して，fy'EK 

なる或 y'が存在して z'=φ(y')jj，が従う。

ところが， φEMap (K， N[m(*) -1])。故に，

ψεSurj (K， N [m (め-1])，が従う。

故に，叩εBij(K， N [m(*) -1])， が従う。

式4，が従う。

「jεN[m(*)-1] なる任意の j に対して '1'

(j) =j+lJ. によって， N[m(*)-1]を定義域

とする写像，れ を定義する。陳述2，より，

m(*)-lεN，が従う。放に，(m(*)ー1)+1= 

m(*)及び〔命題10]， より，

式50'1'EBij(N[m(*) -1]，K)， 

が従う。式4及び式5及び C命題2.7J，より，

式6。甲0'1'εBij(N[m(*)ー1]， N[m(*)一日)，

が従う。

陳述50fkEN[m(*)-1]なる任意の h及び

lEN[m(*) -1]なる任意の l，に対して， fk 

豆l，ならば， (r;O'1') (l)三五(可0'1')(k) jj， 

を示すo kEN[m(*)ー1]なる任意の h及び

lEN[m(キ)-1]なる任意の l， の各各を，固

定する。 h亘l，と仮定するo k+1亘l+l，が従

う。陳述2，より ，m(*) -lEN，が従う。故

に， [定義1]，より， fkEN， 且つ，lεNj， 

が従う。故に，(m(*) -1) + 1 =m(*)及び〔命
題8J，より，fk+1EN[m(*)]， 且つ，l+lE 

N[m(*)Jj，が従う。ところが，Jl(ψ; m(ネ))。

放に， fk'EN[m(*)Jなる任意の k'及び l'E

N[mHJなる任意の l'，に対して fk'亘l'，

ならば， φ(l')豆ψ(k')jj， が従う。故に， ψ(l

十1)亘ψ(k+1)，が従う。ところが， fkεN， 

且つ，lENj， より， fk十1キ1，且つ，l +1キ

1J。ところが，fk+1EN[m(*)ユ且つ，l十1

EN[m(*)Jj。故に，K の定義，より，rk+1 

EK，且つ， l+lEKj，が従う。故に，マの定

義，より， fη(l +1) =φ(l+1)，且つ，マ(k+l)

=ψ(k十1)j， が従う。故に，甲(l+1)豆万(k十

1)，が従う。ところが '1'の定義， より， f'1' (l) 

=l十1，且つ，'1'(k) =k+lJ. が従う。故に，

マ('1'(l))豆η('1'(k))，が従う。ところが， f(万0'1')

(l) =η('1' (l)) ，且つ， (η0'1') (k) =叩('1'(k))j。故

に， (可。'1')(l)三五(甲O'1')(k)，が従う。故に， fkE 
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N[mH -1]なる妊意の h及び lEN[m(*)

1] なる任意の 1， に対して， Ik三五1， なら

ば， (万0，)(1)豆(r，;o，)(k)jj，が従う。陳述 5，

が従う。

式6及び陳述5， より， Jl(η0，; m(*)-1)， 

が従う。故に，陳述2，に基づく，タ*に対す

る一意性， より，

式70(T*=万0"

が従う。

陳述60 11 EN[m(*)]なる任意の Jに対し

て， χ(1)=ψ(l) j， 

を示す。 lEN[m(*)]なる任意の Jを固定す

る。 11=1，或いは，1キ1J，が従う。 1=1， な

る場合を考える。 C命題2]， より ，1EN[m 

(*) ]，が従う。放に，lEN[m(ネ)]!が従う。

ところが，1=1。故に， χの定義， より， χ(l)

=m(*)，が従う。一方， 式3，より， ψ(1)=

m(*)，が従う。放に，1=1， より， ψ(1)=m  

(水)，が従う。故に， χ(1)=ψ(l) ，が従う。 Jキ

1，なる場合を考える o [定義1]，より，IEN。

一方，式1，より，m(*)キ1。また，陳述1，

より，m(めEN。放に， [命題9]， より，1-

1EN[m(*) -1]， が従う。故に，式7，より，

ψ*(1-1)=(万0，)(1-1)， が従う。ところが， χ

の定義，より， χ(1)=ψ* (l-1)。故に， χ(l)= 

(万0，)(1-1)，が従う。一方， 1 (万0，)(l-1) =マ

(，(1-1))， 且つ， ' (l -1) = (1 -1) + 1，且つ，
(l-1) +l=lj， より， (甲0，)(l-1) =叩(1)，が

従う。故に， x (l) =マ(1)，が従う。ところが，
可の定義，より，マ(1)=φ(1) ，が従う。故に，

x(l) =ψ(l) ，が従う。故に，I1EN[m(*)]な
る任意の Jに対して， χ(l)=φ(1) j，が従う。

陳述6，が従う O

陳述6，より， χ=ψ，が従う。故に，

陳述70 1任意の ψに対して， 1 Jl(ψ;仰い))，

ならば， χ=妙jj，

が従う。しJl(ψ';m(*)) なる任意のい'及び

Jl(ψ"; m(*))なる任意の ψ の各各を，固

定する。陳述7，より， 1χ=ψ 且つ， χ=ψ勺，

が従う。故に， ψψ が従う。故に，

陳述80 1任意の ψ'及び任意の ψ に対し

て， 11 Jl(ψ'; m(*))，且つ，Jl(ψ"; m(*))j， 

ならば， ψ'=φ勺j，

が従う。ところが， 式2及び陳述4， より，

Jl(χ; m(*))。故に，

陳述90 1或 χFが存在して，Jl(χ';m(*))j， 

が従う。陳述9及び陳述8，より，

陳述100 1或 χ'が一意的に存在して， Jl(χ'; 

m(*))j， 

が従う。一方，陳述1，より，

陳述11011或 <p'が一意的に存在して， Jl(<p'; 

m(*))j，には非ずj，

が従う。陳述10及び陳述11，より，矛盾が生じ

る。

故に， M=ふが従う onεN なる任意の nを

固定する onEEO，が従う。ところが， M=ゆ。

故に，nEEM， が従う。 ところが nEN。故

に M の定義， より， 111或¢が一意的に存

在して，Jl(ψ; n)j，には非ずj，には非ずj，

が従う。故に， 1或 ψ が一意的に存在して，

Lll(ψ; n)j， が従う O 故に， InεNなる任意

の nに対して， 1或¢が一意的に存在して，
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Jl(少;n)jj，が従う。

命題が従う。 E証明終1。

第4節有限集合の概念

ここでは，有限集合の概念及び「有限集合に

対する基数Jの概念，を導入する。但し，有限

集合に対するより深い考察については，デーデ

キント[1Jにおける第二篇，を参照する事，

を勧める。

[定義1J 0 r任意の集合Avこ対して， rr A=ム

或いは，rnENなる或 nが存在ILて，Bij(N 

[nJ， A)キゆjj，なる場合， 且つ，その場合に

限って，rAは有限集合であるjjj，によって，

rAは有限集合であるj，なる陳述を定義する。

〔定義2Jo r任意の集合A及び nεNU{O}な
る任意の n， に対して， rrrn=O，且つ，A=  

ゆj，或いは， rnεN，且つ， Bij (N[nJ， A)キ

ゆjj，なる場合，且つ， その場合に限って， rn 

は A に対する有限基数であるjjj，によって，

rnは A に対ーする有限基数であるj，なる陳述

を定義する。

C命題 1Jo r任意の集合 A 及び nENU{O}
なる任意の n，に対して， rr仰は Aiこ対する
有限基数であるj， ならば， rAは有限集合で

あるjjj，が従う。

C証明1。任意の集合 A及び nE三NU{O}なる

任意の n，の各各を， 固定する。 rnは A に

対する有限基数であるj，と仮定する。〔定義

2 J，より， rrn=O，且つ，A=ゆj，或いは，

rnEN，且つ， Bij (N[nJ， A)キゆjj，が従う。

rn=O，且つ A=ゆj， なる場合を考える O

A=ゆ，が従う。故に， [定義1]，より， fAは

有限集合であるj，が従う。 rnEN，旦つ， Bij 

(N[nJ， A)キゆj， なる場合を考える。 rn'εN

なる或 n'が存在して， Bij (N[nつ，A)キゆj，

が従う。故に， [定義1J， より，rAは有限集

合であるj，が従う。故に，命題が従う。

じ証明終]。

〔命題2Jo r任意の集合A及び nENU{O}な

る任意の n，に対して， rrnは A に対する有

限基数であるj， ならば， rn=O， と，.A=ゆ，

とは，同値であるjjj，が従う。

〔証明]。任意の集合 A 及び nENU{O}なる

任意の n，の各各を， 固定する。 rnは A に

対する有限基数であるj，と仮定するo

n=O， と仮定する。 D$N，より，n$N，が

従う。故に， [定義2J，より， rn=O，且つ，

A=ゆj，が従う。故に，A=s6， が従う o

A=ム と仮定する o nキ0， と仮定して矛盾

を導く。ところが， nENU{O}，より，nEN， 

が従う。故に， [定義2J及び nキ0， より，

r-nEN，且つ， Bij (N [nJ， A)ム吋j，が従う。

故に， Bij (N[nJ， A)キムが従う。放に， rψ 

εBij (N[nJ， A)なる或¢が存在するj，が従

う。この¢を固定する。 ψEBij(N[nJ， A)， 

が従う C ところが nεN 及び C命題3.2J，よ

り，lEN[nJ，が従う。一方， ψEBij(N[nJ，

A)，より，'pεMap(N[叫，A)，が従う。故

に，'p (1) EA，が従う。故に， r或 zが存在し
て，zEAj，が従う。ところが，A=件。故に，

「或 zが存在して， zEs6j，が従う。ところが，

「任意のどに対して z'$ゆ」。放に， rr或ど
が存在して， z'Es6j，には非ずj，が従う。故

に， rr或 zが存在して zEs6j，且つ， rr或

どが存在して， z'Es6j，には非ずjj，が従う。

故に，矛盾が生じる。

命題が従う。[証明終1。

【命題3Jo r任意の集合 A 及び n'εNU{O}
なる任意のダ及び n"ENU{O}なる在意の

nFF，に対して， rrrn'は A に対する有限基数

であるj，且つ rn"は A に対する有限基数

であるjj，ならば， n'=n"jj，が従う。
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C証明]。任意の集合 A及び n'ENU{O}なる

任意のダ及び n"εNU{O}なる任意の nぺ

の各各iを，固定する。 Iln'は A に対する有限

基数であるj，且つ In"は A に対する有限

基数であるjj，と仮定する。

A=ムなる場合を考える。 C命題2J，より，
In'=O， 且つ n"=Oj，が従う。故に -n'=

f，が従う。

A~Ø， なる場合を考える。[命題 2J，より，
In'キ0，且つ n"キOj，が従う。 ところが，

In'ENU{O}，且つ， n"ENU{O}j。故に，

In'EN，且つ，n"ENj， が従う。故に， c定
義2J及び In'キ0， 且つ n"キOj， より，

lBij (N[n']， A)主でが， 且つ，Bij(N[nつ，A)キ。j，が従う。故に， 11 <p EBij (N[nつ，A)なる
或 ψが存在するj，且つ， 1χεBij(N[nつ，A)

なる或 χが存在するjj， が従う。ここにおけ

る ψ及び χ， の各各を， 固定する。「ψεBij

(N[nつ，A)，且つ， χεBij(N[nつ，A)j，が
従う。故に， χεBij(N[nつ，A)，が従う。故

に， [命題2.11J， より， 1χ に対する逆写像が

一意的に存在するj，が従う。この逆写像をい

と表記する。即ち， φ=χ一 と置く。故に，ゆ

EBij (A， N[n"J)， が従う。 ところが <pε

Bij(N[nつ，A)。故に， [命題2.7J， より，
cto<p EBij (N[nつ，N[n'つ)，が従う。故に，
「少'εBij(N[nつ，N[nつ)なる或ヂ'が存在す
るj，が従う。ところが In'EN，且つ，n"E 

Nj。故に， [命題3.15J，より n'=nぺが従

結論 10In'εNU{O}なる任意のダ及び n"

ENU{O}なる任意の n'r，に対して， Illn'は

A に対する有限基数であるj，且つ In"はA

に対する有限基数であるjj，ならば，n'=n勺」。

結論20In'''ENU{O}なる或 n川が存在して，

In'"は Avこ対する有限基数であるjj。

[証明1。任意の有限集合 A， を固定するよ命

題3J， より，結論1，が従う。結論2，を示
す。 E定義1]，より，IA=仇或いは，InEN 

なる或 nが存在して， Bij (N[nJ， A)キゆjj，

が従う。

A=ム なる場合を考える。 ところが， 0= 

0。故に， 10=0， 且つ，A=ゆj，が従う。一

方， OE{O}， より， OENU{O}， が従う。故

に， [定義2J， より， 10は A に対する有限

基数であるj，が従う。故に， OENU{O}，よ

り In'"εNU{O} なる或 n川が存在して，

In川は Aiこ対する有限基数であるjj， が従

う。

InεN なる或 nが存在して，Bij(N[nJ， 

A)キゆj，なる場合を考える。この nを固定す

る。 InεN，且つ， Bij (N[nJ， A)キゆj，が従

う。故に，nEN，が従う。故に，nENU{O}， 

が従う。故に， [定義2J，より， In'''ENU{O} 
なる或 n川が存在して 1n'"は A に対する

有限基数であるjj，が従う。

命題が従う。 C証明終1。

う 。[定義3Jo [命題4J，より，各有限集合 A に

故に，命題が従う。 C証明終1。

E命題4Jo 1任意の有限集合 A に対して In

εNU{O}なる或 nが一意的に存在して In

は A に対する有限基数であるjjj，が従う。

即ち，A を任意の有限集合とする， なる場合
において，以下の結論達，結論1及び結論2，

が従う。

対して，rnεNU{O}，旦つ，Inは A に対す

る有限基数であるjj，なる nが，一意的に存

在する。各有限集合 Avこ対して一意的に定ま

るこの n を，非(A)，と表記する。即ち， 1任

意の有限集合 Avこ対して， Ilnは Aiこ対す

る有限基数であるj，なる場合， 且つ， その場

合に限って，持(A)=njj，によって，記法制A)
を定義する。この記法は， [命題4J，より，定

義の為の根拠を得る。
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じ注意JoX を任意の集合とするo.T={YI Y~二
X，且つ， IYは有限集合であるj}， と置く。

IYE.T なる任意の Y及び nENU{O}なる

任意の n，に対して， Ilnは Yに対する有限

基数であるj，なる場合， 且つ， その場合に限

って， く持>(わ =njj， によって， くわEMap

(.T， NU{O})なる写像く持〉を定義する。 こ

の定義は， [命題4]，により，定義の為の根拠

を得る。 C定義3J及び〔命題4J，より， IY 

E.Tなる任意の Yに対して， <特>(Y)=昔(的j，

が従う。従って， II有限集合」として言及され

る各集合は，Xの部分集合であるj，なる場合
においては， [定義3]，によって導入される，

札を，.Tを定義域とする写像， くわ， によっ

て，置き換える事ができるのである。

[命題5J 0 1任意の有限集合 A に対して 1非
(A) =0， と，A=ム とは，同イ直であるjj，が

従う。

C証明]。任意の有限集合 A，を固定する。 C定
義3J，より， 1特(A)ENU{O}， 且つ， 1持(A)
は A に対する有限基数であるjj，が従う。放

に， [命題2]，より， 1神(A)=0，と，A=仇

とは，同値である」。放に， 1任意の有限集合A

に対して， 1骨(A)=0，と A=ム とは，同値

であるjj，が従う。 仁証明終]。

E命題6Jo #(ゆ)=0，が従う。

C証明ヨ。 C定義1]，より， 1ゅは有限集合であ

るj，が従う。故に， [命題5J， より， 1韓(ゆ)
=0，と，ゆ=ムとは，同値であるj，が従う。

ところが，ゆ=件。故に，幹(ゆ)=0，が従う。

L証明終1。

C命題7Jo 1任意の対象 αに対して， II {a}は

有限集合であるj，且つ， 韓日α})=1Jj， が従

う。

C証明1。任意の対象 αを固定する。 IXε{1}

なる任意の Zに対して， ψ(X)=αj，によって，
{1}を定義域とする写像 cp，を定義する。 C命

題2.2]，より，<pεBij ({1}， {α})，が従う。と

ころが， [命題3.1J， より， N[IJ=也子，が従

う。故に， cpEBij(N[l]， {a}) ，が従う。とこ

ろが，1EN。故に， [定義2]， より， 11は

{a}に対する有限基数であるj，が従う。故に，

E命題1J， より，I{a}は有限集合であるj，が

従う。故に， [定義3]，より，骨({a})=1，が

従う。故に， 1任意の対象 αに対して， II {a} 

は有限集合であるj，且つ，特({a})=1Jj，が従

う。[証明終〕。

C命題8Jo InENなる任意の n に対して，

IIN[nJは有限集合であるj，且つ，特(N[nJ)

=njj，が従う。

〔証明JonENなる任意の nを固定する。じ命
題2.1J，より，

idN[n]EBij(N[nJ， N[nJ) ， 

が従う。故に， r或 ψ が存在して，cpEBij(N 
[nJ， N[nJ) j，が従う。故に， Bij (N[nJ， N 

[nJ)キムが従う。故に， [定義2J，より， In 
は N[nJ に対する有限基数である」。故に，

C命題1J，より，IN[nJは有限集合である」。

故に， [定義3J，より，時(N[nJ)=n，が従う。

故に， InεN なる任意の n~こ対して ， IIN[nJ 

は有限集合であるj，且つ，韓(N[nJ)=njj，が

従う。[証明終1。

じ命題9Jo 1任意の有限集合 A 及ひ1任意の集

合 B及び任意の集合 C及び cpE Inj (A， B) 

なる任意の ψ， に対して，IC={y IyεB，且

つ，IXEAなる或xが存在して，y=ψ(X) j}， 

ならば， IICは有限集合であるj，且つ，神(A)
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=韓(C)jjj，が従う。

E証明]。任意の有限集合 A 及び任意の集合B

及び任意の集合 C及び vεInj(A，B)なる任

意の ψ，の各各を，固定する。 C={yIYEB， 

且つ， iXEAなる或 xが存在して y=ψ

(X)j}， と仮定する。 C定義 1J， より，iA=払
或いは， inENなる或 nが存在して， Bij(N 

[nJ， A)キゆjj，が従う。

A=ふなる場合を考える。 C=ムを示す。
C主子供， と仮定して矛盾を導く。「或 y'が存在

して， y'ECj，が従う。この y'を固定する。

「γ'EB，且つ， iX'EAなる或 X'が存在して，

γψ(X') jj，が従う。故に，iX'EAなる或 X'

が存在して，y'=~(x')j ， が従う。この X' を

固定する。 iX'EA，且つ， y'=~(x')j ， が従

う。散に，x'EA，が従う。故に， i或 f が存

在して，x"EAj，が従う。故に，Aキムが従

う。ところが，A=れ故に，矛盾が生じる。

故に， C=ゆ，が従う。〔定義1]，より， iCは
有限集合である」。一方， [命題5]， より，

持(C)=0。 ところが，A=り及び〔命題5J， 
より，持(A)=0，が従う。故に， i持(A)=0，且

つ，持(C)=Oj，が従う。故に，件(A)=特(C)，

が従う。

inεN なる或 nが存在Lて， Bij (N[n]， 

A)キゆj，なる場合を考える。この nを固定す

る。 inEN，且つ， Bij (N[n]， A)キゆj，が従

う。故に， Bij (N[n]， A)キゆ，が従う。故に，

「或ゆが存在して，ゅεBij(N[n]， A) j，が従

う。このいを固定する。ゅεBij(N[n]， A)， 

が従う。一方， ψεInj(A，B)及び C命題2.4J，

より， 少巴Bij(A，C)， が従う。故に， [命題

2.7J，より， ψ。ψEBij(N[nJ，C)，が従う。

故に， i或fが存在して，fEBij(N[n]， C)j， 
が従う。故に， Bij (N[n]， C)キ札が従う。

ところが，nEN。故に， [定義2J， より， in 

は Cに対する有限基数であるj，が従う。故

に， [命題1]， より， iCは有限集合であるj，
が従う。故に， [定義3J，より，骨(C)=n，が

従う。ところが， inEN， 且つ， Bij (N[n]， 

A)キ件」。故に， [定義2]，より， inは A に

対する有限基数であるj，が従う。ところが，

iAは有限集合である」。故に， [定義3]， よ

り，非(A)=n，が従う。故に，持(A)=静(C)，

が従う。放に， rrcは有限集合であるj，且つ，

幹(A)=非(C)j，が従う。

命題が従う。 〔証明終】。

C命題10Joi任意の集合 A 及び任意の対象 G

に対して，rrAは有限集合であるj，ならば，
rrAU{α〉は有限集合であるj，且つ， i a$A， 

ならば，体(AU{a})=持(A)+IJjjj，が従う。

〔証明]。任意の集合 A 及び任意の対象 α，の

各各を， 固定する。 iA は有限集合であるj，

と仮定するC

αεA， なる場合を考える o {a}三A，が従

う。故に，AU{α}士 A， が従う。 ところが，

iAは有限集合である」。故に，iAU{a}は有

限集合であるj，が従う o

a$A， なる場合を考える。 iA は有限集合

であるJ及び【定義1J，より， inENなる或

nが存在して， Bij(N以]， A)キゆj，が従う。

とのnを固定する。 inεN，且つ， Bij (N[n]， 

A)キゆj，が従う。故に， Bij (N[n]， A)キが，

が従う。故に， i或 ψが存在して， ψEBij(N

〔叫，A)j，が従う。この?を固定するo ~E 

Bij (N[nJ， A)，が従う。

ikEN[n+1Jなる任意の kvこ対して， ITkE 

N[nJ，ならば， χ(k)=ψ(k) j， 且つ， ik$N 

[nQ，ならば， χ(k)=αjjj， 

によって，N[n十1Jを定義域とする写像 χを

定義するe

nEN，より，n+1キ1， が従う。故に， E命

題3.7J及び (n+l)-l=n， より，n+1$N 

[nJ，が従う。一方，a$A。故に， [命題2.3]，

より， χεBij(N[n+lJ.AU{a})，が従う。
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故に， I或 ψが存在して，ゅEBij(N[n + 1J. 
AU{a})j，が従う。故に， Bij (N[n+ 1J. A U 
{a})キムが従う。ところが nεN， より，

n+1EN， が従う。故に， [定義2J， より，

In十1は AU{a}に対する有限基数であるj，

が従う。故に， [命題1J， より， IAU{叶は

有限集合であるj，が従う。一方， [定義3J， 
より，件(AU{a})=n+l， が従う。ところが，

InEN，且つ， Bij (N[n]， A)キゆ」及び C定

義3J及び IAは有限集合であるj， より，

#(A) =n， が従う。故に， #(AU{a}) =特(A)

+1，が従う。

故に， 11 A U{a}は有限集合であるj，且つ，
I a$A，ならば，特(AU{α})=持(A)+IJj， が

従う。[証明終〕。

E命題11JoInENなる任意の n 及び DC，N
[nJなる任意の D，に対して，IDは有限集合

であるjj，が従う。

C証明JoM={m I mEN， 且つ，IIDCN[mJ 

なる任意の D に対して， IDは有限集合であ

るjj，には非ずj}，と置く。 M寺。， と仮定L

て，矛盾を導く。

M の定義， より，M亘N，が従う。ところ
が，Mキ件。故に，M において最小である，

元，が存在する。この元を m(*) と表記する。

即ち，m(*) =minM， と置く om(*)εM及び

M の定義， より，

陳述 10 Im(*)εN，且つ，IID三N[m(*)J

なる任意の D に対して， IDは有限集合であ

るjj，には非ずjj，

が従う。

式101;:i手m(*)，

を示す。陳述1， より，m(キ)EN， が従う。

故に， 1三三m(*)，が従う。 l=m(ネ)， と仮定し

て矛盾を導く。

DCN[m(*)Jなる任意の D を固定する。

ところが，l=m(*)。故に，N[m(*)J =N[lJ。

故に，DCN[1Jo ところが， [命題3.1J.より，

N口J={I}。故に，D~二{I}。一方， ID=ム或

いは，Dキゆ」。
D=払なる場合を考える。 C定義1]，より，

IDは有限集合であるj，が従う。

Dキ仇 なる場合を考える。「或 dが存在し

て，dEDj，が従う。この dを固定する。 dε

D， が従う。 ところが，DC{I}。故に，dE 

{I}，が従う。故に，d=l。ところが，dED。

故に，1ED，が従う。 d'E{I}なる任意の d'

を固定する。 d'E{I}，より，d'=l， が従う。

ところが，1ED。故に d'εD，が従う。故

に Id'ε{I}なる1任意の d'に対して d'E

Dj，が従う。故に， {I}三D，が従う。ところ

が，D三{I}。故に，D={I}， が従う。ところ

が， [命題7]，より， I{I}は有限集合である」。

ところが，D={lh故に，IDは有限集合であ

る」。

放に，ID三N[m(*)Jなる任意の D に対し

て，IDは有限集合であるjj，が従う。故に，

M の定義，より，m(*) EEM，が従う。ところ
が，m(*)εM。故に，矛盾が生じる。

故に， 1キm(氷)。ところが， 1豆m(*)。故に，

u手m(ネ)。式1，が従う。

陳述20Im(*) -lEN， 且つ，IDCN[m(*) 

-1Jなる任意の Dに対して，IDは有限集合

であるjjj，

を示す。陳述1， より，m(*) EN， が従う。

式1，より，l;:i五m(*)，が従う。故に， I或 Z

が存在して，IXEN，且つ， x+1=m(*)jj， 

が従う。この Z を固定する。 IXEN，且つ，

x十l=m(*)j，が従う。故に，x+1=m(*)， 

が従う。故に，x=m(*) -1，が従う。 ところ
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が，XEN。故に，m(*) -lEN，が従う。一

方，m(*)ー1豆m(水)。故に，m(*)の最小性，

より，m(*)ー1EEM，が従う。ところが，m(の
-lEN。故に，M の定義，より， iD三N[m

(*) -1]なる任意の Dに対して， iDは有限集

合であるjj，が従う。陳述2，が従う。

D三N[m(*)J なる任意の D を固定する。

方， im(*)εD，或いは，m(*) $Dj。

m(*)εD， なる場合を考える。 hεD¥〈仰
い)}，なる任意の hを固定する。 ikεD，且

つ， kEE{m(*)}j，が従う。 kED，が従う。故

に，D三N[m(*)J，より，kEN[m(*)J，が従

う。ところが，式1，より，m(*)キ1。故に，

E命題3.6J，より，N[m(水)J=N[m(*) -1] U 

{m(*)}，が従う。故に，I~EN[m(*) -1] U{m 

(水)}，が従う。故に， ikEN[m(*)-1]， 或い

は，kE{m(*)}j， が従う。 ところが，kEE{m 

(*)}。故に，kEN[m(ネ)-1]，が従う。故に，

ikεD¥{m(*)}なる任意、の hに対して，kε 

N[m(*) -1]j，が従う。故に，D¥{m(*)}三

N[m(*) -1]， が従う。故に，陳述2，より，

iD¥{m(*)}は有限集合であるj，が従う。放

に， [命題10J，より， I-(D¥{m(*)}) U{m(*)} 

は有限集合であるj，が従う。ところが，m(*)ε 

D， より， (D¥{m(*)}) U{m(*)}=D， が従

う。故に， iDは有限集合であるJ，が従う o

m(*) EED，なる場合を考える ok'εDなる任

意の k'を固定する。式1，より，m(*)キ1，

が従う。故に， [命題3.6J，より，N[m(*)J= 

N[m(*) -1]U{m(*)}， が従う。ところが，

D三N[仰い)J。故に，DCN[m(*) -1]U{m 

(*)}，が従う。 ところが，k'ED。故に k'E

N[m(*) -1] U{m(*)}，が従う。故に， ik'E 

N[m(*)一1]，或いは，k'ε{m(*)}j，が従う o

k'ε{m(*)}， なる場合を考える。 k'=m(*)，

が従う。ところが，k'ED。故に，m(*)εD， 

が従う。ところが，m(*)年D。故に，矛盾が生

じる。故に，k'EN[m(*)ー1]，が従う。故に，

ik'EDなる任意の k'に対して， k'EN[m 

(*) -1]J，が従う。放に，D三N[m(*)-1]， 

が従う。故に，陳述2，より， iDは有限集合

であるj，が従う。

故に，

陳述30 iDCN[m(*)Jなる任意の D に対し

て， iDは有限集合であるjj，

が従う。ところが，陳述1，より，

陳述40iiDCN[m(*)Jなる任意のDに対し

て， iDは有限集合であるjj，には非ずj，

が従う。陳述3及び陳述4，より，矛盾が生じ

る。

放に，M=ゆ，が従うonENなる任意の nを

固定する o n在ムが従う。ところが，M=ゆ。

放に，nEEM， が従う。 ところが，nEN。故

に，M の定義， より， iii D::;N[nJなる任意

の Dvこ対して， iDは有限集合であるJ1， に

は非ずj， には非ずj， が従う。故に，iDCN 

[nJなる恒意の D に対して， iDは有限集合

であるjj，が従う。故に， fnεNなる任意の

nに対して， iD三N[nJなる'任意の Dに対し

て， iDは有限集合であるjjj，が従う。

命題が従う。[証明終]。

〔命題12Joi任意の有限集合 A 及び DCAな

る任意の集合 D，に対して， iDは有限集合で
あるjj，が従う。

E証明]。任意の有限集合 A 及び D三A なる

任意の集合 D， の各各を， 固定する。 C定義
1 J， より， iA=ゆ，或いは，inENなる或 n

が存在して， Bij (N[nJ， A) ~øjj，が従う。

A=O， なる場合を考える。 D三A， より，

DCo，が従う。 ところが，o三D。故に，D=  

。，が従う。故に， [定義1J， より， iDは有
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限集合であるj，が従う。

fnENなる或 n が存在して，Bij(N[n]， 

A)~Øj ， なる場合を考える。この n を固定す

る。 Bij(N[nJ， A)，が従う。故に， r或 ψが
存在して， ψεBij(N[nJ， A) J，が従う。この

ψを固定する。 ψEBij (N[n J， A) ，が従う。

B={r I rEN[n]， 且つ， ψ(r)ED}， 

と置き，且つ， x =cp I B，と置く。 C命題2.6J，
より， χεBij(B， D)，が従う。 ところが B

の定義，より，B三N[nJ，が従う。故に， [命

題11]， より， fBは有限集合であるj，が従

う。故に， [定義1]，より，fB=仇或いは，

fmENなる或 m が存在して， Bij(N[mJ， 

B)キゆjj，が従う。

B=ゆ，なる場合を考える。 Dキムと仮定し

て矛盾を導く。「或 dが存在して，dEDj，が

従う。この dを固定する。 dED，が従う。と

ころが， ψEBij (N[n]， A)， より cpESurj

(N[n】，A)，が従う。また D三A， より，

dεA，が従う。故に， f或 r'εN[nJが存在し

て，d = cp (r')J， が従う。この r'を固定する。

fr'εN[nJ，且つ，d=伊(r')j，が従う。故に，

d==ψ(r') ，が従う。 ところが，dεD。故に，

伊(r')ED，が従う。一方 r'εN[nJ。故に，

B の定義，より r'εB，が従う。故に， f或

〆が存在して，r'EBj，が従う。放に，Bキ仇

が従う。ところが，B=ゆ。故に， 矛盾が生じ

る。故に D=件。故に， [定義1]，より， fD 

は有限集合であるj，が従う。

fmENなる或 m が存在して，Bij(N[m]， 

B)キゆj，なる場合を考える。この mを固定す
る。 fmεN，旦つ， Bij (N[mJ， B)キゆj，が

従う。故に， Bij (N[m]， B)キゆ，が従う。故

に， f或ゆが存在して， q，EBij(N[m]， B)j， 
が従う。このいを固定する。 ψE三Bij(N[mJ，

B)，が従う。ところが， χεBij(B，D)。故に，

〔命題2.7J，より， χ。約三Bij(N[mJ， D)，が従

う。故に， 1-或〆が存在して， cp'EBij(N[mJ， 

D)j，が従う。故に， Bij (N[mJ， D)キムが

従う。ところが mεN。故に， fmENなる

或 m が存在して， Bij (N[mJ， D)キゆj，が従

う。故に， [定義1]， より， fDは有限集合で

あるj，が従う。

故に， fD三A なる任意の集合 D に対して，
fDは有限集合であるjJ，が従う。故に， f任

意の有限集合 A 及び D三A なる任意の集合

D， iこ対して， fDは有限集合であるjj，が従

う。[証明終J"

第5節定性的確察

この概念は，サヴェジ [3J， 32頁， 冒頭の

段落，による。

C定義1Jo <5， a>を任意の可測空間とし，且
つ，ペを在意の集合とする。rIペはa上の定性
的確率であるj，なる事は， fペは以下の，性質

1から性質5までの， 性質達を所有するj， な

る事であるj，と定義する。

性質1。ベはa上の 2項関係である。

性質 20Aεaなる在意、の A及び BEOtなる
任意の B，に対して， fAペB，或いは，Bペ

Aj。

性質30 AEaなる任意の A 及び BEaな

る任意の B及び CEaなる任意の C，に対し

て， ff A~B， 且つ， BペCj，ならば.AベCj 。

性質40AEaなる任意の A 及び BEaなる

任意の B及び CEaなる任意の C， に対し

て， ffAnC=ム且つ，BnC=ゆj，ならば，

fAペB，と，AUCペBUC， とは， 同値であ

るJJ。

性質505ペムには非ず，且つ，AEaなる任

意の Aiこ対して，件ぐA。
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C命題1J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とする。 rAEaなる任意の A及び BEaな

る任意の s， に対iして，rA~二B， ならば， A

ペBjj，が従う。

[証明JoAEaなる任意の A 及び Bεa な

る任意の B，の各各を，固定する。 A三B，と

仮定する。 E定義1]における性質5，より，がペ

B¥A，が従う。ところが， r砂川A=ふ且つ，
CB¥A)円A=ゆ」。故に，【定義1Jにおける性

質4，より，ゆUAペCB¥A)UA，が従う。と

ころが，匂UA=A，且つ，CB¥A) UA=BU 

AJ。故に，AイBUA，が従う。 ところが，A

E二B， より，BUA=B， が従う。故に，Aペ
B，が従う。[証明終]。

f命題2J。ベを，任意の，12上の定性的確率，
とする。 rAEaなる任意の A及び BEU[な

る任意の B及び CEaなる任意の C，に対

して， rrAイB，且つ B円C=ゆj， なら ~:i\

AUCイBUCjj，が従う。

C証明JoAEaなる任意の A及び BEaな

る任意の B及び CEaなる任意の C， の各

各を，固定する。 rAベB，且つ，BnC=りj，

と仮定する。 Bnc=仇 より BηCC¥A)=

。，が従う。一方，A什CC¥A)=rt。故に， [定

義1]における性質4， より，AU CC¥A)ペ

BUCC¥A)，が従う。ところが，AUC=AU 

CC¥A)。故に，AUCベBUCC¥A)，が従う。

ところがら BUCC¥A)三BUC。故に， [命題

1 J，より， BUCC¥A)ペBUC， が従う。故

に， [定義1]における性質3，より，AUCベ

BUC，が従う。[証明終1。

〔命題3J。ベを，任意の，a上の定性的確率，
とする。「各各が， 任意lの aの元である，A

及び B及び C及び D，に対して， rTAベC，
且つ，BペD，且つ，CnD=ゆj，ならば，AU 

BペCUDjj，が従う。

C証明]。各各が， 任意の，aの元である，A
及び B及び C 及び D， の各各を， 固定す

る。 rAペC，且つ，BペD，且つ，CnD=ゆj，

と仮定する。 cnCB¥C)=ゆ及び〔命題2J， 

より，AUCB¥C)ペCUCB¥C)，が従う。と

ころが， CUCB¥C) =BU CC¥B)。故に，A

UCB¥C)ペBUCC¥B)， が従う。 ところが，

rBペD，且つ， BnCC¥B)=ゆ」。また， C日

D=ムより， DnCC¥B)=れ故に， [定義

1]における性質4，より， BUCC¥B)ペDU

CC¥B)，が従う。故に， [定義1Jにおける性

質3，より，AUCB¥C)ペDUCC¥B)，が従

う。ところが， rCnD=ム且つ， CC¥B)日B

=引，より， CDU (C¥B))円(BnC)=ゆ，が

従う。故に， [命題2J，より， CAU CB¥C)) 

U CBnC)ペ(DU(C¥B)) U (BnC)，が従う。

ところが， r(AU (B¥C)) U (BnC) =AUB， 

且つ， CDU (C¥B)) U (BnC) =CUDj。故

に，AUBペCUD，が従う。[証明終1。

E定義2J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とする。 rAEaなる任意の A及びBEaな

る任意の B，に対して， rrBペA，には非ずj，

なる場合，且つ，その場合に限って，A弐Bjj，
によって，a上の 2項関係，守主，を定義する。

C命題4J。ベを，任意の a上の定性的確率，
とする。 rAEaなる任意の A及びBE{，乙な

る任意の B，に対して， rA弐B， ならば，A

~Bjj，が従う。

L証明JoAEaなる任意の A 及び Bεa な

る任意の B，の各各を，固定する。 A弐B，と

仮定する。 C定義2J， より， rBペA， には非

ずj，が従う。ところが，じ定義1]における性

質2，より，rAペB，或いは BペAj，が従

う。故に，AペB，が従う。[証明終]。
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C命題5J。ベを，任意の，Ol上の定性的確率，

とする。 rAεolなる任意の A 及びBε0[な

る任意の B及び Cεolなる任意の C，に対

して， rrAペB，且つ，B弐Cj， ならば，A弐
Cjj，が従う。

E証明JoAεolなる A 及びBEOlなる B及
び CE2なる C， の各各を， 固定する。 rA

ペB，且つ，B会Cj，と仮定する。 rA会C，に

は非ずj，と仮定して矛盾を導く。 E定義2]，よ

り， rrcペA，には非ずj，には非ずj，が従う。
故に， CベA，が従う。 ところが AペB。故

に，じ定義1Jにおける性質3，より， CペB，

が従う。ところが，s.会C。故に， [定義2]，よ

り， rcペB，には非ずj，が従う。故に， rcベ

B，且つ， rcベB， には非ずjj， が従う。故

に，矛盾が生じる。故に，A会C，が従う。

C証明終]。

C命題6]。ベを，任意の，a上の定性的確率，
とする。 rAEOlなる任意の A 及びBεZな

る任意の B及び Cεolなる任意の C， に対

して， rr A弐B，且つ BペCJ， ならば A
弐Cjj，が従う。

じ証明JoAE2なる任意の A 及び BEOlな
る任意の B 及び CE2なる任意の C， の各

各を，固定する。 rA弐B，且つ，BペCj，と仮
定する。 rA弐C，には非ずj，と仮定して矛盾を

導く。〔定義2J，より， rrcペA，には非ずj，
には非ずj，が従う。故に， CペA，が従う O 故

に，rBベC，且つ， cペAj， が従う。故に，
C定義1Jにおける性質3，より，BペA，が従

う。ところが，A弐B。故に， じ定義2]，より，

rB~A， には非ずj，が従う。故に， rBペA，
且つ，rBペA，には非ずjj，が従う。故に，矛
盾が生じる。故に，A弐C，が従う。命題が従

う。[証明終]。

じ命題7J。ペを，任意の，(Z，上の定性的確率，

とする。 rAEOlなる任意の A 及び BEOlな
る任意の B及び CEOlなる任意の C，に対
して， rr AnC=ゆ， 且つ，BnC=ゆj， なら
ば，rA弐B，と，AUC会BUC，とは，同値で
あるjjJ，が従う。

C証明JoAE(}lなる任意の A及び BEOlな
る任意の B及び CEOlなる任意の C，の各
各を，固定する。 rA日C=ム且つ，BnC= 
ゆj，と仮定する。〔定義1Jにおける性質4，よ

り，rBペA，と，BUCベAUC，とは， 同値
であるj，が従う。故に， rrBペA，には非ずj，
と， rBUCペAUC，には非ずj， とは，同値で
あるj，が従う。故に， [定義2]，より，rA会

B， と，AUC会BUC，とは，同値であるj，が
従う。[証明終1。

〔命題8J。ベを，任意の ol上の定性的確率，

とする。 rAEOlなる任意の A 及び BEOlな
る任意の B及び CEOlなる任意の C，に対
して， rrA会B，且つ，BnC=件j， ならば，
AUC弐BUCjj，が従う。

じ証明JoAEOlなる任意の A 及び BEOlな
る任意の B及び CEOl なる任意のC， の各
各を，固定する。 rA会B，且つ，BnC=ゆj，
と仮定する。 Bnc=ム より， BnCC¥A)= 
。，が従う。ところが，A日CC¥A)=件。故に，
AえB及び[命題7]，より， AUCC¥A)会B

UCC¥A)，が従う。一方， BUCC¥A)三BU
C及び C命題1]，より， BUCC¥A)ペBUC，
が従う。故に， [命題6J，より， AUCC¥A)弐
BUC，が従う。ところが， AUCC¥A)=AU 
C。故に，AUC会BUC，が従う。命題が従
う。[証明終]。

【命題9J。ペを，任意の，Ol上の定性的確率，

とする。「各各が，任意の，Olの元である，A

及び B及び C及び D，に対して， rrA会C，
且つ，BペD，且つ，CnD=件j，ならば，AU 
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B，会CUDjj，が従う。

C証明1。各各が，任意の，aの元である，A及
び B及び C及び D，の各各を， 固定する。
fA弐C，且つ，BペD，且つ，CnD=ゆj， と

仮定する。 fA弐C，且つ， CnCB¥C)=ゆ」

及び C命題8J，より，AUCB¥C)弐CUCB¥

C)，が従う。ところが， CUCB¥C) =BU CC¥ 

B)。故に，AUCB¥C)弐BUCC¥B)， が従

う。一方，BペD。ところが， BnCC¥B)=ゆ。

また， C円D=ムより，D日CC¥B)=ムが従

う。故に， [定義1Jにおける性質4，より B
UCC¥B)ペDUCC¥B)，が従う。故に， [命

題6J，より，AUCB¥C)弐DUCC¥B)，が従

う。ところが， fCnD=ム且つ， CC¥B) nB 

=件j，より， CDU CC¥B)) n CBnC) =ムが

従う。故に，じ命題8]，より， CAU CB¥C)) U 

CB日C)会CDUCC¥B))U CBnC)， が従う。

ところが， fCAU CB¥C)) U CB日C)=AUB，

且つ， (DU CC¥B)) U CBnC) = C UDj。故

に，AUB長;;CUD，が従う。命題が従う。

E証明終1。

E命題lOJ。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とする。「各各が，任意の，otの元である A
及び B及び C及びD，に対して，ffA弐C，

且つ，B弐D，且つ， CnD=oj，ならば，AU 
B弐CUDjj，が従う。

[証明1。各各が，任意の，aの元である，A及
び B及び C及びD， の各各を， 固定する。
fA弐C，且つ，B弐D，且つ，CnD=ゆj，と仮
定する。B会D，が従う。故に， [命題4]，より，
BペD，が従う。故に， fA弐C，且つ，BペD，
且つ， CnD=oj，が従う。故に， [命題9J， 

より，AUB弐CUD，が従う。命題が従う。

[証明終]。

[命題11J。ベを，任意の，ot上の定性的確率，
とする。「各各が， 任意の otの元である A

及びB及び C及び D，に対して， ff AnB= 

。，且つ， CベA，且つ，AUB弐CUDj，なら

ば，B弐 Djj，が従う。

C証明1。各各が，任意の，必の元である，A及
び B及び C及び D，の各各を， 固定する。

fA円B=ふ且つ， CペA，且つ，AUB弐CU

Dj，と仮定する。fB弐D，には非ずj，と仮定し
て矛盾を導く。 E定義2J，より， ffDペB，には
非ずj，には非ずj，が従う。故に，DペB，が

従う。ところが， f AnB=ム且つ， CペAj。
故に， [命題3]， より，CUDベAUB，が従

う。ところが，AUB弐CUDo故に， [定義2J， 

より， fCUDペAUB，には非ずj，が従う。故

に， fCUDへも4.UB，且つ，fCUD~AUB， に

は非ずjj， が従う。故に， 矛盾が生じる。故

に，B弐D，が従う。[証明終]。

C命題12J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とする。「各各が，任意の，aの元である，A 
及び B及び C及び D， に対して， ff AnB 

=ム且つ， C会A，且つ，AUB~CUDj ， な

らば，B弐DjJ，が従う。

C証明]。各各が，任意の，otの元である，A及

び B及び C及び D，の各各を， 固定する。

fAnB=ゆ，且つ， C弐A，且つ，AUBペCU

Dj，と仮定する。fB弐D，には非ずj，と仮定し
て矛盾を導く。 E定義2]，より， ffDペB，には
非ずj，には非ずj，が従う。故に，D~B， が

従う。ところが， f AnB=φ，且つ， C会Aj。
故に， [命題9J，より，CUD弐AUB，が従

う。故に， [定義2]，より， fAUBペCUD，に

は非ずj，が従う。ところが，AUBペCUDo

放に， ff AUB~CUD， には非ずj ， 且つ A

UBペCUDj，が従う。故に，矛盾が生じる。

故に，B会D，が従う。[証明終1。

[命題13J。ペを，任意の，ot上の定性的確率，

とする。「各各が，任意の otの元である，A
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及び B及び C及びD，に対Lて， fTA円B=

仇且つ， CイA，且つ，AUBペCUDj，なら
ば，BベDjj，が従う。

E証明1。各各が，任意の，aの元である，A及
び B及び C及び D，の各各を， 固定する。
IAnB=仇且つ， CイA，且つ，AUBぐCU

Dj，と仮定する。IBペD，には非ずj，と仮定し

て矛盾を導く。 C定義2J，より，D弐B，が従う。

ところが， 1 AnB=仇且つ， CイAj。放に，

C命題9J，より，DUC会BUA， が従う。故

に， [定義2J，より，IBUAペDUC， には非

ずj，が従う。故に，IAUBペCUD， には非

ずj， が従う c ところが，AUBベCUD。故
に;IIAUB署長CUD，には非ずj，且つ，AUB 

イCUDj， が従う。故に， 矛盾が生じる。故

に，B~D， が従う。[証明終1。

E命題14Jo~を，任意の ， a上の定性的確率，

とする。「各各が，任意の，aの元である A
及び B及び C及び D， に対して， IIA日B

=仇且つ， C弐A，且つ，AUB弐CUDj，な
らば，B弐Djj，が従う。

C証明]。各各が，任意の，aの元である，A及
び B及び C及び D，の各各を， 固定する。
IAnB=ム且つ， C弐A，且つ，AUB弐CU
Dj， と仮定する。 C弐A 及び E命題4]， よ

り， CベA，が従う。故に， 1 AnB=ゆ，且つ，
CペA，且つ，AUB弐CUDj，が従う。故

に， [命題11J，より，B会D，が従う。
〔証明終]。

C定義3J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とする。 IAEaなる任意の A 及び BEaな

る任意の B，に対して， IIAペB，且つ B=ぐ
Aj，なる場合，且つ，その場合に限って A~

Bjj，によって， a上の 2 項関係~， を定義

する。

第6節列及び分割列

これらの概念達はサヴェジ [3Jにおけるき

わめて基本・的な概念達で、ある， と，筆者は考え

るのである。なお， [命題12Jは， サヴェジ

[3l， 35頁，最後の段階，における，補題 5a，

に対応する者である。

E定義1Jo fを任意の集合とする。 IUは a
上の列であるj， なる事は， InεN なる或 n

が存在して，fε11ap(N[nJ， a)j，なる事で

あるj，と定義する。

C命題1Jo fを，任意の，a上の列，とする。
Idom(j)ιN，且つ， domのにおいて最大で
ある， 元， max dom (f) ， が存在し， 且つ，

dom(f) =N[max dom(j) Jj，が従う。

E証明Jo[定義1J，より， InεNなる或 nが

存在して，fE11ap(N[n]， a)j，が従う。こ

の nを固定する。 fE11ap(N[n]， a)，が従

う。故に， じ命題1.7J，より， dom(の=N[nJ，
が従う。ところが，N[nJ~二N。故に， dom(f) 

亘N，が従う。 jε::dom(f)なる任意の jを回

定する。 dom(f)=N[nJ，より，iεN[nJ，が

従う。故に j~玉n ， が従う。故に， IjEdom 

(f)なる任意の jに対して，j;亘nj，が従う。

一方， InεN[nJ， 且つ， dom(f) =N[nJj。

故に nεdom(f)。故に， InEdom(η， 且

つ jE三domげ)なる任意の jに対して j;豆

nj， が従う。故に，Idom(f)において最大で

ある， 元， が存在して， 且つ n=maxdom

(βj， が従う。 ところが， dom(β =N[凶。

故に， dom(f) =N[max dom(f)J，が従う c

c証明終]。

C定義2Jofを任意の集合とする。 111は a
上の分割列であるj，なる事は， Ifは a上の
列であり，且つ， j'Edom(f)なる任意の j'及

び j"εdomげ)なる任意の j"， に対して，
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rj'キJ"， ならば，f(j') nf(jづ=ゆjj， なる事
であるj，と定義する。

C定義3Jo fを，任意の，a上の列， とL，且
つ，A を任意の集合とする。

くf;A)=ヤ IjEA日dom(f)なる或 jが存在

して，xEf(j)}， 

によって，集合，くf;A)，を定義する。即ち，

<1; A)= U{f(j) IjεA ndom(f)}， と置く。

E命題2Jofを，任意の a上の列， とする。
「任意の dに対して， rdεdomげ)， ならば，

<1; {d})=f(d)jj，が従う。

C証明Jodεdom(丹なる任意の d を固定す

る。 C定義3J，より，<f; {d}) = U{f(j) IjE三

{d}ndomσ)}， が従う。 ところが，dεdom 

(f) ， より，{d}三dom(f)，が従う。故に，

{d}ndom(f) = {d}。故に，<f; {d}) = U{f 
(j) I j E{d}}，が従う。 U{f(j)IjE三{d}}=f 

(d)，を示す。 SEU{f(j) IjE{d}}なる任意の

Sを固定する。 rjE{d}なる或 jが存在して，

sεf(j)j， が従う。 この jを固定する。 rjE
{d}，且つ，Sεf(j) j，が従う。ところが， rjE三

{d}，と，j=d， とは， 同値であるん故に，

日=d，且つ，sEf(j)j，が従う。故に，sEf 

(d)，が従う。故に， rsεU{f(j) IjE三{d}}な

る任意の S ~こ対して ， sEf(d)j，が従う。 tε

f(d) なる任意の tを固定する。 ところが，

d=d，より，dE{d}，が従う。故に，rdE{d}， 

且つ，tεf(d) j，が従う。故に，r或 hが存在し
て，rkE{d}，且つ，tEf(k)jj， が従う。故

に，rkE{d}なる或hが存在して tεf(k)j，

が従う。故に， tE U{f(k) I kE{d汗，が従う。

故に，rtεf(d)なる任意の tに対して，tεU  

{f(k) I kE{d}} j，が従う。放に， U{f(j) IjE三

{d}}= f(d) ，が従う。故に，<f;一{d})= f(d) ， 

が従う。[証明終]。

C命題3Jo fを，在意の，a上の列，とする。
「任意の集合， A'，及び任意の集合， A"， に

対して，rA'三A"， ならば， くf;A')亘<f;

A")jj，が従う。

C証明]。任意の集合 A'及び任意の集合 A"，

の各各を， 固定する。 A'三Aぺと仮定する。

くf;A'>=ふなる場合には， ゅ亘くf;A">， よ

り，くf;A')三くf;A">，が従う。くf;A'>キふ

なる場合を考える。 XE<f;A'>なる任意の Z

を固定する。 rjEA'ndom(f)なる或 jが存

在して，xEf(j)j， が従う。この jを固定す

る。rJEA'ndom(f)，且つ，xEf(j)j，が従

う。 A'CAぺより， A'ndomげ)三A"ndom

(f)，が従う。故に，jEA"円domげ)，が従う。

放に， rjEA"ndom(f)，且つ，xEf(j)j，が

従う。故に，rj E三A"ndom(f)なる或 jが存

在して，xEf(j)j，が従う。故に，xE<f; 

A")，が従う。故に，くf;A'>=ゆ，なる場合をも

含めて， r任意の xに対して rXEくf;A'>， 

ならば， XEくf;A">jj，が従う。

命題が従う。[証明終]。

C命題4Jofを，任意の a上の列， とする。
「任意の集合 D'及び任意の集合 D"， に対し

て，くf;D'UD">=<f; D')Uくf;D">j，が従

う。

E証明]。任意の集合 D'及び任意の集合 Dぺ

の各各を，固定する。

zεくf;D'UD") なる任意の xを固定する。

〔定義3J，より， rJE三(D'UDつndom(f)なる
或 jが存在して，xEf(j)j， が従う。この j

を固定する。rJE三(D'UD'ウパdom(f)，且つ，

XEf(j)j，が従う。ところが，(D'UDつndom
(f) = (D' n domげ))U (D"円dom(β)。故に，

I i ED' n dom(f)，或いは， jED"ndomげ)j， 
が従う。 jE三D'ndom(f)，の場合を考える orj 
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ED' n dom (f)，且つ Xεf(j)J， が従う。故

に， rjE三D'日dom(f)なる或 jが存在して，

XEf(j)j，が従う。故に， [定義3J，より，[XE

くf;D')，が従う。 jεD"ndomげ)，の場合を

考える。 rjE三D"ndom(f)，且つ，xEf(ρj， 

が従う。故に， r j E三D"ndomσ)なる或 jが

存在して，xEf(j)j，が従う。故に， [定義3J， 

より XEくf;Dウ，が従う。故に， rxεくf;
D'>，或いは，XE<t; D">j， が従う。故に，
XEくf;D')U<f; D">， が従う。故に， rXE三

<f; D'UD">なる任意の Z に対して XEくf;

D'>Uくf;D">j，が従う。

yEくf;D'>U<f; D'うなる任意の yを固定す

る。 ryε<1;D')，或いは， yEくf;D">j，が
従う。 yεくf;D'>，なる場合を考える。 C定義

3]，より， rj'ED'ndom(わなる或 j'が存在

して，YEf(j')j，が従う。このj'を固定する。

rj'ED'什dom(f)，且つ， γεf(j')j，が従う。

一方，D'cD'UDぺより，D'日dom(f)三(D'

UDづ日dom(f)，が従う。故に，j'E(D'UDづ

ndom(f)， が従う。故に， rj'E(D'UD勺什

dom(f) ，且つ，YEf(j')j，が従う。故に， r j' 

E(D'UDつndom(f)なる或 j'が存在して，

yEf(j')j，が従う。故に， [定義3J，より， γε

くf;D'UD")， が従う。 yε<f; D">， なる場

合を考える。 C定義3J， より， r j"εD"円dom
げ)なる或 j"が存在して，Y Ef(jづj，が従

う。この j"を固定する。 rj"ED"日dom(f)， 
且つ，YEf(j")j，が従う。一方，D"三D'UD"，

より，D"日dom(f)亘(D'UDづndom(f)，が

従う。故に，j"ε(D'UDつ日dom(f)，が従う。

故に， r j"ε(D'UDづ円dom(f)，且つ， γεf
(j'川， が従う。故に rj"ε(D'UDつndom

げ)なる或 j"が存在して， γεf(jつん が従

う。故に， [定義3J，より，.yεくf;D'UD">， 

が従う。故に，各場合において， VEくf;D'U 

D">。故に，rYE<f; D')Uくf;D">なる任意

の yに対して，yEくf;D'UD">j，が従う。

命題が従う。 [証明終1。

E命題5Jofを，任意の，a上の分割列， とす
る。「任意の集合 D'及び任意の集合 D'F， に

対して， rD'nD"=ふならば，くf;D')nくf;

D">=ゆjj，が従う。

C証明]。任意の集合 D'及び任意の集合 D"，

の各各を， 固定する。 D'円D"=ム と仮定す
る。「くf;D')日くf;D">=仇には非ずj，と仮定

して矛盾を導く。「或 Z が存在して， XEくf;

D'>円くf;D">j，が従う。この Z を固定する o

zεくf;D'>nくf;D">，が従う。 rXEくf;D')， 

且つ， xE三くf;D">j，が従う。 C定義3J， より，

rr j' ED' n dom (f)なる或 j'が存在して， xE 

f(j') j，且つ，は"ED" n dom (f)なる或j"が
存在して，xEf(j勺jj， が従う。 ここにおけ

る j'及び jぺ の各各を， 固定する。 rrj'E
D'ndom(β，且つ Xεf(j')j， 且つ， rj"E 

D"什dom(f)，且つ，xEf(jつjj，が従う。

j'=jぺ と仮定して矛盾を導く。j'ED'ndom

(f) ，より，j" ED' n dom (f) ，が従う。故に，

r j" ED' n dom (f)， 且つ，j"εD" ndom(f) j， 

が従う O故に，j"ε(D'ndomげ))円(D"ndom

(f))， が従う。ところが， (D'ndom(f))円 (D"

什dom(f))cD'日D九故に，j"εD'什D"，が
従う。ところが，D'nD"=件。故に，j"Ect， 

が従う。故に， r或yが存在して，Y εりj，が
従う。ところが， r任意の zに対して， rZEct， 

には非ずjj。故に，矛盾が生じる。故に，j'キ

j"， が従う。 rj'εD'円domげ)，且つ D'什

domげ)三dom(f)j，より，j' Edom (f)， が従

う。また rj"εD"ndom(f)，且つ D"n

domげ)亘dom(f)j，より， j"Edom(f)，が従

う。故に， ri'Edomげ)，且つ，j"εdom(f) ， 

且つ j'キj"，且つ，xEf(jづ， 且つ，xEf 

(jづj，が従う。故に， rj'εdom(f) ， 且つ，

j"Edom(f)，且つ，j'~j"， 且つ， xEf(j') n 
f(j'川，が従う。故に， fj'Edom(f)，且つ，

j" Edom (f)，旦つ，j'キ:j"，且つ， r或 Zが存
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在して，xEf(j') n f(jつjj， が従う。故に，
rj'Edomげ)，且つ， j"εdom(f)，且つ，j'キ

j"，且つ， rJ (j') n f (j") =ゆ， には非ずjj，が
従う。故に， rj'Edom(f)なる或j'及びj"ε

dom(β なる或 j"， が存在して， rj'キ}"，且

つ，rf(j') nf(j") =件，には非ずjjj，が従う。

ところが，rfは11-上の分割列である」。放に，

rj'Edom(f)なる任意のj'及びj"Edom(η

なる任意の j"， に対して r1'キf'，ならば，
f(j') nf(j") =ゆjj，が従う。故に，矛盾が生

じる。故に，くf;D')nく了;D")=ゆ，が従う。

命題が従う。[証明終]。

〔命題6Jo fを，任意の，a上の列， とする。
「ψEMap(domげ')， dom(f))なる任意の ψに

対して，合成写像 foψはa上の列であるj，が
従う。

E証明Jo cpεMap(dom(f)， dom(f))なる任

意の?を固定する。 E定義1]， より，foψε 

Map(dom(ρ， a)，が従う。ところが， [命題

1 J，より， dom(f) =N[max dom(f)J，が従

う。故に，f。伊EMap (N[max dom (ρJ， a)， 

が従う。ところが， [命題1J， より rmax

dom(ρεdom (j) ，且つ， dom(j)CNj，が従

う。故に， r max dom (f)εN，が従う。故に，

rmax dom(f)εN，且つ，focpεMap(N[max 

dom(刀J，a)j，が従う。放に， rnεNなる或

η が存在して，fEMap(N[nJ， a)j，が従う。

[定義1J，より，命題が従う。[証明終]。

E命題7Jo fを，任意の a上の列， とする。
「ψεMap(dom(f)， dom(f))なる任意の?

に対して， rrJoψ は必上の列であるj，且つ，
rDCdom(f)なる任意の D 及び f亘dom(f)

なる任意のJ，に対して， r/={i¥jEdomげ')， 
且つ， rkεDなる或 h が存在して j=ψ

(k) j}，ならば，<f;J)=<f。ψ;D).Jjjj，が従

う。

C証明Jo[命題6J， より，rfocpは必上の列で

あるj，が従う。 D三domげ)なる任意の D及

びJCdomげ)なる任意のJ，の各各を，固定
する。

式 10J={j¥jE三dom(f)， 且つ， rkEDなる

或 hが存在して，j=cp(k)j}， 

と仮定する。故に， JS二domげ')，が従う。
XE<J; J)なる任意の xを固定する。じ定義
3 J，より，「j'εJndomげ)なる或 j'が存在

して Xεf(j')j，が従う。このj'を固定する。

rj'EJndomげ')，且つ，xEfげ)j，が従う。

一方，/三domげ)，より，J日dom(f)=J， が

従う。放に，「j'εJ，且つ，xEf(j')j， が従

う。故に，1'EJ，が従う。故に，式1，より、

ri'Edom(f)，且つ，rk'EDなる或 k'が存在

して， j' = cp (k') jj，が従う。故に，rk'EDな
る或 k'が存在して， j'=ψ(k')j， が従う。こ

の k'を固定する。 rk'ED，且つ，f=ψゅうj，

が従う。故に， j'=ψ(k') ，が従う。ところが，

XEf(j')。故に Xεf(cp(k'))，が従う。ところ

が，f(ψ(k')) = (f。ω(k')。故に，xE(f。ψ)(k') ， 
が従う。故に rk'εD，liつ， XE (focp) (k')j， 

が従う。一方，D三dom(f)， より，D=D円

dom(f) ， が従う。故に，rk'EDndom(f)， 

且つ，xE(focp)(グ)j，が従う。故に rk'εD

ndom(f)なる或 k' が存在して， XE (focp) 

(k')j，が従う。故に， [定義3J，より XE

くfoψ;D)，が従う。故に， rXEくf;J)なる任

意の Z に対して，XE<Joψ; D)j，が従う o

yEくfoψ;D)なる任意の yを固定する。 C定

義3J， より，rk"EDndom(focp)なる或 k"

が存在して， γε(f。ψ)(k") j，が従う。このか'

を固定する。 rk"εDndom(foψ)，且つ， yE 

げ。ψ)(k") j，が従う。ところが，伊巴Map(dom

(f)， dom(β) ，より， domげ。伊)=dom(f)， 

が従う。故に， rk"EDndom(f)， 且つ，y ε 

(focp)ゆっj，が従う。ところが，(foψ)ゆっ=

f(cp(kつ)。故に，
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陳述 10Ik"ED n dom(f) ，且つ Yεf(<p

(kづ)j， 

が従う。 j"=ψ(k勺，と置く。

式20j"ε]， 

を示す。陳述1， より k"ED什dom(f)，が

従う。故に k"εdom(f)，が従う。ところが，

伊εMap(dom(f)， dom(f))。放に，伊(kづε

dom(f) ，が従う。 ところが i"=ψ(kつ。放
に， j"εdom(f)，が従う。ところが，陳述1，

より，k"ED什dom(f)。故に，k"ED。ところ

が j"=<pゆっ。故に， Ik"EDなる或 k"が

存在して， j" = <p (kづj，が従う。故に，式1，
より， j"E]，が従う。式2，が従う。

陳述1，より，YEf(ψ(kづ)，が従う。 ところ

が，j"=<p(kつ。故に，yεf(jづ，が従う。と
ころが，式2，より， j"E]。故に， Ij"E]， 

且つ， γEf(j勺j，が従う。一方，T~三dom(f) ，

より， ]=Jndom(f)，が従う。故に，Ij"EJ 

ndomσ) ，且つ，YEf(jづj，が従う。故に，

I j" E] n dom (f) なる或 j"が存在して， YE 

f(j勺j，が従う。故に， [定義3]， より， YE 

くf;]>，が従う。故に， IYεくfo少;D>なる任

意の yvこ対して，Yε<f; ]>j，が従う。
命題が従う。[証明終1。

E命題8Jo fを，任意の，a上の分割列， とす
るoI <pEMap(dom(f)， dom(f))なる任意の

ψ に対して， II<Pは dom(f)から domげ)へ

の単射であるj，ならば，Ifocpは必上の分割列

であるjjj，が従う。

C証明]。伊EMap(dom(f)， dom(f)) なる任

意の?を固定する。「ψは domげ)から dom

(f)への単射で、あるj， と仮定する。j'Edom

げ)なる任意の j'及び j"Edom(f)なる任意

のj"，の各各を，固定する ol'キj"，と仮定す

る。故に， ψ(j')キcp(j")，が従う。ところが，

I <p (j')εdomげ)，且つ， ψ(j")Edomげ)j。

放に， [定義2J，より，f(ψ(j')) n f(ヂ(j"))= 
が，が従う。ところが，If(ψげ))= (focp) (j')， 
且つ，f(ψ(j")) =げ。ψ)げつ」。故に， げ。ψ)

りづ n(foψ)げつ=ふが従う。故に， lj'Edom 

げ)なる任意の j'及び j"Edom(f)なる任意

の j"， に対 Lて Ij'キj"， ならば'(f。ψ)

(j') n (f。ψ)(j") =ゆjj， が従う。ところが，
<pEMap(dom(f)， dom(f))， より， domげ)

=domげ。ψ)，が従う。故に， I1'Edom(focp) 

なる任意の j'及び j"εdom(fo<p)なる任意の

j"，に対して， I j'キ'j"， ならば，(f。タ)(j') n 
(foψ) (j") =ゆjj， が従う。一方， [命題6J， 

より， Ifocpはa上の列であるj，が従う。故

に， [定義2J，より，命題が従う。 E証明終1。

C命題9J。ペを，任意の a上の定性的確率，
とし，且つ，fを，任意の a上の列， とし，
且つ，gを，任意の，a上の分割列， とする。
r-DCdom(f) ndom(g)なる任意の D に対し

て， IIjEDなる任意の jに対して，f(j)ベg
(j) j，ならば，く/;D>ペくg;D>jj， が従う。

〔証明JoDC  dom(f)円dom(g)なる任意のD

を固定する。IiεDなる任意の jvこ対して，/

(j)ペg(j)j， と仮定する。

M={mlm εN，且つ， 1</; D円N[mJ)ペ
くg;DnN[mJ)， には非ずj}，

と置く。 M主""ct， と仮定して矛盾を導く。 1M

キゆ，且つ，M亘Nj，が従う。故に M にお

いて最小である，元，が存在する。この元をm

( *)とする。即ち，

m(*) =min M， 

と置く om(めεM 及び M の定義， より，
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陳述1olm(*) EN，且つ， 1<1; DnN[m(*・)J)

ペくg;DnN[m(ネ)J)，l'こは非ずJJ，

が従う。

式10DnN[m(の1キム

を示す。

D円N[m(*)J=併， と仮定して矛盾を導く。[定

義3]，より， 1くf;D什N[m(*)])=ゆ，且つ，

<g; D日N[m(*・)J)=ゆJ，が従う。ところが，

E定義5.1]におけtる性質2，より， り=対， が

従う。故に， く1;DnN[m(*)J)ベくg;DnN

[m(*) ])，が従う。一方，陳述1，より， 1くf;

DnN [m(*)J)ペくg;DnN [m(*)])， には

非ずJ，が従う。故に， 矛盾が生じる。故に，

D円N[m(め1キ仇が従う。式1，が従う。

式201五五m(*)，

を示す。

式1及び〔命題3.12J，より 1或 dが存在し

て， Id=min .D，且つ，dEDnN[m(*)JJJ， 

が従う。この dを固定する。 Id=minD，且

つ，dεDnN[m(*)]J， が従う。故に min

DED日N [m(*)J，が従う。故に， Imin DE 

D， 且つ， min DEN[m(*)JJ，が従う。故

に， min DEN[m(*)J，が従う。故に， [定義

3.1]，より， IminD EN，且つ， min D豆m

(不)J，が従う。故に，minD豆仰い)，が従う。

min D=m(*)， と仮定して矛盾を導く。 D

nN  [m(*)J=DnN [min D]， が従う。とこ

ろが，式1，より，D~Ø， が従う。故に， [命

題3.13]，より，D円N[minDJ={min D}，が

従う。故に，DnN [m(*)J={min D}， が従

う。故に 1く1;DnN[仰い)J)= <1; {min 

D})， 且つ，くg;DnN[m(*)J)=くg;{min 

D})J，が従う。一方， Imin D E D，且つ，D

三dom(f)什dom(g)J，より， min D E dom 

(/) n dom(g)，が従う。故に， IminD Edom 
げ')，且つ， min DEdom(g) J， が従う。故

に， min DEdom(f)，が従う。故に， [命題

2]，より，くf;{min D})=f(min D)，が従

う。ところが，<1; DnN[m(*)J)=くf;{min 

D})。故に，く1;DnN[m(*)J)=f(min D)， 

が従う。一方， min D E dom(g)。放に， [命

題2]，より，<g; {min D})= g(min D)，が従

う。ところが，くg;DnN [m(*)]>=くg;{min

D})。故に，くg;D円N[m(*)])=g(minD)， 

が従う O 一方， r jE三Dなる任意のjに対して，
I(j)ペg(j)J。故に， min DED，より，f(min

D)ペg(minD)， が従う。ところが 1くf;D 

nN[m(水)J>= f(min D)， 且つ，<g; D円N

[m(*) J)= g(min D) J。故に，くf;DnN [m 

(*汀〉ペくg;DnN [m(*)J)，が従う。ところ

が， 陳述1，より， 1く了;DnN[m(*)J)ベ<g;

D什N[m(*)J)， には非ずJ， が従う。故に，

矛盾が生じる。

故に， min Dキm(*)，が従う。 ところが，

minD豆 m(の。故に minD手m(*)，が従

う。ところが， min DE  N。故に 1豆 min

D。故に， U手m(*)，が従う。式2，が従う。

式30 m(ネ)-lEN， 

を示す。

陳述1，より，m(*) EN，が従う。式2， よ

り， 1;;¥五m(*)，が従う。故に， 1或 xが存在し

て，IXEN，且つ，x+1=m(*)JJ，が従う。この

xを固定する。 IXEN，且つ，x+1=m(*)J， 

が従う。故に，IXEN，且つ X=例。)-1J， 

が従う。故に，m(*) -lEN，が従う。式3，

が従う。

式40 <1; D n N [m (*)一1])ベくg;DnN [m 
(*) -1])， 
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を示す。

r<f; DnN[m(*)ー1])ベくg;DnN[m(ネ)-

1])，には非ずj，と仮定して，矛盾を導く。式

3，よ』り，m(ネ)-lEN，が従う。故に，Mの

定義， より，m(*) -lEM， が従う。 ところ

が，m C*)の定義， より， rmEMなる任意

の m に対して，m(*)三三mj，が従う。 故に，

m(*)三三m(*)-1， が従う。ところが， m(*)-l 

2五m(*)。故に，矛盾が生じる。故に，<f;Dn 

N[m(*) -1])ベくg;DnN[m(ゆ-1])，が従

う。式4，が従う。

式50m(*) ED， 

を示す。

rmHεD，には非ずj，と仮定して，矛盾を導

く。式2， より， m(*)キ1， が従う。故に，

C命題3.11J，より，D日N [m(*) -1]=D円N

[m(*)]，が従う。ところが，式4，より，<f; 

D日N[m(*)-1])ペくg;D日N [m(め-1])。

故に，くf;D円N [m(*)J)ペくg;D円N[m

(*)J)，が従う。ところが，陳述1，より， rくf;
D日N[m(*)])ペくg;DnN [m(*)])，には非

ずj，が従う。故に，矛盾が生じる。故に m

(*)εD，が従う。式5，が従う。

式60 (Dn N[m(*)ー1])U {m(*)} =D  n N 
[m(*) J， 

を示す。

(DnN[m(*)ー1])U{m(*)} = (D U {m(*)}) 

円(N[m(の-1]U{m(のめ， が従う。 ところ

が， [命題3.6J，より，N [mC*) -1] U{m(*)} 

=N[m(*)J，が従う。故に， (D日N [m(*)-

1]) U{m(*)}= (DU{m(*)}) nN  [m(*)ユ，が

従う。一方， 式5， より，{m(*)}c:D， が従

う。故に，DU{m(*)}=D，が従う。故に，(D

nN[m(の-1])U{m(キ)}=D什N[m(*)]， が

従う。式6，が従う。

式70 (DnN[m(の-1])パ{m(ネ)}=ふ

を示す。

r(DnN[m(*) -1]) n{m(ネ)}=ふには非ずj，

と仮定して，矛盾を導く。「或 yが存在して，

yε(D什N[m(*)-1])什{m(*)}j，が従う。こ

のyを国語する。 YE(DnN[m(*)-1]) n{m 

0・)}，が従う。故に， rYED円N[m(*)-1]， 
且つ，YE{m(*)}j，が従う O 故に，rrYED， 

且つ，YEN[m(*) -1]j，且つ，yε{m(*)}j， 

が従う。故に，rYED，且つ，rYEN [m(*)-

1]，且つら YE{m(*)}jj，が従う。故に，rYE 

N [mC*)-1]， 且つ，Y ε{m(*)}j，が従う。

ところが，ryε{m(*)}， と，y=m(*)， とは，

同値である」。故に，rYEN[m(ゆ-1]，且つ，

y=m(*)j，が従う。故に，m(ネ)εN[m(め-

1]，が従う。ところが，式2及び〔命題3.7J，

より，m(ネ)Ej:N [mC*)-1]; が従う。 f故に，

矛盾が生じる。故に、(D円N[m(ネ)-1])円{m

(ホ)}=ムが従う。式7，が従う。

陳述20rくf;D日N [m(*) -1]) U f(m(*))'= 
<f; DnN[m(水)])，且つ，くg;DnN [m(*) 

-1])Ug(m(め)=<g; DnN[m(水)J)j， 

を示す。

式5及び C命題 2J， より， r((m(*)) =くれ{m
(*)})，且つ，g(m(ネ))=くg;{m(ネ)})j，が従

う。故に， rくf;DnN [m(*) -1]) U f(m(*)) 
=くf;DnN[m(め-1])Uくf;{m(*)})， 且

つ，<g;D円N[m(*)-1]) Ug(m(ネ))=くg;D

nN[m(*) -1])リくg;{m(*)})j，が従う。と

ころが， [命題4J，より， rくf;D日N[m(め-
1])Uくf;{m(のわ=くf;(D日N[m(ホ)-1]) 
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リ{m(ボ)})， 且つ，<g; DnN [m(*) -1])U 

くg;{m(*)})=くg; (D什N [m(*) -1]) U{m 

(*)})J，が従う。故に， 1くf;Dn N [m(*)-

1]) U f (m (*)) =くf;(DnN [m(め-1])U {m 

(のわ， 且つ， くg;DnN [m(め-1])Ug(仰

い))=くg;(DnN[m(*) -1]) U{m(*)})J，が

従う。ところが，式6，より， (DnN[m(*)-

1]) U{m(*)}=D円N[m(*)J。放に， 1くf;D

n N [m(*) -1])U f(m(*)) =くf;D什N[m
(めJ)，且つ，くg;DnN[m(ネ)-IJ)Ug(m(*)) 

=くg;D什N[m(*)J)J，が従う。陳述2，が

従う。

式80<g; D円 N[m(~・) -1])ng(m(*)) =o， 

を示す。式5及び〔命題2J，より， g(m(*)) 

=くg;{m(水)})，が従う。故に，くg;DnN[m

(*) -1])ng(m(*)) =<g;D什N[m(め-1])什

くg;{m(ホ)})，が従う。ところが，式7，より，

CDnN[m(吟-1])什{m(*)}=件。故に， Igは

分割列である」及び C命題5J， より， くg;D

nN[m(め-1])η くg;{m(*)})=ふが従う。

故に，くg;D什N [m(*) -1]>ng(m(*)) =仇

が従う。式8，が従う。

式90<<; DnN[m(*) -1])Uf(m(め)
ベくg;DnN[m(*) -1]) Ug(m(*))， 

を示す。

式4，より，<f; DnN[m(*) -1])ペ<g;Dn
N[m(*) -1])， が従う。一方，式5及び IjE三

D なお任意の jに対して， f(j)ぐg(j)J， よ

り， f(m(*))ペg(仰い))， が従う。式8及び

〔命題5.3J， より，<f; D什NC仰(め-lJ)Uf
(m(*))ペくg;DnN[m(*) -1])Ug(m(*))， 

が従う。式9，が従う。

式9及び陳述2，より，くf;DnN[m(めJ)ペ

<g; D門N[m(*)J)， が従う。ととろが，陳述

1， より， I<f; Dn  N [m(*)])ペくg;DnN 

[m(*) J)，には非ずJ，が従う。故に， 矛盾が

生じる。

故に，M=ゆ，が従う。放に， ImENなる任

意の m v;こ対して，m$Mょ が従う。故に，
M の定義， より，lmENなる任意の mに対

Lて，くf;DnN[mJ)ペ<g;DnN[mJ)J，が

従う。 ところが， max dom(f) EN。故に，

くf;D n N[max dom C!) J)ペくg;DnN[max 

domC!)])，が従う。ところが， [命題1]， よ

り，N[max domC!)J=domC!)，が従う。放

に， <<; Dndom(β〉ベ<g;D円dom(刀)，が
従う。ところが，D三dom(f) n dom (針。故
に，D三domげ)。故に，Dndom(f) =D。、故

に，くf;D)ベ<g;D)，が従う。命題が従う。
C証明終1。

〔命題10J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とし，且つ，fを，任意の，a上の列， とし，
且つ，gを，任意の a上の分割列， とする。
fD三 dom(f)什 dom(g)なる任意の D に対

して，ilDキゆ，且つ， IjEDなる任意の jに

対して，f(j)弐g(j)JJ，ならば，くf;D)弐くg;

D)JJ，が従う。

じ証明JoD三dom(1) n dom (g)なる任意の D

を固定する。 IDキム且つ， 11 E D なる任意

の jに対して，f(j)弐g(j)JJ， と仮定する。

M={mlmEN，且つ，DnN[mJキム且つ，

くg;D日N[m])ペ<<;DnN[m])}， 

と置く。 Mキムと仮定して矛盾を導く。

M の定義，より，M三N，が従う。故に M
今子供， より，Mにおいて最小である，元，が存
在する。この元を m(*) と表記する。即ち，

m(*) =minM，と置く。Mの定義及びm(ネ)ε
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M，より，

陳述1olm(のεN，且つ，DnN[m(*)Jキム且

つ，くg;DnN[m(*)])ペくf;DnN[m(*)])j，

が従う。一方，D三domび')ndom(g)及びE命
題1]，より，DCN，が従う。ところが，Dキ

タ。故に， IDにおいて最小である，元，即ち，

min D，が存在して，且つ， min DENj，が

従う。

式10min D豆m(*)，

を示す。陳述1，より，DnN[m(*)Jキムが

従う。故に，じ命題3.12J， より， min DEDn 

N[m(*)J，が縫う。故に， Imin DED， 且

つ， min DEN[m(*)Jj，が従う。故に min

DEN[m(*)]，が従う。 1故に， [定義3.1J， よ

り， min D豆m(ネ)，が従う。 minD=m(の，

と仮定して矛盾を導く。 DnN[m(*)J=DnN

[min DJ，が従う。ところが， [命題3.13]，よ

り，D n N{min DJ = {min D}，が従う。 l 故

に，D什N[m(*)}={minD}，が従う。故に，

I<f; DnN[mHJ)=くf;{min D})，且つ，

<g; DnN [m(*) J)=<g; {min D})j; が従

う。←方， linin DED，且つ，D三dom(f)日

dom(g)j，より，minDE  dom(f) ndom (g)， 

が従う。放に， Imin D E dom (f)，且つ，

min DE  dom (g)j， が従う。故に， [命題

2 J，より， 1くf;{min D})=f(min D)，且つ，

<g; {min D}>=g(min D)j，が従う。故

に， 1くf;D口N[m(*)])=f(minD)，且つ，
<g; DnN [m(キ)])= g(min D) j， が従う。
ところが，IjεDなるl任意の jに対して，f 

(j)弐g(j)j。故に， min DED，より，f(min 

D)弐g(minD)，が従う。故に，くf;DnN 

[m(*) J>弐くg;DnN[m(*)J)， が従う。 とこ
ろが，陳述1，より，くg;DnN[m(ネ)])ベくf;

D什N[m(*)J>， が従う。故に， [定義5.2J，

より，矛盾が生じる。故に minDキm(ネ)，

が従う。ととろが， minD三三m(*)。故に， min 

D豆m(*)，が従う。式1，が従う。

陳述20[m(*)ー1EN，且つ， DnN[m(*)-

1]キム且つ8くf;D日N[m(*)-1]>会くg;D

nN[m(*) -1]>j， 

を示す。式1， より minD豆 m(*)， が従
う。ところが， min DEN。故に， 1三三minD，

が従う。故に，l;i手m(*)，が従う。一方，陳述

1，より，m(*) EN，が従う。故に， 1或 Zが

存在して，IXEN，且つ， x+1=m(*)jji が

従う。との Zを固定する。 IXEN，且つ，x+ 
l=m(*)j，が従う。故に，IXEN，且つ，X= 

m(ネ)-1J，が従う。故に， m(*) -1 EN，が

従う。

m(*)ー1EN及び式1，より， minD豆m(*)

-1， が従う。 A故に， min DEN及び[定義

3.1J，より， min DEN [m(*) -1]， が従う。

ととろが， min DED。故に， Imin DED， 

且つ， min DEN[m(*)ー1]j，が従う。故に，

min DEDnN[m(*)ー1]，が従う。故に， 1或

X'が存在して X'εD日N[m(*) -1]j， が従

う。故に，D円N[m(*)ー1]キムが従う。

m(水)ーu五m(*)及び m(*)の最小性，より，
m(ネ)-1在M， が従う。 ところが， Im(の-1

EN，且つ，DnN[m(ネ)-1]キゆJ。故に，Mの

定義，より 1くg;DnN[m(*) -1]>イ<f;D
nN  [m(吟ー1]>，には非ずj，が従う。故に，

C定義5.2J，より，くf;D日N[m(*)-1]>弐くg;

DnN [m(*)ー1]>，が従う。

陳述2，が従う。

式2om(*)εD，

需と示す。 Im(*)εD，には非ずj， と仮定して
矛盾を導く。陳述2，より，m(水)-lEN，が

従う。故に， Im(*) EN，且つ，m(*)キ1J，が従

う。ところが，m(*) $D。故に， [命題3.11J，

より，DnN[m(*) -1] =DnN[m(*)J~ が従
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う。ところが， 陳述2. より， くf;DnN[m

(*) -1])弐<g;D円N[m(*)-1])。故に，くれ

D日N[m(ネ)J)弐<g;D日N[m(*)]). が従う。

ところが』陳述1. より，くg;DnN[m(*)J) 

ベくf;DnN [m(めJ>.が従う。故に. [定義

5.2J. より，矛盾が生じる。故に.m(*) ED. 

が従う。

式3。くf;{m(*)})弐<g;{m(本)}).• 

な示す。式2及び D亘 dom(f)n dom (g). 

より.m(*)εdomげ)ndom(g).が従う。故

に. im(*) Edom(刀，且つ.m(*)εdom(g)J. 

が従う。故に，じ命題2]，より.i<f; {m(*)}) 
= !(m(*)). 且つ，くg;{m(ネ)})=g(m(*)) J. 

が従う。ところが. iiεDなるf任意の jに対

じて.f(j)弐gげ)J。故に，式2. より.r(m 
(*) )会g(mC*)).が従う。故に，くf;{m(*)}) 

弐<g;{m(*)}). が従う。式3. が従う。

式40 <g; DnN [m(*) -1]) nくg;{m(*)})
=ム

を示す。「或 yが存在して.Y E (DnN[m(*) 

-1]) n{m(*)}J. と仮定して矛盾を導く。こ

の yを固定する。 yε(D什N[m(*) -1])日

{m(*)}. が従う。故に. iy E DnN [m(*)-

1].且つ.Y E {m(*)}J. が従う。 ところが，

iYE{m(*)}. と.y=m(水). とは， 同値であ

る」。故に. fYEDnN[m(*)-1]， 且つ.y= 

m(*)J， が従う。 1故に.m(*)εD円N[m(*)-

1]， が従う。故に. im(のεD. 且つ.m(*) 

EN[m(*) -IJJ. が従う。故に.m(*) E N 

[m(*) -1]， が従う。ところが，陳述2.より，

m(*) -lEN。故に.im(ホ)εN.且つ.m(*)キ

1J。故に. [命題3.7J. より.m(*) $N[m(*) 

-1]，が従う。?故に，矛盾が生じる。故に. i任

意の y'に対して.y'$ (D日N [m(*) -1])円

{m(*)H が従う。故に.(DnN [m(*) -1]) 

n{m(*)}=仇が従う。ところが. igは分割

列である」。故に. [命題5J. より，くg;D日

N[m(ネ)-1])日くg;{m(*)})=ふが従う。式

4.が従う。

式50<f; DnN[m(*) -1])U<!; {m(*)})弐

<g;D日N[m(*) -1])Uくg;{m(*)}). 

を示す。陳述2. より.<f; DnN[m(*) -1]) 

弐くg;DnN[m(*)ー1])， が従う。「故に， 式

3及び式4及び[命題5.10J. より，式5. が

従う。

式60 (DnN [m(*) -1]) U {m(*)}=D n N 
[m(*)J. 

を示す。 (D円N[m(*) -lJ) U{m(*)}= CDU 

{m(*)}) n (N[m(*) -1] U {m(*)}). が従う。
ところが，式2. より.DU{m(*)}=D. が従

う。一方， 陳述2. より，例(*)ー1EN. が従

う。故に. im(*)εN. 且つ.m(水)キ1J. が

従うイ故に. [命題3.6J. より.N[m(の-1]U

{m(*)}=N [m(*)]， が従う。故同 (D n N 
[m(*)ー1])U {m(*)}=DnN [m(*)J. が従

う。式6が従う。

式5及び[命題4J. より，くf;(D日N [m(*) 

-1]) U{m(のわ弐<g;(DnN [m(*) -1]) U 

{m(*)}).が従う。故に，式6. より，くr;D 
什N[m(*)])弐<g;DnN[m(*)J). が従う。

ところが，陳述1. より.<g; DnN [m(*)]) 

ベくf;D円N [m(*)J>. が従う。，故に. [定義

5.2J. より，矛盾が生じる。:

故に，

式70M=ゆ，

が従う。
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式80D円N[maxdom(f)J=D; 

を示す。 D三dom(f) n dom (g) ，より，D三
dom(fλが従う。ところが， [命題1J，より，
domげ)=N[max dom(f)J，が従う。故に，

D三N[max dom(f)J，が従う。故に，DnN 

[maxdomωJ=D，が従う。式8，が従う。

陳述30 Imax dom(刀εN，且つ，DnN[max

dom(f)Jキ出，

を示す。 C命題1]，より， max dom (f) E N， 

が従う。一方，D主子供及び式8，より，DnN 

[max dom(刀]キムが従う。陳述3，が従う。

式7，より， max dom (f) $ M， が従う。故

に，M の定義及び陳述3，より， 1くg;DnN

[max dom (f) J>ベくf;DnN[maxdom(f)J>， 

には非ずj，が従う。故に， [定義5.2J，より，

くf;DnN[max domげ)J>弐くg;DnN[max 

dom(f)J)，が従う。故に，式8，より，く了;D)

弐くg;D)，が従う。

命題が従う。 C証明終]。

C命題11J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とし，且つ，lを，任意の，a上の列， とし，
且つ，gを，任意の，01上の分割列， とする。

ID三dom(f)ndom(g)なる在意のDに対し

て， IIIjE三D なる任意の jに対して，f(j)ペ

g(jヴj，且つ， IkEDなる或 hが存在して，

f(k)弐g(k)jj， ならば，くf;D)弐くg;D)jj， 

が従う。

E証明JoD三dom(f) n dom (g)なる任意のD

を固定する。 IljEDなる任意の jに対して，

f(j)ペg(j)j， 且つ，IkEDなる或 hが存在

して，f(k)会g(k)jj， と仮定する。

L={lll ED，且つ，f(l)吠g(l)}， 

と置く。

陳述10ILs;;dom(刀円dom(g)，且つ，Lキム
且つ，IlELなる任意の Jに対して，f(l)弐

g(l) jj， 

を示す。 l'εLなる任意の l'を固定する。 L

の定義， より，Il'ED，且つ，f(l')弐g(l')j，

が従う。故に，l'ED，が従う。ところが，D三

domσ) ndom(g) 。故に l'ε dom(f)~日 dom

(g)，が従う。故に 11'εLなる任意の l'に

対して， l'Edom(βndom(g)J，が従う。故

に，LSdom(f)日dom(g)，が従う。

IkEDなる或 hが存在して，f(初会g(k)j，

なる陳述における hを固定する。 IkED，且

つ，f(紛失g(k)j，が従う。"故に Lの定義，

より，kEL，が従う。故に， 1或 k'が存在し

て k'εLj，が従う。故に Lキムが従う。

lELなる任意の lを固定する。 Lの定義，

より，IlED，且つ，f(l)会g(l)j，が従う。故

に，f(l)弐g(l)， が従う。故に，IlELなる任

意の 1に対Lて，f(l)弐g(l)j，が従う。陳述

1，が従う。

陳述1及び〔命題10]，より，

式1。くf;L)弐くg;L)， 

が従う。

陳述20Ij'ED¥Lなる任意の j'に対して，
f(j')ベg(j')j，

を示す。 j'εD¥Lなる任意の j'を固定する。

lj'ED，且つ，j'$Lj，が従う。故に，i'ED， 

が従う。ところが，rjEDなる任意の jに対

して，f(j)イg(j)j。故に，f(j')ベg(j')， が

従う。故に， Ij'ED¥Lなる在意の j'に対し

て，f'(j')ペg(j')j，が従う。陳述2，が従う。
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陳述2及び〔命題9J，より，

式20<f; D¥L)ベ<g;D¥L)， 

が従う。式1及び式2及び C命題5.9J， より，

式3。σ;L)Uくf;D¥L)弐<g;L)U<g;D¥ 
L)， 

が従う。

式40LU (D¥L)=D， 

を示すo xELU (D¥L)なる任意の Z を回定

する c iXEL，或いは，xED¥Lj， が従う o

XEL，の場合を考える。 L の定義，より，iXE 

D，且つ，f(x)弐g(X)j，が従う。故に XE

D，が従う o xED¥L，の場合を考える。 iXE

D，且つ， x$Lj，が従う。故に XεD，が従

う。故に ixεLU(D¥L)なる任意の Z に

対して，xEDj，が従う。

yEDなる任意の yを固定する。 iYEL，或

いは，y$Lj， が従う。 yεL， の場合を考え

る。 iYEL，或いは，YED\Lj~ が従う。故

に，yELU(D¥L)，が従う。 y$L，の場合を

考える。 IYεD，且つ，y$Lj，が従う。故に，

YED¥L， が従う。故に，iYEL， 或いは，

YED¥Lj，が従う。故に，YELU (D¥L)， 

が従う。故に， iy EDなiる任意の yに対し

て，YELU (D¥L)j，が従う。

式4，が従う。

C命題4J，より， iくf;L)U<f;D¥L)=<t;L 
U(D¥L))，且つ，くg;L)Uくg;D¥L)=くg;

LU(D¥L))j，が従う。故に，式3， より，

<f; LU (D¥L))弐くg;LU (D¥L))，が従う。

故に，式4，より，くf;D)尖くg;D)， が従う。

命題が従う。 C証明終1。

E命題12J。ベを，任意の a上の定性的確率，
とし，且つ，f及び g，の各各を，任意の，a
上の分割列， とする。 iD三dom(f)ndom(g) 

なる任意の D に対して，ii<f; D)んくg;D)， 

且つ，ijEDなる任意の j及び hεDなる任

意の k， に対して， ij豆k， ならば，if(j)ペ
f(k)，且つ，g(k)ペg(j)jjjj，ならば，inE 
N なら任意の nに対して，くれ D日N[nJ)ペ
くg;DnN[nJ)jjj，が従う。

C証明JoD亘dom(f) n dom (g)なち任意の D
を固定する。「くf;D)会くg;D)，且つ， ijεD 

なる任意の j及び hεDなる任意の k，に対

して， ij;三ム ならば，if(j)ペf(k)， 且つ，
g(k)ペg(j)jjjj， と仮定する。

M={ml mEN，且つ，くg;DnN[mJ)会

くf;DnN[mJ)}， 

と置く。 Mキムと仮定して矛盾を導く。

M の定義， より，MCN，が従う。ところが，

Mキ妙。故に，Mにおいて最小である，元，が
存在する。この元を m(*) と表記する。即ち，

m(*) =minM， と置く。 M の定義及びm(*)

EM，より，

陳述10im(*)εN，且つ，くg;D円N[m(*)J)

弐くf;DnN[m(*)])j， 

が従う。

式 10DnN[m(*)Jキム

を示す。 D日N[m(*)J=ふ と仮定して矛盾を

導く。陳述1， より，くg;D円N[m(氷)J)会

くf;DnN[m(*)J)， が従う。故に，<g;ゆ〉弐
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<f;ゆ>，が従う。ところが， [定義3J，より，

「くg;ゆ>=ム且つ，くf;ゆ>=ゆj，が従う。故

に，ゆ会科，が従う。故に，じ定義5.2]， より，

「仲間対，に壮非ずj，が従う。ところが， [定義

5. 1]における性質2，より，oベムが従う。
故に，矛盾が生じる。故に，DnN[m(*)Jキム

が従う。式1，が従う。

D長dom(f) n dom (g)，より ，D三N，が従う。
ところが，式1，より ，Dキムが従う。故に，
D において最小である，元，minD，が存在す

る。

式20minD五m(*)，

を示す。式1及び E命題3.12J，より minDE 

D円N[m(キ)]，が従う。故に，fminDED，且

つ， min DEN[m(*)Jj，が従う。故に min

DEN[m(*)J，が従う。故に， [定義3.1]，よ

り，minD豆m(*)，が従う。

minD=m(ネ)， と仮定して矛盾を導く。 と

ころが，陳述1，より，くg;D円N[m(*)])弐

くf;D円N[m(*)J)， が従う。故に，<g; Dn  

N[minDJ>弐くf;D円N[minD])，が従う。と

ころが， [命題3.13J， より，DnN[minDJ= 

{minD}，が従う。故に，くg;{minD}>弐くf;

{minD}>，が従う。一方，fminDεD，且つ，

D三dom(f) n dom (g) j， より， minDEdom 

(刀日dom(g)，が従う。故に， rminDEdom 

(f)， 且つ，minDεdom(g)j，が従う。故に，

E命題2]，より， fくg;{minD}>=g(minD)， 

且つ，<f; {minD}>=f(minD)j， が従う。

故に，g(minD)弐f(minD)，が従う。 j'ED

なる任意の j'を固定する。 minD豆'j'，が従

う。ところが， fjE三Dなる。任意のj及び kED

なる任意の k，に対して， r j孟k，ならば， ff 
(j)ペf(k)，且つ，g(k)ベg(j)jjj。故に， ff 

(min D)ベf(j')， 且つ，g(j')ペg(minD)j，

が従う。故に，f(min D)ベf(j')，が従う。と

ころが，g(min D)弐f(minD)。故に， [命題

5.6J，より， g(min D)弐f(j')，が従う。一方，

g(j')ペg(minD)。故に， [命題5.5J，より，

g(j')弐f(j')， が従う。故に，fj'EDなる任意

の j'に対して，g(j')弐f(j')j，が従う。とこ

ろが， fD三domげ)ndom(g)，且つ，Dキゆ」。
故に， [命題10J，より，くg;D>弐くf;D)， が

従う。故tc;， [定義5.2J，より， rくf;D>会くg;

D>，には非ず」ーが従う。ところが，くf;D>会

<g; D>。故に， IT定義5.3J，より， fくf;D>ベ

くg;D>，且つ，<g; D>ペくf;D>j，が従う。

故に，くf;D>ペくg;D>，が従う。故に，矛盾

が生じる。

故に，minDキm(*)。 ところが，minD亘

m(*)。故に，minD五m(*)，が従う。式2，
が従う。

陳述20fm(*)ー1EN，且つ，くf;DnN[m 

(ネ)-1]>ベくg;DnN[m(*) -1]>j， 

を示す。 fminDED，且つ，DCNj， より，

minDEN， が従う。故に， 1孟minD，が従

う。ととろが， 式2， より，minD手m(ネ)。

故に，l;i手m(*)，が従う。ところが，陳述1，

より，m(*)εN，が従う。故に， f或xが存在

して，fXEN，且つ x+1=m(*)jj，が従う。

この zを固定する。 fXEN，且つ，x+1=m 

(*)J，が従う。故に，fXEN，且つ，x=m(ホ)

-1J，が従う。故に，m(*) -lEN，が従う。

ところが，m(*) -1;i手m(*)。故に， m(*)-l 

εN 及び m(*)の最小性及び M の定義， よ

り， fくg;DnN[m(*)-1]>弐くf;DnN[m(*)

-1]>，には非ずj，が従う。故に， [定義5.2J，

より， frくf;DnN[m(の-1]>ペくg;DnN

[m(*) -1]>， には非ずj，には非ずj，が従う。

故に， くf;DnN[mC*) -1]>ペくg;DnN[1仰

(*) -1]>，が従う。陳述2，が従う。

陳述2，より，m(*) -lEN，が従う。故に，

m(*) = (m(*) -1) +1， より，m(*)キ1，が従

う。
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式30 m(*)εD， 

を示すom(*) $D，と仮定して矛盾を導く。陳

述1，より，m(*) EN。ところが，m(*)キ1。

故に， [命題3.11]， より，DnN[m(*)一日=

DnN[m(*)J，が従う。ところが，陳述2，よ

り，<1; DnN[m(水)-1])ペ<g;DnN[m(*) 

-1])。故に，く:t;DnN[m(ネ)J)ペくg;DnN

[m(ネ)])，が従う o ところが，陳述1，より，

<g;DnN[m(の])弐くI;DnN[m(のJ)，が従

う。故に， [定義5.2J，より，矛盾が生じる。

故に，m(本)εD，が従う。式3，が従う。

陳述301く1;{m(*)})= f(仰い))，且つ，くg;
{m(*)})= g(m(*)) J， 

を示す。式3及び D三dom(/)円dom(g)，よ

り，m(ネ)εdom(f)ndom(g)，が従う。故に，

im(水)Edomげ)，且つ，m(ネ)εdom(g)J，が従

う。故に， [命題2]， より， 1くれ {m(の})=

f(m(*)) ， 且つ，くg;{m(*)})=g(m(*))J， 

が従う。陳述3，が従う。

式4。くg;D日N[m(*)-1])ng(m(の)=払

を示すb (D什N[mC*)-1])円{m(ネ)}=(Dn 

{m(*)}) n (N[m(*) -1] nun(ネ)})三N[m(*)

-1]日{m(*)}，より， (D円N[m(*)-1]) n 
{m(*)}亘N[m(*)ー1]日{m(ネ)}，が従う。と

ころが， Im(水)EN，且つ，m(*)キ1J。故に，

C命題3.7J，より，m(*) $N[m(ホ)-1]，が従

う。故に，N[m(の-1]n{m(*)}=ゆ，が従う。

故に，(D日N[m(め-1])n{m(*)}長ふが従

うo 故に，(DnN[m(*) -1]) n{m(ネ)}=ふ

が従う。ところが， Igは必上の分割列であ

る」。故に， [命題5J，より，くg;D円N[m(*)
-l])nくg;{m(ネ)})=ふが従う。ところが，

陳述3， より，くg;{m(*)})=g(仰い))， が

従う。故に，<g;DnN[m(*) -l])ng(mC*)) 

=rt，が従う。式4，が従う。

式50 (DnN[m(め-1])U{m(*)}=DnN 

[m(*)]， 

を示す。(DnN[m(*)-1]) U{m(*)}= (DU{m 

(のめ n(N[m(*) -1] U{m(*)目。ところが，式

3，より，DU{m(*)}=D，が従う。一方， 1m 

(*)εN，且つ，m(*)キ1J及び仁命題3.6J，よ

り，N[m(*) -1] U{m(*)}=N[m(*)]， が従

う。、故に，(DU{m(*)}) n (N[m(*) --，1] U{m 
(*)}) =DnN[m(*)]， が従う。故に，(DnN 

[m(*) -1]) U{m(*)}=DnN[m(*)]， が従う。

式5，が従う。

陳述401<1; DnN[m(*) -1]) U f(m(*)) = 
くf;D什N[m(*)J)，且つ， くg;DnN[m(*) 

-1])Ug(m(水))=<g; D門N[m(*)J)J，

を示す。陳述3，より， 1-<1; DnN[m(*) -1]) 
U{(m(*)) =く{;D円N[m(*)-1])Uくf;{m 

(*)})，且つ，<g;D円N[m(*)-1])Ug(m(*)) 

=くg;DnN[m(*) -1]) Uくg;{m(*)})J，が

従う。 ところが， [命題4]， より， 1くf;Dn 

N[m(*)ー1])Uく1;{m(*)})=くf;(D円N[m

(*) -1]) U{m(*)})，且つ，くg;DnN[m(*)-

1]) U <g; {m (*)}) =くg; (Dn N[m(め-1])

U{m(*)})J，が従う。故に， 1ザ;DnN[m(*) 

-1])U/(m(め)= <1 ; (DnN[m(*) -lJ) U 

{m(ネ)})，且つ，くg;DnN[m(*) -IJ)Ug(m 

(*)) =<g; (DnN[m(*) -lJ) U{m(ネ)})J，が

従う。故に，式5， より， 1<1; DnN[m(*) 
-1])U/(m(*)) =くI;DnN[m(*)])，且つ，

くg;DnN[m(*)ー1])Ug(m(*))=くg;D日N

[m(*)J)J，が従う。陳述4，が従う。

式60 g(仰い))弐f(m(*))，

を示す。陳述2，より，くf;DnN[m(*) -1]) 

ペくg;DnN[m(*) -1])， が従う。一方，陳述
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1， より，<g; DnN[m(*)]>弐くf;DnN[m 

(*) J>。故に，陳述4，より，くg;DnN[m(*) 

-1]> Ug(m(*))会<f;DnN[m(*)一日>Uf
(m(*))，が従う。ところが，式4，より，くg;

DnN[mC*) -IJ>ng(m(*)) =ゆ。故に， [命

題5.11J，より ，g(m(*))弐[(m(*))，が従う。

式6，が従う。

H={IIIED， 且つ，m(*)三五l}，

と置く。

陳述50iD= (DnN[m(*)J) UH， 且つ，(D

nN[m(*)]) nH=ゆJ，

を示す。 j"EDなる任意の j"を固定する。 D

三N，より j"εN，が従う。故に ij"豆m

(*) ，或いは，m(*)五j"J， が従う。 j"豆m

(*) ，なる場合を考える。 ii"EN，且つ， j"豆m

(ネ)J，が従う。故に， [定義3.1]， より j"E

N[m(*)J，が従う。故に，i"EDnN[m(*)ユ
が従う om(*)豆j"，なる場合を考える。ij"ED，

且つ，m(*)語jつ，が従う。 Hの定義， より，

j"εH，が従う。故に， j"E (DnN[m(*)J) U 
H，が従う。故に，ij"EDなる任意の j"に

対して， j"E (DnN[m(*)J) UHJ， が従う。

j川ξ (D円N[m(*)])UHなる任意の j川を固

定寸る。 ii"'ED日N[m(ネ)]，或いは，j川5

HJ，が従う。 j川εD什N[m(*)]，の場合を考

える。 lj川ED，且つ川EN[m(*)]J，が従

う。故に，j"'ED，が従う。 j"'EH，なる場合

を考える。H の定義，より， lj川ED，且つ m

(*) ，}手j"'J，が従う。故に，j"'ED，が従う。故

に， ri"'E (DnN[m(*)J) UHなる任意の j'"

に対して，j"'EDJ，が従う。故に，D=  (Dn 
N[m(*)J) UH，が従う。

(D円N[m(*)J)nHキふ と仮定して矛盾を

導く。「或 k'が存在して k'ε(D日N[m(*)]) 

ηH，が従う。この k'を固定する。 k'E(Dn
N[m(*)J)日H，が従う。故に， rk'εDnN[m 

(ネ)]， 且つ，k'EHJ，が従う o k'EDnN[m 

(*)]， より ，k'EN[m(*)]， が従う。故に，

C定義3.1]， より k'三三m(*)，が従う。 k'EH

及び H の定義， より，ik'ED， 且つ，m(*) 

芸誌'J，が従う。故に，m(*)三五k'，が従う。故に，

矛盾が生じる。故に，(D什N[m(*)])nH=ふ

が従う。

陳述5，が従う。

式70 R三domげ)ndom(g)，

を示す。 k"EHなる任意の k"を固定する。

H の定義， より，rk"ED，且つ，m(*)豆hつ，

が従う。故に，k"ED， が従う。 ところが，

DCdom ([) n dom (g)。故に， k"Edom(f) n 

dom(g)，が従う。故に，rk"EDなる在意の

k"に対して k"E三dom(f)ndom(g)J， が従

う。式7，が従う。

陳述60 llEHなる任意の lに対して，g(l) 

ペf(I)J，

を示す。 lεHなる任意の fを固定する。 H

の定義， より，llED，且つ，m(*)語lJ，が従

う。ところが， im(ゆ豆1，ならば，m(*)亘lJ。

故に，rlεD， 且つ，m(ネ)三三lJ， が従う。故

に，式3及び liεDなる任意の j及び kED

なる任意の k，に対して， rj孟k，ならば， rf 
(j)ベf(k)，且つ，g(k)ペg(j)JJJ，より，rf 
(m(*))ペf(l)，且つ，g(l)ペg(m(*))J，が従

う。、故に， f(m(*))ペ[(1); が従う。故に，式

6及び[命題5.6']，より，g(m(*))弐f(l)， が

従う。一方，g(l)ベg(仰い))。故に， [命題
5.5J，より，g(l)弐f(l)， が従う。故に， [命
題5.4J， より，g(l)イf(l)， が従う。 l故に，

llEHなる任意の Jに対して，g(t)ペ[(l)J， 

が従う。陳述6，が従う。

式7及び陳述6及び C命題9]，より，
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式8。くg;H>=ぐくf;H>， 

が従う。

式9。くf;D日N[m(水〕】>nくf;H>=ゆ，

を示す。陳述5，より，(DnN[m(*)J) nH= 

ムが従う。ところが， ffはa上の分割列であ
る」。故に， [命題5J， より，<f; DnN[m 

(*)])nくf;H>=ふが従う。式9，が従う。

陳述1， より，くg;DnN[m(*)J>弐くf;D円

N[m(*) J)，が従う。式8， より，くg;H>ペ
くf;H>， が従う。故に，式9及び〔命題5.9]，

より，くg;D日N[m(*)])Uくg;H>弐くf;D

nN[m(*)J>Uくf;lf>， が従う。ところが，

C命題4J，より， fくg;D円N[m(*)])Uくg;H> 

=くg;(DnN[m(*)】)UH>， 且つ， くf;Dn 

N[m(*)])U<f; H) =くf;(D什N[m(*)J)U 
H>j，が従う。故に，くg;(DnN[m(水)J)UH> 

弐くf;(DnN[m(*)J) UH>， が従う。 ところ

が，陳述5，より， (DnN[m(ネ)J)UH=D， 

が従う。故に，くg;D>弐くf;D>，が従う。故

に， [定義5.2J，より， rくf;D>ペくg;D)， に
は非ずj，が従う。ととろが，くf;D>えくg;D>。

故に， [定義5.3J，より fくf;D>ぐくg;D>， 

且つ，くg;D>ペくf;D>j，が従う。故に，<f; 

D>ペくg;D>，が従う。故に，矛盾が生じる。

故に，M=ゆ，が従う o.nεNなる任意の nを

固定する o'n$<jJ， より，n$M， が従う。 Mの

定義， より， frnεN，且つ， くg;DnN[nJ> 

=会<f;DnN[nJ>j，には非ずj，が従う。故に，

fn$N，或いは，f<g; DnN[nJ>弐くf;D日N

[nJ)， には非ずjj，が従う。故に nεN，よ

り fくg;D什N[nJ>弐<1;DnN[n])， には
非ずj，が従う。故に， [定義5.2]，より，ff<f; 

DnN[nJ>ペくg;D什N[nJ>， には非ずj，iこ

は非ずj，が従う。故に，<f; DnN[nJ>ペくg;

DnN[n])， が従う。故に， fnE三N なる任意

の niこ対して， くf;D円NCn])ぐくg;DnN 

[n])j，が従う。

命題が従う。 [証明終1。

第7節 殆ど一様な分割に対する定義

サヴェジ氏が提示している定義とは， [命題

2Jにおいて， [定義1Jと同値である， と主

張される所の，ー偲の陳述に他ならない。

C定義1J。ペを，任意の a上の定性的確率，
とし，且つ，fを任意の集合とする。 Hfはa
上の殆ど一様な分割列であるj， なる事は， ff 

はa上の分割列であり，且つ D'三dom(f)な
る任意の D'及びD"Cdom(f)なる任意のD'r，

に対して， f持(D')豆幹(Dづ， ならば，くf;D'> 

ベくf;D">jj，なる事であるj，と定義する。

C命題1J。ペを，任意の，a上の定性的確率，
とし， 且つ，fを，任意の a上の殆ど一様
な分割列， とする。 fcpEMap(dom(f)， dom 

(f))なlる任意の ψに対して， rfcpは dom(f)

から dom(f)への単射であるj，ならば， ff。ψ

はa上の殆ど一様な分割列であるjjj，が従う。

f証明JoSOEMap(dom(f)， domげ))なる任意
の ψ を固定する。 fcpは dom(f)から dom

(f)への単射であるj，と仮定する。 C定義1J， 

より， r fはa上の分割列であるj， が従う。
仁命題6.8]， より，ffocpはa上の分割列であ
るj，が従う。

D'S;;dom (f)なる任意の D'及び D"Cdom

(f) なる任意の Dぺ の各各を， 固定する0
# (D')三五件(D")，と仮定する。 fT'={j' I j'Edom 

(f) ， 且つ， fk'ED'なる或 k'が存在して，

i' = so (k') j}，且つ，J"={i" Ij"Edomげ)， 且

つ fk"ED"なる或 k"が存在して j"=伊

(kづj}j，と置く。
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陳述10i J'三dom(f)，且つ， J"C.dom (f) J， 

が従う。ところが， ψεInj(dom (f) ， dom (f) )。

故に， [命題4.9J，より，

陳述20i枠(D')=非σ')，且つ，持(D勺=特σ")J， 

が従う。ところが，枠(D')i計(Dつ。故に，

式1。非σ')語非uづ，

が従う。 iところが，ifはa上の殆ど一様な分
割列である」。故に， 陳述1及び式1及び C定

義 1J，より，

式20<f; J'>ペくf;r>， 

が従う。一方， [命題6.7]，より，

陳述30 iくf;J'>=くfoψ D')，且つ，<f; r> 
=</。ψ;D">J， 

が従う。故に，式2及び陳述3，より，

くfol{';D'>ペくfocp;D勺，

が従う。故に，iD 
及び D"~三二d白om(げf) なる任意の D"， に対して，

「枠(D')豆持引(Dつ， ならば， くfoψ;D')ベ<f。ψ;
D">JJ，が従う。ところが，伊EMap(domげ)，

dom(f))， より domげ)=dom(f。ψ)，が従
う。故に， iD'Cdom(f。ψ)なる任意の D'及

び D"C.dom(foψ)なる任意の Dぺに対して，

「持(D')語#(Dづ， ならば， <fol{'; D')=ぐくfoψ;

D">JJ， が従う。 ところが，ifoψ は必上の分
割列である」。故に， [定義1]，より， i fol{'は
a上の殆ど一様な分割列であるJ，が従う。
命題が従う。[証明終3。

E命題2J。ペを，任意の a上の定性的確率，
とし，且つ，fを任意の集合とする。 ifは必
上の分割列であり，且つ， irENなる任意の f

及び D'三dom(f)なる任意の D'及び D"C.

dom(f) なる任意の Dぺ に対して， iir=骨

(D') ，且つ，r+1=骨(DつJ，ならば，くf;D')

ペくf;D">JJJ，なる事と，ltはa上の殆ど一
様な分割列であるJ，なる事とは，同値である。

C証明]。前者を仮定して後者を導く。D壬;dom

(f)なる任意の D'を固定する。 M={m[mE

N， 且つ D"亘dom(f)なる或 D"が存在し
て， im=持(Dつ，且つ，昔(D')語辞(Dつ，且つ，

くf;D">弐くf;D')J}， と置く。 iM=ゆ，には
非ずJ，と仮定して矛盾を導く。 M において最

小である，元，を m(*)とする。即ち，m(*) 
=minM， と置く om(*)εMより， im(本)ε

N，且つ D"三dom(f)なる或 D"が存在し

て， im(*) =幹(Dつ， 且つ， 骨(D')三詩(Dづ，且

つ，くf;D">弐くf;D'>JJ，が従う。この D"を
固定する。「排(D')語辞(Dつ， 且つ， 0三三特(D')J，

より， O~手持 (Dづ，が従う。ところが，制。)=0。

故に D"キゆ。故に，j(*) ED"なる或 j(ゆ
が存在する。この j(ネ)を固定する。 D川=D"

¥{j(*)}， と置く。

「非(Dづ=当(D')十1， には非ず」 と仮定して矛

盾を導く。

式10m(ネ)-1εN， 

を示す。 i枠(D')十1:3語辞(Dつ， 且つ，m(*) = 

件(DつJ， より，持(D')+ L:i手m(*)，が従う。
故に，持(D')三五m(*)-1。ところが，O<#(D')。

故に， 0塁手m(*)-1。故に，m(*)-lEN。

式20 D'''cdom (f) ， 

を示す。 D川の定義により D川三D九ところ

が D"三dom(f)。故に，D川三dom(f)。
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式30 m(*) -1=持(D"')，

を示す。 D'"の定義により，rD"=D'" U{j(*)}， 
且つ， j(*) $D川J， が従う。故に， 韓(Dづ=

持(D'つ+1。ところが，m(氷)=持(Dつ。故に，

m(*) =持(D'つ+1。故に，m(ネ)-1=骨(D川)。

式40#(D')豆非(D'づ，

を示す。D川の定義により，'ID"=D川U{j(*)}，
且つ，i (ホ)$D川J， が従う。故に， 持(Dづ=
骨(D'つ +1。 ところが， 持(D')+1謡曲(Dづ。故
に， 時 (D') 十 1~討 (D川) + 1。故に， 持(D')三五
件(D''')。

式 50 <1; D川〉会くf;D'>， 

を示す。 D附の定義により，D'"三D'F，が従う。

故に， [命題6.3J，より，くI;D川〉三く1;D">， 
が従う。故に， [命題5.1]，より，く1;D"')ペ
くf;D">， が従う。 ところが，<1; D">会<1;
D')。故に， [命題5.5J， より，くf;D川〉弐<1;
D')，が従う。

式1，式2，式3，式4，及び式5， より，

m(*)ー1EM， が従う。ところが，m(*) =min 

M。故に，m(*)三m(*)-1。 ところが，m(*) 

-1~手m(の。故に，矛盾が生じる。

故に，非(Dづ三諸(D')+1。 ところが， 持(D')手

持(Dづ。故に，持(D')+1=特(D")0 r=持(D')，

と置く。 'ID'三dom(/)，且つ， D"cdom (f)， 

且つ r=持(D')， 且つ r+1=幹(DつJ，が従

う。故に，くf;D')イ<1;D">，が従う。 とこ
ろが，くf;D">弐くf;D')。故に， 矛盾が生じ

る。

故に，M=ムが従う。 D*早dom(f)なる任意

の D*を固定する。骨(D')系幹(D*)，と仮定す

る。「非(D*)$O，且つ，M=OJ，より，韓(D*)

$M， が従う。 また，O<#(D')， より， 0塁手

持(Dつ， が従う。故に， '1持(D*)牢M， 且つ，

持(D*)ENJ，が従う。故に，Mの定義により，
'ID亘dom(f) なる任意の D に対して， '1'1# 
(D*) =特(D)，且つ，特(D')豆幹(D)J，ならば，

くI;D')ベ<f;D>J，が従う。故に， D*Edom
(/)， より， '1'1韓(D*)=静(D*)，且つ，昔(D')語

辞(D*)J，ならば， くI;D')ベく1;D*>J， が従
う。ところが， '1枠(D*)=持(D*)， 且つ，持(D')

三五特(D*)J。故に，くf;D')ペくf;D*>，が従う。
故に， 'ID'~二dom(f) なる任意の D' 及び D*

Cdomげ)なる任意の D*，に対して， '1骨(D')

語辞(D勺， ならば， くf;D')ベ<1;D*>JJ， が
従う。ところが，1は必上の分割列である。故
に，1はa上の殆ど一様な分割列である，が従
う。

後者を仮定して前者を導く。 rENなる任意の

r及び D'亘dom(f)なる任意の D'及び D"
三dom(f)なる任意の DrF，の各各を，固定す

る。 'Ir=特(D')，且つ r十1=骨(DづJ，と仮定

する。 r豆r十1， より， 非(D')手持(Dつ， が従

う。故に， <<; D')ペくf;D">，が従う。故に，
'IrεN なる任意の r 及び D'亘dom(f)なる
任意の D'及び D"三dom(f)なる任意のDH，

に対して， 'I'Ir=骨(D')，且つ r十1=骨(DつJ，

ならば，<f; D')ペくf;D">JJ， が従う。 とこ
ろが，fはダ上の分割列である。故に，前者が

従う。

命題が従う。 〔証明終]。

参考文献達

[ 1 Jデーデキント，ユリウス ヴィルヘルム リヒ
ャルト (Dedekind，Julius Wilhelm Richard)， 
著，河野伊三郎，訳， (1961)， Ii'数について 連

続性と数の本質ー←~，岩波文庫 (33-924-1).岩

波書活，東京。
[2J 日本数学会編集， (1985)， Ii'岩波数学辞典， 第

3 版~，岩波書庖，東京。



1988. 9 サヴェジ書における殆ど一様な分割 (1)定義 圏 131 (293) 

この辞典における， 858頁の右側及び862頁の
文献達及び1588頁の，人名達の中央の列， の各各
において 1回づっ， I"Janesj，なるローマ文字達
による表現が在るが， これは， 多分， lJaynesj， 
とすべき者ではないのか， と，筆者は判断するの

である，が，しかし，誰が執筆したのかが不明で

あるので，直接問い質す事ができないのである。

[ 3 J Savage， Leonard Jimmie， (1972)， The 
Foundations 01 Statistics， Second Revised 
Edition， Dover Publications， New York， 
但し この著者に対する第l版は， 1954年に，
John Wiley & Sons， New York， より出版さ
れている。

[ 4J 園信太郎， (1987年3月)， I"Savageの行為の或
抽象化， Dedekindの数， 個人的確率， 及び，
von Neumann-Morgenstern効用，についてj，

経済学研究(北海道大学)，第36巻第4号， 1(45の
-16(472)。
[5J 園信太郎， (1988年3月)， 1"サヴェジ氏の哲学
に対する簡潔なる序説j，経済学研究(北海道大

学)，第37巻第4号， 48(488)-61(501)。
[6 J 園信太郎， (1988年6月)， 1"サヴaジ氏の定量的
確率，に対する， 従属選択の原理を伴う一個の簡

潔なる接近j，経済学研究(北海道大学)，第38巻
第1号， 36(36)-84(84)。

(1988年，初夏，於北大，了)




