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経済学研究 38-4
北海道大学 1989.3 

<研究ノート>

サヴ、ェジ書における殆ど一様な分割 (2)定量的確率

園

1. 目的

サヴェジ[1J第3章第3節の33頁最後の段

落から36頁最後から第二番目の段落までにおけ

る議論を簡潔且つ精確に再構成する事がこの論

述の目的である。しかし最後の節である第5節

において視る様に筆者の提示する証明の様式は

サヴェジ氏の様式とは異なったものである。但

しサヴェジ氏の様式については末尾の付録にお

いて述べる。

サヴェジ氏は同書の34頁から35頁にかけて定

理2を提示し且っその証明の概略を35頁から36

頁にかけて展開している。この略式証明を論理

的により精確なものへと精錬する事がこの筆者

の論述の中心的作業である。この作業の副産物

として第5節において視る様に，サヴェジ氏の

定理2の仮定を満たす定性的確率に対して概一

致する定量的確率は定量的に精密で、ある事が示

され， さらにまたこの結果に基づいてこの様な

概一致する定量的確率は，若しそれが存在する

のならば，一意的に定まる事が示される。この

様な径路により一意性を確立する流儀は付録に

おいて述べるサヴェジ氏の流儀との比較におい

て典雅とは言い難い。しかしそれは定性的確率

と殆ど一様な分割とに関する論証の連鎖を一歩

一歩確立する事により殆ど自然に概一致する定

量的確率の一意性を捕えると言う事において論

理的に堅実で、あり且つ一貫していると筆者は判

断するのである。また概一致する定量的確率が
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定量的に精密である事を先に確立する事により

「何故一意的に定まるのか」が感性的に把握さ

れやすくなると思うのである。

またサヴェジ氏の36頁第 8a段においでは暗

黙の内に従属選択の原理が利用されているが以

下の論述の第5節の〔定義16J及び〔命題20J

に対する〔証明〕において視る様に，ここでは

従属選択の原理を明確な様式において利用する

事にした。

なお付録の最初の〔注意〕において指摘する

様にサヴェジ氏が36頁において導入している二

つの補助不等式 (8)及び 6bはサヴェジ氏の論

述様式を尊重するのならばより精密な二つの不

等式へと置き換える事が正当で、あり，またさら

には以下の第5節の C命題22Jの証明中の式6
において視る様に， この精密化された 6bはさ

らにより精密な， しかもサヴェジ氏の議論より

もより簡潔な論述によって得られる，一個の不

等式によって置き換える事ができるのである。

〔注意J1を最初の元とする自然数系列をNと
表記し且つNの元を自然数と呼ぶ。従って零と

しての Oは自然数系列の中には含まれない。ま

た A 及び B の各各を任意の集合とし且つ f
を A から Bへの任意の写像とする場合，jの

定義域を dom(f)と表記する。即ち dom(f)

=Aである。また Cを A の任意の部分集合
とする場合， Cのfによる像を j[CJと表記
する。即ち j[CJ={yIx εCを満たす或 Z が
存在して y=f(x)}である。また Dを B の
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任意の部分集合とする場合 Dのfによる逆
像を l-l[DJと表記する。即ちl-l[DJ={xlx
Edom(f)且つ I(x)εD}である。

また n及び m の各各を NU{O}の任意の

元とする場合 n以下の自然数の全体及び m

より大であり且つ n以下である自然数の全体

を各各 N[nJ及び N[m;nJと表記する。即

ち IN[nJ={xIxεN且つ広三玉n}且つ N[m;

nJ ={x IXEN且つ m逗x且つ z三玉n}Jであ

る。 N[OJ=o， N[nJ=N[O; nJ，及び N[m;

nJ=N[nJ¥N[mJの各各が従う。

2. 殆ど一様な分割

この節においては〔定義1]から〔定義9J

までを導入する。また〔命題1Jから[命題8J

までを示す。〔命題6J， [命題7]，及び C命題

8Jがこの節の目標である。殆ど一様な分割は

〔定義9Jにおいて導入する。

E注意1以下のこの論文における議論において

は任意の可測空間く5，a)を固定する。

〔定義1J 1を任意の集合とする。 Ifはa値
列であるJ或いは略式に Ifは列である」と言

う事は InENを満たす或 nが存在して fは
N以3からaへの写像で、ある」と言う事である
と定義する。 この nをIfの長さ」と呼ぶ。

fの長さは一意的に定まる。また 1Iはa{rnfn 
重列である」或いは 1Iは n重列である」 と
言う表現も用いる。

〔記号1任意のa値列 f及び fの定義域の任
意の部分集合 fに対して

くf;J>= U{/(j)ljEJ} 

によって記号く・;・〉を導入する。

じ定義2J1を任意の a値列とし且つ αをf

の定義域からそれ自身への任意の全単射とす

る。合成写像loaを Ifの G変換」と呼ぶ。
fの α変換も亦a値列であり且つその長さは
fの長さに等しL、。 gをfのα変換とし且つ
nをfの長さとする場合 IN[nJの任意の部

分集合 fに対して，くg;J>=<I;α[]J)且つ
くf;J>=くg;α一1[]J>Jが従う。

〔定義3J1を任意の a値列とし且つ nをf
の長さとする。またm を任意の自然数とする。

除法原理により In=α.m+b且つ aENU{O}

且つ bEN[m-I]U{O}Jを満たすくα，めが

一意的に存在する。このくα，b>を用いる。

IjEN[mJを満たす任意の jに対して， jE三

N[bJならば K(a，b; j) =N[α・(j-1);α・j]

U{a.m+j}且つ jEN[b;mJ ならば K(a，

b; j) =N[α・(j-1) ;α・j]Jによって有限列

くK(α，b;j);jE三N[mJ)を定義する。さらに

IjEN[mJを満たす任意の jに対して g(j)= 

く1;K(α， b; j)>Jによって N[mJを定義域

とする写像 gを定義する。 この gを 1Iの
m 重変形」と呼ぶ。 fの m 重変形 gはa{1直
m:m，列である。

じ定義4J1を任意の集合とする。 Ifは a値
分割である」或いは略式に 1Iは分割である」
る言う事は If はa~直列であり且つ各各が f の

定義域に属する任意の元である j及び k~こ対

して，jキhならば l(j)什I(k)=ゆ」と言う事

であると定義する。 fの長さを n とする場合，
Ifはa値 n重分割である」或いは Ifは n
重分割である」 と言う表現も用いる。 また A

をaの任意の元とする場合において，1の値域
の合併が A に等しい即ち A=くf;dom(f)> 

ならば，IfはAに対する分割であるJと表現

する。分割 fに対して 11及びJの各各が f
の定義域の任意の部分集合ならば， くf;InJ> 
=<1; 1>れ<f;J>且つ <f;1>¥<f; J>=くれ

I¥J)Jが従う。また定義域 dom(めからそれ

自身への任意の全単射 G に対して，分割 fの
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α変換も亦分割となる。 m を任意の自然数と

する場合，fの m 重変形も亦分割である。

C注意]以下で定義する定性的確率につし、ては

サヴェジ【1]第3章第2節特に31頁の最後の

段落から33頁の間6まで，及び園 [2J，[4J， 

及び [5Jの各各第2節，第3節，及び第5節

を参照する事を勧める。

C定義5Jベを任意の集合とする。「ペは可測

空間く5，a>上の定性的確率である」と言う
事は「ペは以下の性質1から性質5までを満た

す」と言う事であると定義する。

性質1。ペはa上の二項関係である。
性質2。各各がaの任意の元である A及び B

に対Lて，AペB或いは BベA。
性質3。各各がaの任意の元である A，B，及
び Cに対して，IAペB且つ BペCJ ならば

AベC。
性質40 1Anc=ゆ且つBnc=引を満たす
各各がaの任意の元である A，B，及び Cに
対して，A~B と AUCペBUC とは同値であ

る。

性質50 5ペ併には非ず且つaの任意の元 A
に対してゆベA。

また IAベB には非ず」を IB弐AJと表記す

る。

〔注意]以下のこの論文における議論において

はく5，a>上の任意の定性的確率ベを固定す
る。またaに属する元を「事象」と呼ぶ事もあ
る。例えば， laに属する任意の元 AJを「任

意の事象 AJと表現するのである。

〔定義6J 1各各が任意の事象である A 及び

B に対して，IAペB且つ BペAJと言う場合

且っその場合に限って IA会BJJによって必上

の二項関係会を定義する。会はa上の同値関係

である。

〔定義7Jfを任意の集合とする。Ifは非減
少的列である」と言う事は Ifはa値列であり
且つ各各がfの定義域に属する任意の元である
j及び hに対して，j;亘hならば f(j)ペf(k)J 

と言う事であると定義する。また αをfの定
義域からそれ自身への任意の全単射とする場

合， Iα は列 fを非減少化する全単射である」
と言う事は Ifの α変換は非減少的列である」

と言う事であると定義する。

C命題1J fを任意のa値列とする。列 fを
非減少化する或全単射が存在する。

C注意]次の証明においては帰納的定義による

関数の導入を用いる事はなし、。

【証明Jfの長さを n とする。

K={klkEN[nJ且つ IfIN[，釘を非減少化す

る或全単射が存在するJ}

と置く o IK三N[nJ且つ 1EKJが従う。また

IikεK且つ k毛利を満たす任意の hに対し

て k+1EKJ。これを示す。

IkεK 且つ k~手nJ を満たす任意の h を固定

する。 hεKより hεN[nJが従う。ところが

h手n。故に k+1EN[nJが従う。また列 flN

[kJを非減少化する或全単射が存在する。この

全単射を囲定して bと表記する。

11εN[kJを満たす任意の 1に対してf(b(l))

ベf(k+1) Jの場合を考える。 IlEN日+1]を

満たす任意の 1iこ対して，IIEN[kJ ならば

b'(l)=b(l)J且つ II=k+1ならば b'(l)=k十

lJJによって N[k十1]を定義域とする写像 b'

を定義する。この b'は列 fIN[k+lJを非減

少化する全単射である。
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ImEN[kJを満たす或 m が存在して f(k+

1)尖f(bCm))J の場合を考える。 m(*)=min 

{mlmEN日1且つ f(k+1)弐f(b(m))}と置

く。 1mεN[k+1Jを満たす任意の miこ対し

て， ImEN[m(*)-1]ならばが(m)=b(m)J 

且つ Im=m(*)ならば b*(m)=.k+lJ 且つ

ImEN[m(*) ; k+ 1Jならば b*(m)=b(m-

1) JJ によって N[k+1J を定義域とする写像

rを定義する。 b*は N日+1Jからそれ自身
への全単射で、ある。さらに F は列fIN[k+1J

を非減少化する全単射である。 これを示す。

Jぷm を満たす各各が N[k+1Jの任意の元で

ある J及び m を固定する。

m~手m(*) の場合を考える。 IlEN[m(*)-1J 

且つ mεN[ηz (*・)-1JJが従う。故に If(b*

(l)) =f(b(l))且つf(b*(m)) = f(b(m)) J。と

ころが bは flN[kJを非減少化する全単射で

ある。故に f(b(l))ペf(b(m))が従う。故に
f(b* (l))ベf(b*(m))が従う。

m=m(*)の場合を考える。 lEN[m(*)-1J 

が従う。故に If(b*(l))=f(b(l))且つ f(b*

(m)) =f(k+l)J。ところが J手m(*)。故に

m(*)の最小性より f(b(l))ベf(k十1)が従う。
故に f(b*(l))ペf(b*(m))が従う。

I"IJ手m(*)且つ m(*)塁手mJの場合を考える。

IlEN[m(*) -1J且つ mεN[m(*); k+1JJ 

が従う。故に1"f(b* (l)) = f(b (1))且つ f(b*

(m)) =f(b(m-l))J。ところがm(吋孟m-1o

故に J逗m-1。 ところが bは flN[kJ を非

減少化する全単射である。故に f(b(l))ベf(b
(m-1)) が従う。故に f(b*(l))ベf(b*(m)) 
が従う。

I"l=m(*)且つ m(*)王手mJ の場合を考える o

mεN[m(*); k+1Jが従う。故に1"f(b* (1)) 

=f(k+1)且つ f(b*(m))=f(b(m-1))J。と

ころが m(ネ)の定義より f(k+1)弐./(b(m(め)

が従う。また bは flN[kJを非減少化する全

単射である事及び m(*)三三m-1 より f(b(m

(~) )ベf(b(m-l))。故に f(k+l)弐f(b(m-

1))が従う。故にf(b*(1))弐f(b*(m))が従う。

I"m(*)塁手J且つ m(*)逗mJの場合を考える。

IlEN[m(*); k+1J且つ mEN[m(*);k+ 

1JJが従う。故に I"f(b*(l))=f(b(I-1))且

つf(b*(m)) = f(b(m-1)) J。ところが bは fl

N[kJを非減少化する全単射であり， また lJ.手

m より l-U長m-1。故に f(b(lー1))ベf(b

(m-1))。故に f(b*(l))ベf(b*(m))が従う。

故にがは列 fIN[k+1Jを非減少化する全単

射である。

各場合において，列 fIN[k+1Jを非減少化す

る或全単射が存在する。ところがk+1EN[nJo

故に k+1EKが従う。

以上により K=N[nJが従う。ところが nEN

[nJ。故に nεKoKの定義より「列 fIN[n]

を非減少化する全単射が存在する」が従う、。 fl

N[nJ=fより結論が従う。[証明終]

C定義8Jfを任意の集合とする。Ifは非減
少的分割である」と言う事は Ifは非減少的列

であり且つ fは分割である」 と言う事である

と定義する。 fの長さが nである場合にはI"f
は非減少的 n 重分割である」 と言う表現も用

いる。

E命題1Jより次の命題が従う。

〔命題2Jfを任意のa値分割とする。 fの定
義域からそれ自身への或全単射 αが存在して

fの α変換は非減少的分割である。

f定義3J， [定義4]， [定義5J， 及び C定義
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8Jより次の命題が従う。

3J n及び m の各各室意の自然数と

a髄列とする。 fが非識少
的 n.m議分舗であるのならば fのm
は非減少的 m 霊分警iである。

9J fセ在意の集合とする。げは殆ど
一様な分割であるj と誘う事は rtはafi成分割
でありJlつ各各が fの浩義域の琵意、の部分集
合である I及び]fこ対して， 首(1)兵長引わな

らば <1;1)ぺく1;J>J と食う;事であると
ずる fの長さが nである場合には与は殆
ど一様な n 設分欝である」 と設う表現も用い

る。また任意、の芸評象 β に対して fの1磁波の合
併跨ちくf;dom(f))が fまに等しい場合には

rlは B に対する殆ど一議な分読である」と
る。 fが非輯少的列である場合には rl

は B に対する穿減少的な殆ど一様な分割であ

るj と表現ずる。

〔定義2J及び

うO

9Jより次の命題が従

4J f ~任意の殆ど一様な分割とし旦つ
G をfの定義域からそれ自身への径意の会:単
射とする。 fの α変換も亦殆ど一様な分苦手jで
あるo

3J及び〔定義9Jより次の命題が

う。

C命題5Jn及び?ままの各各を怪慈の吉然数と

し民つ f合章、のどZ値持とする。 fが殆ど一
様な炉m 量分説であるのならばfのm重変
形は殆ど一様な m 草分割!であるc

C命題6J匁及び m の各各を任意の邑然数と

しJlつ f電波任意の al連邦とする。

〔仮定Jfは殆ど一様な炉m 重分割である。

ならば fの苦手ま重変形は殆ど

一様な m 意分割である。

こ証明〕験器諒現により rn=a'm十bJ立つ G

ENU{O} J主つ bEN[m lJU{O加を講たす

くα，b)が一意的に存在する。このくa，b)を

用いる。 1のm重変形を gとする。〔定義3J
における有限列くK(a，b; j) ; j EN[m])を

用いるのまた IH~二N[mJ を満たす缶窓の H

に対して K(H) U{K(a， b;j)jjEH}Jによ

って記号 K(・〉を定義する。 H三;N[mJ

たす告意の Hを考える。 rjEN[n:むを満たす

缶;意の jf;こ対して，jEN白〕ならば韓(K(a，

b; j))口a+11主つ jEN[b;mJならば韓(K

(a， b; j)) =何より事(K(H))口何十0・非(H
r，N[bJ)十仰がHnN[b;mJ) が従う。
#CK(H))口伊普(H)ート葬(H什N[bJ)。故?こ次の

式1及び式2が従う。

式1。特(K(H)) (H)十b，

式20α・件(H);;当(K(H))。

一方 rK(H)早N[炉然:主主つくg;H)口<1;K 
(H))Jが笑う o

m宮三五nと援寵するの m三玉。が提う O 普(1)塁手骨(J)

を溺たす各各が N[mJの絞意の部分集合であ

る I 及び J~醤定ずる。式 1 及び rb若手mlま

つ αjより昔(K(l))語6・後(l)十1) が従

%ところがれの +1正義(])。故に

30 普(K(1))系α・普cn

が従う。一方式2より α・事(])ま玉井(K(J))。

に式3より特(K(1))語葬(K(J))o1は殆ど一様

な分割である。放にく1;K(I))イ<1;K(]))。
故にくg;1)ペ<g;1>が錠う。ここに f及び
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Jの各各は N[mJの任意の部分集合であり且
つれ1)主計σ)。故に〔定義9Jより gは殆ど
一様な m 重分割である。ところが gはfの
m 重変形。故に命題が従う。[証明終1

C命題7Jnを任意の自然数とし且つ f及び
g の各各を任意のa値列とする。

C仮定Jf及び gの各各は非減少的n重分割

であり且つくf;N[nJ)ペくg;N[nJ)o l 

じ結論JrεN[nJ U{O}を満たす任意の rに対

して <f;N[rJ)ペ<g;N[n-r; nJ)。

〔証明JM={r I rEN[nJ U{O}且つくf;N 

[rJ)ペくg;N[n-r; nJ)}と置く。 MS二N[nJ
U{O}且つ 0εM が従う。 rmEM且つ m弄

nJを満たす任意の m を固定する。 m+1εM

を示す。 mEMより mεN[nJU{O}が従う。

ところが m豆n。故に m+1EN[nJU{O}が従

う。 <f;N[m+1J)ペ<g;N[n一(m+1); n]) 
を示す。

背理法による。くg;N[n一(m+1);叫〉弐<f;

N[m+1J)と仮定して矛盾を導く。くf;N[nJ)

ペ<g;N[nJ)より m+l;;i手nが従う。

mEM よりくf;N[mJ)ベ<g;N[n-m; 

nJ)が従う。 ところが「くf;N[m+IJ)=くf;

N[m]) Uf(m+1) 且つくg;N[n一(m+1); 

叫)=g(n-m)Uくg;N[n-m ;nJ)且つ g(n

-m)ηくg;N[n-m; n])=利。故に g(n-

m)弐f(m十1)。 ところが f及び g の各各は
非減少的列であるので， 故に rjEN[n-(m+ 

1) Jを満たす任意の j及び kEN[m+1;叫を

満たす任意の hに対して，g(j)会f(k)J。一方

fは分割である。故に rN[m+1;nJキφ且つ
れN[n-(m+1)J) =幹(N[m+1;叫)J より

くg;N[n一(m+1)])弐くf;N[m+1 ;nJ)が従

う。ところがくg;N以一(m+1);叫〉会くf;N

[m+IJ)。故にくg;N[n-(m+1)J)Uくg;N

じη一(m+1);叫〉えくf;N[m+1J)Uくf;N[m 

+1 ;叫〉。故にくg;N[nJ)弐くf;N[nJ)。と

ころがくf;N[n])ペ<g;N[n])。故に矛盾が

生じる。

故に <f;N[m+IJ)ベくg;N[n一(m+1); nJ) 

が従う。ところが m十1EN[nJ U {O}o 故に

m+1EMが従う。

以上により M=N[nJU{O}が従う。 rEN

[nJ U{O}を満たす任意の rを固定する。 rE

M が従う。故にくf;N[r])ベくg;N[n-r; 

叫〉が従う。命題が従う。[証明終1

〔命題8Jnを任意の自然数とし且つ f及び
gの各各を任意のd値列とする。

〔仮定Jf及び gの各各は殆ど一様な n重分

割であり且っくf;N[nJ)ベくg;N[nJ)。

〔結論]各各が N[nJの任意の部分集合であ

るI及び Jに対して，神(1)十1手持(J)ならば
くf;1)ベくg;J)。

〔証明Jfを非減少化する全単射を αとし且

つ fの α変換を戸とする。また gを非減

少化する全単射を bとし且つ gの b変換を

f とする。 I及び fの各各を N[nJの任意

の部分集合とし且つ枠(1)+U討(J)とする 0

#(1)+lEN[叫が従う。

f*は殆ど一様な分割である。故に「骨(α一1

[lJ) =非(1)且つれN日(I)+1J) =持(1)+ 1J 

より <f*;aー'[1])ペ<f*; N[# (1) + 1J)が従

う。ところがくf;1)=<f勺 α'[1])。故に

式1。くf;1)ベ<f*;N日(1)+1J) 

が従う。ところが E命題7Jより

式2。くf*;N日(1)+1J)ベくg*;N[n一件(1)
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+1) ;匁J)

が従う。 ところが g* は殆ど一様な分観であ

る。故に「持(N[n一体(1)+1);叫)=葬(1)+1 

民つ韓(I)+U詩的且つ葬(b-1[lJ)寸(J)Jよ

りくg*;N[n一体(1)+1) ;nJ)ペ<g*; b-TlJ) 

が被う。ところがくg*;b-I日J)ロ<g*;1)。
故に

式30 く ;N[n…(韓(I)十1); nJ)ベくg:1> 

が従う。放に，式1，式2，及び式3より

くf;1>ベくg;1> 

が餐う o E証明終1

3. 思つの補助不等式

この節においては〔定義1OJ，[定義11J，及び

〔定義12Jを導入する。また[命館9Jから〔命

題14J'iできと示す。〔命題13J及び C命題14Jに

おいて各各二二つの不等式を示す。

くS，a>上の長意の詑性的確率を考
える。「その定性的確率は殆ど鵜密であるJ と

う事は[任意の自然数 ml'こ対して或自然数

nが存在して， 移~<n 豆つ S に対ずる或殆ど

認宝章分割が存在するj と言う事である

と定義する。これは非常に略式に表現するのな

らば「無限に多くの或自然数達に対してそれら

さど長さ主義とする Sに対する殆ど…様な分鱗達

が存在するJと苦う事である。

9Jペは殆ど鞍密であると痕まさナる。

る Sに対する議殆ど一様な分割が

る。放に〔命題6Jより結論が詫う。

〔証明終]

:定義11Jベは殆ど精密であると仮定するC

「任意の白熱数 n及び任意の事象Aに対して，

frEN[n]U{O}且つ Sに対する或殆ど一様な

n議分割 fが存在して ijの定義域の濃部分
集会1l'こ対して r=葬(J)主主つくf;I)ペAJJ
を満たす T の畿大値を k(A，n) と表記するJ

によって必xNを定義域とする寧像 k(・， .) 

:a:'定義する。即ちff意、の事象 A及びを章、の自
然数 nに対して，

k(A， 1のコmax{r:rEN[nJ U{O子立つ Sに対
する或殆ど一様な n霊堂分割 f及び fの定義
域の或部分集合fが存表して fr=葬(f)及つ
くf;J>ベAJ}

と霊堂く。〔命題9Jより写像長〈ヘけは定義可

能である。「伍3撃の署員:象A及び意の自然数 η

に対して k(A，n)εN[n]U{Oおが詫う。

f定義12Jペは殆ど襲密であるとを支恕する。 A

を世3震の事象としはつ nさとそE意の自然数と

る。また fせと Sに対する佳意の殆ど一一様な分
とする。 ffは k(A， n)を獲得するj と言
う事は ffの長さは nであり立つ k(A，n) = 
max{r : rEN[n]リ{O}且つくf;N[rJ>ペA}J

と誘う事であると定擁する。また ffは k(A，
n)を非減少的に護得するJ と震う事は ffは
k(A， n)を獲得し且つfは非按少的列であるもi
と言う事であると定義する。

及び より次の命題が毅

意の自然数 m に対して Sに対ずる或殆ど一様 う。

な m るG

m を任意の自然数とする。 C定義10J

より m2三玉nを満たす或自然数 n及びこの n

亡命題10J=剣士殆ど繋密であると披定ずる。イ壬

A 及び任意の約然数 nに対して S

に対する或殆ど一様な分説/が存在して，fは
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k(Aj n) を獲得する。

C命題11Jペは殆ど精密であると仮定する。 A

を任意の事象とし且つ nを任意の自然数とす

る。 k(A，n)を非減少的に獲得する S~こ対す
る或殆ど一様な分割が存在する。

E証明][定義11Jより fS~こ対する或殆ど一

様な n重分割 fが存在して fの定義域の或
部分集合 fに対して fk(A，n) =持(J)且つ

くf;J)ペAJJが従う。ここにおける f及び J
を固定する。また k*=k(A， n) と置くore

N[nJ U{O}が従う。 fを非減少化する全単射
を a とし且つ fの α変換を gとする。 gは

S ~.こ対する殆ど一様な n 重分割であり且つ非

減少的列である。また炉=件(α一I[JJ)が従う。

fbは N[k勺から α一I[fJへの写像で、あり且つ

各各が N[k勺の任意の元である i及び jに

対して fi豆jとb(i)豆b(j) とは同値であるJJ

を満たす bが一意的に存在する。この bを用

いる o k*=Oの場合においては，b=ゆとなる。

fbは N日勺から α一l[JJへの全単身すであり

且つ N[k*Jの任意の元 iに対して t孟b(i)J 

が従う。

r*=max{r! rEN[nJ U{O}且つくg;N[rJ) 

ベA}と置く。故にくg;N[r勺〉ベA。くg;N 

[r勺)=くf;α[N[r勺J) よりくf;a[N[r勺J)

ペA が従う。故に k(A，n)の最大性より持(α

[N[r勺])亘k(A，n)o r*=幹(a[N[r*]]) より

伊豆F が従う。

gは非減少的列であるので fN[k勺の任意

の元 tに対して g(i)ペg(b(i))J。 ところが

gobは N日勺を定義域とする分割である。故

にくg;N[k勺〉ペくgob;N[k勺)0 b[N[k勺]

=α一l[JJよりくg;N[k勺〉ペくg;αーl[JJ)が

従う。ところがくg;α一l[fJ)=くf;J)。故に

くg;N[k勺〉ぐ<f;J)。くf;r)イA よりくg;
N[k勺〉ペA が従う。故にげの最大性より

F豆げが従う。

故に r*=k*。故に k(A，n) =max{r I rEN 

[nJ U{O}且つくg;N[rJ)ペAhSに対する
殆ど一様な n重分割 gはk(A，n)を非減少

的に獲得する。これより命題が従う。〔証明終1

E命題12Jペは殆ど精密であると仮定する。 f
を Sに対する任意の殆ど一様な分割とする。

各各が fの定義域の任意の元である i及び j

に対して， f f(i)土匂且つ f(j)合併」ならば t

〔証明]背理法による。「各各が fの定義域の
或元である t及び j~こ対して ， f(i)乏ゆ且つ

f(j)合併且つ tキjJ と仮定して矛盾を導く。

ここの i及び jを固定する。 fの値域の合併
は Sに等しく且つゆ弐S。故に fの定義域の
或元 hが存在してゆ弐f(k)。この hを固定

する。 f(i)Uf(j)弐f(k)が従う。故にくf;{i， 

j})弐<f;砕})。ところが tキjより特({i，j}) =2 

が従う。また辞任k})=1。故に〔定義9Jより

くf;世})イぐf;{i， j}>。矛盾が生じる。

【証明終]

〔命題13Jペは殆ど精密であると仮定する。 A

及びBの各各を任意の事象とし且つ nを任意

の自然数とする。

じ結論 1Jk(AUB，n)三玉k(A，n) +k(B， n) 

+1。

〔結論2JAnB=併ならば k(A，n) +k(B， 

n) -2三三k(AUB，n)。

〔証明1第一番目の結論を示す。 k(AUB，n) 

を獲得する Sに対する殆ど一様な分割を fと

する。 k*=k(A UB， n)、と置く。またげ=

max{r I rEN[nJ U{O}且つくf;N[rJ)イA}

と置く。計三五F が従う。 また k(A，n)の最

大性より戸亘k(A，n)が従う。 1*=k* -r*と
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置く。 0三三Pが従う。

1*三玉1の場合を考える。 0豆k(B，n) より
1三三k(B，n) +1が従う。故に 1*三玉k(B，n) +1 

が従う。故に Pー伊豆k(B，n)十1。故に F三三

円+k(B，n)十1。故に F三玉k(A，n) +k(B， n) 

+1が従う。 E結論1]の不等式が従う。
l;i手P の場合を考える。げ十u手P が従う。
故にげ+lEN[nJ。げの最大性より A弐<f;

N[r~毛+1J)が従う。 ところがくれ N[k*J)ペ

AUB。故に「くf;N[k勺)=<了;N[r*+1J)U 

くf;N[r* + 1; k*])且つくf;N[r* + 1J) n 
くf;N[r*十1;k勺)=ゆ」よりくf;N[r*+l; 

h勺〉会Bok(B， n)の最大性より非(N[r*+l; 

k*J)亘k(B，n)。故に F一(r*十1)三訪(B，n)。

故に k*-;;.玉付+k(B，n) +1。故に F三玉k(A，n) 

+k(B， n) +1が従う。 C結論1J の不等式が

従う。

故に C結論1Jが従う。

第二番目の結論を示す。 A日B=ゆと仮定する o

k(A， n)を獲得する Sに対する殆ど一様な分

割を fとし且つ k(B，n)を獲得する Sに対
する殆ど一様な分割をgとする。 k*=k(A，n) 

と置く。また戸=max{rI rEN[nJ U{O}且つ

<f; N[r])ペAUB}と置く。 F三三げが従う。

また伊豆k(AUB，n)o 1*=げ-k*と置く。

O三三1*が従う。
k(B， n)-2豆F を示す。背理法による。 1*

豆k(B，同一2と仮定して矛盾を導く。 1*+2 

2訪(B， n)が従う。

Bペくf;N[k*; r勺〉の場合を考える。とこ

ろがれN[k*;r*J) =1*。また 1*+2手n。故に

C命題12Jより，N[nJ¥N[k* ;r勺の或元であ

る tが存在してゆ弐f(i)。この tを固定する。

くf;N[k*; r*J nf(i) =併が従う。故に B弐

くf;N[k*; r勺U{i})が従う。ところが同(N

[k勺 r勺U{i})=1* +1且つ(1*+1) +2EN 

[nJJ。故に C命題8Jよりくf;N[k*; rつU
{i})ペくg;N[(l* + 1) +2J)。故に B弐<g;N 

[(1* + 1) +2])が従う。故に k(B，n)語(1*

+1) +2。故に k(B，納豆(1*十1)+1。故に h

(B， n)三三1*+2が従う。ところが 1*+2;i五k(B，

n)。故に矛盾が生じる。
<f; N[kキ r勺〉弐Bの場合を考える。「くf;
N[k汀〉ベA且つ AnB=ゆ」よりくf;N[k勺〉

Uくf;N日*;r勺〉弐AUBが従う。故にくf;

N[r*J)弐AUB。ところが fはSに対する分
割。故にF2手n。故にげ十1EN[nJが従う。

故にげの最大性より AUB弐くf;N[r* +1J)。

ところが I<f;N白*])イA且つ AnB=ゆ且

つくf;N[r*+1J)=くf;N[k勺)Uくf;N[k*; 

計十1J)J。故に B.会くf;N[k*;計十1J)が従
う。ところが「非(N[k*;げ+1J)=1*+1且つ

(1*十1)+2EN[nJJ。故にじ命題8Jよりくf;

N[k* ;げ+1J)ペくg;N[(l*十1)+2J)。故に

B弐<g;N [(1* + 1) + 2])が従う。故に k(B，
n)三五(!*十1)+2。故に k(B，n)豆(1*十1)+1。

故に k(B，n)豆1*+2が従う。ところが 1*+2

2手k(B，n)。故に矛盾が生じる。

k(B， n)-2豆1*が従う。故に k(B，n)-2 

亘戸-k*。故に k* +k(B， n)-2三三戸。 故に

k* +k(B， n)-2豆k(AUB， n)が従う。 C結論

2Jの不等式が従う。

〔結論2Jが従う。 〔証明終1

じ命題14Jペは殆ど精密であると仮定する。 A

を任意の事象とし且つ n及び mの各各を任意

の自然数とする。

〔結論1J k(A， n.m)妥(k(A，n)+1).m。

〔結論2J (k(A， n) -2).m豆k(A，n.m)。

〔証明〕第一番目の結論を示す。 k(A，n.m)を

獲得する s~こ対する殆ど一様な分割を f とし

且つ fの n重変形を g とする。 fは Sに対
する n.m重分割であり且つ gは Sに対する

殆ど一様な n重分割である。除法原理により

Ik(A， n.m) =a.m+b且つ αENU{O}且つ

b εN[m-1J U{O}Jを満たすくa，めが一意的
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に存在する。 aEN[nJU{O}が従う。

αom三玉k(A，nom) よりく/;N[aomJ>ペA
が従う。ところがくf;N[aomJ)=くg;N[aJ)。

故にくg;N[aJ)ベA が従う。故に α豆k(A，

n)。故に αom+b豆k(A，n) om+b。ところが

b逗m。故に αom十b:l手(k(A，n) +1) omが従

う。故に k(A，nom)~(k(A， n)+1)omo [結

論1Jが従う。

第二番目の結論を示す。 k(A，nom)を獲得す

るSに対する殆ど一様な分割をfとし且つ f
の n重変形を g とする。 fは S に対する
nom重分割であり且つ gは Sに対する殆ど

一様な n重分割である。 また k(A，n) を獲

得する Sに対する殆ど一様な分割を hとす

る。除法原理により ik(A，nom) =αom+b且

つ aENU{O}且つ bEN[m-lJU{O}jを満

たすくa，b>が一意的に存在する。このくα，b> 

を用いる。 αEN[nJU{O}が従う。

k(A， n)-2豆αを示す。背理法による。 α

豆k(A，n)-2と仮定して矛盾を導く。 α+2三五

k(A， n)が従う。 α+lEN[nJが従う。放に

(α+ 1) om EN[nomJが従う。 b手m より aom

十b逗(α+1)om。放に k(A，nom) の最大性

より A会</;N[(α+1) omJ>が従う c ところ

がくf;N[(α+1) omJ)=くg;N[a+1J>。故に

A弐くg;N[a+1J>が従う。 ところが (α+1)

+2EN[nJ。故に【命題8Jよりくg;N[α+ 

1J>ベくh;N[(α+1) +2J>が従う。故に A弐

くh;N[(α+1) +2J>が従う。故に k(A，n)塁手

(α+1) +2が従う。故に k(A，n)豆(α+1)+1 

が従う。故に k(A，納豆α+2が従う。ところ

が α十2毛k(A，n)。故に矛盾が生じる。
k(A， n)-2豆αが従う。故に (k(A，n)-

2)om豆αom+bが従う。故に (k(A，n) -2) 0 

m豆町A，nom)が従う。〔結論2Jが従う。

〔証明終]

4. 定量的確率

この節においては〔定義13J，[定義14J，及び

〔定義15J を導入する。 また E命題15J から

C命題19Jまでを示す。

C注意]以下で定義する定量的確率については

サヴェジ[1J第3章第3節及び第3章第4節

及び園 [2J及び [4Jの各各第2節及び第7

節を参照する事を勧める。

〔定義13JiPは可測空間くS，a>上の定量的
確率である」或いは略式に iPは定量的確率で

ある」と言う事は iPは以下の性質1から性質

4まで、を満たす」と言う事であると定義する。

性質10Pは完全加法族分から実数体への写像

である。

性質20aの任意の元 A に対して O孟P(A)。

性質3。各各がaの任意の元である A及び B
に対して，AnB=併ならば P(AUB) =P(A) 

十P(B)。
性質40P(S) =1。

【定義14JPをくS，a>上の任意の定量的確
率とする。 iPは定性的確率ベに対して概一致

する」或いは略式に iPは=ぐに概一致する」

と言う事は「各各が必の任意の元である A 及

び B v:こ対して，A=ぐBならば P(A)豆P(B)j

と言う事であると定義する。

C定義15JPをくS，a>上の任意の定量的確
率とする。 iPは定量的に精密である」 と言う

事は「必の任意の元 A及びO以上であり且つ

1以下である任意の実数 pに対Lて必の或元

Bが存在して，B五二A 且つ P(B)=p・P(A)j

と言う事であると定義する。

〔命題15Jnを任意の自然数とし且つ fを任
意の n重分割とする。また PはくS，a>上
の任意の定量的確率であるとする。 N[nJU{O} 

の任意の元rに対して， ir=OならばP(くf;N
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[rJ>) =OJ且つ irキOならば P(くf;N[rJ>) 

=~j=l P(f(j))J。

C証明Jrを N[nJU{O}の任意の元とする。

r=Oの場合を考える。く1;N[rJ>=ゆが従う。

ところが P(ゆ)=0。故に P(く1;N[rJ>)=O 
が従う。

rキO の場合を考える。 rεN[nJU{O}より r

EN[nJが従う。 K={klkEN[nJ且つ P(くf;

N[kJ>) = ~~=1 P(f(j))}と置く。iK.c:::;N[nJ且

つ 1εKJが従う。

ikεK且つ h三五nJ を満たす任意、の hを固

定する。 k+1EKを示す。 kEKより hεN

[nJが従う。ところが h手n。故に k+1EN[nJ

が従う。 <1;N[k+IJ>=<f; N[kJ>U/(k+I) 

且つくf;N[kつ>n!(k+I)=件。 故に P(<f;
N[k+IJ)) =P(<f; N[kJ>) +Pげ(k+I)) が

従う。 ところが hεKより P(く1;N[kJ>)= 
~;=1 P(f(j))が従う。故にP(<f;N[k+IJ>) 

=~J!: P(f(j)) が従う。故に k+1EKが従
う。

K=N[nJが従う。ところが rEN[nJ。故

に rEK。故に K の定義より P(くf;N[rJ>) 

=~jこ 1 P(f(j))が従う。

命題が従う。 [証明終]

E注意1この E命題15Jにおいて fが S~こ対
するa値 n重分割である場合には結論及び
P(S) =1 より l=~j:l P(/(j))が従う。

[命題16J1を Sに対する任意の殆ど一様な
分割とし且つ Pをペに概一致する任意の定量

的確率とする。各各が fの定義域の任意の元
である t及び jに対して，iP(f(i)) =0且つ

P(f(j)) =OJならば i=j。

E証明]背理法による。「各各が fの定義域の

或元である P及びfに対して，P(f(i勺)=0
且つ P(f(j*))=0且つ Pキj*Jと仮定して矛

盾を導く。 ここの P 及び j*を固定する。 f
は Sに対する分割である。故に〔命題15Jよ

り l=~k，do皿(f)P(f(k)) が従う。故に if の

定義域の或元である炉が存在して O五P(f

(k*)) Jが従う。この P を固定する。 ところ

がP(f(i勺U/(j*))=0。故にP(f(i*)Uf(j*)) 

語P(f(k*))。故に P(<1; {i*， j*}>)三五P(くf;
{k*}))が従う。ところが Pはベに概一致す

る。故に〔定義14Jよりくf;{i*， j*}>弐くf;

{k*}>が従う O 一方 fは殆ど一様な分割であ
るG ところが PキP より辞任i*，j*})=2が
従う O また非({k*})=1。故にくf;{k*}>ペくf;

{i*， jつ〉が従う。故に矛盾が生じる。

故Vこ「各各が fの定義域の任意の元である
t及び jiこ対して，iPげ(i))=0且つ P(f(j)) 

=OJならば i=jJが従う。[証明終]

〔命題17JP はペに概一致する任意の定量的

確率であると仮定する。 nを任意の自然数とし

且つ fを Sに対する任意の殆ど一様な n重
分割とする。 N[nJの任意の元 jに対して P

(f(j) )豆2/n。

C証明Jn~玉2 の場合を考える。 1豆2/n が従

う。任意の事象 A に対して P(A)豆1。故に
N[nJの任意の元 jに対して P(f(j))豆2/n。

2手nの場合を考える。背理法による。 iN[n]

の或元である j*が存在して 2/n逗P(f(j*))J 

と仮定して矛盾を導く。この j*を固定する。

K={j IjEN[n] 且つ jキf 且つ l/n塁手P(f
(j))} 

且つ

L={j IjE三N[nJ且つ P(f(j))亘l/n}
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と置く。 i2/n弄Pび(j*))且つ時(K)/n三五}Jj<K

P(f(j))且つ O亘"<V.j<LP(f (j) ) j及びエj=tP(f

(j)) =P(f(j*)) +玄j，KP(f (j)) +乞j'LP(f(j))

より(持(島 +2)/n三五}Jj=tP(f(j))が従う。と

ころがれK)=n一(持(L)+1)。また C命題15J

より '2:.J=tPCf0))=1。故に (n+1ー骨(L))/n

語1。故に u討(L)。故に 2三当(L)が従う。
故に Lの定義より ij'キj"を満たす各各が N

[nJ の或元である j'及び j"が存在して P

(f(j') )豆l/n且つ P(f(j"))亘l/njが従う。

ここの j'及び j"を固定する。 P(f(j')UI 
(j") )亘2/nが従う。故に P(f(j')U/(jつ)逗
PC/(j*))が従う。故に

P(<I; {j'， j守))手P(<f;{j*}>) 

が従う。ところが Pはベに概一致する。故に

〔定義14Jよりくf;{j'， j"} >弐<f;{j*}>。一

方fは殆ど一様な分割である。 ところが j'キ
j"より特({i'， j"}) =2が従う。またれ{j*})

=1。故にくf;{j*}>ペく1;{j'， j"})が従う。

故に矛盾が生じる。

故に iN[nJの任意の元jに対して P(f(j)) 

豆2/njが従う。命題が従う。[証明終1

〔命題18J1を Sに対する任意の非減少的な
殆ど一様な分割とし且つ Pを=ぐに概一致する

任意の定量的確率とする。 また A 及び B の

各各を任意の事象とする。

j(*) =max{j IjEdom(f) U{O}且つ <1;N 

[j]>ベA}

且つ

k(水)=max{k IkEdom(f) U{O}且つ <1;N 

[kJ>ペB}

と置く。

C仮定JAベB且つ P(A)=P(B)。

じ結論Jk(*) =j(*)或いは k(*)=j(*)十1。

〔証明Jj(*)の定義よりく1;N[j(*)])ペAが

従う。ところが AベB。故にくf;N白(*)])ペ

Bが従う。故に引のの最大性より j(*)二三k(*)

が従う o k(*)=j(*) の場合においては結論が

従う ok(ネ)ムぞれのと仮定する。 j(*)逗k(*)が

従う。

k(*) =j(*) +1を示す。背理法によるo k(*)キ

j(*) +1と仮定して矛盾を導く。 j(*)王手k(*)よ

りj(*)+1孟k(*)。故に j(*)+l;i手k(*)が従

う。 fの長さを nとする。 j(*)+lEN[nJが

従う。 jHの最大性より A弐くf;N[j(*) +1J> 

が従う。ところが Pはベに概一致する定量的

確率である。故に

式10P(A)亘P(くf;N[j (*) + 1J>) 

が従う。一方 j(ネ)+2豆k(*)。故に j(*)+2E 

N[nJ。ところが 「くf;Nほか)+2])=<1; N 
[jC*) +l])U/(j(ホ)+2)且つくf;N[j(キ)十

1J>日I(j(*)+2) =ゆ」。故に P(くf;N臼(*)+ 

2J>) =P(く了;N[j(ネ)+1J>) +P(f(j(*) +2)) 

が従う。ところがfは非減少的列である。故に
l(j(*) +1)イ/(j(*)+2)が従う。故に P(f
(j(*) +1))亘P(f(j(*)+2))が従う。 fは S
に対する殆ど一様な分割であり且つ j(ネ)+1キ

j(*) +2。故に C命題16J より O尋PCf(j(*)
十2))が従う。故に

式20P(くf;N[j(*) +1]>)手P(<I;N白(ネ)

+2])) 

が従う。 ところがく1;N白(*)+2])三くf;N 
日(*)J>。またくf;N[k(*)])ペB。故にくf;

N[j(ネ)+2J>ペBが従う。故に
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式30 P(くf;N[j(*) +2]))豆P(B)

が従う。故に式1，式2，及び式3より

P(A)手P(B)

が従う。故に P(A)キP(B)。 ところが P(A)

=P(B)。故に矛盾が生じる。

放に k(*)=j(*) +1が従う。結論が従う。

C証明終1

C命題19JPをくS，a>上の任意の定量的確
率とする。 P は定量的に、精密であると仮定す

る。任意の事象A及び任意の自然数 nに対し

てAに対する或n重分割fが存在して N[nJ

の任意の元 jに対して P(f(j))=P(A) /n。

E証明Jnを任意の自然数とする。

K={r I rEN[nJ且つ任意の事象 A に対して

Aに対する或 r重分割fが存在して N[rJの
任意の元 jに対して P(f(j))=P(A) /r} 

と置く。 IK三N[nJ且つ 1EKJが従う。

IkEK且つ h豆nJを満たす任意の hを固定

する ok+1EKを示す。 hεKより kEN[nJ

が従う。ところが h手n。故に k+1EN[nJが

従う。 A を任意の事象とする。 P は定量的に

精密であり且つ l/(k+1)はO以上であり且つ

1以下である有理数である。故に C定義15Jよ

り「或事象 Bが存在して，B三A且つ P(B)

=P(A) /(k+ 1) Jが従う。このBを画定する。

また C=A¥Bと置く。 CEaが従う。 kEK
及び Kの定義より ICに対する或h重分割 g

が存在して N[kJの任意の元 j ~こ対して P

(g(j)) =P(C) /kJが従う。 この h重分割 g

を固定する。 Ij E三N[k+lJ を満たす任意の j

に対して， IjEN[kJならば h(j)=g(j) J且

つ Ij=k+1 ならば h(j)=BJJ によって N

日+1Jを定義域とする写像 hを定義する。 g

の定義により Ihは A に対する k+1重分割

である」が従う。一方 IP(C)=P(A) -PCB) 

且つ P(B)=P(A) / (k+ 1) J より IN[k+1J 

の任意の元 jに対して P(h(j))=P(A)/(k+ 

1)Jが従う。故に k+1εKが従う。

故に K=N[nJが従う。ところが nEN[nJ。

故に nεKが従う。 K の定義より「任意の事

象 A に対して或 n 重分割 fが存在して N
[nJの任意の元 jに対して P(f(j))=P(A) / 

nJが従う。命題が従う。[証明終]

5. 定量的確率の一意的存在

この節においては〔定義16Jを導入する。また

〔命題20Jから【命題23J までを示す。 C命題

23Jが目標である。

〔注意]次の定義における従属選択の原理及び

初期条件付き従属選択の原理については園 [3J

及び [4Jの各各付録の第九番目の注意及び第

2節を参照する事を勧める。

〔定義16JAを任意の集合とし且つR(・，・)を
A上の任意の二項関係とする。次の陳述を従属

選択の原理と呼ぶ。

陳述10I Aは空集合ではなく且つAの任意の
元αに対してAの或元bが存在して R(a， b)J 

ならば INからAへの或写像Fが存在して N

の任意の元 n に対して R(F(n)，F(n+1))J。

この陳述は次の陳述2と同値である。この陳述

2を初期条件付き従属選択の原理と呼ぶ。

陳述20I A の任意の元 αに対して A の或元

bが存在して R(a，b)J ならば IAの任意の

元 C に対して Nから A への或写像 F が存

在して，F(1) =c且つ N の任意の元 nに対
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して R(F(n)，F(n+1))J。

C命題20Jペは殆ど精密であると仮定する。

ペに概一致する任意の定量的確率は定量的に

精密である。

E証明JPはペに概一致する任意の定量的確

率であると仮定する。 Aを任意の事象とし且つ

ρをO以上であり且つ1以下である任意の実数

とする。また A'，A"，及び A川の各各を S

の任意の部分集合とする場合において， rくA'，
A"， A川〉は事象 A v;こ対する分割的順序対で

ある」と言う事は rA'，Aぺ及び A川の各各

は otの元であり且つ A=A'UA"UA山且つ

A'nA"=ゆ且つ A'nA"'=ゆ且つ A"nA川=

ゆ」と言う事であると定義する。

次の性質1から性質3までを満たす順序対くA'，

A"， Aぺn>の全体を J とする。

性質1。くA'，AぺA'''>は事象 A ~こ対する分
割的順序対である。

性質20P(A')亘p・P(A)且つ P(A川)亘(1-
p)・P(A)。
性質30nεN 且つ P(Aづ亘l/n。

即ち Jl={x1 ot xotxot xNの或元くA'，Aヘ
Aぺn>が存在Lて x=くA'，A"，A川，n>旦
つ A=A'UA"UA川且つ A'nA"=ゆ且つ

A'nA"'=ゆ且つ A"nA川=ゆ且つ P(A')亘

ρ・P(A)且つ P(A")亘l/n且つ P(A'勺豆(1-

ρ)・P(A)}と置く。また各各が J の任意の元

であるくA'，AぺAぺn>及び <B'，BぺBぺ
m>に対して rR(くA'，A"， Aぺn)， くB'，B"， 
Bぺ m>) と rA'~二B' 且つ A仰ÇB川且つ m

=n+lJとは同値であるJによって J上の二

項関係 R(・，・)を定義する。

陳述10r Jlの任意の元くA'，A"， Aぺn>に
対して J の或元くB'，B"， B川，m>が存在し

て R(くA'，A"， Aぺn>，くB'，B"， Bぺm>)J

が従う。これを示す。くA'，A"， Aぺn>を J
の任意の元とする。 ところがペは殆ど精密で

ある。故に C命題9J より Sに対する或殆ど

一様な 2・(n十1)重分割が存在する。この殆ど

一様な分割を固定して fと表記する。 rN[2・
(n+1)Jの任意の元 jに対して g(j)=f(j) n 
Aつによって N[2・(n+1)Jを定義域とする写

像 gを定義する。 gはA"に対する 2・(n+1)

重分割である。

r(*) =max{r 1 rεN[2・(n+1)JU{O}且つ
P(A'Uくg;N[rJ))三三p・P(A)}

と置く。 P(A')亘ρ・P(A) よりこの r(*)は定

義可能である。 r(の豆2・(n+1)が従う。
r(*) =2・(n+1)の場合を考える。 rB'=A'U

くg;N[r(*)J)且つ B"=ゆ且つ B"'=A'"且

つ m=n+lJと置く。 mENが従う。また B'

=A'UA"が従う。故にくB'，B"， B"')は事象

A に対する分割的]J頂序対である。また r(*)

の定義より P(B')豆ρ・P(A)が従う。一方 P

(A"')豆(l-p)・P(A) より P(B'つ亘(l-p)• 
P(A)が従う。また P(ゆ)=0より P(Bつ=0
が従う。故に P(Bつ豆l/mが従う。放にくB'，
BヘBぺm>EJlが従う。一方 rA'cB'且つ
A川三B'" 且つ m=n+lJ。故にこの場合にお

いて陳述Iが従う。なおこの r(*)=2・(n十1)
の場合には rp(B川)孟(1一ρ)・P(A) 且つ P

(A) =P(B') +P(B巾 )Jより p・P(A)亘P(B')
が従う。故に P(B')=ρ・P(A)が従う。

r(水)手2・(n+1)の場合を考える o r(*) +1 

EN[2・(n+1)Jが従う。 rB'=A'Uくg;N[r 

(水)J>且つ B"=g(r(*)+1)且つ B'"=くg;N

[r(*) +1; 2・(n+1)J>UA川且つ m=n+lJ

と置く。 <B'，B"， B"'>は事象 A に対する分

割的順序対である。また r(*) の定義より P

(B')豆p.P(A)が従う。また r(*)の最大性よ

りρ・P(A)孟P(A'Uくg;N[r(*) +1]>)。故に
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P(A) -P(A'Uくg;N[r(ホ)+ 1J>)手(l-p)・P
(A)が従う。 ところが P(A)=P(A'Uくg;N

[r(*) +1]>) +P(<g; N[r(*) +1; 2・(n十1)])~J 

UA'つ。故に P(くg;N[r(*) +1;2・(n+1)])
UA川)嘉(l-p)・P(A)が従う。故に P(B'つ豆
(1一ρ)・P(A) が従う。一方 gの定義より g
(r(*) +1)三f(r(ネ)+1)。放に P(g(r(*)+1)) 

豆P(了(r(*)+1))が従う。 ところが ifは S

に対する殆ど一様な 2・(n+1)重分割であり且

つ Pはイに概一致する定量的確率である」。

故に〔命題17Jより P(f(r(*)+1))豆2/(2・(n
+1))が従う。故にP(g(r(*)+1))豆l/(n+1)

が従う。故に P(B")孟11mが従う。故にくB'，

BぺBぺm>EJlが従う。一方 iA'三B'且つ
A川三B'"且つ m=n+lJ。故にこの場合にお

いても亦陳述1が従う。

陳述20iくム A，o， 1>はJlの元である」

が従う。これを示す。くφ，A， o>は事象 Aに
対する分割的順序対である。 0二五o且つ 0豆P

(A)。故に O豆ρ・P(A)。 ところが P(ゆ)=0。
故に P(ゆ)亘ρ・P(A)。一方 ρ豆1より O豆1-p
が従う。故に O豆(1一ρ)・P(A)。故に P(ゆ)孟
(l-p)・P(A)。一方 i1EN且つ P(A)豆1J。

故にく仇 A，o， 1)E主Jlが従う。陳述2が従
う。

陳述1，陳述2，及び C定義16Jにおける初期

条件付き従属選択の原理により

iNからJlへの或写像 Fが存在して，F(1) = 

くゆ，A，ゆ，1)且つ N の任意の元 nに対して

R(F(n)， F(n+1))J 

が従う。 この Fを固定する。 iNの任意の元
n に対して F(n)=くF'(n)，Fぺn)，F川 (n)，
M(n)>Jと置く。「各各が Nの任意の元である

l 及び m~こ対して ， 1二玉m ならば íF'(l)~F'

(m)且つ F川 (1)C;;;F'" (m) JJ及び iNの任意

の元 n ~こ対して M(n) =nJが従う。

B= U{F'(n)lnEN}且つC=U{F川 (n)lnEN}

と置く。 iBCA且つ C三.AJが従う。また a

が完全加法族である事より iBEa且つCEotJ

が従う。

式10BnC=。
を示す。背理法による。 Bncキゆと仮定して

矛盾を導く。 sEBncを満たす或 Sが存在す

る。この Sを固定する。 iSEB且つ sεCJが

従う。 SEBより「或自然数 Jが存在して sε

F'(l) Jが従う。 この Jを固定する。 SECよ

り「或自然数m が存在して SEF川 (m)Jが従

う。この m を固定する。故に iSEF'(l)且つ

SEF川 (m)Jが従う。故に sEF'(l)nF川 (m)
が従う。故に F'(l)円F川 (m)キゆが従う。 k=

max{l， m}と置く o 1三三h且つ m三五h。 故に

iF'(l)亘F'(k)且つFぺm)CF"'(k)Jが従う。
ところが F'(k)nFぺk)=ゆ。故に F'(l)nF川
(m)=併が従う。故に矛盾が生じる。故に B什

C=併が従う。式1が従う。

nを任意の自然数とする。この nに対して

式20p・P(A)亘P(B)+j-

が従う。これを示す。P(F'"(n))亘(1-0)・P(A)
が従う。故に ρ・P(A)豆P(A)-P(F'" (n))。
ところが P(A)=P(F'(n)) + P(P'(n)) + P 
(F"' (n))。故に ρ・P(A)亘P(F'(n)) + P(F" 
(n))が従う。一方 iP(F"(n))亘l/M(n)且つ

M(n) =nJ。故に p・P(A)豆P(F'(n)) + (l/n) 

が従う。 ところがF'(n)三B より P(F'(n))豆

P(B) が従う。故に ρ・P(A)豆P(B)+ O/n) 

が従う。式2が従う。
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nを校意の自然数とする。この nに対して

30 (1 中 (A)豆町C)十j

が誕う O これを示す。 PCF'(n))三三ρ.P(A)が

従う G 故に (1-p).P(A)三五P(A)-P(F'(n)) 

が従う。ところが P(A)=P(F' (n))十P(F"

悦))十P(F附 (n))。教にな-p).P(A)三玉P(F"

(n)) +P(F'ぺn))が能う。一方 rp(F吋n))
l/M(叫旦つ M(n)おな針。放に (1一心・P(A)

三三P(F'ぺn))十位/n)が従う oところがF'"(1の
CC より P(F"'(n))話P(C) が従う。故に

(I-p) .P(A)三三P(C)+ (l!n)が従う Q 式3が
従う。

式2及び式3の各各における絡は在意の自然数

である。放に「ρ・P(A)三五P(B)且つ (1ρ)• 
P(A)三五P(C)J が従う。後者の不等式より P

(A) -P(C) ':Sp.P(A)が従う。ところがP(A)

出P(A¥C)ートP(C)。故にP(A¥C)

が従う。ところが式1より二A¥Cが従う。

故に P(B)三五P(A¥C)が詫う。放に P(B)< 

p.P(A) が従う。一方前者の不等式より ρ・P
(A)豆P(B)。故に P(B)目 p.P(A) が謎う。

Bが存在して B五二A 立つ P

(B) =p.PCA) Jが従う。放に〔定諜15J より

命題が従う。[薮務終3

〔命題2幻ベは殆ど錆替であると仮定する。 P

Zえび Q の各各が縦ぐに概一致する
磯壌であるのならば P=Q。

この命題における結論の内容は「イに

概一致する定量的磯率は若しそれが存在する

のならば，一意的に定まるJと言う番手であるo

P 

意、の

Q の各各をペに概一致する任

るとする O

陳述10r各会が任意の事象である A 及び B

に対して，P(A)常 P(B)ならばQ(A)ぉ Q(B)J

が従う。 ここれを示すo A及び B

とする。 P(A)=P(B) と

(A) =Q(B)を示す。背理法によるo

Q(B) と仮まさして矛j設を導く。

AイBの場合を考える o[鱗所1JQ(A)三五Q(B)

が従う。放に Q(A)逗Q(B) が従う。 d=(Q

(B) -Q(A))/2 と蹴く。 ro~長d 且つ 2・d=Q

(B)…Q(A)Jが従う O 或自然数 nが存在して

2ぷd.n。この nを閥認する。 2/nJ.手dが提う。

ペは殆ど精密である。故に〔命糠9J及びじ命

2Jより Svこ対する或非議少釣な殆ど一様

な匁重分鰯 fが存在する。この fを濁
ずる。

j(め出max{jIj EN[nJ U{O}立つくf;N日J>
ぺA}

よ主つ

会〈ネ〉出max{kkEN[叫 U{o}主主つくf;N[kJ) 

ペB}

と殻く。

j(ネ)十1逗n 主主示す。 背理法による。 銀三五j(め

十lとを支定して矛盾を導く。 j(の の定義より
j(吟三説。故に rn=j(吟或いは n=j(ネ〉十u
が従う。

拷忽=j(本〉の場合もご考える。 <1;N日〈吟J)士宮S
が従うのところがくれ N日〈めペA。故に S

ぐAが詫う。ところが Q(A)語Q(B)0 故に A

守主B。一方 BぐS。故に A会Sが従う。故に矛

じるG

n出j(*)ート1 の場合を考える o rj(め+lEN

[n]且つぐf;N[j(*)十1]>公認SJが従う o <f; 

N[j約十1]>くf;N[j ( * ) J> U 1 (j ( * )即日)且
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っくf;N臼(*)])nf(j(*)+1) =ゆ。故に Q

(<f; N白(*)+1J>) =Q(<f; N白(ネ)]))+Q(f 

(j(ネ)+1))。ところが <f;N[j(め+1J>=S。

また Q(S)=1。一方くf;N[j(*)])ぐA より

Q(くf;N[j(*)コ)孟Q(A) が従う。故に 1亘Q

(A) +Q(f(j(ネ)+ 1))が従う。ところが【命題
17Jより Q(f(j(ネ)+1))豆2/nが従う。 とこ

ろが 2/n手d。また d壬Q(B)-Q(A)。故に Q

(f(j(*) +1))手Q(B)-Q(A)が従う。故に Q

(A) +Q(f(j(*) + 1))三五Q(B)。故に u五Q(B)
が従う。 ところが Q(B)孟1。故に矛盾が生じ

る。

故に j(*)+U五nが従う。

故に j(*)+1及び j(*)+2の各各は N[nJの

元である。 Q(くf;N[j(*)十2]))=Q(<f; N[j 

(*)])) +Q(f(j(*)十1))+Q(f(j(*)十2)L<f; 

N[j(ネ)])ペAより Q(くf;N[j(ネ)J>)三三Q(A)

が従う。〔命題17J より Q(f(j(*) + 1))及び
Q(f(j(め十2))の各各は 2/n以下である。ま

た 2/n手d。放に Q(f(j (ネ)+1)) +Q (f(j(*) 

+2))孟2-d。故に Q(くf;N[j(ネ)+2J>)三五Q
(A) +2・d。 ところが 20d=Q(B)-Q(A)。故
に Q(くf;N[j(*) +2]))孟Q(B)。故にくf;N 

ほか)十2])ペBが従う。 k(*)の最大性よりj(*)
+2豆k(*)が従う。故に ik(*)キj(*)且つ h

(ネ)キj(*)十1J。ところが〔命題18Jより ik(*)

=j(*) 或いは k(ネ)=j(ネ)+1J。故に矛盾が生

じる。 C箇所2J

B弐Aの場合を考える。 BペAが従う。 C箇所
1Jからじ筒所2Jまでの各 A及び各 Bを
各各 B及び A へと置き換える事，即ち A及

び Bの役割を交代させる事， によって得られ

る議論により矛盾が生じる。

故に Q(A)=Q(B)が従う。陳述1が従う。

Cを任意の事象とする。また m を任意の自然

数とする。 E命題19Jより iSに対する或m重

分割 gが存在して N[mJの任意の元 iに対
して P(g(j))=l/mJが従う。 この gを固定

する。陳述1及び C命題15Jより

陳述20 iN[mJの任意の元 jに対して Q(g

(j)) =l/mJ 

が従う。

i(ネ)=max{i I i EN[mJ U{O}且つくg;N日])

ペC}ι

と置く。 i(ネ)亘m が従う。

i(*) =mの場合を考える。くg;N[i(ネ)])=

S が従う。くg;N[i(*)J>ベC より SペCが
従う。故に iP(S)孟P(C)且つ Q(S)豆Q(C)J

が従う。ところが iP(C)豆1且つ Q(C)豆1J。

また iP(S) =1且つ Q(S)=1ん故に iP(C)

=1且つ Q(C)=1Jが従う。故に P(C)=Q 

(C)が従う。

i (*)三五m の場合を考える。 i(*)+lEN[mJ 

が従う。 i(*)の定義より 「くg;N目的J>ペC
且つC弐くg;N[i(*) +l])Jが従う。故に

P(くg;N[i(*)J>)豆P(C)孟P(くg;N[i(*) + 

1J>) 

及び

Q(くg;N[i(*)]))豆Q(C)豆Q(くg;N[iC*) + 

1J>) 

の各各が従う。 また g の定義及び【命題15J

より iN[mJU{O}の任意の元こ対して P

(くg;N日]))=i/mJが従う。一方陳述2及び

〔命題15Jより iN[mJU{O}の任意の元 iに

対して Q(くg;N[幻>)=i/mJが従う。故に

i (*)く i(*)十1
-μ一三三P(C)一一一五一一
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式30 (k(A， m)ー2)-n手(k(A，n) +1)-m 

及び

が従う。式3の両辺を m-nで割る事により

i(*) <0  (ri< i(*) +1 
両一三玉Q(C)<一一面一一

1
7
 

+
 

2
一m
孟M
7
 

・2M
一

m

'
R
一式4。

が従う。ところが式4における m及び nの各

各は任意の自然数である。故に m とnとを交

代させる事により

の各各が従う。故に

IP(C) -Q(C) I孟去

k (A， n) k (A， m) .---2 ， 1 
一一一一一n m → n m 式5。

が従う o mは任意の自然数である。故に P(C)

=Q(C)が従う。 Cは任意の事象である。故に

P=Qが従う。命題が従う。 じ証明終]

が従う。式4及び式5の各各における右辺は

2・((1!m)+ (1!n)) よりも小である。故に式4

及び式5より

じ命題22Jペは殆ど精密であると仮定する。

ペに概一致する或定量的確率が一意的に存在す

が従う。数列くl/n;n εN)はOに収束する。

放に式6より各項が有理数である数列
k(A， n) 
くヲ ; nEN)は基本列である。故に実

数体においてこの数列の極限が一意的に存在す

る。この極限を P(A)と表記する O 即ち

lM，zし3_(A，~I<').fl-J..l.-
m n 1""''''-¥mTn 式6。

る。

じ証明〕【命題21]よりペに概一致する定量的

確率は，若しそれが存在するのならば，一意的

に定まる。故に=ぐに概一致する或定量的確率の

存在を示せば命題が従う。これを示す。

C命題9J及び C定義11Jより写像 k(・，・)が

定義可能となる。この k(・，・)を用いる。

k(A， n) . 
「任意の事象Aに対してP(A)=limく っn

nEN)J 

を任意の事象とし且つ m 及び nの各各を

任意の自然数とする。 C命題14J における〔結

論1]及び〔結論2Jより各各

A 

によってaを定義域とする写像Pを定義する。

式10k(A， nom)豆(k(A，n)十1)-m
陳述10iPは定量的確率である」

が従う。これを示す。 Pの定義より iPはa
から実数体への写像であるJが従う。〔定義13J

における性質1が従う。

A を任意の事象とする。

及び

式20(k(A， m) -2)-n孟k(A，m-n) 

より「任

が従

におけ

【定義11J

意の自然数 n に対して O三三k(A，n)/nJ 

う。故に O三三P(A)が従う。〔定義13J

及び k(A，mon) =k(A， が従う。式1，式2，

m-n)より



136 (574) 経済学荻一究 38ω4 

る性質2が従う。

A 及び β の各各をif:意の事象とする。

題13Jにおける E結論1]及び[結論2Jより
任意の自然数 nに対して，

7 ~ ~(A， 1fl_+ !!:(B， ~__~ 
n 一一一一一一十一 一一一一一
ν n n n 

d弘三B，n) …ー…

十島(B，n) ， 1 
一一一一-n 匁

が拡う。 ところが limく(k(A，n)/的 +(k(B， 
n)/的;絡を三N)=P(A)+P(B)。また1im<l/
匁 nεN>出 0。放に式7より limく長(AUB，n) 

/n; nEN)=P(A)十P(β〉。放にP(AUB)= 

P(A)十P(B)が詫う。 C主主義13Jにおける栓賀

3が従う。

より 「佼:髭の語然数 nに対して去

の，n) =nJが従う。放に limくk(主的/n;n 
εN)=lが従う。故に P(S)=1が従う。

援13Jにおける性繋4が詑う。

放にじ定義13Jより陳述1が従う c

彦主述20 lPは時ぐに毅一致する」

が従う O これを示す。 A 及び Bの各各を任意

の事象とする。 AペB と骸定ずる。[定磯11J

より f在意の自然数 nに対して k(A，n) 

(B， n)Jが径う。故に「任3まのき然数匁

して会(A，n)/n三三k(B，初/叫が従う。故に

P(A)長P(B)が詫う o [定義14Jより議述2が

能う。

陳滞1及び繰述2より「ベに纏一致する

的磯議事が存夜ずる」が従う。 D諒現終1

[命題22J及び C命題20Jより次の f命鰭23J

が能う o

E命題23JくS，a>マピ径意、の可測空関とし主主つ

ぺをくS，必〉上の在意の定性的確殺とする。

部ちペは次の性質1から強紫5までな讃たす任

意の集合である。

授賞10ベはa上の二項関係である。
性質20 各がaの任意の完である A及び B
して，AベB或いは BペA。
3。各各がaの住意の主主である A，B， 

び Cに対して， fAぐB1iつ BペCJならば

A~Co 

性質40f AnC=ニゆ且つ Bnc口件jを満たす

各各がaの任意の売で為る A，B，及び Cに
して，AペB とAUC判長BUC とは同値であ

る。

性紫50Sqぐ。には非ず且つaの径慈の元Aに
対して φペA。

じ仮定1ぐは殆ど精密である。部ち在意の鴎然
数 m~こ対して m 以上である或自然数 η

n以下の自然数の全体 N[nJか

aへの或写像/が存哀して fは次の性質1及
び性質2を満たす。

10 S=U{f(i) liEN[nJ}立つ jキ長さと

満たす各ぞきが N[:叫の任意の完である j及び

hに対して fjキhならば f(j)ntC必需φJo

性質20 各各が N[n]の荏意の部分集合であ

る f及びfに対して，葬(わ2同({)ならばり{t
(i) I iεI}イぜ{f(j)ijεJh 

E結論Jqぐに概一致する定量釣確率が一意的に
存在する。しかもこの一意的に定まる

率は定最的に精察である。即ち次の性質1から

性質 5まで会満たす或集会 Pが存者医してこの

P は一意的に定まる。 さらにこの

まる Pは次の詮費(のを満たす。

投資10Pはaから実数体への写像である。
20 aの任意の元 A に対して 0:;;;玉PCA)。
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性質3。各各がaの任意の元である A 及び B
に対して P(AUB)=P(A) +P(B)。

性質40P(S) =1。
性質5。各各がaの任意の元である A 及びB
に対して，AイB ならば P(A，)三三P(B)。

性質(*)aの任意の元 4及び O亘ρ三立を満
たす任意の実数 ρ に対してaの或元Bが存在
して，B三A且つ P(B)=ρ・P(A)。

付録。サヴェジ氏による議論

この付録においては【命題Al]から f命題A5J

までを示す。また【定義 Al]を導入する。

C命題 A1Jペは殆どf精密であると仮定する o

n及び m の各各を任意の自然数とする。 fを
Sに対する任意の殆ど一様な n重分割とし且

つ f を N[nJU.~O} の任意の元とする。

fを r=枠σ)を満たす N[nJの任意の部分
集合とし且つ B=<I;J)と置く。次の[結論

1]及び〔結論2Jが従う。

〔結論1J k(B， n.m)三三(r+2)'m。

C結論2J(r-2)'m三五k(B，n.m)。

〔証明J[結論1]を示す。 C命題11Jより h
(B， n.m)を非減少的に獲得する Svこ対する

或殆ど一様な n'm重分割が存在する。この n.

m重分割を g と表記する。また gの n重変

形を hと表記する。 hは非減少的列であり且

つ Sに対する殆ど一様な n重分割である。除

法原理により Ik(B，n'm) =α'm+b且つ aE

NU{O}且つ bEN[m-IJU{O}J を満たす

くα，b)が一意的に存在する。このくα，b)を用

いる。 αεN[nJU{O}が従う。

α三玉r+2 を示す。背理法による。 r+2~a と仮

定して矛盾を導く。 (r十2)+1豆αが従う。 t=

(r+2) +1と置く。 tEN[nJ且つ t'-m豆α'm

+b。故にくg;N[t'mJ)~くg; N[a'm十日〉

が従う。ところがくg;N[a'm+幻〉ペB。故に

くg;N日'mJ)ベBが従う。ところがくg;N[t. 

mJ)=くh;N[tJ)。故にくh;N臼J)イB が従

う。 ところが 1Iは Sに対する殆ど一様な n
重分割であり且つ B=<f;J)且つ r=非(J)J。

故に【命題8Jより Bペくh;N[r+2J)が従う。

ところが Ihは非減少的列であり且つ Sに対

する殆ど一様な分割である」。故に C命題12J

よりゅ会h(t)が従う。故に B弐くh;N[tJ)が

従う。ところがくh;N[tJ)ベB。故に矛盾が生

じる。故に α三玉r+2が従う。

。=r+2の場合を考える。 r+2EN[nJが従
う。 b=Oを示す。背理法による。 bキOと仮定

して矛盾を導く。 α'm+1EN[n'mJ且つ α'm

+1豆α'm+bo <g; N[a'm+IJ)ペくg;N[a. 

m+bJ)が従う。ところがくg;N[a・m十目〉ベ
B。故にくg;N[a'm+IJ)~B が従う。

ところが Igは非減少的列であり且つ Svこ対

する殆ど一様な分割である」。故に α=r+2及

び C命題 12Jより φ弐g(α'm+1)が従う。故

にくg;N[α'mJ)弐くg;N[a'm+IJ)が従う。

故にくg;N[a.mJ)戎Bが従う。ところがくg;

N[a'mJ)=くh;N[aJ)。故にくh;N[aJ)弐B

が従う。ところが α=r+2及び C命題8Jより

Bペくh;N[aJ)が従う。故に矛盾が生じる。故

に b=Oが従う。故に

式10k(B， n.m) = (r+2)'m 

が従う。

αz五r十2の場合を考える。 α+1三三r+2が従う。

一方 b~五m より a'm+b~五 (α + 1)'mが従う。

故に a'm+b~手 (r+2)'mが従う。故に

式20k(B， n.m)孟(r+2)'m 
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C仮定3くf;N[r])ペくg;N[tJ)。が従う。

式1]支び式2より〔結論1Jにおける不等式が

従う。

C結論2Jを示す。長(B，n'm)を獲得する S
に対する或殆ど一様な n.m幾分裂が存在する。

このかm麓分割を gとする。但しこの gを

非議少的列であるとする必要はないG またgの

n重変形を hとする。 hは Sに対する殆どー

匁議分割である。続法恵理により fk(B，

n.m) =a・m十b且つ aENU{O}瓦つ bEN
[m-IJU母子j を満たすくα，b) 

在ずる。このくα，めな用いるo

1"-2三三αな示す。背濯法によるo a'J五1"-2とfFi

して矛惑を導く。。十2謡fが従う。故にα÷
1EN[n]が従う o t おた a+1 と置く。 b~11まより

a'mゃb:;;;Tmが詫う。故に k(B，n.m)の最

大盤より B会くg;N[t'mJ)が従う。放にB会

くh;N[tJ)が従う。 ところが α+2;;五T より t

mト2<1"が従う。ところが 1"=葬(J)。故に fJの
或部分集合 Kがお裂して t十2=持(K)Jが従

むとこの Kを語定ずる o [命欝8Jよりくh;N 

[t])ベゲ;K)が従う。故に B会<f;K)が詑

むところが f<t;K>ヰ<I;J)立っくf;J)=
BJ よりくf;K>ぺBが従う。訟に矛盾が住じ
る。故に 1"-2三玉αが能う。

故にく1"-2)'m二五a'mートbが従う O故に (1"-2)• 

m三議(B，n.m)が従う。 C結論2Jにおける不

等式が詫?o [証明終3

A2Jベは殆ど績密であると骸定する o
m 及び nの各各を法室、の自然数とする。また

f及び gを各各 Sに対する笹意、の殆ど一様な
m 重言及び nj設の分割としノ註つ r及び tきど各

N[mJ U{O}及び N[nJU{O}の在意の元

とするo

C証明]仁命題9Jより C定義11Jにおける

たく・， .)が定義可能である。この k(・， .) 

いる o fB出くf;N[r])且つ C=<g;N[t])J 

と援をく。[命鰯 A1Jにおける E結論1J及び
〔結論2Jより各各 k(C，n.m)三五(t-ト2)'m及
び (1"-2)・n三五k(B，m・叫が従う。ところが長

より BぺCが従う。 k(B，炉 m)二五たくC，
n'm)が能う。また k(B，m明〉出k(B，n.m) 0 

故に (r-2)'n豆(t十2)・11まが従う G 故にこの

不等式の両辺幸 m.nで割る事により m 

t+2 nーが従う。結論が詫う。[証務終3

じ注意3ベは殆ど精密であると依殺する。 A
とL主主つ m及び n

の自然数とする。 この場合上述の

より次の不等式与〉が謎う。

∞!恒ィ長引…恒会訟i豆3・(よサ)。

しかし一方， [命題22Jの証明において示され
ている式6より

、、S
2
/

1
一n
十1一
例

内

L
くヰn一

A
A
一n

'均一U
7
 

が従れこれにより不等式〈のの右辺の 3・

(Lj¥(よ!…ー十日}は 2・二十一)べと置き換える

切である G しかしここでは数えてサヴェジ[1J
3章第3節36頁の証明中第 6a段から第 6b

段まマの論議に従って〔命題 A2]の〔結論J
における不等式，但しこの不等式は上で言及し

たサヴ品ジ[1Jの第 6a段における
対応する，に基づいて上t誌の不等式(*)， {.包し
初、時 したサヴェジの第 6b段
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における不等式に対応する，を導く事にする。

なお若し仮にではあるがサヴェジ[lJの論述

をそのまま利用するのならば， [命題 A2Jの

〔結論1における不等式の右辺及び上掲の不等

式(*)の右辺は各各

与しぷz及び 3・(かす)+ポ瓦

となるであろうが， しかしながら【命題 A2J

の C証明]及び以下の証明により，これらはサ

ヴェジ[1Jの趣旨に従う場合においても各各

与三及川・(かす)

とする事が適切で、ある事が知れるのである。

〔証明Jk(A， m)及び k(A，n)を獲得する S

に対する殆ど一様な分割達を各各 f及び gと
する。 f及び gは各各 m 重及び n重の分割
である。 I"r=k(A，m)且つ t=k(A，n)J と

置く。

(r/m)一(t/n)孟0の場合を考える。 r/m-;i，t/n

が従う。ところが t/n孟1。故に r/m-;i，lが従

う。故に r~白仰が従う。故に r+1EN[mJ が

従う。 k(.(1， m)の最大性より Aえく了;N[r+ 

IJ>が従う。ところが kGA，n)の定義よりくg;

N閃〉ペA が従う。故にくg;N[tJ)弐くf;N 

[r+1J>が従う。故に【命題 A2Jより (t-

2)/n孟(r+3)/mが従う。故に (t/n)一(r/m)

亘(3/m)+ (2/n) が従う。 (3/m)+ (2/n)話3・
((l/m) + (l/n)) より

式10 0豆す-jト手3・(去十す)

が従う。

O~五 (r/m) 一 (t/n) の場合を考える。 t/n孟r/m

が従う。ところが r/m亘1。故に t/n豆1が従

う。故に t~五n が従う。故に t+1EN[nJ が

従う ok(A，n)の最大性より A;弐くg;N[t+IJ> 

が従う。ところが k(A，m)の定義よりくf;N 

[rJ)ベA が従う。故にくf;N[rJ>弐くg; N 

[t+IJ>が従う。故に C命題 A2Jより (r-2)

/m三五(t+3)/犯が従う。故に (r/m)一(tjn)孟

(2/m) + (3/n)が従う。 (2/m)+ (3/納豆3・((1 
/m) + (l!n)) より

式20 係長 1戸3・(去+す)

が従う。

0= (r/m)一(t/n) の場合には 0=1(r/m)一(t

/n) 1 が従う。故に式1，式2，及び 0孟

(1 . 1¥ 
3・(一日正+~) より

I~ ーす|壬3・(JyJょ)

が従う。上掲の不等式(*)が従う。[証明終1

C定義 A1Jn を任意の自然数とし且つ ρを
N[nJ から実数体への任意の写像とする。「ρ

は長さ nの分割的数列である」と言う事は I"i

εN[nJを満たす任意の iに対して 0豆ρ(i)， 

且つ2Jよ1ρ(i)=1J と言う事であると定義す

る。また長さ nの任意の分割的数列 ρに対し

て， 1"ρは非減少である」と言う事は「各各が

N[nJの任意の元である t及び jに対して，i 

三玉jならばρ(i)三通(j)Jと言う事であると定義

する。

C命題 A3Jnを任意の自然数とし且つρを非

減少的である長さ nの任意の分割的数列である

とする。この場合次の〔結論1]が従う。

〔結論1J n以下の任意の自然数 rに対して
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~i=1 ρ (i) 

さらにこの pが

仮定 (r.)inよりも小である在意の自然数rに

してお PCi)三五三二 p(i)J 

を溺たずのならば次の〔結論2J及び〔結論3J

が詫う O

C結論2Jn以下の任意の自然数 f に対して，

(r …1)/鋒 ~r=lþ(i) 且つ LJi=n-r+l ρ (i)

(r十1)/銘。

C結論3J匁以下の笹惑の白熱数 f及び r=普

くf)を満たす N以〕の任意の部分集会 fに対

して.(r-l)/潟三五おれI戸(i)話(r+1) /n。

C証明J[結論1Jを示す。 K={kIkEN[nJ立

つ ~í=1 ρ (i)二三k/坊と緩く。 KCN[叫が従

う。また記~=1lう(i)口 1 より nεK が従う。

ikEK且つ u三むきど満たす任意の h
するo k-1EKが従う O これを示す。背理法

による。 k-1 と仮定して矛j設を導く。 kE

K より kEN[:幻1が従う。ところが u説。故
に k-1EN[nJが従う。ところが k-1

放に (k- 1) /n~手2ヒ!ρ(めが詫う O 一方 h

K より ~tlρ (i) 三設がが従う。放にが的

手1/η が従う o ところが ρは非課少である。
故に ik以下の任意の自然数 iに対して ρゅ
長)Jo故に ik以下の桂意の怠然数 iに対

して戸(i)話1/銘」が従う。また会…1EN[nJo

故に工とiρCi)手(k-l)/絡が拡う。ところが

(k-1)/n三五三 p(i)。故に矛績が生じる。故

に k-1EKが従う O

故に K=N[nJが従う。ずな匁以下の任意の

昌然数とするorEN[nJより rEKが従う。

K の定義より ~r=1 P(i) 

1Jが従う。

が従う。

2Jを示す。 r会:n以下の住意の自然

or=lの場合にはO三玉P(1)

よりこの不等式が従う。 1~手f の場合~考える o

r-1EN[叫が詫う。叡定(めより 2Jr~nィー2P

(i)二五日仏ρくのが従う。支た純一件2ρ(i)= 
l-~~';;T+lρ (i) が詫う。一方[結論 1J より

ρ〈均二三(n-r十l)/no故にケ-l)/n=

1 (悦←f十l)/n) 二n一川ρ(i)が従う。故

に (r-1)

式が鈍う。

戸(i)が詑う。

後者の不等式を示す。 r=然の場合には

p(i)=l i!.つ 1;'i5(銀十l)/nJ よりこの不
が従う o r;'i5然の場合言ピ考える。 f十1EN[n] 

が挺う。 仮!縫い〉より 2:?=n-r+lρ(均三五三回

ρ(i)が従う O ところがじ結論1 よりお:こ!ρ

(i)三五ケ+1)/n が従う c 放に ~7=n=r+1 t(ぬ三五

ケ十1)/nが従う。後者の不等式が詫う。

2Jが従う。

C結論3Jを示す。 IN[r]から Iへの

Gが一意的に存在して各が N[1うの在意の元

である i及び jに対じて i:;ヰjとα(i)三玉a(j)

とは向値である」及び IN[n-r;記から fへ

bが<--意的に存在して各各が N[n-

Y;討の任意のである i及び jifこ対して，

と b(i) 三~b(j) とは悶値であるj が従う。

ここにおける G 及び b

各舎は全単射である。

いる。 α及び bの

iを Yrユ下の任意の自然数とする。 i三五aくのが
従う。 ρは非減少的である。放に ρ(i)

(の〉が従う。放に ~i=1ρ (i) ρ(a (i)) 
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が従う。ところが αは N[rJから Iへの全単

射である。故に2Jr=1ρ(α(i))= 2JiEIρ(i)が従

う。故に2J[=1ρ(i)三五2Ji'[ρ(i)が従う。 とこ

ろが[結論2Jにおける前者の不等式より (r

-1)/n亘2J[=1ρ(i)が従う。故に

式1。ラL<2JiEIP (i) 

が従う。

tを n-rより大であり且つ n以下である任意

の自然数とする。 b(i)三五iが従う。 ρは非減少

的である。故に ρ(b(i))三五ρ(のが従う。故に

乞fznーγ+1ρ(b(i))三玉工Lnr+1ρ(i) が従う。 と

ころが bは N[n-r;nJから Iへの全単射で、

ある。放に ~i=n-r+l ρ (b(i)) =玄ifIρ(i)が従

う。故に2Ji，[ρ(i)豆2::i=nーγ+1ρ(i) が従う。
ところが C結論2Jにおける後者の不等式より

:E?=n叫 1ρ(i)孟(r十1)/nが従う。故に

f十1
式 20 2Jidρ(i)三三一五一

が従う。

式1及び式2より C結論3Jが従う。〔証明終1

C命題 A4J=ぐは殆ど精密であると仮定する。

Pを=ぐに概一致する任意の定量的確率とする。

また nを任意の自然数とする。

fを Svこ対する任意の殆ど一様な n重分割と

し且つ rを零であるか或いは n以下の任意の

自然数であるとする。 c=くf;N[rJ)と置く。
この場合次の〔結論1Jが従う。

-1 ___TH.，..，' ___ r + 1 
〔結論1J一石一亘P(C)豆一五一。

また〔命題9Jより【定義11Jにおける写像 h

(・，・)が定義可能である。この写像を用いる。

Bを任意の事象とする。次の〔結論2Jが従

う。

h(B， n)-l くれB，n)+2 
〔結論2] n -P(B)- n 

C証明J[結論1]を示す。 r=nの場合を考え

る。 C=Sが従う。故に P(C)=1が従う。こ

れより結論が従う。

f三訟の場合を考える。〔命題2Jより fを
非減少化する或全単射が存在する。この全単射

を固定して αと表記する。また fの α変換
をgとする。「αは N[nJから N[nJへの全

単射であり且つ g=foa且つ各各が N[nJの

任意の元である j亘hを満たす j及び hに対

して g(j)イg(k)Jが従う。 gも亦Sに対する

殆ど一様な n重分割である。 C定義9Jより in

より小である任意の自然数 Jに対してくg;N

[n-l;叫〉ペくg;N[l+IJ)Jが従う。

C定義14Jより 「各各が N[nJの任意の元
である j二三hを満たす j及び kVこ対Lて P(g

(j) )豆P(g(k))，且つnより小である任意の自

然数 lに対して2J::'司ー1+1P(g(m)) 孟2J~~1
P(g(m))Jが従う。一方 P(S)=1及び C命題

15Jより2J::'=1P(g(m)) =1が従う。また C定

義13Jにおける性質2より in以下の任意の自

然数 tに対して O亘P(g(i))Jが従う。 [=a-1

[N[r刀と置く。特(I)=rが従う。故にじ命題

A3Jにおける C結論3Jより

-1 _J ." ___ r十l
vLZieI P(g(t))豆 n

が従う。ところが α1は N[nJから N[nJ

への全単射である。故に2Ji'[P(g(i)) = 2Ji呪行

P(g(α一l(i)))=2Ji刊行P(f(i))が従う。故に

(r-1)/n豆2Ji，N凹 P(f(i))豆(r十1)/仰が従う。

ところが C命題15Jより 2Ji，N[汀P(f(i))=P 
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(くf;N[rJ)) =P(C)。
故に

日
7
三一c
 

p
 

〈一
日一

n

が従う。〔結論1Jが従う。

C結論2Jを示す。 k(B，n) =nの場合を考え

る。 E定義11Jより SペBが従う。 Pは=ぐに概

一致する定量的確率である。故に P(B)=1が
従う。これより結論が従う。

k(B， n)-&.nの場合を考える。 k(B， n) +lE 

N[nJが従う。 k(B，n)を獲得する S に対す

る殆ど一様な n 重分割を h とする。くh;N 

[k(B， n)J)曹長Bが従う。故に P(くh;N[k(B， 

n)J))亘P(B)が従う。 C結論1]の左側の不等

式より (k(B，n)-l)/n豆P(くh;N[k(B， n)J)) 

が従う。故に (k(B， n)ーI)/n冨P(B)が従う。

一方k(B，n) +lEN[nJ及び k(B，n) の最大

性より B弐くh;N[k(B， n) +1J)が従う。故

に P(B)三P(くh;N[k(B， n) +1J))が従う。

一方 C結論1Jの右側の不等式より P(<h;N 
[k(B， n) +1J))三三(k(B，n)十2)/nが従う。故

に P(B)云(k(B，n) +2)/nが従う。故に

…
7
 

く
=B
 
P
 

〈一一n一
n
B
一

'
R
一

が従う。〔結論2Jが従う。 〔証明終]

〔命題 A5Jペは殆ど精密で、あると仮定する。
P及び Q の各各を=ぐに概一致する任意の定量

的確率とする。 P=Q即ち「任意の事象 Afこ

対して P(A)=Q(A)Jが従う。

〔注意1この【命題 A5Jは C命題21Jに他な
らない。しかしここではサヴェジ[1J第3章

第3節35頁の証明中の第 4a段及び第 4b段の

論述に従って証明を与える事にする。

[証明JAを任意の事象とし且つ n を任意の
自然数とする。 C命題 A4Jにおける E結論2J
より

h(A; n) ーL<P(A)<~(A， n) +2 
n 三三P(A)ー

旦つ

…
f
 

〈)一
小
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が従う。故に

( -3) 
一瓦一豆P(A)-Q(A)孟五

が従う。 ところがここに nは任意の自然数で

あり，また limくl/m;mEN)=O。故に PCA)

=Q(A)が従う。ここに A は任意の事象であ

る。故に P=Qが従う。命題が従う。

〔証明終]

〔注意J[命題22Jの証明における式6の次から
その証明の末尾までの議論及び C命題 A1Jの

次に従う C注意1における不等式(*)及び C命

題 A5J より 〔命題22Jの結論を導き， 且つ
C命題20J の証明の議論により定性的確率に概

一致する一意的に存在する定量的確率が定量的

に精密で、ある事を示す， と言うのがサヴェジ

[1J第3章第3節33頁最後の段落から同章同

節36頁最後から第二番目の段落まで，即ち同書

の35頁から36頁までに提示されているサヴェジ

氏の略式証明の末屠まで，において展開されて

いる論述の筋道である。
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