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経済学研究 51-1

北海道大学 2001.6 

コインの投げ上げに関する未知岡定の確率について

園

1 .はじめに

とにかく次の書物に注目したいのである O

Savage， LeonarせJimmie，The Foundations 01 

Statistics， W江ey，New York， 1954， Second 

Revised Edition， Dover， New York， 1972. 

サヴェジ氏はこの「基礎論jの第 3章第 7

節の， 50頁から 51頁にかけての，冒頭の段落

において， r未知固定の， unknown but fixedJ 
確率に関るある重要な論点を簡潔かつ明断に述

べているのであり，これを引くと次である。

A problem often posed by statisticians is to 

estimate企oma sequence of observations the 

unknown probability p that repeatedむialsof 

some sort are successful. On an 0同ectivistic

view，出sproblem is natural and important， 

for on such a view the probability白紙 acoin 

falls heads， for example， is a property ofぜle

coin that can be determined by experimenta-

tion with the co泊釦din no other way. But 

on a personalistic view of probability， strictly 

interpreted， no probability is unknown to the 

person concemed， or， at any rate， he can de-

termine a probability only by interrogating 

himselt， not by reference to the extemal 

world. 

つまり，ある種の反復され得る「試行jを想

定しておいて，その「試行Jがもたらす「結果J
が「成功Jであるという事象に対する「未知面

信太郎

定のJ確率pを，その想定されている rr試行j
の系列jがもたらした「結果Jであると解釈さ
れている打観察jの系列」から， r推定するJ
ことを試みるという問題が，実にしばしば統計

家によって取り上げられてきたのである。 f客

観論的なJ見解によれば，問題の確率pは，
例えば特に，一枚の(少なくとも多少は歪んで

いるかもしれない)コインを投げ上げる場合に

「表jが出る確率は，問題の「そのJコインに
関する「実験jによって，またぞれのみによっ

て決定され得る， rそのJコイン自身の「客観
的なJ't:生質に{也ならないのであり， i足って，こ
のような「推定J問題は「自然なJものであり，
統計学において基本的な重要性会持つこととな

るのである。だが，確率に関する「個人論的なj

見解からすれば，この見解を「厳格にJ解釈す
るのならば，確率概念を蒸礎づけるために導入

される(理念化された)rその億人jにとって
は，いかなる篠率も「未知Jとはなりえないの
であり，つまり「その個人Jは， r外的なJ世
界に言及することによってではなしに，自分自

身に対する f行動的な」尋問によって，またそ

れのみによって， r自身のJ確率を定め得るの
である Oなお，サヴェジ氏の枠組みにおいては，

確率が「存在する」ということが「その個人j

の「選好jに基づいて「証明される」のだが，

この f選好jは， rその個人Jが行う「想像上
のj実験によって定められるのであり，結局，

fその個人Jにとっては，確率は「存在するjの

みでなく， r実験的にj確定するのである。従
って，一見すると， r個人論的な」見解は，統
計学における典型的な開題を定式化すること
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「すらJできないように思われるのである。し たすfの「存在j及び「一意性Jが「証明され
かい実際には， rコインの投げ上げJ的な状 る」ことが要求される「はず」なのである。ま

況に対して， r個人論的な」見解にままづく明瞭 た，そのような要求に「答える」ために，その

な定式化と分析とが既に与えられているのだ システムに関する「法則Jという事柄を，かな
と，サヴ、ヱジ氏は判断しているのである。 り一般的な様式で， r関数Jとして「捕え藍すj，
このような「未知閤定のj確率の定式化及び つまり結局の所「定義するj，作業が行われる

f存在Jに関する議論との連関で，ほとんど「必 はずなのである。だが， r法則」概念よりも「確
然的に」言及されるのがBrunode Finettiによ 率J概念の方がより明白であるとは，多分判断
る古典的な議論であり，これを次の節で取り上 し難いのであり， r通常のjロジツクからすれ
げるのだが，しかし，ここではとにかく「未知 ば， r確率jの「存在j及ぴ「一意性」を「あ
固定のj確率という事柄が fあたりまえJのこ たりまえjと見なすことはかなり国難となるは

とではないことを簡略に確認しておきたいので

ある。つまり，実に多くの統計学の教科書にお

いて，特に「コインの投げよげjの実験との関

りにおいて， r未知屈定のJ確率pが，特に，例
えば，rその」コインが「表」を現す「確率jpが，

fあたりまえ」のように「数学的なj形式(併

えば，ここでの記号p)によって， rさりげな
くj導入されているのだが，このようなやり方

は今日の「通常のJ論法からすれば「少し」問
題があるのである。なぜならば，この記号pが

指し示している「はずjの「対象jが「未知で

固定されているJという想定は，多分，その「対
象」が「存荘」して「一意的に」定まることを

「日音黙の内に」前提としているはずだ、からなの

である。だが，この「対象Jとは実は「確率J
であり，従って，ここでの「存在J及び
性Jは， r確率， probability jとは結局いかな
る事柄なのかが「明断なj様式において f定義J
されていないのならば，その性格がかなり媛味

であり，しかも， r確率Jなるものの内訳は「通
常は」少しも明らかではないのである。例えば，

あるシステムを考察している研究者が，そのシ

ステムに関するある「法則jを想定して，さら

にこれをfと表記して，このfに関するなんら

かの方程式を設定したとすると，このようなや

り方は， r数学的なJ形式の利用の仕方として
は(今日では)多分「ありふれているJのだが，

しかし， r通常のj論法からすれば，なんらか
の「明断なj枠組みにおいて，その方程式を満

ずなのである O

ところで，この筆者の論述では， rコインの
投げ上げJ的な状況を議論する際にしばしば現

れる「確率jpの非自明性を，つまり，記号pに

よって象徴されているであろう「存を」の性格

が「あたりまえ」ではないことを，ある程度ま

で精確かっ慎重に「確認jしたいのである。こ

のような「古典的な論点jの確認は，多少の学

問的な，また教育上の，問題提起を含むことで

あろう。

2.交換湾能性に関する deFinettiの表現定理

確率に関する「客観論的なJ見解は，統計学
においては事実上「頻度論的なj見解なのだが，

この f見解Jに忠実に(統計学における)確率
概念を基礎づけようとすると，既に「コインの

投げ上げj的な状況において無視し得ない問題

点に出会うのである O なお，この問題点に関す

る簡潔な説明として，国(2000年9月)を参照し

て頂ければ幸いである O だが一方，上の節で言

及したように， rr個人論的なj見解に「徹するj
場合には， rコインの投げ上げj的な状況を定
式化すること「すらJできないのではないの
かj，という疑念が提示され得るのである O そ

こで， r頻度論的な」流儀において問題の「未
知閤定のjpが導入される状況を少し反省して

みる必要があるであろう。つまり， (多少は歪

んでいるかもしれない)コインを投げ上げて，
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そのコインのなんらかの「着地Jを観察し，そ
の観察が， rそのコインは「表jを現しているj
という結果か，それとも「そのコインは「裳J
を現しているJという結果かの，いずれをもた
らしているのかを「記録するjという試行を，

「その個人Jは考えるのだが，彼は， rこの試
行を「向様のjやり方で「限りなくj反復する

という状況を想定する場合に， r表Jが現れる
穏対的な頻度が「限りなくj近づくであろう「よ

うなJ値がpであるjという，r未知国定のjpに
対する f頻度論的な」解釈を知つてはいるので

ある O しかし，彼自身の立場からは，このよう

なpを「確率jとして承認するわけには行か

ないのであり，結局， rそのコイン」を一回投
げ上げる場合に f表Jが出る「確率Jとは， rそ
の個人Jにとっては， r問題の投げ上げの結果
がf表Jである場合に，またその場合に限って， 1 
単位の貨幣が賞としてもたらされるJという「く
じJの値段を自身で見積る擦の， rそのJ値段
であり，彼にとっては，この「値段Jよりも多

くの額をその「くじjのために支払うわけには

行かず，一方，それ以下の額とその「くじ」と

を引き替える「覚悟jが彼自身にはあるのであ

る。このように， r表Jが出る「確率jとは， rそ
の個人jにとっては，自分自身が定めるf値段」

以外の何者でもなく，それは彼にとっては，少

なくとも原理上は， r既知jなのである o(なお，
de Finetti (1937)が明瞭に示しているように，

貨幣の「効用Jの影響を無視できるような状況
においては， r個人jが見積る「僚段jによっ
て「確率jを「定義する」というこの流儀が「う

まくJ行き，この「定義Jによって (r確率J
の初等的な計算の基礎である)加法法則や乗法

法剥が「証明される」のである。)

ところで，任意の指定されている正の整数n

に対して，問題のコインに関する投げ上げを(1

屈のみでなく)n回行う状況を想定してみる

と， rその個人jは，この「投げ上げjが行わ
れる fまえJに，全体で2"個ある(各項が「表j
か「裏Jかである長さ nの系列で表現される)

可能な観察結果の各各に対して， r原環上lij，
自身の「確率jを「定めるJことが fできるJ
のである。(なお，これらのf確率Jの値は (r確
率jの計算法尉に関して)矛盾をもたらすもの

であっては fならないJのであり，この「なら
ないJとは， rその傍人Jは，様様な fくじj
の自身にとっての f儀段jを見積る際に， rそ
れらの「値段Jの内のある総合せが自身に「必
ず損をもたらすjjょうであってはfならないJ
し，しかも，様様な「くじjを提供する側も，

「それらの「値段」の内のある組合せに対して

は f必ず損をするjjなどということがあって

は fならないj，ということなのである。)しか

し， rコインの投げ上げjに関する「頻度論的
なJ議論が持ち出されるような「通常の」状況
において，n阻までの fそのJコインの「投げ
上げ」が行われる「まえJに，n屈までの「投
げ上げjにおいて現れる f表」の部数が等しく

なっている結果の系列に対して， rその偶人j
が巽なる「確率Jを配分することが，はたして
容認され得るのであろうか。問題の「通常のJ

状況では，しばしば， r未知閤定のpが与えら
れていると想、定するのならば，その想定の下で

は f独立で同一jであると見なされる f試行」

から成る，一つの系列jというものが持ち出さ

れるのだが，このような独特の「系列」が持ち

出されて「しまうJ状況では，いわば「悶様なj
試行の「繰り返しJが問題となっているはずで
あり，問題の「投げ上げJが始まる「まえJに
おいては，n留までの「表」の総数が「等しいj

系列は， rその個人」にとっては言わば「無差
別jである「はずJであろう。つまり， r同様
なJ試行の「繰り返しJというような状況を，
問題のpを持ち出さずに，従って，安直に独

立同一分布の仮定を持ち出さずに，rその個人J
の立場から「捕え産すjことを試みるのならば，

結局の所，このような「無差別性Jに行き義く
のではなかろうか。この「無差別性Jを前提と
するのならば， rその個人jは，n囲までの「表j
の総数が等しい系列に対しては問ーの「確率J
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を配分することとなるであろうし，さらにま ことであって，このような「無般的な系列Jが
た，この「配分jを前提とするのならば， 1確 (1その個人jの立場から見て)1自然なjもの

率jの計算法則により，n閉までの結果のいく

つかから成る部分的な系列において， 1表j及

び「裏jの総数が共に一致するのならば，それ

らは fその個人jにとっては同一の「確率jを
持つ，ということが従うのである。一方nは，

任意の指定されている正の整数であるから，各

正の整数nに対して同様の「確率」値の車分

が (1その個人jによって)遂行されることと

なり，しかも，異なる nに関するものではあ

っても，これらの「値Jの全体は (1確率Jの
計算法則に関して)矛盾しては fならないJの
である。

そこで， 1コインの投げ上げ」的な状況を「そ

の偲人jの立場から多少反省するのならば.rl試

行jから成るその無限的な系列においては，各

「試行jがもたらし得る f結果Jは「表jか「裏j
かのいずれか一方であり，しかもこの無限的な

系列の空でない有限的な任意の二つの部分的な

系列を考える場合，それらの部分的な系列がも

たらし得る「結果jの系列の関でf表J及び「裏j
の総数が各各等しいのならば，ぞれらの可能な

「結果Jの系列に対する fその倒人Jの「確率J
は等しいJという性質を満たす， II試行jの無
限的な系列」に行き着くこととなるようでであ

る。ところで，このような打試行Jの無限的
な系列jは「交換可能性， exchangea凶ityJを
満たすなどと替われたりするのだが，交換可能

性の概念は，今日では(ここでの第 3節及び

第 4節で普及するように)確率論的な枠組み

においてより一般的な様式で f定義Jされかっ
議論されるのが普通である。しかしここでは，

「コインの投げ上げj的な状況に議論を限定し

ておいて一向にかまわないのである O なお，こ

こで注意すべきなのは， 1頻度論的なj議論に

おいて問題の未知画定のpが持ち出されてし

まうような状況を fその個人Jの立場から反省
するのならば， 1交換官I龍性を満たす， 1試行J
の無限的な系列jに行き着くであろう，という

なのだなどというわけではなく，つまり，議論

の筋道の上で注意すべきことは， 1交換可能性
を満たす， 1試行」の無眼的な系列」という概

念の f偶人論的なJ正当性なのではなく，この
概念が f頻度論的な」状況を「個人論的にj反

省することによって多分「自然にJもたらされ
るであろうということなのである。

ところでdeFinettiは， (かれ自身の

義に基づいて)1交換可能な無限的系列Jの重
要性に気づき，しかも，このような系列に対す

るある基本的な「命題jを導いたのである O こ

の「命題Jは，今日では IdeF訂le校iの表現定
理jと呼ばれており，彼は避くとも 1928年に

はこの結果を得ていて，しかも Bolognaの国

擦数学者会議で報告しているのである。また彼

は， 1935年 5月の 2，3， 8， 9，及び10

日の五B間にわたって，the Institut Henri Poin-

careにおいて，自身の主観主義的「確率」に関

する講義を行い，そこでこの「表現定理jの証

明と主観主義的解釈とを与えており，この古典

的講義がdeFine出(1937)として公表されてい

るのである。そこでこの「表現定理jを，なん

とかdeFine出の流儀を尊重しつつ，提示しよ

う。まず， sを集合としてwをS上の有限加
法族とし，さらにp を(s，W)上の有限加法的

確率測度とする。さらにまた，Xr， r=l， 2， 3，…， 

を(s，~証)上の確率変数から成る列として，し

かも，各Xrが取る伎は lか Oかのみである

とする。そこで，変数列Xr，r=l， 2， 3，…，は交

換可能性を満たすものとする。即ち， 1この変

数列の空でない在意の有腹部分列Xr(k)， k=l， 2， 

…，K，と，各項が lか Oかである任意の数列

Xt k=l， 2，…，K，とに対して，確率P(Xr(k)=Xt k 

=1，2，…，K)の値は，数列Xk'k=l， 2，…，K，にお

ける l及び Oの総数のみによって定まり，変

数列の取り方には依存しない」と仮定するので

ある。すると，単位区隠1=[0，1]上の(この区

間の部分区間の全体から生成される)Borel集
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合族を定義域とする完全加法的な確率測度M

が存在して， (上で言及した)確率P(Xr(k)=Xk， 

k=1，2，…，K)カ" Xk， k=l， 2，…，K，における l

及び Oの総数を各各 G及びbとすると，変数

列の部分列及び(l及び Oから成る)数列の

取り方がいかなるものであれ，次の穣分によっ

て表現されるのである。

1 pa(l一山(中)
しかも，この完全加法的確率測度M は一意的

に定まる。(なお，この積分を便宜上官(a，b) 

と表すこととしておく。)

サヴ、エジ氏が衛i裂に指摘しているように，こ

の「表現定理Jのみを示すのならば， Hausdorff 

moment problemに関する議論を考慮すれば良

いのである。(なお，石黒(1977)の第 2章第

9節Eの82頁から 88頁にかけて，このHaus司

dorff moment problemの説明がある。)また，

交換可能性に関する「表現定理Jを一般化する
議論が幾っか為されているが，古典的な議論と

して，特に Hewittand Savage (1955)がある O

しかし，ここで問題とするのは，この f表現定

理jが「確率jとの関りにおいて「意味するj

事柄である。 deFinettiの主観主義によれば，

一連の「確率jの億とは，結局の所， rその個
人Jが定める「整会的な， coherentJ 値段のシ

ステムに他ならないのである。そこで，健 1

及び Oを各各「そのコインjの「表」及び「裏j

と解釈するのならば， r確率JP (Xr(k)=xk，k= 
1，2，…，K)とは正にこのような「個人的な」値

段でなければ「ならないJのであり，それらの
値は， rコインの投げ上げjがもたらし得る可
能な諸結果に対する「その個人Jの整合的な「値
段のシステムJを形成することとなるのであ
るO だが， r表現定理」における M は，数学的
には紛れもなく確率測度なのだが，rその個人j

が定める値段のシステムの一部分ではなく，そ

の値段のシステムを表現するために導入されて

いる「補助的な量Jなのであり，それは「本来
のJ，つまり「その個人jにとっての， r確率j

などではないのである。そこで，この「補助的

を利用するのならば， r通常のj統計家
が， rこのコインが f表Jを見せる確率pを自
分は知らないのだが，それが二分の一以下であ

ることは篠実であると思われる」と表現する状

況は，本来は， rこのコインの投げ上げから成
る系列を，自分は，交換可能性を満たす系列で

あると見なすのだが，しかもその交換可龍な系

列に関する測度M は区間[0，1/2]に対して値

1を自己分しているjと表現されるべき状況と

なるのである。つまり，交換可能性に関する「表

現定理jに現れる「補助的な量JMを利用す

ることによって， r未知固定のj篠率pが(r客
観論的なj議論において)持ち出されてしまう

ような状況に対して， r本来のj確率のみを用
いて (rその偶人jの立場から)明献な表現を

与えることができるのである。だが，ここで注

意すべきことは， r未知圏定のJ確率を利用し
ている表現そのものを fその個人」が拒絶する

というのではなく，つまり「未知閤定のJ確率
という「架空のj存在を用いた表現の「有用性j

をfその個人jが認めないというのではなく，そ

のような表現が関っている状況は，pを持ち出

さずにM を利用することで， rその個人Jの立
場から表現し直すことができるということなの

であり，従って， r個人論的なj見解が本来は
「未知国定のJ確率の存在を認めないはず、であ
るということに基づいて，その見解の「欠陥j

を指摘するという流儀は，少なくとも論理的に

は，正当とは苦い難いということなのである。

さらに注意すべきことは， rそのコインの任意
有源問の投げ上げがもたらすであろう諸結果J
というものを fその偲人jは想定しているのだ

が，しかし， rr任意有限間の投げ上げJが限り
なく反複されるJというような状況には「その

偶人jは関つてはいないのであり，さらにまた

「その個人Jは， rrそのコインを浪りなく投げ
上げ続けるJという作業が限りなく反援され
るJというような状況にも関りがないのであ
るO つまり， rその個人」にとっては， r試行」
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とは正に「一四限りjのものであり，従って， r投
げ上げjや「投げ上げの系列Jは， rそのj投
げ上げや投げ上げの「その」系列なのであって，

為されるとすれば， r唯一間のみjなのである。
ところで， de Fine社iの表現定理における M

は「補助的な量Jであって「確率Jではないの
だが，しかし，やはり deFinettiが示している

ように，このM を rr確率Jの極醍」と見なし
得るのである。つまり，

えと:か
と置くと，o εIかっM({ol)=Oを満たす任意

のsに対して、次の式が従うのである O

lim P CXn~ δ) 口 M([O， δJ). 

ここで，Enはrn屈までの投げ上げにおいて現
れる f表Jの総数の割合jであり，従ってこの

式は，oが完全加法的確率測定M の連続点で

あれば， rこの「表jの割合がδ以下となるJ
ことへと「その個人jが配分する「確率jが，

投げ上げの屈数が限りなく増大する状況におい

て，値M([O，o])へと限りなく近づくことを

意味しているのである。(なお，nδ以下である

最大の整数を mとすると， r表J及び「裏jか
ら成る長さ nの系列で「表jの総数がm以下

であるものの個数は当然有限であるので，rn 
困までの投げ上げにおいて現れる f表」の総数

の都合は 8以下である」という事象に対応す

る S の部分集合は，有限加法族~に属してい

るのである。)ここで控意すべきは， r任意有限
囲の投げ上げ」が遂行される「まえ」に，交換

可能性を満たす f確率Jpが「その偲人jに
よって「定められているjのであるから， rそ
の個人Jが極限的な操作を「遂行する」ことを
前提とすれば， r補助的な量JMも， rその個
人jによってあらかじめ「定められているjこ

ととなる，ということである。このように， rコ
インの投げ上げ」における f未知屈定のJpが，
fその個人Jが定める測度M によって「置き換
えられるjのであるが，しかし， rその個人Jに

とっては f未知固定のJpなどは元来「存在し

ない」のであるから，このM をrr未知由定のJ
pに対する自分自身の事前分布」などと見なす

ことは，少なくとも「その偶人jには， rでき
ないjはずなのであるO つまり， rpの事前分
布」という表現を用いるとしても，それは「便

宜上の」表現に過ぎないのである。

さらにまた，交換可能性を満たす (rその俗

人jの)pを利用して， r観察結果が与えられ
ている場合における，特定の結果が今後現れる

であろう「確率JJを「その偶人jの立場から
考察できることは重要である。つまり，例えば，

rn題までの投げ上げの結果が与えられている
場合において，n十1屈自の投げ上げで「表j

が現れる「確率JJを「その個人Jは開題とす

るのだが，ここで注目すべきなのは，Xk=xk，k 

=1，2，…，n，という観察結果が与えられている

とすると，この場合のf条件っき確率Jp(.I Xk 
ごころ，k=1，2，…，n)に関して，変数列X"l=

n+1，n 十2，…，は再び交換可能性を満たしてい

るということなのである。実際，任意の正の整

数m に対して， X，之江x"l=n十1，n十2，…，n+m，

を可能な任意の結果として，この結果における

1及び Oの総数を各各 C及びdとすると，但

し，与えられている結果不=xk'k=l， 2，…，n， 

における 1及び Oの総数を各各G及ぴbと

しておくのだが， r条件っき確率Jp (X，=x" 1 
=n+1，n+2，…，nトmI Xk之ごろ，k 1，2，'・・，n)

は次の積分によって与えられることとなる O

「1町い(

r ，" pα(1 -p)b 
= I pC(l_p)a，-一一--:--;-M (dp ). 
JI r ' 7r(aヲb)

つまり ，n囲自の投げ上げまでの観察結果が与

えられているとしても，n+ 1由自以降の f試

行jの系列は， rその個人Jにとっては，依然
として交換可能性を満たしているのであり，し

かし，表現定理における f補助的な量JMが，

次のM'に置き換わるのである O
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M〆(β)=π一l(a，b)I pa(1 p)bM(dp) 
JB 

なお，この β は単位区間Iにおける任意の

Borel集合である。また，注意すべきなのは，

fコインの投げ上げj的な状況では， rその偶人」
にとっては， r未知眉定のJpは元来存在しな
いのであるから，M と同様にこのM'も， (rそ

の偲人jにとっては)本来の「確率」ではない

のである。従って，このM'を， r観察結果が
えられている場合の，pに関する事後分布J
と呼ぶとしても，この rpに関する事後分布」
という表現は，あくまでも「便宜上の表現jに

過ぎないわけである O なお，上ではπ(α，b)が

Oでないことが暗黙の内に仮定されている。

さらに，この「条件っき確率jとの連関で，

既に観察されている「表jの相対的頻度と， rそ
の観察結果が与えられている場合の，次の投げ

上げで「表Jが現れる「確率JJとの「近さjが，
既に観祭されている投げよげの間数が限りなく

増大する状況において，また，ある「確率的な

意味Jにおいて oに「収束するjことが示さ
れるのである。実際，上のM'(dp)をM(dpI 

Xl， . . . ，Xn)と表記しておき，さらに

4z  l(1〉JLXK-pYM(dpi X1?・..，Xn) JI n問問_，，， -A

と置き，eを任意の正の実数として，d.な Eを

満たす観察結果xk，k=l，…，n，が得られる「確

率」を α(n，e)とすると，nが限りなく増大す

る場合に，a(n，e)が Oに収束することが示せ

るのであり，これより，

~L~=lXk 1 pM伽 1ラ うら)

の絶対値が E以上となるような観察結果x"k=

1，…，n，が得られる「確率Jは，この与えられ
ている任意の正の数 Eに対して，nが限りなく

増大する場合に Oに収束することが従うので

ある。ところで，

J附(中 IXl'''' ，X/1) 
= P (Xn+1 = 1 I X k出 xk，k口 1，ヲn)

であるから，この結果は，観祭結果から得られ

る「表」の相対的頻度と，その観察結果が与え

られているという条件の下での次の投げ上げで

「表jが現れる (rその傍人」にとっての)r確
率」との「隔たりがJ，観察の回数nが限りな
く増大する状況において， r確率的な意味jに
おいて Oに「収束するjことを主張している

のである。なお，観祭結果x"k=l，…，n，に対

rc:、する「確率jが Oの場合にはM(dp I Xp…xJ 
を「自然に」定義することはできないが，しかし，

このような観察結果が得られる「確率」が，各n

に対して Oであることが， rその個人」によっ
て「あらかじめj定められているのである。

このように， r客観論的なJ文脈においてき当
然のことのように持ち出される「未知閤定の確

率Jpを， rその個人」の立場から冷静に反省
してみると，同様の「試行jの反複から成る「限

りない」系列がもたらすであろう相対的頻度の

「極限Jというようなものはなんら持ち出す必
要はなく，むしろ本質的なのは，その rr試行J
の無限的な系列jに対する交換可能性と(交換

可能性に関する)r表現定理jなのであり，そ
の際現れる (rその偶人jの「確率Jの f極限J
として捕えることができる)r補助的な量JM
によって， r未知屈定のJpがはたす役割が言
わば「置き換えられてしまう」のである。さら

には，観察結果に基づく棺対的頻度仁観察結

果が与えられている場合の「確率Jとの稿たり
が，観察の回数が絞りなく増大する状況におい

て， rある確率的な意味で oに収束するJこ
とを， rその個人jは「あらかじめj承知して
いることとなるのである。

3. Kolmogorov systemと「隠されるj論点

ところで，交換可能性の概念は，今日では「通

常のj確率論的な枠組みにおいて議論されてい

るのであり，つまり， Kolmogorov system (あ

るいは Kolmogorovの公瑳系)にさまづいて「表

現定理jが導入されるのだが，しかし，この sys伽
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temの(不気味な程の)機能性が， r確率Jのf存 とする o YnはX1，"'，Xnの算術平均であり ，n 

在jに関する論点を言わば「躍してしまうJの 回までの投げ上げにおける「表jの割合である。

である。このような「事実Jは， r数学的なJ形 また，正の整数kに対してPk=P(X=1， i=l，…， 

式に慣れてしまうと多分「忘れ去られるJ恐れ k) と置く。すると，確率測度Pに基づく期待

があるのであり，ここで敢えて確認しておくこ 値作用素E と交換可能性とを利用すると， f壬

ととする。なお， Kolmogorov systemに基づ

く交換可能性の簡潔な説明として Galambos

(1982)がある。また論文集のKochand Spiz-

zichino (1982)があるが，専門的である。

ここで，苦を集合Q上の完全加法族として，

Pを可測空間 (Q，~)上の完全加法的確率測

度とする。また，X， i=l， 2，…，n，…，を，正の

整数を添え数とする (Q，~)上の(実数値を

取る)確率変数の列とする。この場合，この変

数列が「交換可能， exchangeableJであるとは，

在意のまの整数nとこの変数列の任意の有隈

部分列島山i=1，2，…，n，と，さらに任意の実数

列x"i=1，2，…，n，と集合{1，2，…，n}上の在意の

置換σとに対して，

P(X(l) :<:; XI，・.，X(i):<:; Xi，'" ，X(n):<:; Xn) 

= P(X(l) :<:; X.σ(1)'・..ヲX(i):<:;X，，(i)'

‘，X (n) :<:; X，，(n)) 

が成立することである。なお，この定義から，

上の等式の右辺の変数列X(i)，i口1，2，…，n，を冒

頭から第n項までの変数から成る列X，i=1，2， 

…，n，に置き換えてもやはり等号が成立するこ

とが従う。ところで，各Xが l及び Oのみ

を億として取る場合には，この交換可能d性の定

義は(見掛け上は)前節のものと一致するが，

しかしここでは，Pは完全加法的確率測度で

あり ，(Q， ~， P) は確率空間であり，つまり

Kolmogorov systemが前提となっているので

ある O なお以下では， rコインの投げ上げJ的
な状況との連関を考意して，この l及ぴ Oの

みの場合を議論する。

前節において支nと表記した変数をここでは

五とする。即ち，

五 nεLIXi

意の正の整数m及びnに対して，

弓 11 11 
E((Ym - YIl)") = I一一…1(P1-P2) 

1m nl 

が従う。従って，m及びnが「眠りなく」増

大する状況においては，左辺の期待値は Oへ

と収束することとなる。従って，変数列Y.，n=

1，2，…，は L2(Q，~， p) における Cauchy 列であ

り，L2(Q， ~， p) の完備性から，この関数空間

に属するある可測関数Uが存在して変数別oYn， 

n=1，2，…，はこの関数空間のノルムに関して U

へと収束する。 Pの零集合上で Uの値を変更

しでもこの収束は成立するから，この Uとし

て実数値をとる確率変数を取ることができる。

つまり，変数列 Y町 n=1，2，…，はこの変数Uへ

と平均収束することとなる。従って，五，n詰 1，2，

・・，は Uへと確率収束する。一方，五の値は

O以上かつ 1以下であるので，Pのある童書集

合を除けばUの債は O以上かっ 1以下とな

る。故に，Pに関する Uの分布は単位毘関Iの

Borel集合族を定義域とする完全加法的確率澱

度と見なせることとなる。そこでこの(pに関

する)uの分布を M と表記しておく。すると，

Yn，n=1，2，…，は Uへと法問収束するので，

M ({o})=Oを満たす在意の実数δεIに対して，

lim P(九三 8)=M([O，δ]) 

が従う。またやはり法則収束から，任意のlEの

整数kに対して，

lim E(Y;) = E(Uk) 

が従う。ところが，rnが浪りなく増大する状
況においては，万(Y;)はP

k
に収束する」こと

がわかるので，

Pk = E(Uk) 
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が従う。この等式を M を住って表現すると，

Pk = 1 uk M(du) 
となる。これは，任意の正の整数kに対して

従うので，結局，前節のrde Finettiの表現定理j
における M による積分表現と問億である O 一

方，このような測度M の一意性だが， Weier-

strassの多項式近似定理によれば什上の実数

値を取る連続関数が，実数係数を持つ多項式に

よって一様に近似されるjこととなること，及

び「乗法族から生成される Dynkinclassはそ

の乗法族から生成される完全加法族と一致す

るJという Dynkinclass lemmaに注意すれば，
これは従う。(なお， Weierstrassの多項式近似

定理の説明は，例えば，高木(1961)の第 6章

第78節， 284頁から 286頁，にあり，また

Dynkin class lemmaに関する簡潔な説明は，

f岩波数学辞典、第 3版JI (1985)の「測度
論jのBにある。)このようにして問題の「表

現定理jは，数学的な命題としては， Kolmogorov 

systemの枠組みに基づいて明断に導出される

のである。

さらにまた，変数列九n=1，2，…，は変数U

へと平均収束するのであるから，各正の整数n

に対して，

Dn=E((Yn-U)21XI ，Xi，...，Xpt) 

と置くと，条件っき期待僚の列Dn，n=1，2，…，

はL1 (Q，苦，P)において Oへと収束し，従

って，この条件っき期待値の列は Oへと確率

収束することとなる。このことより，

Yn E(U 1 Xj ，X2，... ，Xn) 

が，nが限りなく増大する状況において， 0 

へと確率収束することが従う。一方， r表現定
理jと条件っき確率とに注意すると，Pのあ

る零集合を除くと，

E(U IXj，X2，...，Xn) 

=P(Xn+j= 1IXj，X2，.・・，Xn)

が従う。故に，YnとP(Xn+j口 11X1，X2，..・ヲXn)
との差は，nが限りなく増大する状況におい

て oへと確率収束することとなる。このよ
うに，変数X1から Xnまでを可測とする最小の

完全加法族が与えられている場合の条件っき期

待値及び条件っき確率を用いて，観察結果が与

えられている場合の(次の屈で)r表Jが出る
「確率Jと，その観察結果における「表Jの相
対的頻度との差が，観察の回数が増大する場合

に， rある確率的な意味Jにおいて Oへと収束
することが従うのである。(なお，条件っき期

待億及び条件っき確率の簡略な説明が，上で言

及した数学辞典の「確率論JのEにある。)
だが， Kolmogorov systemに基づいて証明

される「表現定理」における測度M の解釈は，

決して「自明」というわけではないのである。

実際，Mは変数UのP に関する分布なのであ

るから， r頻度論的なJ立場からすれば，集合
Q から篠率的な法則Pに従って要素ωを(無

作為に)抽出して変数Uの値U(ω)を記録す
るという実験を，抽出される要素を元に戻すこ

とを前提として「限りなくJ反復する場合に，
得られるであろう Uの債の系列に対して求め

られる相対的頻度の rr極限JのようなものJと
して，このM が「解釈Jされるはずなのであ
る。この場合，例えば，uを O以上 1以下の

任意の実数とすると， r~道 U 以下となる U の

値Jの割合の rr極限jのようなものJが，値
M ([0， uJ)なのである O しかしこの解釈は，前

節で議論された「コインの投げ上げJ的な状況
を捕えているわけでは決してない。なぜならば

この解釈は， r未知閤定のJ確事pが関る状況
ではなしに，Pに相当するパラメータがなんら

かの「無作為なJメカニズムによって生成され
た「あとjに，このpに依存する「確率的なj

実験が反復されるという，言わばある種の二段

階実験に関っているからである。結局， Kol-

mogorov systemに基づく「表現定理Jを「頻
度論的にJ解釈しようとすると，この「表現定
理jが， r未知由定のJPが関る状況に対する
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論理的分析に重要な澗察を与えるものであると

いう f事実jが，終に「忘れ去られるj恐れが

あるのであり，このことはかなり用心すべきで

ある。

そこでさらに，確事空間(Q，~， P) の構成の

過程を少し反省してみることとする。つまりま

ず，Qを 1及び Oから成る「無限的なj系

弼の全体であるとする O よりフォーマルに表現

すれば，正の整数の全体から{O，I}への写像の

全体を Q とするのである O この場合，Q の要

素ωは 1及び Oから成る「無限的な」系列

に他ならない。一方「その個人」は， 1及び

Oから成る(空でない)任意の「有限的なj系

列 (XI，X2ぃ・ .，Xn)に対して，自身にとっての「確

率JP(XI，X2ぃ・叶Xn)を対応させるのであり， し
かも，これらの「確率Jの全体は「整会的なJ
ものでなければ「ならない」のであった。また

さらに， rrその個人jは，この「確率jのシス
テムが交換可能性を満たすように(それらのf確

率jの値を)設定する」と，仮定するのである。こ

こで注意すべきなのは，P(XI，X2ぃ a 叶 Xn)から成

るこのシステムが，P(XI，X2，・・ .，Xn)コヱ P(X2，'"， 

Xn，O)十P(XI，X2ぃ・・ ，xn，l)などが成立すること

から， Kolmogorovの拡張定理における「一致

条件， consistency conditionJを満たすというこ

となのである。そこで， {ωEQIω の第k番呂

の項はぬである}という集合を各正の整数kと

各x，E{O，I}とに対して考えて，これらの集会

の全体から生成される(Q上の)完全加法族苦

を導入しておくと，可溺空間(Q，苦)上のある

完全加法的な確率測度Pが一意的に存在し

て，このPはP(XJ， xz，…，X，)から成る「確率J
のシステムの拡張となっていることが， (r確率
論の基礎概念jの基本命題である Kolmogorov

の拡張定環から)従うこととなるのである。こ

の確率測度pはさき然交換PJ龍性に相当する性

質を満たしているのであり，実際，各lEの整数

kに対して，Qの各要素ωにωの第k番呂の

項を(あるいは第k番目の座擦を)対応させる

写像を Xk とすると，この X，は~に関して百I測

であり，写像の列Xk，k=1，2，…，n，…，は交換可

能な変数列となる。従って，この変数列及びP

に対して「表現定理」が成立することとなり，

問題の変数 Uの「存在jが従うこととなる。

そこで，もし fその偲入jが， rこのpは自身
にとっての f確率」を定めるものであるjと「見

なす」のならば，変数 UのPに関する分布M

は，当然「その個人Jにとっての「確率」を表
現することとなるはずである。しかし，前節で

注意したように，このM は， r補助的な量jで
はあっても「その個人jにとっての「本来の」

確率では「ないjはずである。

そこでもう少し反省を進めることとする。問

題の変数Uは 1及び Oから成る f無限的

なJ系列の各各に対して実数値を対応、させる
像であった。一方「その傍人」は， 1及び O

から成る「有眼的なj系弼の各各に対して自身

にとっての「確率jを配分するのであり，彼に

とっての「確率」とは，これらの「確率jから

成る f整合的なJシステムの構成員のことであ
り，より「正確にj述べれば， r整合的なjこ
れらの f確率Jと(これらの「確率jに対して
適用される)r確率の計算jに関する諸法則と
によって得られる「値jのシステムの構成員の

ことであり，他の「値jは(彼にとっては) r本
来の」確率では「ないjのである。しかも，こ

こでの「確率の計算Jに関する諸法期とは，不
確定性に直面している「その個人Jの(損か得
かの見きわめに関する)r選好」によって
イヒされるものでなければ「ならないjのであり，

結局，それらの法則は，諸諸の「くじjの自身

にとっての値段を fその個人」が見積る際に，

「あるいくつかの「くじJが，それらの値段に
関して， rその個人」に対して「必ず」損失を
もたらすとか，あるいは「必ずJ利益をもたら
すこととなるjなどということがないという，

その f見積りの様式jによって正当化されるも

のでなければ「ならない」のである。そこで，

f確率の計算」に関する加法法期及び乗法法則

はこのような「見積りの様式」として正当化で
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きるのだが，しかし，問題の確率測度Pを(Kol-

mogorovの拡張定理にさまづいて)導入する僚

に想定されているであろう「極限的なj操作が，

このような「値段の見積り作業jによって「正

当化されるj見込みがどうも「ないjのである。

実際， de Finettiは， r確率」に対する完全加法
性の仮定を f公理」として認める立場を拒否し

ているのであり，しかも彼は，少なくとも原理

上は， r任意のJ事象に対して「確率jを配分
できる「はずだ、Jと判断しているようなのであ
り，またサヴェジ氏も， de Finettiのこの見解

を支持しているのである O 結局，Pに基づく

変数Uの分布M がもたらす丹副は，上で示

したように f本来のJ確率の「極限jではあっ
ても，多分 fその個人Jにとっての「本来のJ
確率では「ないJのである。なお，ここで注意
すべきことは， r未知画定の」確率pを持ち出
す必要性は(フォーマルには)rない」のであ
り，しかも， rその偶人Jが問題としているrrそ
のコインjの任意有限間の投げ上げ」はただ「そ

のー醤限りjのものとして想定されているので

あり，提って， r頻度論的なj解釈におけるよ
うな， r問題となっているコインを「限りなくJ
投げ続けるという実験を f限りなくJ繰り返すJ
などというような想定を，持ち出す必要性はな

いのである。とにかく，このような反省の過程

を考慮するのならば， rr未知固定のJ確率の「存
在JJという事柄に関する古典的な論点が， Kol-
mogorov systemの(不気味な程の)機能性に

よって f隠される」傾向にあることが多分了解

されることであろう。

ところで， Kolmogorovの拡張定理は Kol-

mogorov (1933)の第 2章第 2節で提示されて

いるのだが，その際Caratheodoryの外澱度が

利用されており，この状況のより詳しい説明と

して，伊藤、清(1976)の第 2章の第 2節及び

第 9節がある。また，この外ilU度の利用は(測

度論における)E.日opfの拡張定理の応用と見

なせるが，この拡張定理の説明が伊藤清三

(1963)の第E 9節にある。また，問書の

第V章第 22節 Iの163頁から 165頁にかけ

て，関数空間LP，Pは1以上の実数，の完備性

の証明(及び注意)がある。さらに，上で言及

した数学辞典の「確率測度」のI及び「測度論」

のEに，それぞれ， Kolmogorovの拡張定理及

びE.Hopfの拡張定還の簡潔な説明がある。

4. r未知盟定のJ母集団分布という「存在J
と独立同一分布の f使定j
fコインの投げ上げjとの連関でしばし

及される「未知閤定のJ確率という事柄につい
て反省を行って来たのだが，交換可能性とその

「表現定理jとによって，結局，このような f未

知国定の「存主JJは，少なくとも「その偶人」
にとっては，論理上は，導入する必要性が「な

いjということが「従うjのである O つまり「そ

の個人jは， r未知固定のJpに言及すること
があっても，そのような言及は「補助的

M を利用する表現によって f置き換える」こ

とができるのであり，つまり ，pを利用する表

現は， r日が昇るJとか「熱の流れJという表
現と同様の雰酒気で，あくまでも「便宜上のも

のjなのである。だがさらに， r通常のj統計
学においては， r未知回定のj母集時分布とい
う「存在jがしばしば導入されるのである。一

方，上の第 2節の冒頭で簡略に言及したよう

に， r確率Jに関する f客観論的なj見解に忠
実であろうとすると，このような「存在」を明

断に「定義」することはかなり困難なのである。

実際，なんらかの「母集団jを想定しておいて，

さらにまた，そこから f無作為にj要素を取り

出し，なんらかの観察を行い，その要素を元に

戻すという操作を， r限りなくj反復するとい
う作業を想定するとしても，結局，そのような

作業によって f得られるであろうj観祭結果の

系列に沿って導入される相対的頻度の「極限j

のようなものや，あるいはその f集まりJを，
考察せざるを得ないであろうから，そこで，こ

の「極限jという事柄をなんとか しな
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ければ fならないJはずなのだが，しかしここ
で， r定義Jしようとしている f母集団分布の
概念Jが，既に「定義Jされているのだとして，
議論を進めてしまう「恐れjがあるのである。

つまり例えば， r収束Jを「定義Jする際に f母
集盟分布に関する確率収束Jのようなものを持
ち出したり，さらには，要素の f無作為なJ抽
出を「定義Jするために f母集団分布の積Jを
持ち出してしまう，などということが起り得る

のである O しかし，交換可能性の概念を利用す

ることによって，この「未知回定のJ母集団分
布の「存在Jゃ f無作為なJ抽出にかんする独
立問一分布の f仮定Jに対しでかなり明断な考
察を加えることができるのである。なお，上の

二つの節では，各変数が 1及び Oのみを値と

して取る場合の「表現定理jを考察したのだが，

ここではこの定理を， {O，l}の場合の「表現定

理jと呼ぶこととする。

ここでは前節と同様に(.Q， 'if，p)を確率空隠

として， Kolmogorov systemの枠組みに基づ

いて議論することとする。x"i=l， 2，…，n，…， 

を，(.a， 'if)上の(実数億を取る)確率変数か

らなる(正の整数を添え数とする)列とし，こ

の変数列が交換可蛤i生を満たすと仮定する。ま

た，各実数xと各正の整数iとに対して，事象

{x，::; X}の定義関数を l;(x)とする。時ち，

x，(ω)壬xであるか否かに従って， J，(x) (ω)は

lあるいは Oになる。すると，各実数xに対

して， l;(x) ， i=l， 2，…，は確率変数列となるが，

交換可能性の仮定から，この列もまた交換可能

性を満たすこととなる。また，各正の数nに

対して，

LUH1yLL U) n-四-.-~ 
と置く。ここで， {O，l}の場合の「表現定理j

を考麗すると，各実数xに対して，ある (0

以上 1以下の債を取る)確率変数U(x)が存

在して，変数列 Y，(x)，n=1，2，…，は U(x)へと

王子均叙束することとなり，従って，

lim E((九(x)-U(X))2) = 0 

となる。ここで，変数列 Y，，(x)， n=l， 2，…，が

U (x)へと確率収束すること，Pに関する零集

合の可算無限個の合併が再びPに関する零集

合となること，及び，実数藍線において有理数

の全体が禰密であることなどに注意すると， r.a 
の各要素ωに対して，U(x) (ω)は実数xの関

数として単調非減少で右連続であるjを満たす

ように，この変数から成る系 U(x)，x は実数，

を選択できることが従うので，以下では，この

ような変数系を一つ間定しておくこととする。

また一方，Y，(x)及び、U(x)は共に有界な変数で

あるので，実数から成る空でない在意の有限列

x
k
，k=1，2，…，K，と任意の有界な変数Zとに対

して，変数列 y，(Xl)五(Xz)…Yn(xK) Z， n=l， 2，…， 

は変数 U(xJ U (xz)…U (xK)Zへと平均収束する

ことが従う。

ここで， r各実数xに対して，U (x)を可測と
するJという性質を満たす最小の完全加法族を
mとする。つまりmは，{U (x)::; u}，x及びU
は実数，という事象の全体から生成される完全

加法族である O この場合実は，怨に属する各事

象Bに対して，

l出 E(Yn (Xj )Yn (ゐ)・・ • Yn (xK)IB) 

P({Xj ::; Xj ，X2 ::; X2ぅ ，XK::;xK}nB) 

が成立する。但しここで，んはBの定義関数

であり ，Kは任意の正の整数であり ，x"k=1，2， 

…，K，の各各は任意の実数である O なおこの結

果は， r各実数xに対して，変数列れ(x)，n=1，2，
・，のある部分列で U(x)へと (pに関して)

ほとんど確実に収束するものが存在するJこ
に変数列Xn，n=1，2，…，が交換可龍性を満た

すこと，そして Dynkinclass lemmaなどに注

意することによって従う。(この要となる等式

への Galambos(1982)の説明は熊絡に過ぎるよ

うに患われる。)

一方，このBに対して，
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lim E(九(Xj)九(X2)・..Yn (xK)IB) n…ゅ。。

= E(U(xj)U (X2)・..U(xK)IB) 

が成立している。故に， r完全加法族が与えら
れている場合の，条件っき確率Jの定義により，

P (Xj ::; Xj ，X2 ::; X2'・・・，XK::;XK 1m) 
= U(Xj)U(X2)'" U(XK) 

という等式が，Pに関するある零集合を除け

ば成立することとなる。そこで，正期条件っき

確率(あるいは条件っき確率分布)を考醸する

と，あるいはより直接的には， r条件っき確率J
の定義，Pに関する零集合の可算無線備の合

併が再びPに関する零集合となること，及び、

実数藍線において有理数の全体が務密であるこ

となどに注意すると， r各実数xに対して U(X) 
はmに関して可測であり ，Qの各要素ωに対
して，U(x) (ω)はxに関して単調非減少かっ右

連続であり，しかも xが負の方向へと限りな

く遠ざかる状況においてその値は Oへと収束

し，さらにまたxが正の方向へと限りなく遠

ざかる状況においてその値は 1へと収束す

るjという性質をi持たすように，U (X)を(必

要に応じて)選択し寵すことができる O この場

合，各正の整数kに対して，U (X)は，実数x

の関数としては，rmが与えられている場合の，
Lの条件っき分布関数Jであると見なして良
い。従って上の等式は， rmが与えられている
場合には，変数列x"i=1， 2，…，n，…，は，ほと

んど確実に，独立かつ向ーの分布に従うjこと

を意味していることとなる。また逆に，与えら

れている変数列に対して，この「条件つきで，

独立かっ同一分布に従うjという性質をもたら

す完全加法族が存在するのならば，上の等式か

ら，

P (Xj ::; Xj ，X2 ::; Xz， . • • ，XK ::; XK) 

= E(U(Xj)U(X2)・..U(xK)) 

が従うので，その与えられている変数列は交換

可能性を満たすのである。そこで，次の命題作)

が従うこととなる。

( * )(Q， 'if， P )を確率空路とする O また，Xi，i口
1，2，…，n，…，を，(Q， 'if)上の実数値を取る確

率変数から成る，正の整数を添え数とする列と

する。この変数列がPに関して交換可能性を

満たすための必要十分条件は，'ifに含まれるあ

る完全加法族mが存在して，その変数列の空で
ない校意の有限部分列が， mが与えられている
場合に，Pに関してほとんど確実に，独立か

っ同ーの分布に従うことである。

この(*)はKolmogorovsystemに基づく(無

限的な変数列に対する)交換可能性の特徴づけ

に他ならず， r条件っきで，独立かつ関一分布
に従うjということがその特徴づけの内訳なの

だが，この命題もまた rde Finettiの定理jと
して言及されるようである。しかし， de Fine凶

が示しているのは，第 2節で述べた{O，l}の場

合の f表現定理Jであって，この(*)は証明し
ていないのであり，しかも，彼自身の主観主義

からすれば，U (X)に相当する変数などは元来

「存在しない」はずなのである。なお，特別な

場合として，各変数x，が l及び Oのみを値

として取る場合を考えてみると，第 3節の「表

現定理Jにおける変数Uに対して，Pに関し
てほとんど確実に，

P(Xj =Xj，X2 =x2，"'，XK=xKIU) 

= Ua(1-U)b 

となる。但しここで，x"k=1，2，…，K，は，各項

が 1か Oかである空でない任意の有眼列であ

り，a及びbは，各各，この有限列における

l及び Oの総数である。だが，ここで問題と

なってくるのは， (*)が「意味するJ事柄であ
る。

「頻度論的なJ流儀において「未知画定のJ
母集団分布という「存在Jが導入される状況を，
fその個人jの立場から反省してみると，とに

かくその状況は， rなんらかの観察を任意有限
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囲反複する」という想定に関っているようであ

り，しかも，この「観察の反後jとの連関で，

「なんらかの母集団からの「同様のJ抽出の繰
り返しjが持ち出されたりするのであるから，

このような状況においては， r想定されている
観察の系列がもたらすであろう結果の諸系列

は，結果が現れる順番を変更することによって

一致するのならば.r河程度にJ確からしいjと，
fその偲人Jが判断するとしても，それ務不当
ではないで、あろう。そこで「その個人Jは，こ
の f結果が現れる順番に関する無差別性Jが満
たされることを配醸しつつ， r可能な観察結果
から成る諾系列jに対して自身の f確率」を「整

合的にJ配分することとなるのだが，その際彼
は， rr問題となっている観察を既に与えられて
いる任意の間数だけ反複するJという試行を，
「限りなくj繰り返すJ，というような想定を持
ち出す必要はないのであり，さらにまた， rな
んらかの仮想的な母集団Jというようなものを
持ち出す必要もないのである。ところで，観察

が反復される個数は任意なのであるから，結局

「その個人Jは， r交換可能性を満たす，無限的
な試行の系列Jを設定することとなるであろ
う。だが，上の(*)によれば， Kolmogorov sys倫

temに碁づく議論を前提とした上でだが，少な

くとも「その個人Jにとっては，この試行の系
列がもたらすであろう諸結果は，r条件つきで，
独立かっ向ーの分布に従うjのである O 特に，

(*)における完全加法族mが， (実数値を取
るとは隈らない)ある確率変数 θを可測とす

る最小の完全加法族である場合には， r問題の
試行の系列がもたらすであろう諸結果は， θが

与えられている場合に，独立かつ向ーの分布に

従うJという状況が「その偲人Jに対しでもた
らされることとなるのであり，これは， r頻度
論的な」議論において， rr未知かっ回定のJi手
数が与えられている場合に，観察の系列は独立

かつ向ーの分布に従うjという想定が持ち出さ

れる状況に対する， rその個人jによる「正当
なJ定式化なのである。このように，主観確率

に恭づく「問題の状況」の定式化は，交換可能

性に関する命題作)によるものではあっても，

「未知間定のJ母集団分布の「存在」や， r仮
想的な」母集団の導入や， r未知国定のJ母数
が与えられている場合の独立同一分布の「仮

定Jというような， r頻度論的なJ議論におけ
る f常識的なj事柄とは別個に， rその個人jの
立場から， r整合的にj為されているのである。
さらにまたここで，第 3節と同様の用心が必

要であるO つまり， (*)を「頻度論的な」立場

から解釈しようとすると，なんらかの「ランダ

ムなj機構によって母集団分布が定まり，その

「あとJで，その母集団分布に従って観察結果
が「独立にJ臨りなく生成されるという，言わ
ばある種の二段階実験の， r限りのない」反復
に関るものとして，この(*)を取り扱うことと

なるはずである。だが，このように「見て」し

まうと， (*)が， r未知国定のJ母集団分布と
いう「存在jや「未知閤定の母数が与えられて

いる場合の，独立同一分布の仮定」というよう

な「基本的なj事柄に対する， r倒人的な」分
析への要であることが，多分「見えなくなる」

のである。

5.三つの論述

交換可能性についての論述をこの小論で網羅

的に検討することは不可能だが，しかし，たま

たま筆者の手元にある三つの論述に言及してお

くこととする。

まずBraithwaite(1957)がある。彼は自身が

確率に関する「客観論的なJ見解に立つこと明
している。従って， rコインの投げ上げJに
おいて，多少歪んでいるかもしれない「そのコ

インjが「表Jを現す河室率」というものは，
「投げ上げ」が行われる物理的な状況が指定さ

れれば，それが「未知jではあっても「客観的

にj定まっていると彼は f見なすjのであり，

このような「未知かつ毘定」の「確率jについ

て語ることは，彼にとっては f全くj正当なの
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である。そこで彼は，結局の所， r頻度論的なJ
見解を採用するのであり，つまり彼は， rその
コインJを「多くのJ回数にわったて投げ上げ
る場合に得られるであろう (r表jが現れる)

格対的な頻度によって， r表」が出る「確率Jが
「定まるjと判断しているのである。一

方彼は， de Fine仕i(1937)やサヴェジ氏の「基

礎論Jに言及しているが，主観論者の問題意識
を f何故かj相当に軽く取り扱っているのであ

るO さらにまた彼は，いくつかの袋の中に(色

のみが異なる)黒及び自のボールが入ってお

り，それらの袋を「無作為に」選び¥さらにそ

の選ばれた袋からやはり「無作為にjボールを

取り出すという，ニ段階抽出実験に言及するこ

とによって， rde Fine仕iの表現定理」の f頻度

論的なJ解釈を試みている O しかも彼は，自分
自身のこの解釈が問題の「表現定理Jの本質を
うまく描写していると思っていたようである。

だが，上の第 3節で注意したように， Kol-

mogorov systemによって，その「存在jと「実

費的な一意性Jとが(不気味な程に明断に)r証
明されるJ変数U を「頻度論的にj解釈して
しまうと， de Finettiが， r表現定理Jを導入す
ることによって精確に分析しようとした「コイ

ンの投げ上げj的な状況が，それとは全く別の

「二段階実験的な」状況によって寵き換えられ

てしまい，その結果， rr未知閤定のj確率など
は元来「存在しない」のであり，しかも，その

ような f未知由定の」存在などは元来導入する

必要がないはずだjという， rこの世界jに対
する主観論者の基本的な「態度Jが，つまり，
f世間の常識jが肯定しているある種の「未知

の存在jに対する厳しい疑問符が，事実上忘れ

去られてしまうのである。結局 Braithwaiteは，

自然科学における(特に物理学における)r確
率jの重要性と，それが収めた実に多くの成果

とを考麗して，自身が立脚している「客観論的

な」見解の正当性を「確かである」と判断する

のだが，だが一方彼は，主観論者の根底にある

(r常識的な存在」に対する)r冷徹なJ境問符

を(自身の心身を過して)感得してしまうこと

を「何故かJ避けたのである。
次に，内井(1974)がある。これは， r確率J
に関する主観主義を哲学の立場から論評した労

作である。この論評の第一部のEにおいてサヴ

ェジ氏の公準系が，また第二部のVにおいてrde

Finettiの表現定理Jが議論されている。しかし
内井教授の考察は，サヴェジ氏やdeFinettiの

思索「それ自体jを発掘し詳述するというより

も，彼らの主観主義と， A. W. Burks， Rich叩

ard C. Je飴'ey，そして RudolfCarnap，という

ような論客たちの議論との連関や，さらには，

帰納法に関する伝統的な議論と f確率jに関す

る主観主義との関りということに，その重心が

あるようである O なお，内井教授が議論してい

るこの独特な哲学的領域に対して，筆者は残念

ながら特別な知見を有していない。そこで，産

接的な批判は差し挫えることとするが，いくつ

かの論点は確認しておきたい。まず，サヴェジ

氏がf基礎論Jで導入している「世界Jsだが，

これは言葉で強引に表現しようとすれば， rそ
の偶人が自身の人生において直面するであろ

う，不確定性の総体jとでも言うようなもので，

ただこれだけではその性格は少しも明瞭でな

い。しかし，このSには実際的な背景があり，

例えば，ある企業家が，仕事や日常生活との関

りで(場合によってはほとんど意識せずに)下

すであろう(自身の人生における)諸諸の決定

を，何故かある時に「この'蹟わしい現実Jから
多少の距離をおいて「一人のj場へと立ち庚っ

て， (自己自身の立場から)統合して一つの f大

きなj決定として捕え直して，この「大きなj

決定が自身へともたらす「一般的なJ収入をな
んとか「冷静にJ見積ろうとする場合，この「収
入Jが，自身の (r行為jとしての)決定のみ
でなく， r世界の状態jにも依存しており，し
かもこの「状態Jに対して自身は fふたしかJ

であると気づくのならば，彼はこの「大きな世

界Jsに関りつつあるわけである O さらにまた
サヴェジ氏は，この「世界jに直面する「その
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個人Jの f合理的なJ行動を， r確率jに関す 彼の立場からは f存在しないJ。また， Gala叶

る個人論的見解との関りで思索し，彼の七つの

公準を探査し提示して行く道筋において，定量

的な偶人的確率の一意的存在，個人的な効用の

存在とその実質的な一意性，そして「個人的な

期待効用Jの最大化の原理という，不確定性下
選好に関する基本的な命題を確立するのであ

るO つまり， sに対する言辞的な規定が漠然と
していても，統計的決定理論の基本的な枠組み

を構築する際には，このSは「数学的な存在」

として(ほとんど)申し分なく「機能するjの

である。もしこのSに対して，あらかじめ，

例えば，特定の内容構成を持つ fくじJという
ような性格づけを行ってしまうのならば，サヴ

ェジ氏の公準系の一般的な(しかしあくまでも

俗人論的な)性格が削減されてしまうであろう

し，それでは理論として多分「ゆたかではないj

のである。一方， r de Finettiの表現定理」につ
いてだが， de Fin日tti(1937)の議論はFourier変

換を用いたもので， r定理jの本質を捕えてい
るなどとは多分言えない。また，彼の雷い分を

簡潔にまとめてみると上の第 2節のようにな

るが，この場合の f表現定理jは， Hausdorff 

moment problemに関する基本的な命題の帰結

以外の何者でもない。だが，第 3節での Kol-

mogorov systemに基づく議論から「見えるj

ように， r表現定理」の「本質Jとは，L2(Q" 
iJ-，p)の完備性以外の何者でもない。だがしか

し，その!努，存在と実質的一意性とが示される

確率変数Uは， de Fine出の主観主義からすれ

ば，少なくとも「コインの投げ上げj的な状況

においては， r存在しない」のであり，従って，
そのような変数の「確率J分布は，彼の立場か
らは「存在しない」。また，第 4節で述べた(r独

立同一分布の仮定jに関る)命題(*)だが，こ

の「定理」を deFinetti自身は証明していない。

また，少なくとも「未知固定のJ母集関分布が
関る状況においては，彼の主観主義からすれ

ば，各確率変数u(x)は「存在しないjのであ
り，従って，そのような変数の「確率J分布は，

bos(1982)は，この(*)が第 3節の f表現定理J

のadirect consequenceだと言っているが，実

際には，測度論的な議論を fまじめにJやらな
いと(*)は出てこない。つまり， de Finettiの

議論の f数学的なj性格はかなり微妙なものな

のだが，しかし，第 3節及び第 4節の議論か

ら多分了解されるように， r未知かつ国定され
ている確率Jという事柄に対する彼の態度とそ
の分析とは， r統計学の基礎づけjに対する重
要な貢献であることには変わりがない。(なお，

f岩波数学辞典第 3版J(1985)は，残念

ながら， de Finettiの業績にはなんら普及して

いない。)

最後にFreedman( 1995/96)がある。 David

FreedmanはP.Diaconisとの一連の共同研究

などで知られる本格的な統計家であり，彼の研

究には，例えば，有践的な系列に関する交換可

能性の考察などがある。しかし，この論述は専

門的というよりもジェネラルなものであり，特

別な予傍知識などは前提としていない。だが彼

は， r統計学の表基礎づけJに関する諸概念や論
点を的確に押さえており，しかも，自身の見解

を執効に述べて行こうとする気力を持ってい

る。彼は，客観論者が事実上frequentistsであ

り，主観論者が事実上Bayesiansであることを

認めているのだが，さらに彼は，主観論者を「古

典的な， classicalJ主観論者とラデイカルな主

観論者とにニ分している O そして彼は，ラデイ

カルな主観論者の倒として， de Finettiとサヴ

ェジ氏とを挙げている O 結局，ラデイカルな主

観論者とは， r未知かつ圏定されている母数jの
f存在」という事柄そのものに， r厳しい」疑問
符を打つタイプのことであり，彼らにとって

は， r未知かつ屈定されている母集団分布Jな
どは元来存在しないのであり，このような「存

在」に対する需要は，より「合理的なjやり方

で対処されなければならないのである。つま

り，ラデイカルな主観論者は， r未知かつ閤定
の存在Jが関ると(世照的には)見なされてい
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る状況を，自身の主観主義に碁づき再解釈し

て，さらに，交換可龍性に関する rde Finetti 
の表現定理」を利用して，このような「存在J
を持ち出すことがない， (少なくとも論理的に

は)より明断な定式化を遂行しようとするので

あるO この「ラデイカルな主観論者Jという

Freedmanの分類は，上の第 2節，第 3節，

そして第 4節での論点を考慮したものであ

り，極めて適切で、ある。しかし軒目dmanは，

「未知かつ圏定Jの「存在jを拒否して(自身
の合理性に基づいて)定式化を行おうとするこ

のラデイカルな流儀を，結局退けているのであ

る。つまり彼は，ラデイカルな主観主義は， r現
実には」行き詰まると見ているのである。さら

に彼は， Bayesian behaviorの(いわゆる Dutch

bookを利用した)正当化に苦及して，しかも，

そのような正当化にかつて彼自身が関ったこと

を注意して，そのような正当化は「現実には」

見掛けほど強い説得力は持つてはおらず，

際，そのような正当化が「現実にj有効となる

穏にまで多くの賭けを「実際にJ為す個人など

は，多分いないはずだと判断するのである。

このようにして Freedmanは，自身の経験と

「現実Jとを踏まえて，客観主義よりも論理的
には一貫しているはずのラデイカルな主観主義

を退けて，敢えて「自身のj客観主義に立つの

である。つまり，彼の客観主義は， r確率jに
関する客観論的見解が重い困難を抱えているこ

とを承知した上での客観主義なのであり，恐ら

くこれは現実主義的な客観主義なのである。さ

らにまた彼は，頻度論的な解釈などは元来でき

ないデータに対して有意性検定の手順をあては

めて，なんらかの f仮説」を f実証してしまうJ
というような，広く世間において為されている

やり方に対しては，はっきりと拒否する態度を

示しているのである O 従って彼は，大勢に迎合

しない非常にフェアなタイプである。

ところで「古典的なj主観論者だが，これは

f通常のJBayesiansである。つまり彼らは， r未
知かつ間定の母数」に対して[事前分布J

入することから推論や決定を始めるのであり，

特に，rコインの投げ上げj的な状況における「未
知間定のJpに対しでも同様の流儀を採用する
のである。しかし，この小論の冒頭の節で引用

したサヴェジ氏の文章が簡潔かっ明断に指摘し

ているように，彼らが「自身のj主観主義に「徹

する」のならば，このようなpの f存在jな

どは f認められないjはずなのである。

6.おわりに

とにかく， rコインの投げ上げに関する未知
由定の確率Jは，多くの教科書において，数学
的な形式との連関で「さりげなくj導入されて

いるのだが，このような「確率jの「存在」は

決して自明ではないのであり， r間いを発する
者jは，本来は，学関上も教育上も，この f確

率」の近傍で「立ち止まる」ぺきなのである O

しかし実際には，ここで論述した古典的な論点

が親切に言及されることは，多くの教科書にお

いて，残念ながらついに為され得ないようであ

る。このことは， Bayesian approachを取り扱

っている書物においても同様であるらしく，rde 
Finettiの表現定理Jに言及している場合でも，

上の第 3節や第 4節で述べたような論点を精

確に提示することが，どうも由避されているよ

うである。やはり， r古典的な思索Jの発掘に
は，多少の学問的な意義があるのではなかろう

か。

2001年 3Ji 6日制
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