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経済学研究 51-3
北海道大学 2001.12 

離散最適化に於ける弱双対定理

田中嘉浩

1.序 形計画でさえ双対ギャップが存症して，双対理

数理計商 (MathematicalProgramming) 

はKarush-Kuhn-Tucker[11 J 1)条件の発見以

来理論・解法の両面からの研究が活発になった

分野であり，工学・理学・経済学への応用が幅

拡く為されている。特に経済学に於いては， ミ

クロ経済理論の最小化・最大化問題を扱う静学

分析の基綾を与えるものであり，資本回収制約

の有る利鶴最大化問題に対する Averch同

Johnson仮説[1Jの導出等の例で分る様に多

くの制約付きそデルの解析や，近年では H.

Markowitz [14 Jのポートフォリオ理論の様

に理論・解法の両面に数理計画が用いられてい

る例もある。ともすれば解法研究として経営科

学の枠内でしか考えられない数理計画の適用範

園は意外に幅rLl、。

数理計画は理論では関数解析の Hahn-

Banach定理からくる分離定理を基礎にした凸

解析を中心に双対理論が考えられているが， ラ

グランジュ双対問題が考えられており，解が主

問題の実行可能解になっていれば双対性が言え

る幻ことが理論や解法の基礎となっている。し

かしながら非凸計画に対してはー殻には双対ギャッ

プが存在し，その解消の為に拡張ラグランジュ

関数等が考案されてはいるものの，大域的最適

解に関する間に合わせの理論の感を拭えない。

一方変数が離散の場合の繋数計画では，整数線

1) W. Karushの修士論文が 1939年で最初だが後に
H.W. KuhnとT.W.Tuckerが再発見している。
2 )この場合主にKarush-Kuhn-Tucker条件になる。

論が作られていないのが現状である。

ところで数理計画の最近の発展は，理論面で

は非滑関数の最適化 (nonsmoothoptimiza也

tion)や半正定値計画 (semidefiniteprogram-

ming)等一般化の方向に進んできているが，

線形計画に対する多項式時間の解法[10 J [8 J 

が発見されて以来，理論・解法の両面から変数

の連続性，離散牲の境界を究明しようとする研

究方向が活発になってきている。

一方， ミクロ経済学に於いて新古典派経済学

以降の一般の理論は，離散変数を巨視的視点で

連続(かっ関数を微分可能)と近似して構成さ

れているものであるが，不可分財や寡占 (oli-

gopoly)を扱うのに離散最適化や非滑最適化

の理論を適用する厳密化の方向もこれから重視

されていくであろう。

離散最適化の標準的枠組みの整数線形計画に

於いて代理 (surrogate) 双対緩和はH.J.

Greenberg and W.P.lコierskalla[5 Jに依る

提案以来，特に分枝限定法等の解法のステップ

でラグランジュ双対緩和よりきつい下界植を与

え，制約を扱い易い等の観点で従来のラグラン

ジュ双対緩和と共に解法面からは有望視され，

最大被覆問題等の実践的問題への応用[3 も

なされてきている。

しかしながら代理双対緩和の理論的性費はま

だ十分に述べられておらず¥例えばB.Ram

and M.H. Karwan [19 Jには混合整数計画問

題に於いて代理 (surrogate)双対ギャップの

存荘が示されたに過ぎなし、。

本稿では整数計画に就に代理双対ギ、ヤップが
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存主することと，著者に依る代理双対ギャップ

やラグランジュ双対ギャップが存在しない為の

必要十分条件の導出，及び混合整数計画への拡

張結果について述べる。最後に一般の離散計画

に対する双対理論を中心とした最近の話題や展

望について述べる。

2.準備

1982年の ACMチューリング賞講撞で，

S.A. Cook教授が「計算量理論概説J(An 

overview of computational complexity)とい

う題自の講演を行ない，計算量 3)の定義から始っ

て，クラス PとNP完全という概念が導入さ

れて以来，従来の暗中模索のアルゴリズム研究

方向に対して大きな指針を与え，それ以来毎年

非常に多くのアルゴリズム関係論文が計算量の

短縮や， PとNPの狭間での実践的アルゴリズ

ム(例えば確率アルゴリズム)或いは数学的構

造の探求に向けて外国論文誌や国際会議に量産

されている。 L.G.Khachian [10 ]や N.

Karmarkar [8 ]の線形計画の多項式時間アル

ゴリズムもそうした流れの中で生まれたもので

あり，そうした組合せ多面体の端点を反復法で

経由していく組合せ要素を排せない方法ではな

い内点、法で，それ迄計算量の爆発を病的な例で

は省けないとされていた線形計画法に良い見通

しを与え，線形から凸等へ問題を拡張する方向

や離散計画自体の見通しにも強い影響を与えて

いる。

次に計算量や p，NPの概念を簡単に説明す

る。

計算最:アルゴリズム4lの計算鷺がk(n)と

は，問題のサイズnのどんな入力に対しても

3)実際は、 Hartmanis，Ste且rns[6J らに依って既
に基礎付けられている。

4) Hilbertの第10問題(後に否定的に解決された)
を契機にアルゴリズムの厳密な定義がTuring等に
依ってなされた。

必ずそのアルゴリズムがk(n)時間以内に停止

する，ということである。

クラスP:k(n)が多項式のアルゴリズムが

存在する時に問題はクラス Pに属する， と

う。クラス NCを含む。

クラスNP:多項式時間で終了する非決定性

アルゴ 1)ズムが存在する時に問題はクラス NP

に属する，と言う o NPのどの問題も問題C。

に多項式時間で帰着可能な時に C。は NP完全

(NP Complete)である，と言う o NP完全な

問題はCook自身に依って証明された充足可能

性問題を始め，

・充足可能性問題 (SAT)

.ナップザック問題

・整数計画開題

・ハミルトン閉路問題

.最長路問題

・3彰色問題
・最大クリーク開題

等々のリストが得られている。

クラスco-NP:クラス NPの判定問題の補集

合の開題がクラス co-NPである。例えば「最

長路でないJことを判定する問題は co-NPで

ある。

クラス Pやクラス NPはより複雑な問題

PSPACEに全て属する。 P守"'NPと{言じられて

はいるが，まだ証明されておらず，その計算機

科学の重大問題に数学の 21世紀に解決される

べき問題の 1っとして懸賞も掛けられている九

5) Clay数学研究所が他のポアンカレ予想等の計?っ
の数学の未解決問題リストと共に各々 100万ドルの
賞金を公表している。
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3.整数線形計画問題に対する鵠双対定理

一般の整数線形計画問題は次の様に述べられ

る:

(P) minimize c T x 

subject to Ax二三b，xE三S，

XEZ，，+-， 

但し，AはmXn有理数行弼 b，cは適当な

次元の有理数ベクト jレ，S= {x;;:::OIGx;;:::h ， 

S は有界}，ここで GはkXn有理数行列 h

はkXl有理数ベクトル，とする。我々は病的

な例外を除外する為に本稿では問題 (P)は実

行可能であると仮定する。

μ二三Oに関する問題CP) の代理制約緩和

(surrogate constraint relaxation)は，

(P勺 minimize c T x 

subject to μT(b-Ax)ζ0， xE三S，

zεZ，，+-， 

と定義され，対応する代理双対 (surrogate

dual)は，

(D) maxμ日 {v(Pμ)}，

となる。

ラグランジュ緩和 (Lagrangianrelaxation) 

は，

(p.J minimize c T x十λT(b-Ax)

subject to xES， 

zεZ，，+-， 

と定義され，対応するラグランジュ双対(しa-

grangian dual)は，

(DL) max，量。{v(円)}，

となる。

問題 (Pりに於いて整数xiをXijXi，…XiN(Xi1， 

-・，XiNは1又は0)と通常の方法で2進数桁変

換するとナップザック問題になるので，問題

(Pつは NP完全 (NP-Complete)問題に属す

る。

上の問題の簡に次の関係 (cf.[18])が成立

する。

V(DL)三三v(Ds)三三v(P).

次の例題を考えよう。

OiJ 

(P) maximize xj +2x2 

subject to 3xj+2x2~9， 

xj 十 4X2~8，

(1) 

O~Xj， x2三二5，Xj'X2は整数.

最適解は x*= {(O， 2)T， (2，l)T}， vCP) =4であ

る。一方，代理双対解とラグランジュ双対解は

各々 x;={(l， 2)T，(3， l)T，(5， O)T} ，v(Pμ) =5，及

びx;={S内の整数点}， v(円)=5，でありB.

Ram and M.H. Karwan [19 ]の主張と違っ

て，整数計語問題に於いてさえ双対ギャップが

あることを例示している。

先に進む前に，我々は問題 (P)の線形緩和

問題を，

(P) minimize c T x 

subject to Ax;;:::b， xES， 

ZEE21 

その解をまとする。

次の定理を確立できる。

定理 x$bdrySを仮定する。その時，開

題 (P)と問題 (Ds)の関に双対ギャップ，即ち，

v(Ds) < vCP) ( 2 ) 

となる必要十分条件は離散集合D={xlcTx}ζ 
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図例のグラフ表示

CTX<CTX*， XES}が非空であること，である。
CTX-CTX=JiTA (X-X) 

[証明]問題 (P)にKuhn叩Tucker条件を適

用する。
=IJiTAllx 到州f-ゎ 0，

c-ATjl=O， となるがこれは互の最適性を示している。

だから，問題 (Ds)の解でμ=Jiを取ると，

cT =JiTAとなり，JiT(b-Ax) =CTX-CTXだか

ら，問題 (Ds)は次の間題によって決定される。

Ji~O， Ax~ b JiT(b-Ax) =0. 

その時，

CTX=JiT AX=JiTb， (P勺 rrlIIlimize cTZ 

subject to CTX-CTX::;;'O， xE三S，が成立する。

問題 (Ds)に対して μ手kJi， k>OとxE{xl

μT(b-Ax)=O}を取ると，，uTAとJiTAの関の

為す角 7は0<r<7rとなるので，JiTAとx-x

の簡の為す角はー互<1互 rl< ~となる。
2'2 "2  

この時

zεz，，+-， 

D弓止。ならばZは問題 (Ds)で実行可能なので，

CTX<CTX*となる。

逆に，(Ds)の実行可能解が CTX<CTX*を満

たすならば，D=Fφが保証される。 ー

問題 (P)の許容領域を Cとする。その時C

が凸多面体になっていることは明らかである。
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bdry CをCの境界とし，Nc(x)をCのZでも

極錐 (normalcone) (cf. [20])と言う。 V(DL)=min). c(工kEKαkXk+'I:.jEJβν) 

命題 1

V(DL)口 min{CxIAx~b， xεconv S} (3) 

[証明 [17]Theorem 6.2の系と言え

るが一応証明を記す。

w，(A.) =min(c-AA)x+ Ab 
XES 

min (c-AA)x十λb
xECONV S 

min {cx十λ(b-Ax)} 
xECONV S 

v(Dr) =max wr(A) 
λ:2:0 

= max min {cx +λ(b-Ax)} 
).:2:0 xECONV S 

S=φ ならば， minの部分が任意のAに対して

∞になる。よって，V(DL) ∞。

S平氏φならば， 端点を {xkElR".-lkEK}， 極線

(extreme rays)を {rJE三lR".-ljEj}とする。

min {cx+λ(b-Ax)} 
xECONV S 

f -cの if(c-A.fl.)η<0，ヨjE三f
lcxκ十λ(b-Ax")，' ヨkEKotherwise. 

故に，

v (D L) = max). {minkEKcxk十λ(b-Axk)}

sub. to (c一 λA)rJ~O， for jE三j，

À~O， 

書き直して，

v(DL) =max). η 

sub.to η十λ(Axk-b)三三cx¥forkEK， 

AArJS;crJ， for jE三j，

À~O. 

双対性より，

sub. to 'I:.k巴Kαk=1，

A ('I:.k庄KαkXk+'I:.jEJβJr1) 

二三b('I:.kEKαk)，

αk βJ'とofor kEK， jE三よ

=min {CxIAx~b， xE conv S}. I 

定理2 開題(p)と問題 (DL)の間に双対ギャッ

プ，即ち，

V(DL) < v(p) (4) 

となる必要十分条件は緩和解まが整数解でな

い(即ち，整数性(integralityρroperty)が

成立しなし、)，ことである。

[証明〕命題 lの系とも言えるが別証を記す。

問題(凡)の解x;$bdry Cに対して， (円)に

K uhn -Tucker条件を適用することにより，

c-A7=0， 

が必要となる。その時，A及び V(DL)=川町)

=l!bがZに無関係に決定される。
問題 (p)の解x*$bdry Cに対して， (b 

Axつk<Oとなる kが存在する。 Ak=Oならば
v(円)=CTX~ ， x*=x，.E bdry C，となるがそれ
は矛盾である。それ故にん>0と

v(p) =cTx* >cTx*十λT(b-Ax*)=V(DL)'

を得る。

証明の残りの部分は bdryCの解に対する考

察である。ベクトル場

{c-ATA(巧，)I x;Ebdry C is a solution of (円)}

は [20]の Theorem6.12から連続で， 正E
εNと(x).*)に等しく ，x;で内部方向である。

結局A(x;)は(DL)の解でない。 量
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(Ds)と(DL)の間に次の関揺が成立するこ

とに注意しよう。

命題2[9 ] 

V(DL):S; v(Ds) (5 ) 

但し等号が成立する必要条件はμ;T(b-Axn

=0，但しμ;は(Ds)の解である。 I

4.混合整数線形計画問題に対する弱双対定理

補題1 ノルム空間Xに於いて，凸集合Kの

非空の内部を含まずに線形多様体 Vを含む閉

超平面が存在しない必要十分条件は VがKの

非空の内部を含むことである。

〔証明]十分性は明らかである。必要性は

Hahn-Banach定理 (cf.[13])の対縄から

える。 量

一般の混合整数計画問題は次の様に述べられ

る:

(pM) minimize c T x 

subject to Ax::2.:b， xES， 

xiεz十，iE1z， xjElR +， jE1R， 

但し，AはmXn行列，x， b， Cは適当な次元

のベクトル，1zUι= {1，…， n}となる。
上の問題の領域制約を，

Y {xES IXiεZ→， i ε1z， xj E三lR+， j Eι; 

1zと1Rは所与}，

と定義する。

伊jで引を整数条件にしても双対ギャップが

無いが，x2を整数条件にすれば双対ギャップ

を生じることに控意しよう。

問題 (pM)のμミOに関する代理制約緩和は:

(pMJμ) mmlmize c T x 

subject to μT(b-Ax)ぎ0，xES， 

xiζ Z+， i E 1z， xjεlR+， j ε1R' 

となり，対応する代理双対は，

(Dtt) maxμ号。{V(pM")}，

となる。

ラグランジュ緩和は:

(pt) minimize cTx十AT(b-Ax)

subject to xES， 

xiεZ+， ε1z， xj E lR+， j E 1R' 

となり，対応するラグランジュ双対は，

(D';!) maxλ;c，o{v(pt)}， 

となる。

問題 (pM)， (p).M)の解を各々， 24，zf*と
するO

問題 (pM)の線形緩和問題(ι手引を，

(pM) minimize cTx 

subject to Ax::2.:b， xES， 

xiεlR+， iE1， 

とし，その解をXMとする。

定遼3 xM月t:.bdry Sを仮定する。 ck""Oとな
るkειが存在するとも仮定する。その時，
問題 (pM)と開題 (Dtt)の潤に双対ギャップが
存在する，部ち，

v (Dtt) < v (pM) (6) 

となる必要十分条件はまM$Yとなることであ

る。任意のkE1Rに対してck=Oならば，集合

G口 {xI CTXM豆CTX<CTX;，X εY}が空でない

特に上の不等式が成立する。
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[証明] 解 x~ρ に於いて， μ=li， CT = 

一αμTA，α>0が成立するので，定理 1の証明

と同様に (D';)を次の間題

(pMii) minimize c T x 

subject to CTXM -cTx三二0，

XE三Y，

で定義する。

kEIR， ck学Oが存在する場合は，XM与t:yな

らば命題 2から超平面H={x I CTX=CTXM}と

交わる線形多様体 v={x I xk=x， x[=x';;， k学l}
上でcTx';本=cTEMを満足するか，bdry Sと交

わる V上で CTXM<CTX';*<cTx';;を満足する

zf*が存在する。
任意のkEIRに対してck=Oの場合は，定理

は定理1に帰着される。 目

整数計画の双対ギャップを調べる問題はf

を求める以上NP完全問題になっているが，混
合整数計画の双対ギャップを調べる問題は

ら学0，kE IRの時にはクラス Pの問題になっ

ていることに注意しよう。

定理4 品積(pM)と払噛(Df)の間に双対ギャッ
プ，部ち，

v(Df) < V(pM) (7) 

が存在する必要十分条件は玄M$Yとなること

である。

[託明〕 問題 (pM)に於いて，xの実数成分に

関する IR={i1，…， in}，に対して，

'" ・・・ n 、 ， ~ 、

1 ""li1 "'1ν 判 1 ¥ 

A
〆 5・・ i=1 1， x'=1 1， 

¥α
一
a_，.1 ¥x，_ I 、勿宅'1 ‘-mln" 

、....zn' ， 

と選ぶ。

Xモ三 [0，1]に対して (1 -X) ・ -A' x~ ートit'.

A' x2= -A'{(1-X)It+X x2E T}，(1 -X)x~+ 

A
〆
X2ESなので，集合T={ -A' I I x E S}は凸

になるのは明らかである。

その時，問題(Jず)は Sを凸集合 Tに置き

換える自明なやり方で問題(円)に帰着される。

証明の残りの部分は定理2と舟様である。 事

5.…般の離散計商に対する試み

一般の離散問題に対して，先ずマトロイド性

と凸性の関銘がL.Lovasz等に依って明らかに

されていたが，最近は離散計画に於ける凸関数

として室田[16 ]等に依り L凸関数や担凸関

数が導入され，相互の Fenchel共役性や双対定

理を確立する方法で離散凸解析が提案されてい

る。

fの整数Fenchel変換を連続変数の Fenchel

共役
6)の拡張として，

1*(ρ) =sup{(ρ，x)-f(x) IXEZ
n}， tEZ

n
， 

主問題を，

(p) min f(x) sub. to x E S， 

とする。

拡張ラグランジュ関数を，

Fr(x， u) = f(x) +久(x十u)十r(u)，

mしr:IRn→ lRU{十∞}を r(O)=0を満たす M
凸関数とする O

仇 (u) in( Fr(x， u)， u εzn， 
xE三z

K(x， y) = in( Fr(x， u)十(u，y)， x， Y E Zn， 
uEZ 

gr(Y)コヱ in( K/x， y)， y E Zn， 
xEZ 

と定義するとラグランジュ双対問題は，

(DJ ma:l{ gr(Y)， 
yEZ 

6) Legendre変換と密接な関連が有る。
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と書ける。

命題3[16] Sを整数基底集合と，fをM凸

と仮定し，問題 (P)は実行可能かっ下に有界

と仮定する。その時，

min(P) 仇(0)ψr** (0) =max (Dr)， 

g/y勺 =δzψr(0)， 

が成立する。

上命題でfのM 凸性は十分条件である。
ー

一方 [12]では，非凸計画問題に対して主

問題と双対関数を持つ凸計画問題の構成につい

て論じられている。

6.今後の展望

ラグランジュ双対問題に対する双対ギャップ

が有るかどうかを決定する問題は整数計画，混

合整数計画問題の両方に対してクラス P(cf. 

[ 10 J)になるが，代理双対問題に対して双対

ギャップが有るかどうかを決定する問題は整数

計画及び，会てのiEιがCi=Oになる混合整

数計画問題に対してNP完全になることを注意
しよう。

定理2等と関連するが，一般に (P)の制約

条件 {xlAx三b，x~O} で A ， bが整数の時に

任意の bに対して端点が整数となる為の必要

十分条件はAが完全ユニモジュラ行列 (to-

tally unimodular matrix)であることが分っ

ている。

完全ユニモジュラ行列 (totallyunimodular 

matrix) Aの全ての小行列式がごとlか0で

ある。

bが任意でなく制限的な時にはより緩い条件で

良い。 A，b， Cが有理数の時に，

完全波対整数数 (totallydual integer) 

制約 {xIAx~b， x~O} で双対問題 (D) が任意

の整数Cに対して最適解が整数である。

という条件が考えられており，マッチング問題

等との関連が考えられている。他に最近，昨.

Conforti， G.Cornuejols， and M.R. Rao[ 2 ] 7) 

は，

バランス行列 (balancedmatrix) 0，1行

列が行にも殉にも 2つの 1を含む奇数次の正

方小行列を含まない時にバランスされる (bal-

anced)とし、う。

を考え，それを係数行列A にする線形計画で

は整数解を持つことから，パッキング開題，被

覆問題との関連が考えられている。
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