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1 -1 研究 の目的

構造物の挙動は多かれ少なかれ動的で、ある。動的現象の中でも滋勤問題に隠れば、周期的な外力

を受け毘有短動問題としての取り扱いがある程度可能な問題や、非周期的な外力を受け本格的な動

的応答の解析が要求される問題に区別される。

援効問題の解祈念行なうにあたり、しばしば直面する重要な問題の一つは高指多元の連立溺I，;'(分

方程式の境界値問題、初期値問窃の母子ーを所要の精度で得ることである。特に最近で;土、建設材余料、千}

硲工授術の発E浸差に{伴半い、構造物が大鋭化、 i窪量化、柔軟化の傾向を示すようになり、また立地球境

条件もますます厳しくなる状況にあるため、構造物を信綴性が高く、精度のよい手法で解析するこ

とが要求されるようになってきた。

さて、未知量を時間および空間EE潔の関数とする偏i設分方程式の鮮は、主主論的に絞密な解が求め

られるのが最も望ましし、。しかしながら、時間依存伎を容易に消去でき、空間に関する市微分方程

式で表わされる図有t~動問題でさえ、僚ii主的な解法が適用できる定数係数の線形1者数分方程式で、記

述されるのはごくわずかであり、しかし、それでさえ、従寓変数が多くなるとかなりの国

するだろう。それゆえ、 ?i苫仮の自由度告と有する連続体の問題{工、産手の領主去を有限俗の点とか妥素;こ

分割し、有限[自の自由交で解祈する離激化手法(数値解析的な手法);こよらざるを得なし、。

時間依存の問題の近1以解を得ょうとする場合、固有援玉虫問題では時間依存i生が取り除かれた空間

に関する常微分方程式を磁散化し、代数方程式系へ矯若させて解ぎ、一方動的応答問題で;主、まず

を;dE数化し、その結果得られる時間に闘する連立常微分方建式を、時間方向;こ積分することに

よって解くように、数値解析的な手法で島幸く場合の第一歩は、何らかの万法により空間を ~lË散化す

ることで‘ある。

ところで、空間を離散化する段階で常に問題にたることは、取り扱えるEla&の殺と計算精度の

同係である。実際の解析では扱う自由度数ばできるだけ少なくして十分な精度の解を得ることが望

まれるが、一授には二つの要求はあい矛盾するものであり、原則的には、経数イ七を笛にほない、 i~~

好結果を正解に近つけるのが普通である。設近で:土、大型計算機の発幾と共に取り扱える自由度の

数;土、問題の性質にもよるが、極めてラージ。スケールなものでも解かれるようになってきたが、

精度のよい解乞待ょうとすればかなりの計算時間を妥することになり、経済的な[認でもだれにでも

利用できるものではなL、。一方、パーソナノレコンピュータに代表される小型計算機の i普及は自覚ま

しいものがあり、構造設計の分野での利用も高まりつつあるように思われる O

おJiこ対する離散化手法は今日までに、様々な手法が開発されているが、それらによ、

畿の普及、進歩の過程と密接に関連を持って発援してきたものもあれな、計算後の出現前;こ、波多

くの先人の努力によって既にその基礎が確立されているものもある。持tこ[愛者l二局する手j去にほ、

今日の実捺の構造設計で遭遇する多様な問題の解析手段としての柔軟性および適用性の検討が不十
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分のため、あるいは得られる解の億領性の検討が不十分のため二、 fゑ造解析手法として統一的に用

いられているとば言い緩いものもあるO 本論文で用いる選点法もその一つであろう。

本論文の目的(土、このような現状から、構造物の動的問題のうち、その支配方程式が空間につい

ては二点境界値問題として記述される場合を対象とし、計算機の利用宏前提とした選点法に基づく

実用的解法生提示すると共に、手法の適用可能俊および数値解析上の特性を明らかにすることであ

る。すなわち、提示した手法は、直交多項式の零点、を選点とする選点法iこ要素分割という有限委素

法的な手法を加味したもので、解析の全過程がマトリックス代数により組み立てられ、定手法を工夫

することにより小・中型程度の計算機によっても十分泌析可能にしたものである。また提示した手

法の適用可能性と数値解析上の特性は、梁、板および回転殻とし、う構造物の基本的な構成委素の

場の大域的性質に支配される固有値問題と場の局所的性質に支配される動的応答問題を対象とし、

前者の問題では、実固有値問題として定義される閤有援動問題および複素固有値問題として定義さ

れる動的安定問題、後者の問題では、構造物の全体的振動を扱う構造振動問題および局所的な波の

伝滋を追いかける波動伝播問題、というような広範囲の問題の解析例より明らかにしたものである。

1 -2 既往の研究

本論文で扱った個々の問題に対する既往の研究の筏臣告は、各章ごとに後述することにし、ここで

は選点法に関連するものに限って述べることにする O

選点法の今日に至るまでの廃史的な背景は、 FinlaysonとScriverll)の愛みつき残差法に闘する

レビューやFinlaysonの著書2jiこ述べられているが、これらによれば、選点法の微分方程式の一波

的解法として用いたのはFranzerその他，)であり、その後この方法i工、モーメント法、 Galerkin

法、最小二粂法などと共に、 E言みつき浅差法として統一化され現在に至っている。

Franzerらの研究とほぼ同じ領、 Lancos4)は初期値問題に対して、試行同数z.C hebyshev多項

式に差是閉し、その根を選点とする方法を発表している。この直交多項式を潤いる方法は当時は広く

使われなかったが、その後Wrightのらによって、 Chebyshev多項式宏用いた?百数分方程式の解

法に改善され、またVilladsenとStewart 6)によって、 Jacobi多項式を用いた境界li逗問題の毒事

j去に改善された。特にVilladsenらの方法は、境界条件な満たし、多喪主主の僚が選点ミど与えるよう

な一連の直交多項式含試行関数とするもので、直交選点法とも呼ばれ、化学工学の種々の問題に応

用されているの

選点法と他の重みつき浅差法の等価性については、 RussellとVarah;)およびVilladsen と

S tewartゅなどの研究があるoRussel らは、境界条件を満足する試行凶数を用いた場合につい

て、選点法、 Galerkin法および最小二粂法の等価性を議論し、 Villadsenらは、同様に直交選点
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法、 Galerkin法および最小二乗法の等価性を示しているつ

さて構造工学の分野において、持tこ梁、板および殻に限定すれば、選点法を適用した研究には次

のようなものがある。

柱・梁の問題への選点法の適用は、古くにはN11bars)がビーム・カラムの座屈荷重を境界条件の

みを満足する試行関数(内部法と呼ばれる)を用いて求め、最近では著者と YostllITIllra9)が、境界

条件も徴分方程式も満足しない試行関数(混合法と呼ばれる)に多項式を用い、自己抱伴および非

自己随伴型の微分方程式で記述される場合の固有値問題を、境界条件を介して、解の領域内部に採

られた選点、における未知量を固有ベクトルとする閤有方程式で表わし解析している O

二次元弾性問!さへの応用は、例えば SchackとLittle
1 
0)が、有孔板の解析で応力関数に含まれる

係数を決定するのに用い、 KnostmannとSlherm an i l) l工、自由境界を有する無孔援の解析で応

力関数を固有関数で展開し、それに含まれる未定係殺を定めている O これらの研究;之、飲分方程式

は満足するが境界条件は満足しない試行関数(境界法と呼ばれる)による場合で、 5制全学の分野ぺこ

おける Pointmatching methodと等価である。

板のiillげ問題には、 Pointmatching methodによる研究は数多L、。これらの研究の多くは任意

形状板の解祈念意図したもので、例えばCOIlwa3710による三角板の解析、芳村ら1のによる台形夜

の解析などがある。 Leissa1.1) (土、選点法、 Galerkin法、 Rayleigh -Ritz法などのいくつかの

方法を夜の曲げ問題に適用し、~ぷを比較している O

授の固有値問題でよ、KleinとCOX 15)が内部法により正方臨定板の座屈問題を解析し、夜中央点

のみを選点?こ採るだけで良好な解が得られることを示し、 Conwayとその協力者らは1d ， 1 7)、境界

法 fど用いて種々の形状の援の基本固有振動数と~屈 を求めている。水上と問嗣19i土、試行同数

をLegendre多項式に展開する方法により罰形板の固有援動問題を解析したO S ubra manian と

Mathew
1
りは、内部法を採用し、試行閥重文に含まれる未定係数を数分方設式の浅差条件のみならず、

その導関数をも とすることにより解の高精度化を図る方法を述べ、採と矩形板の国有援動数を求

めている。著者とおshim町 azo)(土、混合法を採用し、相対する 2辺が単河支持され、他の 2辺が

任意の支持のMindlin板の固有援計問題を解析している。

設に関する研究のうち、静的な関経への適用iこ(土、例えば主主界法iこより浅い止ま殻の曲げ問題を解

析したConwayとLeissa
21
)の研究、同じく境界とまにより円筒伎の応力築中問題を扱った桜井戸)の

研究がある。殻の閤有J震動問題への適用(主、著者と芳村が混合法により、任意7f3;D~ の@]転設のj:}手析

がなさが 3ヲ24) また向燥な手法が形状の異なる設が泣合さった場合に用いられている25)。さらに、

せんWr変形・回転慣性の影響を取り入れた必正理論に基づく梁、佼、回転'設の国有振動向;訟のうち

ニ点諸界{霞問題として記述される場合について、 一法的な解法を示している26)。設の幼的応答iii]~雪

への適用は、著者と芳付が選点法を支配万程式の空閉鎖減の謀説化手法として用い、回転殻のほ造

疑動間話 7・25)およひe応力波伝播開討 9・36) を解析している O
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上述の選点法は、近似解を領域内部に採られた点あるいは境界上の点のみで、微分方程式あるい

は境界条件を満足させるもので、いわばPoint collocationとも呼ばれるものである3OL これに

類似な手法で、近似解に含まれる未定係数を定めるために、必姿な数の連立方程式を与えるのに十

分な数の分割領域を考え、そのおのおので微分方程式の残差関数の穣分を零とする、 Subdomain

c ollocation 30)、部分領減法(Subdomain method )。、あるいは領域分解法 (Partition

method )31)とも呼{まれる手法が、特に回皆殺の解析に適用されている。 Langharrとその協力者は

試行関数に 3次のHermi te補間多項式を用いて、円筒殻の掛けー問題31)ゃ、双的殻の安定問題32)を

解析している。また同憾な手法がBoresiらにより用いられ、回転殻の固有振動問題33)円筒殻と円

治殻の接続系の応力問題H)が解かれている。さらにBoresiと]erath 35)は、この手法も含み、いく

つかの重みつき残差法により定式化した回転殻の脊限委素を開発している。

1 -3 研究の概要

本論文t士、梁、板および問転殻の時間依存の問題のうち、その支配方程式が時間に関して 2踏の

偏微分方程式で表わされ、空間に関しては二点、境界緩問題として記述可能な場合を対象にし、空間

領域の離散化手法としての選点法の適用可能性および有効性に関する著者の研究をまとめたもので

ある。

本論文(主 7 ら構成されるが、各章ごとの内容は次の通りである。

第 2~きは、本論文で用いる選点法について、その概略および定式化のための準偏について述べた

ものである。本論文の選点法は、性質の異なる問題への適用を容易にし、かつ統一的な定式化手Ii震

を確立するため、数分方複式も境界条件も満足しない試行関数(混合法)の採用および数値解の高

精度化を図るため綴域(要素)分割の導入を前提としている。それゆえ、支配方程式、境界条件お

よび隣接要素上の結合点(要素分割点)における結合(接続)条件式が与えられさえすれば、試行関

数に含まれる未定係数または時間の関数を定めるのに必嬰なすべての条件式の具体形が、一定の手

続きにしたがって、マトリックス形式で、機械的に得られるように、支配方程式に現われる空間座標

の 1-4賠の導関数と未定係数あるいは時間に関する未知関数の問の関係式について述べる。また

解の妥当性に大きな影響を与える選点の取り方については、選点法と類似な定式過程を埼み、関数

近似に用いられる補間多項式の標本点の選び方、および選点法と仮想仕事の療現にさまづく近似解法

の等価性の観点から検討して、選点を直交多項式の零点に選べば数{底解は信額できるものにな

ることを示す。

第 3章と第 4主主は、固有{車問題について述べている。

第3主主は固有;震動問題を扱っている。この問題の解(固有t震動数、閤有振動モード)は、備造物
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の動的特性を議論する上にも必婆不可欠であり、得られた数値解の精度t士、動的応答解析での変形

・応力の応答鎮の精度に密接に関係する。それゆえ本意では、全体を三つの部分に分け、 S足、板お

よび回転殻の間有振動問題を述べている。

1 t郊ではTimoshe成。梁を取り上げ、酪有振動問題は解の領域内部(あるし、f主要素ごとの内部)

に採られた選点での未知最を固有ベクトルとする内部選点間有方程式と、境界条件が指定される点

および隣接要素問の沼会点に採られる端点、での未知量を間有ベクトノレとする端点間有方程式の二つ

の型で定式化が可能なことを示す。次に数億解析を実施し、選点の取り方、選点数および婆素分割

数の解の精度に及ぼす影響を明らかにし、ついでせん断変形・回転慣性の影響を取り入れた拶正理

論に基づく本解析手法は、比較的薄い梁に対しても何ら特別な工夫も必要とせず、妥当な解が得ら

れることを有限委素法の結果と対比しつつ示す。

E部では、使れた力学的特性ゆえに各種の構造物K:'多岐にわたって使用され、従来厳密解が得ら

れるのが段られた場合である回転殻の問題を扱っている。ここでは、まずNovozhi lovの殻理論に

、て、任意形状自転殻および任意の支持条件に適用できるような形で、問題を定義するのに必

重きな条件式の具体形を一括して示す。次に内部選点間有方程式に基づく数値解析を行ない、本手法

の妥当性を検討する。具体的には円筒殻および球殺とし、ぅ、それぞれ定数係数および変数係数の倣

分方程式で与えられる基本的な形状に対して、本手法の適用可能性および数値解析上の特性を検討

する。次に、円縫殻および双民主殻を解析し、本手法の任意形状の回転殻への適用伎を淡討する。最

後に、円筒殻と球設の接合系の盟有振動解析を試みる。本手法によって得られた結果は、厳筏解そ

の他の解と比較検討され、本手法は比説的少ない自由度数で高精度の解が得られ、他の解法に見受

けられる数儲計算の悶繋伎を克服するための工夫も姿求されない極めて直接的な解tきであることを

明らかにする。

軍部では、相対する 2辺が単純支持され、他の 2辺が任意の支持条件およびこの方向に厚さが直

線的に変化する短形Mindlin板を取り上げる。 E部と同様に、問題を定義するのに必要な条件式の

具体形を与え、内部選点闘有方程式に基づく数値計算を行なう。数値計算例では、まず、種々の境

界条件の等厚板に対して示し、得られた結果を既知の鼠径解その他と比較検討し、本手法の妥当性

を明らかにする。次に、従来解かれることの少なかった変厚援の解析を行ない、本手法の精巣は厚

さと辺長の比を小さくすれば、合歯医理論の結果にj誘近することを確認すると共に、この種の

Mindl in坂の勤特性を明らかにする。

なお E、E郊での手法(士、空間銭域の一方向にFourier級数展開をもちいて二次元問題を一次元

し、その連立常微分方程式に選点法を適用した、半解析的手法である。

第 4書室l土、外カが健造物の変形に伴ってその作ffl方向が変化する、いわゆる非保存系の弾性策定

問題に対する選点法の有効性を柱、梁に対して検討したものである。ここでは、微小の外乱を与え

た運動方程式を解き、荷量の変化に対する国有振動数の変化より、安定、不安定の別を判定する方
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法に従って、考察している問題を内部選点間有方程式へと帰着させる。数値計算例では、非保存系

の代表的な問題である接線方向集中力を受ける Beckの問題、種々の境界条件に対して等分布接線

荷重および複線分布接線荷重が作用する場合を解析し、本手法の妥当性を検討する O なお、非保存

系の態i生安定問題は、考察している系の復言語臨有{疫を求める非自己随伴境界値問題として定式化さ

れるものであり、実関有{疫を求める随伴境界値問題として定式化される第 3]詳の固有伝効問題と性

質は大きく異なる。それゆえ、数値計算例においては、非自己i髄伴境界経問題の性質と選点法によ

る空間の近似度に関連した数値計算上の留意点についても述べる。

第5主主と第 6意l主、動的応答問題について述べている。

第5章では、構造物の動的挙動が低次の振動数モードによって支配される様造振動問題の解析を

回転殻に対して述べる O ここでは、 Novozhilovの殻理論に基づき、指数低下された支配方程式に

選点法を適用して空聞を縫激化し、時間に関する 2描の連立常放分方程式を導く過程を記迩する。

数値計算例においては、変位・応力の時間応答を求める問題は解が場の大域的な性質に支配させる

第 3、o主の閤有値問題と異なり、局所的な性質が重要となる問題のため、まず、円筒殻と球殻の

毒事的負荷の問題を解析し、境界近傍および荷重点近傍の応力集中に対する追従性の縫認、解の精度

に及ぼす要素分割数、選点数の影響の倹討を行なう。また空間領域の離散化の近似度の判定に、支

配方程式の平均二乗浅さをが有効であることを示す。次に、!治対称、非軸対称荷重を受ける球殻、円

筒殻の動的応答問題を、時間方向の積分に直接積分法を用いて解析し、本手法は、回転殻の滋造反

動問題を街便にしかも比絞的精度よく解析し得る実用的手法であることを切らかにする。

第 6]主は、低次のみならず高次の振動数モードにも支配され、局所的な波の伝播を追跡する波動

伝播の解析を回転設に対して述べている O ここでは、応力波の伝播問題の解析で、重姿な役割を果

すせん断変形・回転i質性の影響を考慮したi修正殻理論に基づき、空間と時間領域に対する議数化手

法の組合せとして、選点法と鴎解法、および選点法とi会解法を適用して構成されるこつの解析アル

コリズムを提示する。町、カ波伝議の解析においては、空間的に不連続な終を持つという応力波伝播

問題の持位のために、構造振動問題に対する以上の高精度な空間近似が姿求される。そのため、大

次元マトリックス演算の必要性とそれに伴う解の精度低下が予想されるので、提示した手法では解

が比続的次教の低いマトリックス演算によって得られるような工夫を行う。さらに、選点法と揚解

法の組合せの場合には、安定伎を失わないための時間刻みの最大値と選点法の適用により侍られる

固有値の関連性を明らかにする。数億計算例においては、まず、応、力波形が伝播に伴い変化する場

合および変化しない場合の問題として、-Ht指tTirnoshenko梁の横街祭およひ‘僚の綻衝撃としう基本的な

問題を取引及う。官、亡回転殻に対する数値計算例こ札、ては、横衝撃荷重を受ける円筒殻を解析し、解

析結果に与える空間と時間の離散化因子(選点数、要素分割数および時間刻み)の影響を明らかに

する。つぎに、本解析法の任意形状回転殻への適用伎をid認する意味で、横衝撃荷重を受ける片持

形式の双曲殺を解析し、その吃、カ波伝媛特性を解明する。
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第 7重量は総括で、各室の具体的な問題に対する本解析法の適用可能性および数値解析上の持伎を

述べ、結びとしている O
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第 2章 選点法



2 -1 概説

選点i法は、現象を支配する微分方程式とそれに課せられる適切な初期、境界条件のもとに、工学

問題に対する近似解を得ようとする数値解析技術であり、モーメント法， Galerkin法， 最小ニ乗

法などと共に重みつき残差法のーっとして位置づけられている1，2)。

本主主f士、次設以下の具体的問題において、空間領波の離散化手法として用いる選点法の概略を述

ベる O

以下、 2-2では選点法の原理をモデル問題を取り上げて説明し、また試行関数について記述す

る。 2-3では、考祭している問題の微分方程式と境界条件が与えられさえすれば、問題を定義す

るのに必婆な条件式を、一定の規則に従って、比較的簡単な手続きで得るための準備を行う。 2-

4では、選点法を有効に適用して問題を解く上の重要な因子である選点の選択について述べる。

2-2 選点法の概略

時間に依存する連続体問題は、空間および時間の使擦である独立変数と場の変数(変位，応力な

ど)を従属変数とする偏微分方程式によって表現される O 本論文で対象とする偏微分方程式t士、時

間については 2階，空間については高々 4階の方程式であり、かっ空間に対しては何らかの方法に

より一次元に還元された二点境界値問題として記述される場合である。

選点法による空間領域の離散化手続きを説明するため、区間[0， s ]における偏微分方程式

( 2 - 1 )と境界上で規定ざれる境界条件(2 - 2 )を取り上げる。

Lj(u')+Lz(u)=f(x， t)， 0くx<s (2-1) 

ここで、 U ・従露変数 x，t それぞれ空間と時間の独立変数， tいか )/δt，f 外力項に相

当する既知の関数， Lj， Lz xに関する線形徴分演算子。

B i (u ) = 0， ( i = 1 -m  ) ( 2 -2 ) 

ここで、 Bi 線、形数分演算子， 添字 iI土問題の克全な解を得るために必要な境界条件の数に対応

ム ー7
~， 0 0  

さらに、式(2 - 1 )が外カ項をもたない場合、 u(x， t)をeIAt u (x) の形で、表わし時間依

存性を取り除けば、固有値 Fと閤有関数 u(x)を求める包有値問題に帰着する。

L2 (U) - J.2Ll (u) = 0 ( 2 -3 ) 

また、式(2 - 1 )は静的なつりあい状態では、次式で表わされる問題となる。

L 2 (U)ー f(x)=O ( 2 -4 ) 
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選点法の適用l土、基本的に二つの段階が含まれる。第一の段措は、まず、なんらかの形に場の従

属変数のー殻的な挙動を近似し、次に、この近似王立を徴分方程式と境界条件に代入して、空間領践

を離散化するための条件式を導き出すことである。

第二の段階は、第一段階で得られた条件式を解くことにより、近似解を決定することである。

説明を具体的にするために、まえ (2-1)~(2-4) で与えられる問題を考えることにする。

第一の段階は、未知の正解Uをuで、近似する。ただし、古は未知係数と空間座標の関数の積か、

あるし、は空間箆標の関数と時間使標の関数の積の形で表わされるものとする。

n 
u ;:::ご u 出}; ai-10i(X) ( 2 -5 ) 

ここで、〆i(X)は試行関数と呼ばれる仮定した関数、 aiは未知係数か、時間変数によって表わさ

れる未知関数である。

選点法を適用する際に重要なことの一つは、試行関数の選択である。この選択をCollatz3)町定

義に従えば、次のように分類できる。

① 境界法 (Boundary method) :徴分方程式は満足するが、境界条件を満足しない試行関

数。

② 内部法 (Interiormethod):境界条件は満足するが、微分方稜式を満足しない試行関

数。

③ 現合法 (Mixedmethod) 微分方程式も境界条件も満足しない試行関数。

試行関数l士、与えられた問題に応じて決めるべきものであり、問題に課せられた条件の多くが満

たされるような試行関数を採用するのが最も望ましい。しかし、微分方程式が高階多元かつ変数係

数で与えられる場合には、その解を厳密に求めることが困難となり、境界法の適用が難しし、。また

境界上で胎げモーメント，せん断力などの力学的境界値が与えられた場合、これらは、一つまたは

それ以上の従属変数に関する高次徴係数を含むので、あらかじめ与えられた境界条件を完全に満足

する試行関数を準備することができない場合が多く、内部法の適用が閤幾となる O 結局、適用の容

易さから判断すれば、混合法が最も適切と考えられる。しかも、あらかじめ高次の項を含む試行関

数を用い、もし必、婆ならば解領緩をいくつかの領域(要素)に分割し、各喜善素に選点法を適用する

ようにすれば、この試行関数の選択は問題の解に大きな影響を与えないであろう。さらにこの方法

によれば、定数係数および変数係数の連立徴分方程式に対して、その従属変数の個数に無関係に、

また与えられた任意の境界条件の解析を際的とした統一的な解析手法の確立が可能となる。

本論文では、上述の理由から、試行関数には微分方程式も境界条件も満足しない混合法を採用し、

式(2 -5 )のn個の関数ダi(x)はベキ級数で、 nfi解領域の内部にM偲の自由度を持たせ、満足

すべき境界条件式の偶数mを考慮して、それぞれ次のように表わす。
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戸iCx)=xi-1 

( 2 -6 ) 
n ぉ M 十 m

さて、式(2 -5 )を徴分方程式 (2-1)，(2-3)および(2 -4 )に代入すれば、それ

ぞれ次のように表わされる残差Rが生じる。

R j (x， t) = L j (U)十 L2 (u) -f (X， t) 

Rz(x) =Lz(u)-，l2Lj(古) ( 2 - 7 ) 

R 3 (X) L z (u) -f (X) 

領主夫内のM個の点(以下、 Mを内部選点、数と呼ぶ)で残差を零とすることによって、パラメータ

aj iこ関するM偲の条件式が決定される。 これらの条件式は、重みつき残護法の方法に従えば、次

のような性質を持っている Diracの占関数

占(X-Xj ) = 0， X手Xj

。(X-Xj ) =∞ X = Xj 

ょこ G(X)占(X-Xj )批担 G(Xj ) 

を重み関数として、次のように表現される。

f;RI(x，t )占 (X-Xj)む =Rj(Xj' t)ヰ O

f~ Rz (X)占(X-Xj)む=R z (Xj )出 O

f~ R3 (X)占(X-Xj)む =R3(Xj) 0 

(28)  

( 2 -9 a~c) 

ここで、 j=l~M ， Xjは解領域内で指定された選点で‘ある。残りのm個の条件式は、式 (2-5) 

を境界条件式(2 -2 )に代入することにより、次のように表わされる O

B j (古)τ0， (i=l~m) (2 - 10 ) 

以上、式(2 - 9 )および式 (2- 10)によって、考察している問題の空間領域の近似が完了し、

(M十 m)倒の条件式によって表わされた。それらは、 ajに関して解かれる代数方程式系か常徴

分方程式系のどちらかを表わすことになる。

いままでの議論では、解の全領域を仮定した。しかし、式 (2-1)，(2-3)および式(2 

-4 )は解領域のどの点においても成立するので、会領域での任意の部分領域あるいは婆素に対し

ても成立する。したがって、解の全領域をいくつかの要素に分割して、飼々の要素に注目すること

にし、その度に一つの要素に対してのみ成立する式(2 -5 )と同様な局所的な近似を定義する。
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こうして、各要素に選点法を適用すれば、各要素の内部で選ばれた選点における残差の条件より、

婆素挙動を支配する方程式は次のように審くことができる。いま、解の全領域がN個の婆言葉からな

るものとし、例えばまた(2 - 9 a， b )は、

f x(k) R j(k) (点)， t) o ( x(k) -x j (k)) dx (k) = R 1 (k) (湾同 t) 、ag
Z
3
I
1
3》
a
t
t
E
l
d
z
a

，

nu 
(2-11) 

f Xfk) R 2(k)( xfk)) o (xfk) -Xj (k)) dx(k) = R 2(k)( Xj (k)) = 0 

ここで、 i口 1-M(k) ， k = 1 -N ，上付き添字fk)は、いままでと同様に、範留を一つの要素に制

限したことを意味する。また

R 1 (k)( x(k)， t)田L1 (il(k))十 L2 (il(k))ー fk¥xfkJ， 、ps
f
-
}
e
a
r
e
-
i
t
-
-

、、，，，
4
I
L
V
 

( 2 -12 ) 

R 2(k)( x(k))田 L2 (il(k)) - ，12 L 1 (守(k))

さらに、

u(k)之官(k)
n(k) 
1: ajー1(k)戸 j(k) (x(k)) 

ガj(k)(x!k)) =点)1ーI
( 2 - 13 a-c ) 

n(k)= M(k)十 m

空間の近似は、式(2ー 11)で与えられる条件式のほかに、境界条件より定まる条件式および隣接

要素上の結合点(分割点)における結合条件式(接続条件式)安考慮することにより完了する。本

節ではこれ以上の議論はしないが、次意以下の倍々の問題に対してほ、その度に空間近似の条件式

の具体形を与えることにする。

第二の段階は、第一段階で得られた条件式、すなわち代数方程式系あるいは常微分方程式系を解

いて、式(2 -5 )またはまえ (2-13a)によって未知の場の変数 u，u (k)の近似的表示を得るこ

とである。その際方程式系はマトリックス表示した場合、非対称となることには注意を婆する。特

に大次元となる場合は、既存の数値計算法は扱える大きさに制約があること、また有限要素法に関

連して開発された方法も対称性宏前提としているために利用できないなどの問題点、が生じる。しか

し、この数値計算上の問題点は、次節で述べる数値計算の錆易化のための関係式 (2-26)を用い、

次章以下で述べる空間近似の条件式の記述の一般化(内部選点における未知量と他の未知量に分離

表示すること)に考慮を払えば、最終的には解くべき方程式は比較的小さなものへ変換できて避け

られる。また最近で‘は、非対称，大次元マトリッグスの数値計算法に関する研究が精力的に行われ

ている 4-8)。
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数値計算簡易化のための準備2-3 

前節では、選点法の適用の結果、空間近似のための条件式は、がIら物理的意味を持たない未定係

したがって、ガ数に関する代数方程式系および未定関数に関する常徴分方程式系として得られた。

程式系が一連の選ばれた点での関数値(変位，応力の値)を見出すような形で表わされれば、数値

計算上はより好都合となるだろう。以上の観点から本節では、解の~領竣がいくつかの要素に分割

された場合も伺々の要素に直接適用できる形で、現象を支配する常・偏徴分方程式に現われる空間

に関する導関数と要素内に配置される一連の点、における関数値を結びつける関係式を導く。

一般に現象を支配する常・偏徴分方程式は、複数の従属変数で記述されるが、議論を容易にする

ここでは一つの従属変数の場合を取り扱うことにする。また、本論文で計算対象とした構造ため、

(梁，板，殻)の支配方程式において、個々の従属変数に作用する線形微分演算子t土、せん断

せん断変形・回転慣性を考慮し変形・回転慣性の影響を無視した古典理論による場合は高々 4階，

た修正理論による場合は高々 2階である O 以上の点を考慮して、本節では一つの従属変数で表わさ

れた、空間に関して 4階および 2階の徴分方程式を取り上げる。

空間に対して一次元の場の問題が、図 2- 1 (a)に示すようにL、くつかの要素に分割されたと仮定

し、任意の婆素を(k)要素で表わす。また図の母印で示された位置は、境界条件が指定される境界点

あるいは隣接要素との結合点を表わすものであり、今後は各要素の両端に位置するとの意味で、端

点と総称する c

(k)要素内で Oから 1までの間にある空間に対する局所座標系 5と時間の次元を有するパラメータ

t *で無次充化された時間に対する独立変数 T 、

( 2 - 14 ) r=t/t* x/乙(k)，ζ 

要素長s (k) しだた

き改める。( 2 - 3 )および式(2 - 4 )を次のようを用いて、支配方程式 (2-1 )， 

、1a
1
t
l
}
i
l
I
4

、r1
l
i
l
i
-
-
4
a
j

、、ι，ノm
t

・
L] (ii (k))十 L2 ( u (k)) = f (k) ( c ， 

( 2 - 15 ) L 2 ( u (k)) - ，i 2 L ] ( U fk)) = 0 

O L 2 ( u (k)) -f fk)(n 

これまでと同様に線形微分演算子を表わし、例えば、

( 2 - 16 ) 2 ) ( P = 1まTこはP

戸

3
4
E
4
 

ここで、()=o()/占r，L]とL2は、

2P ;:;iη (k) 
L 2 ((k)) = j; b

i 
(k)(c)十 u

i =0 0 c 
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1次元の携の問題の解析モデル (a) N備の要素からなる離散化された解の領域，

(b)代表要素の内部選点と端点の配置状況

O 

@ 

函2-1

bi (，)は係数であり、 P= 1の場合はLzf土2階の演算子， P=2の場合はLzは4踏の演ここで¥

さらに、端点における境界条件式や結合条件式(接続条件式)は、一般に次のよう繁子を表わす。

な演算子で表わされる。

2P_-1 o i u (1<) 
B i (U (1<)) = -); d i (1<)(，)一了寸一一(P = 1またはP=2)

i皿 o oと‘
(2 - 17) 

演算予の添字 iは、問題の完全な解を得るために必要な端点におけdi (，)は係数であり、ここ tこ、

る境界条件や結合条件の数に対応する。

( 2 -6 )および式 (2- 13 )に類似なものが用いられる。(1<)要素の試行関数は、式 (2-5)， 

このとき、制要素内部にM(I<)僧の自由度(内部選点)を持たせ、端点における境界条件および結合

2階の条件の数を考慮して、支配方程式が 4階の微分演算子で記述される場合にはM(k)十 4項で、

微分演算子の場合にはM(k)十 2項で近似する。

n (1<) 
u (1<):::ご~(I<) =); ai _1(1<)， iー 1

(2 - 18) 

2 ) ( P = 1またはPn (k);ぉM(k)十 2P

( 2 - 19 ) 

後の式の展開上、上式を 2つの部分に分けて表示しておく。

M(k)十4
a i _ 1 (1<) c i -1 

i=M(k)十3
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まえ(2 - 19 )で右辺の第 2項自を無視すれば、 2階の徴分演算子で表わされる支配方程式の試行関

数となる。

式(2 -16 )および式 (2- 17)に現われる空間に関する導関数を、鴎 2-1 (b)に示すような婆

素内部に採られた選点勺(j = I~M(k) )および端点、'0= 0， c M(k)十1= 1における u(k)の関数

値に結びつける関係式を導く。まず、式(2 - 19)を用いて、一連の点 cj (j=O， I~M(k)十 1 ) 

における関数値を求めると次のようにマトリッグス表示される。

iU K))T明 [VJ{ a奇(k)}，十[H ] { a H (k) } r (2 -20) 

ここで、ベクトルに付された添字ては、式(2ー 18)の ai(k)が時間に依存することを意味してい

る。したがって、 aj (k)が未定係数の場合には、添字てが取り除かれて表わされるものとする O 式

(2 -20 )において、(M(k)十 2)次のベクトル {a巻(k)1，と 2次のベクトル{au(k) 1は、

( a"lk) lT四(a此 a1(k)， a馳)十1} T 

laJ)iT={ab)k)十2'aBIK)十3{ 

( 2 -21 a ) 

と表わされ、(M(k)十 2)次のベクトル{u (k) 1， は、

{ u (k) 1， = { u (k) ( c 0 )， u (k) ( c 1 ) ， ・ー， u (k) ( 'M(k)十1) } T ( 2 21 b ) 

と表わされる。さらに、 ( M(k)十 2) x ( M(k)十 2)のマトリックス [VJと(M(k)十 2) x 2の

マトリックス[H ]は、次のような成分を有する。

i -1 TT /.  Ii '¥ _ ~ t十M(k)十l
V(i， j)却と ;-1 ，H(i，d)=ciー 1 (2 -22 a， b) 

ただし、 i， j = 1 ~M(k)十 2 ， &=1，20 なお、 [V ]はVande r m ondeのマトリックスであり、

補間型数値積分別に関係づけられるが、これについては付録に示す。

次に、式(2ー 19)~ ç について 1~4 回徴分し、一連の点 çj (j=O， 1 ~M(k)十 1 )における

徴分係数を求めれば、次のようにマトリッグス表示できる。

{ u (k) (叫ん=[ A (r) ] { a *(k) } T 十iB(r)] (aH(k)I" (r=I~4) (2-23) 

ここで、添字 <r)11 r回数分を表わし、(M(k)十 2)次のベクトル (u(k)<r)1，は次のようなもの

である。

( u (k) < r) }， = ( u (k) (r) ( c 0)， u (k) < r) ( c 1 ) ，…， U (k)〈r〉(5MK)十1) } T (2-24) 

さらに、マトワックス[A (r) ]と[百 <r)J:工、それぞれ(M(k)十 2) x ( M(k)十 2)および

(M出十 2) x 2の大きさで、その成分は次のように表わされる。

-17 -



一(1)A:O)(i， j)=(i-I)，~-~ 
Jj  .j'j-1 

(2 -25 a) 

(i-I)(I-2)5jゴ一 (2)A \~/ ( j， .i) 

一(3)
A ¥j) ( i. j) = ( i -1) ( i -2) ( i -3)， j二j

一 (1)
B ¥"/ ( i， g) = (K十1)C

j -1 

.K-1 K(K十1) c j-1 

D (3) f s ¥ _ TT f TT 2 B ¥u/ (i， g) = K(KZ-1 ) ，\~_~ 
j -1 

qu
唱

1一一
唱

A
.

、ad
pi，
 

、、，ノA
性・l

f
t

、、i
ノ

円
台

υ
・1r.

、
、，ノヮ“・l

r
t

、
、、，ノ1

 

・I
r
t

、
一(4)A¥-'/(i. .i) 

25 b) (2 

一 (2)B ¥"-/ ( i， g) 

一(4) f 11 ¥ _ TT r TT 2 1 '¥ I TT n ¥ ~ K -3 B¥'f/(i， e)=K(K2ー1)(K-2)tjー1

{ u(k) (r)}，は選点

M(k) i- tニ

a暑(k)}，について解き、式 (2-23 )に代入すれば、

と端点における関数値を成分とナるベクト .1 {u(k)}，に結びつけられて、次のようになる。

K 2， 6 1 ~M(k)十 2 ，

さて、式(2 -20 )を{

ーしだた

( 2 -26 ) 

および

(u (k) (r) }，=[A (r)] (u(k)}，十[B(r>]{aH(k)}" (r=1~4) 

ここで、マトワックス[A (r) ]と[B (r) ]は、それぞれ(M(k)十2) x ( Mlk)+ 2 ) 

C M(l<!十 2) x 2の大きさで、次式でも表わされる。

[A (r) J=[五(r>J[vJ-1

27 a， b) ( 2 (r= 1~4) 

[B (r) ]=[i3(r) ]一[Atr〉)〔H]

なお、本論文で取り上げた5主体的問題の空間近似は、式 (2-26)に基づき行なわれる。

ここで、いま一度マトリックス [v]に検討を加える。式(2 -20)でお辺の第 2項目を除けば、

次式となる。

(2 -28) {y} = [VJ {a吾)

{ y }の意味するところは{u }と同様である。き換えたが、ただし、便宜上{u }を{y } 

r軸上にある区間[0， 1 ] 添字(凶とでは省略する。式 (2-28)は、なお記述の街易化のため、

内の相異なるM十2鏑の点で正確な関数値y(Co)，y(CI)'…， y(C M十1)が与えられたとき、

これらの点で正確な関数値に一致するようなM十1次の多項式 YM十1(C)を一つ定めるための関

係式とみなせる。すなわち、

( 2 -29) +aM十1，M十1

-18 -
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とおき、次式



(2 -30) (j=O，l......M十 1) YM十 l(Cj)=y(Cj)，

を満たす {a参}を求めるための関係式である。

このマトリックスは、 e1ところで、既に述べたが [v]はVande r rn ondeのマトリックスである。

低い次数の範閉でも特異性が強く、次数の増加と伴に急~ÇMの指定の仕方に大きく依存するが、

マトリックス [V]は正則であるので、この性質しかし、速に条件が悪くなる性質を持っている。

これらを式 (2-29)に代入すれば、式(2ーaM十1を解析的に求め、を利用して ao，a l' …， 

30 )を満たすM十 1次の多項式、いわゆる Lagrange補間公式と呼ばれる次式が得られる9)。

M十1
}; ti(e)y(ム)
j出 o

( 2 - 31 ) Y M ..L1 (ご)M十1

ここで、 M十 1次の多項式 15j (ご)は、次式で与えられる O

Y M十2(ご)

(e-e j ) Y市十2(C j) 
(2 -32) C j (C) = 

M+2次の多項式YM十2(e)は次のようである。ただし、 ()'=d()/de，

(2 -33 ) YM十2(ご)= (C-co) (C-cj )… (c-eM) (e-eM十1) 

5 の 1~4 回微分を行ない、 ê 0， c j，…， CM十Iにおける微分係数を求め式(2 - 31 )を用いて、

れば次のように表わされる。

M+1 / ¥ M十1(r) r~. ¥ m.~ .1 Ii (r) ル (r)YM十1(5i)=Z d i(5i)y (Ej)zZ A(i十1， j十1)y Ui) 
j=O j=O 

(2 -34 ) 

(r) 
A ¥' / ( i十1， j +1 )は式(2-r = 1 ~ 4。上式より明らかなように、

26 )中に現われるマトリッグス [A(r)]の成分を表わしている。

1 ~M ， i = 0， しだた

この事実は、数値的不安定を示

式(2 - 27 )で定義されたマトリックス

[A (r> ]および [Bω〕を作成できることを示している。

すマトワックス [V]の逆マトリックスを用いずに、

選 点の選択2-4 

選点法の定式過程より明らかなように、その適用の第一歩は解の領域内に選ばれた各点において、

L 2 (u)= f (c)を成立させることである。例えtまつりあい問題の支配方程式(2 -4 )を用いれば、

この過程(士、いくつかの標本点で与えられた関数 yCりと{疫が一致するような橋間多項式 ynぽ)を求

したがって橋間多項式の標本点の選び方の基準は、選点法においては選点

の選択に対する有用な指針を与えてくれるだろう。
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ここでは、王立 C2 -4 )で与えられる問題を取り上げて、選点のとり方を検討する。

C a ) O くごく 1LzCu)=fcn 

f (c)は既知でM団連続微分可能とする。ただし、

この問題の近似解古を境界条件を満たす試行関数を舟いて選点ご Ci=1~M) で次式、

C 2 - 35) f (と)L z C古)

f (りはその補間多項式Lz(古)によって次のように近似される10)。

fcn=LzCτ)十 -Lr(5)fαの(C") 
MI 

を満足するように定めるとすれば、

(2 - 36 ) 

f l主点 '1' '2'" CMを含む区間内の 1点、を表わし、ここで、上式の右辺第 2項は誤差を表わし、

~ふ-
I~ 、

(2 - 37 ) π( c ) = ( c -c 1 ) ( c -c 2 )…(ご-CM)

である。式(2 - 36)を次のように、

日付 )1f(E)-L2(17)=-L r (5)fω。(c+)
MI 

( 2 - 38) 

警き改める。上式でEぽ)ば誤差関数であり、選点法における残差関数に相当する。

E(引を区間内で可能な限り小さくする問題を、最小二乗近似の立場からとらえれば、次のさて、

ようになる 10)0

( 2-39 a ) 担m一白歩f~ W( c) Ez (ご)d c S 1 

の代りに、

(2-39b) T!WI ー一歩s ~ = f~ WC c) ;r 2 (n d c 

37) を考えればよい。ただし、式 (2-39 )中のW(りは区間内で非零な重み関数であるo 式(2 

のπぽ)は最高次の係数が lである多項式に展開できるc

( 2 - 40) 十 C1 c十 CocM十 CM-lc M-l十πCf) 

C 0 ~C M-lは係数である。上式より次式、

-
J
 

‘F
P

、

、，，J
叩

ル戸、一.、
J

r‘、一
pu

π
一
《
ぴ

《
ぴ
一

ここで¥

( 2 - 41 ) M-1 ) 
，
 

• • 
，
 

l
 

0， 

が得られるので、式 (2-39b)を最小にする Cjは次式を満足しなければいけなL、。
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C2-42a) 

(2-42b) M -1 ) (j=O， 1，…， 
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上式が成立するのは、 M次多項式 π(，)が区間 [0，1 ]で重み関数W(e)のもとで直交多項式;こなる

場合である。このとき、残差関数E(ご)も直交多項式で表わされる。すなわち、選点法においては、

選点に式 (2-42b) される直交多項式のかi偶の零点， jを採用し、 Mi闘の点で残差関数R(ご)

=E(c)を零と置けば、近似解に含まれる未定係数を S2 (式(2-39 b ) )が最小"こなるように定める

ことができる。なお本節のアブローチとは異なるが、 RussellとVarah11)は、選点法は最小二乗

法を適用し、最小二乗法の定式化の中に現われる求積なM点積分公式を用いて評価する場合

であることを示している。

さて、視点をかえて、式(a)に変分原濯に基礎をおく近似解法を適用してみる。式(a)の近似解とし

て、境界条件を満足する次の関数を考える。

~ 
U 明 aj伊1十 az 'Pz + '" -;-a n CDn (2 -43) 

ここで、 al l土未知パラメータであり、円は関数別(1， " ，2， ，M-1 }から取られた関数と

仮定する。

式包):主任意の仮想変位 ouに対して次式の仮想仕事(仮想変佼)の原理が成立することと等価で

ある。

J~(L2(守)ー f (ご))バ de = 0 

式 (2-43)より得られる

ou=oaj'i'j 十 oa z 92十・・・十 oan9n

を式(2-44 )に代入すれば、

J~ (L zcわー f( ， ) ) ( o a j 91 十占 a2 'P2十十 oan'Pn)d，唱 O

( 2 -44 ) 

( 2 - 45 ) 

( 2 46 ) 

となる。在意の oa i :こ対して上式が成立するための必要十分条件として次の n簡のガ複式が得られ

マ

00  

J~ (Lz(古)ー f(ご)) 'Pi dご=0 ( i = 1~n) 

上式はGalerkin法にほかならなL、。

( 2 -47 ) 

式(2 - 47) (之、 W(x)=1と置けば式 (2-42b)に本質的にほ等価で、あり、残差関数R(，)=Lz日

- f (，)が直交多項式で表わされるならば成立する O すなわち、[K間 [0，1 ]で重み関数W(CJ=1を

もっ直交多項式の零点を選点に採用すれ;工、選点法は仮想仕事の原理に等価となる O なお Rusell

ら11):工、選点、法はGalerkin法を適用し、 M点積分公式により積分鏡を近似的に求めるのと向等

であることを示している。このことと、 Galerkin法と仮想仕事の原理の等師役を考え合わせれば、

選点法と仮想仕事の原理の等価性の成立は当然の帰結であろうっ
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これまでの記述より、選点には、補間多項式の擦ヱド点の選択の立場から議論すれば、式(2-42 

b )の直交性を満たす多項式π(e)の零点を採用し、選点法と仮想仕事の等価性の立場からは、式(2 

-42 b)で重み関数W(e)出 1をもっ多項式 rrCと)の零点、を採用すればよいことが明らかになった。

式 (2-42b)の直交関係を満足する直交多項式系π(e)[士、次のようにも定義される。

f~ W(n;τj (ご)吋 U)de=O， (j=O， 1，・， M -1 ) (2 -48) 

ただし、 π(e)の次数を紛らかにするため、添字 j，Mを付した。重み関数W(e)の選び方は自自度は

大きく、例えば、

WU)=ea
(1-nP， (α>… 1 ，β>-1 ) (2 -49 ) 

のように選んだとしても、 αとPの条件を満たす直交多項式を任意に作り出すことができる。本論

文では実用性を考えて、数値計算の分野でよく知られ、ゴ、たよく用いられている直交多項式を採泊

することにする。すなわち、重み関数W(，)= 1 (α=β= 0 )をもっ shiftedLegendre多項式

PM*ぽ)とWぽ)=1/〆Jて1二c) α=β=ー1/2)をもっ shiftedChebyshev多項式TM*ぽ)

を採用し、その零点， j (j 1 -M  )を選点にとることにする。なお、多項式PM*(')およびTM*(e) 

はそれぞれ、区間[ーし 1]で定義される Legendre多項式PM(')およびChebyshev多項式TNie)を

区間 [0，1 ]に変換したものであり、 PM(')の零点はLegendre-Gaussの積分公式の分点に、

方TM(e)の零点はChebyshev補間の標本点に用いられている。

以下に二つの多項式PM*(e)とTMキ(e)の基本事項を列挙しておこう 12，13)。

① shifted Legendre多項式， "M(')= PM*(C) 

dM 
Rodriguesの公式 ;PM*(5)2232Z2EIE7EEitM(1-5)Mj 

[ j舟'1]
霞交関係 ;f~ Pj*Ce)町(ご )dト{:/(山) [j=IVIJ 

漸化式 ;Po*U)=1

C 2-50a) 

(2-50b) 

P1*(n=1ー2C } (2-50 c) 

MPM* (e) = (2Mー1)(1-2C )PM-1*(e)ー(M-1)PMーよ(e)j 

零点 5・;e・=C 1十 Xj )/2， (j = 1 -M  ) 
J ' 'J 

( 2ー50d) 

ただし、 XjはLegendre多項式PM6dの零点で、あり、 Legendre-Gaussの積分公売η分点と

して、ほぼ任意のMに対して数表化されている14)。

@ shifted chebyshev多項式， "M(') TM勺e)

ー1) M 2 211M! 
Rodriguesの公式;TM*(e) = 

(2M) ! 
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π[j=M=O] 

漸近式 To
本

U)= 1 

Tj
本(ご)同 25ー

TM * (C)出 2(25-1)TM-I*(t)-TM-r(5)j 

π
 

二
M

T
d
一つゐ

つん】一I

一2
1

一2
・戸、占

n零 (2-51d) l-M) 

t=I/2を基準にして対称に配置され、なお、多項式PM*(nおよびTM
本

(t)の零点、の分布状況は、

O. 1近くで密l亡、中央部て1主総に分布する性質を有している。そのため、境界値問

題を偉く場合には非常に有利であると考えられる。

区間の端点 t

録付

区間 [0.1]で定義される直交多項式の零点ごj(j=I-M)と端点 to=O.tM十1出]で作られ

[v]の作成には端点がるマトリックス [v]は補間型積分別と以下のように関係づけができる。

かかわっているので、関数 f(t)の{度が区間の筒端で計算される次の閉じた嬰の積分を考える。

M十1

J~ f(ご )dt=zom ( A-1 ) 、3ノ1
 

2
ら

r
，‘‘、

府守，‘

次式で与えられる誤差E

M十 I
E(f)z fif(5)dt-JOWi f(5i) 

重みWji土、ここで、引は重みである。

( A -2 ) 

すなわち、次式を解くこtM十lに対して零になるように定められる Of(5)=l，t，52， カl、

とにより得られるご

(A-3) L q J L W J [V] 

行マトリックス LWJと Lq Jはマトリッグス [V]の成分l工式(2-22 a)で与えられ、ここ Iこ、

次のようである。

( A -4 ) 
1
1
J
 

ヮ“十M
 

/
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本 本

式(A-1 )の鱈果は、箆交多項式 "M(')( P.rv((')またはTM仰を表わす)の零点と端点に主主づ

く、次に示す f(，)の補間多項式了(，)の積分と向ーとなる。

M土 "M十2(ξ) 

i"二o(C-'j) 
( A -5 ) 、，ノ・I
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" :'1十2(，) = ， ( c--1 )詑M (，)。d()/d" ここ tこ、(

したがって、重みWjは次式で与えられる。

古 M十2(e)

(c-'j ) "M十2('j ) 
Wizf; ( A -6 ) M十 1) 0， 1， 2，一d" 
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( Aー 7) 2/3 WO=Wz=1/6， W) 

M>2のとき;

WO =WM十1国 O

W; 
'j ( 1-'j) {PM

本

(ti)jz
， (A-8丘. b) 1~M) 

Gaussの積分公式の重みとなる。特にかr~ミ 2 では、式 (A-8b) で与えられる重みは Legendre

の半分に等しい。

円 1(c-)=TMネ(，)とする場合j
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u
 

(A-9 a， b) 

Mが偶数のとき;

WM十 1=一一一一一
2 ( 1-M2 ) 
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= (-1)1 -.-.，---'-十 W;

M( l-M~) 
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である。特にM:ミ2でほ、 WOとWM十土常に負となり、 Wif主Fej~r の公式15) の重みの半分

しし、。

式(A -3 )から得られる重みは、式 (A-7)-(A-10)で与えた結果と向ーとなる O この

関係l士、選点に関するデータのチェックや [v1の逆マトリックスの精度の検討に役立つもので

ある [v]の逆マトワックス;土、式(2-27)のマトリックス[A < ) Jおよび[B < ) Jの作成

のために必要なものである。したがって、 [v]叫 1の精度の検討は、 選点法の適用の結果得ら h.

る方程式系の係数マトリソクスの数値安定性の判断にも有効であるつ
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第 3章 国有接動問題



3 -1 概説

構造物の振動性状を把握することは、その耐震性や耐風性などを解析するために不可欠である。

いわば構造物の自街振動性状の把握は、徴分方程式の余解を求めることに相当し、地震力などの強

制]外力に対する解は特解を求めることにほかならな L、。したがって、動的応答の完全解を知るため

には構造物の振動特性を知ることが必須となるつ

構造物の自由振動特性の把援は、構造物の圏有振動数とその固有振動モードを求める間有値問題

に帰着する。固有値問題を記述する基穣方程式は、微分方程式(運動方程式)と境界条件であるが、

その解析解を求めることは一般には容易でなく、いきおい、無限の自由度を有する連続体の問題を、

有限簡の点とか婆素に分割する数値解析的な手法(離散化手法)に額らざるを得な L、。

さて、構造要素のうちで、運動方程式が高階多元の微分方程式で与えられる構造要素の一つであ

る回転殻に焦点をあて、その間有振動問題の解析に適用されている解析手法の特徴などを僚観して

おこう O

境界条件を満足する運動方程式の解を解析的に求めようとする方法は、殻の曲面形状に依存する

微分方程式の複雑さに原田して、 Warburtonら1，2) の円筒殻、 kalnlnS3)とKuniedaりによる

球殻など、極めて限られた形状の殻にしか有効でな L、。しかも、闘脊振動数の算出は試行錯誤法に

より行列式の根を求めると L、ぅ方法によるため、その欠落には細心の注意が要求される。

自転殻の臨有振動問題は、殻の両端部で境界条件が規定されるいわばこ点境界値問題でもある。

境界値問題を初期値問題に変換し、微分方程式の一般解を基本に組み立てる解法も提案されている。

この解法は、マトリックスの掛け算による移項計算を主体とするもので、伝達マトリックス法ある

いは行列級数法 (Matrix progression method)、Holzer法とも呼ばれ、 Carterら5)、 Goldberg

ら6)，Totte山 mら7)およひιarghameeらりなどの研究報告がある。この解法は、理論体系の明

確さ、境界条件を比較的任意に扱えること、および他の解法と比較して、低次の方程式系を扱えば

よい特長を有する皮菌、解法の過程に含まれる数値的不安定性には細心の注意が要求され、特に支

間の長い場合や肉淳が薄い場合には、良好な鮮を得るための何らかの補助的な工夫を要求される。

有限要素法(F.E.M.)による回転殻の研究は数多くなされ、今日なお、要素内変位関数の次数場

加による精度向上、曲線要素や曲面要素による殻形状の近似度を向上させる研究が、続けられてい

る9~12jo以上は変位仮定に基づく場合であるが、変位と応力を未知量とする混合法によるアプロ

ーチもある13，14)oF.B.M.は、解法の解明さ、任意の境界条件を扱える等の科点がある一方、要素

細分割による大次元マトリッグス演算の必要性やそれに伴う屈有償計算上の精度の低下の問題もあ

る戸

差分法(F.D.M.)による解析例もある15，16jo この解法は、周知のように、徴分作用素を霞接、

差分近似し有限飼の未知数に関する連立方程式に帰着させるもので、街使性から種々の回転殻へ適
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用されている。しかし、よい近似を得ようとすると格子点数の増加によりたちまち多大な計算量を

要求される。また、解の精度は境界条件にも依存する。すなわち、境界の関数値を与える条件

(Dirichlet型境界条件または第 1稜境界条件)は差分表示の必要がないので差分表示誤差は伴わ

ないが、微分方程式で与えられる条件(1、Jeumann型または第 2緩境界条件、第 3

分表示の際の打ち切り誤差が伴う。

界条件)はまを

S todola法に基づく例が、 CohI1I 7)およびWeingartenら18 )により報告されている勺この解法

の基本t士、仮定振動モード形を順次調整して真のそード形を求め、それから間有振動数を計算する

ところにあり、上述の解法とは逆の手11震をとる特色ある手法であるが、最大の難点は、高次そード

を評価するには、それより低次のそードをすべて、十分な精愛で求めておく必要があることである。

それゆえ、この方法が有効なのは、比較的低次のそードであろう。

さらに、領域分割法 (Parti tion法、 Subdomain collocation法とも呼ばれる)が、 Stoneking 

ら19) により用いられている。この方法は場の大域的性質で支配される国有値問題に適した解法と

考えられるが、解が領域分割の仕方に大きく依存することには注意を要する。

以上のように、田転殻の固有振動開題に限定しても、多くの研究が行われてきているが、任意の

境界条件や形状に対する適用性、高階多元な運動方程式に対する解析の容易さおよび解法のー絞性

という観点に立てば、解法tこ関してはまだ検討の余地が残されているものと考えられる。主主意は、

このような視点、から、固有振動問題を微分方程式と境界条件に基ついて、統一的、組織的に解析で

きる解法の確立を目的としたものである。

さて、選点法(土、選点の選択の仕方によっては未知数の倍数の減少という利点、および定式化が

容易という固有の長所があり、これらを生かせば前記の近似解法以上の結果を期待することも可能

と思われるが、国有振動解析への適用例は少なく、著者とう手村の任意形状の回転殺の解析を意図し

た研究が見当る程度である20，2ljo その他著者と芳村は、問手害援重力問題を二点境界値問題としてと

らえられる場合の解析を目的に、梁や板についても一連の研究を行っている22~24jo

ところで、臨有振動問題は場の大域的性質に支配される点が、局所的な性質が問題となる変形・

応力を求める問題と大きく異なる。しかしながら、間有振動問題の解(固有振動数、国有按動モー

ド)は、任意の動的荷重を受ける構造物の解析においては、構造物の動的挙動に関する基礎的な情

報を提供してくれ、また解の精度に関する数値計算上の特性は、変形・応力の動的応答値の精度に

関連する情報を提供してくれるだろう。

本意では、こうし、った立場から、全体を 1， 11. J[部に分け、 i部では梁、 E部では回転殻、 E

部では矩形板の固有振動問題に選点法を適用し、二点境界値問題として記述される構造要素に対す

る選点法の適用可能性および数値解析上の特性の検討を行う O 以下、 i部 (3-2~3δ) では、 Timoshe曲。

梁を例にとり国有援動問題を後述する内部選点閤有方寝式および端点間有方程式の二つの形で記述

する。ついで、数億計算を行ない、本解析法の妥当性、数億計算上の特性を検討する。 H部 (3 -6~
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3喝)では、まず、任意の形状および任意の境界条件の回転殻の菌脊振動を算定するための条件式を

具体的に与える。ついで、内部選点閤有方程式に基づく数値計算念行い、高階多元の徴分方程式に

適用する際の数値解析上の特性を検討するとともに、本手法が従来手法と比較して何ら特別な工夫

もなしに、高精度の解が得られる直接的な解法であることを、いくつかの形状の回転設の解析を通

して明らかにする。車部(3 伊 9~3-1 1)では、対向 2 辺が単純支持され、他の 2 辺が任意の支持条件

のMindl in仮に対して、まず、固有振動を算定するための条件式を導く O つぎに、内部選点箇有方

程式に基づいて、等厚板fこ対ずる数値計算を行ない、得られた給巣を既知の鮫密解その他と比較検

討し、併せて厚さが一方向にのみ直線変化する変厚板の援勤特性について言及する。そして、本章

の最後 3-12では、 ト H，車部を通して明らかになった、選点法による箇有振動問題の定式化、

その適用性および数値解析上の特性に関するいくつかの知見をまとめて示す。

1. T imo shenko渠

ここでは、梁、板および回転殻の固有振動問題のうち、二点境界{富問題として記述される場合を、

Ti moshenko梁を例に挙げ以下の諸点を中心に議論する。

① 選点法による固有振動問題の定式化および罰有方程式の構成c

② 菌有億の精度の確認、およびそれに与える離散化量の影響。

③ 薄肉梁に対する適用可能性の検討。

①では、選点法の適用によって固有振動問題は二つの形の富有方程式で記述されることを示すc

一つは内部選点における未知量を間有ベクトルの成分とする“内部選点固有方穏式"であり J、ま一つ

は、端点(境界点、要素分割点)における未知量を箇有ベクトルの成分とする“端点包有方程式“

であるc 二つの形の間有方程式の出現は、解法に一殻性を持たせるために、試行関数に微分方程式

も境界条件も満足しないものを用いたため生じたものであり、ともに微分方程式の残差条件と

条件を満足するように試行関数に含まれる未定係数間の一次従属関係から得らま1、前者は内部法

(Interior method)、後者は境界法(B oundary m e thod )の一種に位置付けられるものでZうる士

②では具体的な数値解析例を通して、本解析法による回有鎮の精度の確認を行うと共に、語草の精

度Iこ及ぼす選点の選び方、内部選点数および要素分割数の影響を包括らかにするコ

③は、せん断変形・回転資性の考慮された浬論(修正理論)の採用を前提とするときの本解法の

薄肉梁への適用可能性の検討を目的としたものであるη これは本解析法によるj事肉梁(板、殻)お

よび薄肉梁(板、殻)の統一的な解法としての妥当性在確認するも C であり、本解析法によれば、

変伎と曲げのみによる回転角に狼立な試行関数を用いているにもかかわらず、他の近似解析手法に

みられる数値的不安定現象が生じないことを、議銭的、理論的に切らかにする。

Q
U
 

η/iω 



以下、 3-2ではTimoshe出。梁の基礎方程式を示し、 3-3では 3-4で必要となる結果を述

べ、 3-4で選点、法の適用により得られるこつの形の固有方程式を示す。 3-5は木解析法の有効

性、適用性を検討するために行った数値計算例である。

3 -2 T i moshenko架の基礎方程式

。"¥ Ti moshe由。理論必 d ノによれば、

せん断変形と回転慢性の影響を含

み、均寅で一様な断面の梁の振動

を支配する運動方程式は、間 3-

1 Yこ示すように横変位をW、曲げ

のみによる回転角をφと記すこと

にすれば、次のように表わされる。

a2¥V a2羽fθφ
ρA-_-_ -κGA (一一?一一一)= 0 

at~ ax~ ax 

3W 
3x 
W(x，t) 

一一一一「
♂ 

密 3-1 Timoshenko梁

( 3 - 1 ) 。2φθ2φθIW
ρI一ーで -EI-=-でー κGA(一一一φ)= 0 

at乙 ax乙 θx

ここで、 ρ:密度、 A:断面積、 κ:せん断補正係数、 G:せん断弾性係数、 1 断面 2次モー

メント、 E:弾性係数。

梁の端末で規定される向次境界条件は、次の 2組の対の適当な組合せによってき受わされる。

W=o または Qx= 0 

φニ O または Mx= 0 
( 3 - 2 ) 

ここで、 QxとMxはそれぞれ、次式で表わされるせん断力と曲げモーメントである。

。φ
Qx=κGA (コ…ーφ)， Mx=-EIっ-

ax ax 

ここで後の展開を容易にするために、無次元表示された運動方程式と断頭カを求めておく O まず

( 3 - 3 ) 

c=x/L ( 0三三ご三二 1) 

位置に関する座標値が Oから 1までの値にある次の座標系を用いる。

( 3 -4 ) 

ここで、 L:梁の長さ。たわみWとたわみ角φは、調和振動の前提のもとに、時間変数 tを分離

すると次式で表わされる。

W ( c， t ) = L 0 W (c) e iωt 

φ( c， t ) = o (c) e iωt 
( 3 - 5 ) 

nu 
qδ 



くことは省略する。さらに梁ここで、 Lo 基準長、 ω:固有円振動数。以後の式では、日 1ωt

の長さ L、盤石間積A、断面 2次モーメント1ft、基準長Lo、基準断面積Ao、基準断固 2次モーメ

ント 10により、次のように表わされるとする。

( 3 - 6 ) 1 = T 10 A=，3 Ao. L=αLo. 

T 定数。α. ;J. ここで、

(3-3))は以下のように無次元化以上の準備のもと iこ、運動方程式(3 - 1 )と断簡力(

表示される。

運動方程式:

d 2 W dO 
a，-ーでー十 aっ一一一+m， "Q2 w == 0 

d c e -dご

( 3 - 7 ) 
!
1
1
 

d2O 
-ト a4-;-てZ一十 a5 if;十IIl2.Q2 o = 0 

~ - .ー

dw 
a 3でて一

~ -

.Q2 は固有円振動数パラメータここで、

(3-8a) g2 ニ ρAoLo'!ω2ノ Elo

であり、係数 a1 ~ a 5とIIll・IIl2 は次のようなものである。

κG B 
a ，ニーー ~I-Roマ

E α 

κG R02 
a 2. ==ーすτ

KG R口。

a 1 =つァ(ームア，
旦Jα

(3-8b) 
κG 

a 5 - E一βRoτ
Ro。

a.jニ T(一一)ー-α 「

(3-8c) IIlZ = T III 1 1 . 

(3-8d) 

ただし、 Ro{土基準組長比である。

Ro=~ O ーザー一一一一一一一一ー叩ー

、Jτ/Ao 

Lo"  dif; 
一一一 M"= b丸一一-
E 10 d.; 

dw 
b，一一一+b 2 o 
. dご'

断関カ:

Qx 

ICG Ao 
( 3 - 9 ) 

( 3 - 10 ) 

ここで、係数b1 ~ b 3は次式で与えられる。

τよq
G
 

b
3
=-_T-

α 
b 2 =一人b 1ニ L

α 



3-3 定式化のための準備

図 3-2(a)に示すように、領域し 0，L-，をいくつかの部分領域に分割し、すなわちNf闘の要素に

分割し、 k番自の要素を(kJ要素と呼び、境界条件が指定される梁の河端を 1，N十 1，分割点を 2，

3，…， Nと番号付けをするO 各喜要素l主、式(3 - 4 )に類似な式、ご=x / slkiで表わされる局

所座擦で定義されるものとする。以下では(k)要素に対して定義する諸麓には、扇添字(k片付して表

わすことにする。

L 

5 E 

iιユl-----I;)1
L k+l ~ 

マ

(α) 

(b) 

-
p
p》

時ーー・側0----

1;2 E;i E O E;M I;M+l 

o Interior collocation points 
• End-points 

国 3-2 (a) N要素への分割， (b)内部選点と端点の配置状況

l初要素上の試行(未知)関数w知とゆ加を、領域内部でM個の自由度を持たせ、満足すべき

界条件や後述する分割点における接続条件の数を考慮に入れて、とに関するM+l次の多項式で近

似する。

M十つ
(k) J (k)“(k)  .，，(k) ，，..i-

(w ¥.[¥Jゆ )=Z (d i-1， f iL1)5il 
i =1 ゐ A 品

(3-11) 

ここに、 ιf払 :未定係数。運動方程式も境界条件も満足しない式 (3-11)のタイプ

の試行関数は、適用が容易であること、特に変数係数の運動方程式や複雑な境界条件のとき好都合

となるので、本論文では繰り返し用いられる。

式 (3-11)そのものを用いて思有振動問題を定式化すれば、一殻には何ら物理的意味を持たな

い未定係数を固有ベクトルの成分とする線形方程式系が得られるが、ここでは、図 3-2(b)に示す

ように要素内部に配置さま工る内部選点ご(i ニ l~M)および要素の両端に配置される端点 :;0 ニ 0 ，

ご封じ 1ニ lでのたわみ、たわ角の値を間有ベクトルの成分とする形で問題を定式化する。この変換
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の微分方程式で表わされる TiID oshenko梁に対しては、一連の点三 J

6の{直とを結

2 で述べたように、l土2

の点 cjにおける W，6の 1，2次徴分係数と( j = 0， 1 -M十 1)における w，

びつける次式によってなされる。

( 3 - 12 ) 
、ll'
t
t
r
i
l
-
-
l
J

)

)

 

川

町

伽
，
の
'
，
φ

{ o'ω}) = [A  1 lct w ¥kl } ， 

({ザ伽}. { グω}) r A <2 J( {w性心}. 

ここで(')はごに関する徴分を意味し、

恥
昨

{ w'ω}などは次のよ(M十 2)次のベクトル{wlki } • 

うである。例えば、

W1k! ( CM占 1) ) wlk'Uj)， {WIki}T =(wlkl(cO) 

( 3 - 13 ) wf(k)(ごM+l))， w '(ki ( c j ). { w'lkl } T = ( w!kl ( c 0 ) 

W'!Ik!( 'M-l)) wl!lki ( '1 ).・¥{ wl!(kl} T ニ (wl!lkl(co)

A
U
 

n川崎
，Ge 

R
 

さて式 (3-11)を式(3 - 7 )に代入すれば、 (k)要素に対する運動方程式の残差吋加、

がごの関数として以下のように定義できる。

ι与し

RJKi(ご)ニ ap呉与十 az釦坐主十m1~2w加
t!. dc 

(3-14) 

wkjfkl d 20ω (ki 21ki， Ikl n 0 )k! 
Rai "'-' (ご)エ a3 一一一-Ta 一一一一 十 a5 φ 十 ID2'.nJ Q助 oψ dc  -'<>4 d，2 '''5 

し、式(3 - 12 )を用内部選点、 cj (i=l -M)における残室長は、式(3 - 14 )の徴分階数に

いて、一連の点 'j (j = 0， 1 -M + 1 )のwki，ok)の値で次のように表わされる。

LPpfhz 

H
U
 

刈
U4φ

・
十A

 

つ】

1
ム

比
u
v
d

一一

d

v

J

 

K
 a

 

ム
e

k
 w

 

n/ソM

A
 

。fM
1

i

一、
1
1

一一

M
J
j
 

ω
 

a
 

一一
舟
介
』

川

wp
匂

Iki n" =!kl 
十IDj¥.."-' Q2W ¥h-' (c i ) 

、、tι

，，
守

2
占

/「E
¥

句

kk
 

，
φ
 

'
E
4
 

1
T
 

nノ
ω

A
 

。
/
】

1
i

u一日

Z
一一

h

・1
d

伽
4a a

 
÷
 

句

aよ』信、
k
 

w
 

¥
Jノ

'
1
4
 

f
t
、

可
ga

A
 

内

，

人

制

噌

i

ム
1

1

'

一一

M
2
j
 

伽
q
u
 a

 
一一

h
p
L市

川
W

A
V
 

R
 

Iki ω Iki n " ，!kl ート a 5 '.!" rf;'-"-' ( ごi )十m2\~， [21 φ ( ご

( 3 - 15 ) 

r A (1/ 1と1-M、A1)( i十1， j )と A2>( i十1， j )はそれぞれ、マトリックス

L A'(2) の第 i十 1行、第 j列の婆素を表わす。

式(3 - 15 )を内部選点と端点における未知章に分離し、 マトリックス表示すれば次王えとなるο

( 3 - 16 ) {前)ニ[寸i] { Ò~} + [ Kjf ] { Ò~} 十 Q2[咋il キ
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2M次の残差ベクトル (Rω)は

時)(ç2)..... R，~(ÇM). R~I(çj)' R~(Ç2)' ...• R~ (CM)) 

ここで、

( R(k) } T = (~ (( j ). 

( 3 - 17 a ) 

2M次およじ 4 次のベクトル {ò'~ }と {85jは、一連の点ご j( jニ O.1 ~M + 1) と表わされ、

oの一つなZにおけるたわみw. たわみ角oを内部選点と端点に関する部分に分援し、例えばw.

と記し、

(3-17b) 

{Z~I}T =(zω(C1)， Z(k)(CZ) ，"'， Zω(CM) ) 

".， T 刈 J 代ョ i

{Z'E'} = i， Z'K!((O ). Z配 ((':"1十1) ) 

と表示すれば、次のように表わされる。

( 3 - 1i c ) 

( o'r}T ) { Ò~}T ニ({~ }T 

，1621jT) { o官}TZ({W3)jT

以下、マトリックスとベクトルの下付き添字 IおよびBは、それぞれ内部選点および端点に関係

さらに (2Mx2M)次のマトリックス[時IJと[MrIJ、および (2Mx-1)ずることを意味する。

( 3 - 18 

ftMww][Oh 

~ 0 J[Mφo 

次のマトリックス[kfi]は、次のように与えられる。

[MF〕ニ
]
「
引
一
八
一

ψ

φ

'

ψ

，φ
 

kv~
丸
一
馬

「

i
し

{
i
l
l
-
}

「
l
i
L

「
1
1」

「
i
J
「
i
1
J

「

l
j一
「
1
1
」

w

w

w

w

 

h~一K
W
E，

作
川
ト
汁
比
一
作
川
に
け
け
に

[埼1ニ

[時1]= 

L叫rwJなどの要素は以下のとおりである。(MxM)次の部分マトリックス [kww]，ここで、

山/り¥山'

K o o (j， j) = a4 ¥I¥J A¥ム(i十1.j十1)+a5uudi j j 

(3-19a) 

(k)， 1ノ

Kwo ( i， j)ニ a2"" A • (i十l.j+1)Kww(i， j)=aj'kIA'2>(i十1， j十1) . 

(kI，O¥ 
I56w(i，J )za3A /(1÷1.j +1) 

i.ニ1-M. O， : Kroneckerのデルタ。
1 J 、

しだ

( 3 - 19 b ) 

(k)， 
mj J 

IkI 
立11[M附]ニ dlag「m1?

(kl (kl ， 
m? ・ m?

(M x 2 )次の部分マトリックス IK__Iなどの要素は以下のとおりである。
ww-' 

-34-

[%。]エ dlag「m2KJ

さらに、



iZww(i，j 〉ZSlkiAJT(i十I，d〉， EwO(i，j )=a 2kl A:1J (I十1，ゐ)1 
r ( 3 - 19 c ) 

IZow(i，j )za 3fkiA1〉(i+L4)，玄oo(i， j)=a4(k1A¥2¥i+1，t) J 

g (ま次の約束に従う。jニ 1，2であり、
、

し・た-た

つω一一つ臼十

1

M

 

一
一
一
一

f
t
l
'
a
d

，st』
l

、

一一
川

ρψ

， j = 1 

i=l~M 、

Mx)の組合せで与えられる梁の端末で規定される境界さて、変形最 (W，φ)と力学量 (Qx，

条件および分割点で成立する接続条件を、これまでと同様にマトリァクス表示で整理すれば以下の

ようになる。

φ )について、変形最 (W，

'Mァ 1= 1における変形量を次式で表わす。

{.XikJ}:_= =Cw
fkl

(乙)，
i:-i"，.e .t/ 

6ニ Oまたは ι=M+1である。上式を内部選点と端点に関する部分に分けてマトリッ

( 3 -20 ) 、、t
ノ

、、ーノ
d
k
u
 

b
p
h
 

〆，‘、k
 

，の・

(k)喜要素の端点 '0ニ 0，

、
し

J
」

一

ーた

クス表示すれば次式となる。

=[GTl]とこ長 {押}+ [ Gr  l;=f
t 

{占官}{.XikJ} ( 3 -21 ) 

ただし、各マトリックスの大きさと具体的な内容は次のようなものである。

( 3 - 22 ) 

、I1
1
1
$
1
1
1
1
1
1
}
i〉
1
1
'
i
i
{
j
i
l
-
-
J

[GtIJ;=f
t 
=[ 0 J (2x2M) (i=0， 

M十 1) 

ヱ[;;::]山)[GrJ 

「円 fkl-，ーr0 1 0 0寸

L¥.TB ~f=fM+l L 0 0 0 1 J (2x4) 

Mx)について、( Qx' 

(k)要素の端点における力学量を次式で表わす。

{F1kJ
} ~とエ (-L Qxh5) 土;:-Mx(kl (ι) ) 
ー-v κ G A o ι ，EI 0 "& 

( 3 -23 ) 

6ニ 0，M十 1。式(3 - 9 )とまえ (3- 12 )の第 l式を用いれば、力学長は次式のよ
、

しだた

の点fj ( j =0. 1 ~M 十 1 )でのたわみ，たわみ角の値と結びつけられる。

唱 M+2

rxk(56)4iil山

フ

( 3 - 24 ) 
Mム 2

(kI 
b 3jz  A¥l、(/!+1， i)ゆ(f i -1) 
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4ニ0，M+ 1。上王立を式 (3-21 )と同様な形で表わせば次式となる。

=[Q1715254io?}十[QE]5254{噌}
d
必

Fι
、一一

tr
、

川
山

F
 

、
し

J
」

一
Jた

( 3 - 25 ) 

( 3 - 26 a ノ

ただし、各マトリックスの大きさと内容は以下で与えられる。

r "1 

ILQwJLOJ; 

~ 0 J L Qø~ 一一』

ζ
ι一一

か
介
、

「
1
1
」

川
町

I
ハ
可

「ーし

(2X2M) 

の行マトリックスを表わし、零の行マトリッ…， 2
M 22 ' ここで、 L2Jはその成分が21，

( 3 - 26 b ) 

クスさと除いたそれらは次の成分をもっ。

Ikl句、
Qwiニ b1'.oJ (む )A¥"/(i十1.十1) 

O 

Ik}. (1¥、;
b '['"'A" ( 1，M十2乙

(2 x 4) 
同「

b o(kl 

Qoi=b3(k)(む )A(1)(i+1、i+1 ) 

ω く1)
b 1"'"' A'"/ ( 1，M+2 ) !， Ik! ， ~1 

ib1'""A" (1.1) 

i 0 
ハ
u

h

片、一一
ゐ

μι

、

「
1
1」

川

W
B

ハ
可

「
l
し

(k)，q¥ 
b'['"'A" (1.1) O 

b~1 
ワO 

lki. 1 b;A.' A 倒+2.M+2))
 

4
E
'
A
 っ“

』

Tri 
、hra
‘、

¥
〉
/

1
1晶

A
 

川
町

1可。
「

1
1
1
}

一一
1

J

ア
-fillgE 

、ル出
士、一一

h
p
L古

川
出

B
ハ
可

「
l
l
L

b;Wの'1+2.11'1+2)加、1
b3~A 制+2.1)O O 

(2 x 

( 3 - 27 ) 

1 )姿素の端点ごニ

( 3 - 23 ) 

k
 

f
l
、、

CMム lと(k)要素の端点c= Coにおいて次式が成立しなければいけなL、。式 (3- 20 )、

より、

要素の分割点で成立する接続条件式は、次のようになる。すなわち、

{X(k-1)} C=CM-dニ ixkijJニ fo

( 3 - 28 a， b ) 

{ F (k -1) }e _ e = {F (kJ }と
C=CM十1 ら一句。

式(3 - 28 a)と式 (3- 28 b)にそれぞれ、式(3 - 21 )と式 (3- 25 )を用いれば、式(3 

-28)は次のように表現される。

[SF1)〕5Z5ル 11占jkm1)}十〔SF1)〕525M-1isp-1)}+〔sT]5Z50{キ}

( 3 - 29 ) 十 [siE]5250182iz{O) 
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一寸

(k-l)つ-QE" ~j j工 F
、M-li 

(-1 x 4) 

「G?lJ1と z
- JJ ω ら一、M-l[8γ1 )与』

一---一、M-1

ここで、各マトリックスは次のように表わされる。

一

11
 

1
d
 

h
m
h
一一一

F
戸
、

「
1
!
J

、、，ノ11A
 

L
A
 7

1
-

(
 -P 

ー一

OJ

ω

司

h

心

2

、h
d

へ

』
F
F
Lち

1
;

一一

fl、

』
戸
、

一;1
1
d

、J
〆

寸

1-k
I
 

(
 h-

i ，，(k-l) 
1 一ー

-c-ζM+1 

GKI1』「

D ~ ';-'0 i Q(kll 
L uB J 

( 

)一 Idl;J 1 
fski 1h-pニ1.~ョ
ームザトζυ j-CQ?l] 「ハ(klつ

~ ~B ~ 

(..!x2M) 

( 3 - 30 ) 

(4x-!) 

戸
Aイ

国有振動方程式3 -4 

L 選点法による固有援動問題の定式化手1蹟

をこつの具体例に従って述べる。こま1によ

、j
巧

/ι』
f

，z
、

岬

j

十レν
 

2 
トー

(2) 
ι'Z!日

乙に対する場合も容易に類推り他

できょう O 第一の問題は図 3-3(a)lこ示す

片持梁で、全領成(要素数N

法三ど適用する場合であり、第二の問題は第

分割し(N = 2 )、ーの間需を二つの

J 
L: 各委素に選点法を適用し定式化する

Lり心。

2 1， (b) N (a) N 片持梁図 3-3以下に各問題を定義するのに必要な全未

知数に対する条件式を列挙し、その後それ

らに基づL、て固有振動方程式を導き出し考察を加えること iこするc

第一の問題(図 3ー 3(a)) a) 

このうち 2M飼の試行関数を式 (3-11)で表わせば 未知数の数は 2(M十 2) (闘である。

条件式l之、運動方程式の残主主条件、すなわち解の領域内で繰られた内部選点で残議が零となる条

まる。件より得られ、残り 4(閣の条件式は境界条件より

として Diracの占問教を掛けて、積分す

qo 

残差より得られる条件式l土、式(3 - 14 ) 

ることにより次のように表わされる。



J ~ R(~ ( t) o ( c -， j ) d c = R~，) ÔR'~ (t)占 (c-'j)dcヱ RW(5i)ニ O

( 3 - 31 ) ( iニ 1~M) 
(1) 

R6(5i)ヱ Of (i) OR 6(E )占 (c-'j)d ご

( 3 - 32 a ) 

上式は式(3 - 16 )を用いて次のようにマトリックス表示される。

[吋]{Ò(i J } 十 [K(~ì] ( ò(~)} 十 iF[Mi)]{ò(i)1 ニ{ 0 } 

または

( 3 - 32 b ) [Kr]lor} 十 [KBJIδB } 十 g2[MrJ { 占1} ここ { 0 } 

残りの条件式は、梁の端点(=(0での闘定 (wll)zdl)ニo)ととニ (M十1での自由 (Mjliこ

Qi1ニo)の条件より得られる。すなわち、式(3 - 21 )、 ( 3… 25 )より次のよう rこ表わされL

( 3 - 33 a ) ( ò~) 1ニ{0 1 iaJiム
早

11r.¥lIiQ'~' I 
しL"'Bω'=(M+1

[G~)] ご='0

ザ

心。

句
'
品

。
M

h

片、

L
Z
h一

一一一一

土、

Z正

一ii
i
J

一il!ι

一

・9
1
γ
l
A
'
i
τ
i

G

Q

 

「
i
i
L

一jill-
…

まTこは

( 3 - :'¥3 b ) 

以上、第一の問題を記述するのに必要な 2(M十 2)鱈の条件式l士、式(3-3:2 )と式(3-33) 

で与えられたことになる。なお、任意の境界条件に対する [81Jと[SB](式(3 - 33 b ) )の

( 3 - 25 )で定義したマトリッグスの行マ

[s 1] {占r}十 [SB]{oB}={ol

の作成は、規定された条件に応じて、式 (3- 21 ) ， 

トリックスを用いてなされる。

第二の問題(開 3- 3(b)) )
 

L
U
 

o1kl
(k=1.2)を式 (3-11)で表わせば、未知数の数は 2(2M各要素の試行関数

w.¥k¥
、

このうち各婆素で成立する運動方程式の残差条件より 4M簡の条件式が、境界+ 4 ) i悶となるの

4飼の条件式が与えられる。条件が規定される境界点1.3と分割点 2でそれぞれ、

4M偲の条件式は、第一の問題と同様に次式で与えられる。

( 3 - 34 ) ( 
kニ1.2

i ニ l~M

fIKl ORW(5)a (5-51)d Eニ RW(5i)=O

J~ 伽
R'"~ご)占(ご-ç， )d ， =R~( ご) = 0 

O φ 

上式を式(3 - 16 )を用いて表わせば次式となる。

( 3 - 35 ) 

4M悶の条件式は次のよ

(k=l. 2) 

したがって、式(3 - 35)を用いて全体系の方程式に組み立てると、

一38ー

[咋J{ò~} 十[Kj3lJ {ò~}+g21苅]{ò~} エ{ 0 } 



( 3 -36 ) 

うに表わされる。

[K1J{勺}十[KBJ{oB}十ρ2[MrJ {Or}ニ{0 } 

日付JL 0訂
[KB]=lul 

Io][4)Ll(2MX8) 

ここで、

[K7-j [Ed;)][o] 

I--L[O 〕[tf]」(2MX2M)

(3 - 37 a ) 

L;O ][MYU(2MX2M) 

一一i
l
J

n
u
 

「
i
L

「
l
j
J

t
i
T
1
4
 

um --L 「
i
l
d

T
E
E
-

M
 

{
l
l
i」

( 3 - 37 b ) 

idl jTニ({行)1 T， {占TlT) 1 

{ÒB}T=({Ò(~I}T ， {ò(~)}T) 

残り 8偲の条件式は、次のように得られるo (11要素の境界点 1(端点、，='0 )での国定 (W(])

= o(1Iニ o)および境界点 3(端点rニ'Mム 1)での自由 (Qx(2)zMx(2)こ o)の条件よりそれ

ぞれ、式(3 -20 )および式(3 -25 )で与えられる計 4個の条件式が得られ、分割点 2におい

て(1)要素の端点ごニ 'M+lと(2)要素の端点ごニ'0で成立する接続条件式 (3-29 )より 4簡の

(3-38 ) 

条件式が得られる。これらをまとめて示せば次の方程式となる。

[SrJ{δr}+[SBJ{δB} ニニ { 0 } 

宅

g-

O

M

町
的

“C

P

鳴ら

X

一一一一

B

b
p
i柏
p

h

戸、“，
f

、

「
l
i
J

「
i
1
}

ぼ

B

G

B

Q
U

門
司

「
i
i
L

「
l
l
L

噌

l
*一l

o

M

 

・Ml
i

h

w

h

h

/

、

一一一一

ι

砂川、
4

h

a

l

、G

「
1
1

」

「

1
1
-

「
1
1
」

什

H
H
v
n
u
M
H
H
n
u
n
u

門

u

c

u

「
い
」

r
i
』
「
i
」

「
1
!
1
1
1
1
l
i」

一一
「
1
1
Jnυ 

C
凶

「
l
i」

I 0 l 
「

:〔S(;)]rzrM十1[S(j)]ト '0
i ，，(2) 1 
I Q\~' I t:-t' 
} よ何らーらIvI+l-'

(8 x 2M) 

![G(ij:lご司()

; [ 0 J 

ここで、

[81Jニ

( 3 -39 ) 

以上、第二の問題を定義するのに必要な 2(2M+4)儲の条件式は、式 (3- 36 )および式

( 3 - 38 )で与えられたことになる。

さて上述のこつの問題を基礎にして、図 3-3に示した片持梁をN簡の要素に分割した場合の全

体系の方程式を示しておこう。

き表わせば次3えとな個々の要素で課せられる運動方程式の残室長条件を、すべての要素につい
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( 3 -40 ) [KrJ {or} + [KBJ {oB} +.()2 [Mr J {占1}エ{0 } 

ここで、

( 3 - 41 a ) 

、111l!{別、刷点訓
η
/
}
 

VX 
八

唱
』
-、f

ノ

m
i
 j

 

M
N勺

y
i

n
n
u
 

• 中
-

)
 

)
 

οy】
噂

B
1
*

(
 

-nnu 
{
 

{占I}T=({8V，

{な}T)1X4NidlT， idsjT=({4)jT， 

であり、マトリックス [KrJ、 [KBJおよび[M1Jはそれぞれ、要素単位。残釜表示式(3-16) 

に現われる[寸)J、[吟)J および [~J が対角マトリックス的tこ構成され叫のであるo

「γrlN)寸

しι1J J (2N岱JX2MN) [吋J..... [K1J= l[吋].

( 3 - 41 b ) IK'川 1
し BJ J (山町X4N)-J 

V
岬

R
U

γ
n
 

「
1
1
」

ハリ

nu
k
 

「
l
l
L

r
1
1
 一一

一i
l
-
-」Rμ K

 

…11
1
L
 

[MfJJ印刷x2削 )
つi
J

九ソ“

va'A
M
 

[M
1 
Jェ r[M，~I J. 

境界条件と分割点、の接続条件を、全体系の方程式にまとめると以下となる。

( 3 -42 ) [srJ{or}+[SBJ{oB}ニ{0 } 

ここで、

5ニ EEi-1[S(;i]5Z50

[S(ilJrzEM十 1〔S(ii]ごエミ。
¥¥  、、

、¥

¥¥¥  

¥、

、¥

¥ 
¥ 

¥¥  、、
¥ 、、

¥¥  

[SF-1)]5ztEITl〔S(?]fZ50

[d~1 J 

「
1
1
J

n
U
 

「
l
l
L

ハU

P
戸
、
一一一

炉
戸
、

「
I
l
l
-

1
1
τ
・ム

F
U
 

「
!
し

'
i
T
t論。。

「
i
l
」

「一“1

LS rJニ!
(4Nx2却益n

「
1
1
J

nu 

-ill-

し 1 i 

( 3 -43 ) 

き換えたもので(4 N刈 N)次のマトワックス [SBJは式 (3-43 )で、添字 IをB

であるo なお任意の境界条件に対しては、 [SrJと [SBJを構成する部分マトリックス[GYL
であり、

£ニ O.M + 1 )のみを修正すればよ L、。
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以上、 これまでの展開より明らかなように、選点法の適用により定式化された国有振動問題は、

内部選点における未知量{O 1 }と端点における未知章{O B }に分離された形で、運動方程式の残差

条件から導かれる条件式 (3-'10)および境界点、分割点、における条件から組み立てられる条件式

( 3 - 4~ )によって記述されることになる。

1.1) 

1:21 

式(3 - 40 )と式(3 - 42 )は、次のように解かれる。

内部選点固有方程式

式(3 -42 )を{占B}について解く。

{OB} =ー [SBJmlCsI ]l d l ( 3 - 44 ) 

よ式念式 (3 -40 )に代入すると、内部選点における未知量 {o 1 
}'a:"国有ベクトルとする形の

E司有値問題となる。

LK]iaI}十 g2[MrJ {占1} = { 0 ( 3 -45 ) 

ここに、 [KJ崎約された形の(山町x2聞はのマトリッ夕日、次のようなものである。

KrJ一[KB][SB]"1[SI] ( 3 - 46 ) 
」

式 (3 -45 )が非自明解をもつための必要十分条件は、周知のように次のようであるc

det I [K ] + g2 [M1 ] I = 0 ( 3 - 4i ) 

本論文では、式(3 - 4i )を“内部選点固有方程式¥式(3 - 46 )の [KJを‘ 伊マ

トリックス“と呼ぶことにする。 これは、式(3 -45 )が境界条件、接続条件を介して の

端点に関する未知量が消去され、内部選点のみの未知蚤に縮小されたものとなっているからであ

る。なお式(3 -45 )はその誘導過程からも明らかなように、内部法の一種に位置付けられる。

式(3 -45 )に基づき数値計算を行う場合には、 [KJが非対称マトリソクスなので、 KI
26) 

をHessenberg型のマトリックスに変換したのちQR法で留有俸を求めるのが一殻的である 。

端点固有方程式

式(3 - 40 )は次のようにも き直すことができる。

LT(必]{o 1 }→-[ら]{占B}= { 0 } ( 3 - 48 ) 

ここで [T(β)]は、固有振動数パラメータ f]2に依存する(山町><21v1l¥ )次のマトリックスで

ある。

[TI到]ニ[KrJ+J22 [M1 ( 3 - 49 ) 

式 (3- 48 )はJ22の値を仮定することにより、 { o 1 }について解くことができる。

{o 1 } =ー[TI却了1
[KBJ {占B ( 3 -50 ) 

よ式を式 (3- 42 )に代入すれば、端点における未知量 {OB
}を ベクトルとする次の形の

箇有値問題に帰着する。
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( 3 - 51 ) [S(g) ] {δB}=!O} 

ここで、[S(♂，)]はその大きさが内部選点数Mに無関係な (4Nx4N)次のマトリックスで

ある。

[ S(g) Jェ [SBJ一[S1] [ T(g) r1 [KB J ( 3 - 52 ) 

式(3 - 51 )が非自明な解をもつための条件として、次王えが要求される。

( 3 - 53 ) det I [ S(Q)J 1=0 
したがって、固有値SJ2はパラメータ {J2を仮定して、試行錯誤的に行列式(3 - 53 )の億01こ

対応するパラメータ Q2'a::見い出すことになる。本論文では式(3 - 53 )を“端点固有方程式

これは、式(3 - 51 )が運式(3 - 52 )の[S!Q)]を“端点マトリックス“と呼ぶことにする。

動方程式の残差条件を介して内部選点に関する未知震が消去され、端点に関する未知量に縮小さ

れた形tこなっているからである。なお式(3 - 51 )はその議必返忽からも明らかなように、境界

法の一種であると考えられる。

3べ主点;工、パラメータ Q2の関数であるしT(♂)jの逆行列演算を含む

点である。この[T(Q)]は式(3 - 41 b )より明らかなように各競の [Tlkl(g)J (=[時)] + 

この解法の適用

22[MF]) が対角マトリツクス的に組み立てられたものであり、また以下に示すようにケikJ(Q~

は、 (k)要素の南端を雷定条件とみなしたときの国有マトリックスである。

(k)要素の運動方程式の残室長条件は次式で与えられる。

( a ) [時)J { ò~ }十 [K~J {占官}十22[MF]io?jziO } 

(k)要素の端点、c=，o' 'M十 1での固定条件より
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、hυ
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¥
 

{Ò~I } Tニ (who)，wki(5M+1)，。ω1(;0)' Olki( 'M-;-l ))エ{0 } 
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、、

あるいは、式(3 - 21 )より、
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マトリックス、左辺 2項目のマトリ王立 (3- 22 )より、式 (c)の左辺 1項目のマトリックス

ックスの行列式の債は-1となり式 (b)が成立。したがって、式(刻、 (b)より次式が得られる。

{ ð~ } = [T(kt .Q) ] {押}= { 0 } ftTl]十 g2[Mr J; ( d ) 

それゆえ、全体系に対する g2が、両端を回定条件ーとした (k)要素の固有値l22の債に一致す

またはそれに近くなるときには、 [T(Q)]が特異となり、解を見落す危険性な有してい
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なおこの難点の解消は、低次の国有値に限れば、要素分割数Nを増すことが効果的であろう。

この推論の検証は後の数値例で行うことにする。

ところで、この定式化の利点は、自由度が縮小されたマトリックス[S(必]を取り扱えばよい

点にあると考えられる。さらに、一般に長い計算時間を必婆とするマトリックス[T(到]の逆行

列の演算が、[T(却〕の内容の組み立てられかたより理解できるように要素単位の [Tω (.Q)] 

の逆行列演算によって可能である。

3-5 数値計算暫lJ

いままでに述べてきたことの数値的妥当性を篠認するため、一定断菌の Timoshe由。梁の酉有振

動問題を解析し、選点法の適用可能性および数値解析上の特性を検討する。(1)で内部選点固有方程

式による場合について述べ、 (2)で端点国有方程式による場合について述べ、 (3)で(1)および(:2)で明ら

かになった点をまとめて示す。

さて、選点法の適用により得られる酉有億(国有円振動数)の精度に関連する因子は、概略次の

3点と思われる。

① 内部選点数 (M) 

② 婆素分割数 (N) 

③ 選点の選び方

特に、③については、 shi fted L egendre 多項式 p~7( ; )および shi f ted C hebyshev 多項式

T~ (ご)の零点を選点に採用する場合を対象にし、以後それぞれLー選点およびc-選点と略称す

る。以下、上述の 3点を中心に議論するが、その際の国有方程式は内部選点固有方程式によった。

これは、固有方程式の形式の相違は、一次従属関係にある未知ベクトル {O 1 1と{占B1の消去過程

の違いの反映であり、間ーの内部選点数、姿素分割数および選点、の配置で数値計算を行えば、数値

計算上の誤去をが混入しない限り、同じ解が期待できるからである。

数値計算例では、弾性係数Eとせん断弾性係数Gとの比E/G  = 2.66i、せん断橋正係数κ言ピミ 6

とし7こ。

(1) 内部選点国有方程式による場合

a) 要素分割を行わない場合の解の精度の検討

数億計算は、組長比R (ェ L，〆 r. r之、/I/ A)の 10，50， 100 なる場合について行った。

表 3-1(刻、 (b)および(c)はそれぞれ、各細長比の両端単純支持に対する解g(=ωL2ィfJA，フ百て)

を内部選点数Mo;;;::8， 11， 13について示したものである。内部選点数Mに対して2M個の固有{直

が求められるが、厳筋書事に対する相対誤差の絶対債がほぼ 1%以内のものを、低次よりき受iこま
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とめた。表で内部選点数Mに対応する各ブロッグに示した数値は、よ段の左右にそれぞれL-

選点と Cー選点による値、下段には厳密解に対する誤差をパーセントで示し、表(b )と(c ) 

で“ Missed“と記した箇所は鮮が求まらなかったことを意味している。なお両端単純支持梁

に対しては、次のような閉じた形の 2つの国有円援動数パラメータ g2の解析式が得られる。

。2
凶

エー守 R2
円。 2
川知

凶"

「 κG κG ー「 瓜ユ κG 
( n ii:)2 ( 1十一五)十町一一=+=I {(nπ )2 ( 1十一)十 R2ー}2 

E L 

」

κG，ょっ
-4(nii:)4で 1

2 ( 3 - 54 ) 

ただし、 n 振動モード形の半波長の数。上式の2の下添字 1と2は固有振動数の小さい方

から!績に付されたもので、第 1モード(曲げモード)および第 2モード(せん断モード)と呼

ばれる各モードに対応するものである。表 3- 1の厳密解の欄で、数値の右肩に③印が付され

たものは第 2モードに対応する解を、それ以外のものは第 1モードに対する解を表わしている。

これらの表より、解の精度は内部選点数の増加とともに向上し、特にL一選点による場合が良

好であることがわかる。さらにL-選点、によれば、解はもれなく、第 1モードに対応する解に

限れば少くとも低次 [M/2J鱈([] : Gaussの記号)までは、ほぼ 1%以内の誤差で解が

求まっている。

表 3-2(a)、(b )および(c )に、各組長比に対して Lー選点に基づいて得られた 2Mi窃

の閤省値から第 2モードのそれを取り出し、厳密解(式 (3- 54 )の"Q;)との比較で誤差 1%

以内のものを示した。 これによると、第 2モードに対応する解も第 1モードと同様に、少くと

もiM/2l筒は正確に得られている。

関3-4(a)および(b )は、それぞれ組長比 50 および 100 のときの 4~6 次固有援動数

の露支密解に対する栂対誤羨(%)を内部選点数M (= 8-13 )をノ4ラメータにとり、両端固定(C 

-C)、固定一単純支持 (C-H)、両端単純支持 (H-H)および間定一自由(C -F  )の

場合についてプロットしたものである。 L-選点による場合は実線、で、 C-選点のそれは破線

で示した。これらの閣から理解できる点は、先に表 3- 1で指摘したことと問様であるが、特

にL一選点に基づく場合が高精度な解を与え、それが細長比が大きいとき、内部選点数が小さ

いとき、および高次振動数において著しいことを強調しておきたし、。 さらにこれらの図から、

解の精度には境界条件の影響も認められ、特に内部選点数が小さいときに明確に現われ、両端

(C-C)の場合に顕著なことがわかる。なお、内部選点数M=llとした場合の両端単純

支持を除いた 3つの支持条件に対する解(ほぽ誤差 1%以内)を、表 3-3(a)、(b )およ

び (c)に示した。表の細長比に対応するプロック内に示した数値は、上段が厳密解、中段の左

右がそれぞれL-選点、 c-選点による値、下段には相対誤差をパーセントで示した。

以上の婆素数N=1 (聖書素分割が行われていない)に対する検討から得られた本解析法の数
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値解析上の基礎的な特性は、次のようにまとめられる。

内部選点数をMと記位ば、厳密解との比較においてほぼ 1~，~以内の精度で解( )が

られる振動次数は、低次LM〆 2JまでであるO

2) L一選点、に基づいた結果が、 C一選点、に基づいた結果によ七ベー殻に好結果を生んでいるc

毒事の精度は、支持条件にも依存し、特に両端固定の場合に精度fg下がみられる。

次の b)では特性 1) 闘し、解の精度iこ与える要素分割数乃影響を検討するつなお特性

2)については Bの回転殻において再検討するが、以下ではL一選点による

表 3-1 両端単沌支持梁の国有援翠1数g(a)上/r 10 

〔α) L/rぉ 10

Hode Ex昌ct
τhis study 

Number Solution M=13 M=l1 M=8 

1 
8.3649 8.3649 8.3649 8.3649 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

つ 25.196 
25.196 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 
43.775 43.775 43.775 43.775 43.787 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 

4 62.509 
62.509 62.509 62.510 62.512 62.327 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.29 

@ 65.958 65.958 65.958 65.958 65.958 
5 65.958 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

6 81. 088 
81.088 81.086 81.057 81.034 
0.00 0.00 0.04 0.07 

@ 87.588 87.588 87.588 87.588 
7 87.588 

0.00 0.00 0.00 0.00 

B 
99.520 99.574 100.36 101.16 
0.04 0.09 0.38 1.69 

9 113.43 III 113.43 113.43 113.43 
0.00 0.00 0.00 0.00 

10 117.72 
117.13 

0.34 0.50 
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8.3649 
0.00 

25.197 
0.00 

43.810 
0.08 

55.902 
10.57 

65.958 
0.00 



表 3-1 両端単組支持梁の臨有振動数g(b) L/士=50， (cJ L/r = 100 

(b) L/r = 50 

Hode Exact 
This study 

Number So1ution M=13 11=工工 f.f=8 

工 9.7890 
9.7890 9.7890 9.7890 9.7890 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

2 38.244 
38.244 38.244 38.244 38.244 38.244 Hissed 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 82.986 
82.986 82.986 82.986 83.267 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.14 0.34 

4 140.95 
140.95 140.95 140.96 141.00 141.37 141.89 

0.00 0.00 0.00 0.04 0.30 0.67 

5 209.工2
209.12 209.12 20ヲ.16 209.30 

0.00 0.00 0.02 G.09 

6 284.90 
285.20 285.63 

0.11 0.26 

7 
366.74 367.72 

0.14 0.41 

(c) L/r '" 100 

Hode Exact 
This study 

Number So1ution M=13 11=11 M詑 8

エ 9.8492 9.8492 Hissed 9.8492 9.8492 9.8492 Hissed 
0.00 0.00 0.00 0.00 

2 39.156 39.156 39.156 39.156 39.156 39.156 39.156 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

3 87.225 87.225 87.225 87.224 87.402 87.626 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.20 0.46 

4 152.98 エ52.98 152.98 153.05 153.56 154.28 
0.00 0.00 0.01 0.05 0.38 0.85 

5 235.06 235.06 235.05 235.13 235.34 
0.00 0.00 0.03 0.12 

6 331. 95 332.55 333.38 
0.18 0.43 

7 442.05 443.27 445.06 
0.28 0.68 
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表 3-2 南端単純支持梁の第 2モードに対する解g2(aJL/r = 10， (bJL/r =50， (c) L/r =100 

(α) L/r = 10 

M 

n ¥22 8 11 工3

l 65.958 65.958 65.958 65.958 
2 87.588 87.588 87.588 87.588 
3 113.43 113.42 113.43 工工3.43
4 エ41.22 141. 95 141. 22 141. 22 
5 工70.10 170.30 170.10 
6 工99.65 198.33 工99.59 I 

(b) L/r = 50 
M 

η ¥22 8 11 工3

l 1409.0 工409.0 エ409.0 1409.0 
2 工442.6 1442.6 1442.6 1442.6 
3 1495.9 1495.9 1495.9 1495.9 
4 1565.7 1568.3 1565.7 1565.7 
5 1648.9 工638.9 1649.2 1648.9 
6 1742.9 1736.0 1742.7 

(σ) L/r = 100 

M 

n ¥22 8 11 13 

工 560工.7 5601. 7 5601.7 5601.7 
2 5636.2 5636.2 5636.2 5636.2 
3 5692.8 5692.8 5692.8 5692.8 
4 5770.5 5772.9 5770.5 5770.5 
5 5868.0 5852.0 5868.4 5868.0 
6 5983.6 5979.0 5983.5 

ηNumoer of ha1f waves in vibration mode-shape 
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表 3-3(a) 両端固定議の国 Q UvIニ 11)

Hode 
Slenderness ratio， L/r 

Number 
10 50 100 

13.731 21.649 22.185 
l 13.731 工3.731 21.649 21. 649 22.185 22.185 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

28.263 57.348 60.494 
2 28.263 28.263 57.348 57.348 60.494 60.494 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

45.247 
3 45.247 45.247 107.14 107.14 116.92 工16.92

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

189.94 
4 61.282 61.284 工67.84 167.93 190.08 190.26 

0.00 0.00 0.04 0.09 0-.07 0.17 

67.589 278.08 

コ 67.590 67.592 236.79 237.01 278.42 2i8.89 
0.00 0.00 0.05 0.15 0.12 0.29 

79.684 
6 79.664 79.646 

0.03 0.05 

88.912 

7 88.889 88.872 
0.03 0.04 

98.864 

B 99.613 100.29 
0.76 1. 44 

113. i7 

9 工14.06 114.24 
0.25 0.41 

117.57 

10 115.34 115.57 
1.90 1. 70 
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表3-3(b) 片持梁の固有振動数.(I(M口 11)

Hode 
Slenderness ratio， L/r 

Number 工0 50 100 

11.021 15.123 15.343 
工 11. 021 11.021 15.123 15.123 15.343 15.343 I 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

26.909 47.485 49.304 
2 26.909 26.909 47.435 47.485 49.304 49.304 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

44.456 94.ヲ39 工01.63
3 44.456 44.456 94.940 94.937 101. 63 101.，63 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

58.519 154.40 171.11 
4 58.519 58.519 154.42 154.47 171.16 171‘25 

0.00 0.00 0.01 0.05 0.03 0.08 

62.737 223.02 256.32 
5 62.738 62.741 223.16 223.38 256.66 257.10 

0.00 0.00 0.06 0.16 0.13 0.30 

75.617 
6 75.617 75.615 

0.00 0.00 

81. 509 
7 81.479 81.457 

0.04 0.06 

98.097 
8 98.477 98.744 

0.39 0.66 

101.54 
9 102.03 102.54 

0.48 0.98 

117.56 
10 115.34 115.57 

1. 89 1. 69 

nu 
m
D
 



表 3-3(c) 固定一単純支持梁の固有振動数g(M=ll)

Hode Slenderness ratio， L/r 
Number 

10 50 100 

3.2222 3.5024 3.5126 
l 3.2222 3.2222 3.5024 3.5024 3.5126 3.5126 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

14.389 21. 459 21.886 
2 14.389 14.389 21. 459 21. 459 21. 886 21.886 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

31. 287 58.087 60.723 
3 31. 287 31. 287 58.087 58.087 60.723 60.723 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

47.501 108.83 117.45 
4 47.501 47.501 108.83 108.83 117.45 117.45 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

61.676 170.86 191.02 
5 61.676 61.677 170.93 171.10 191.17 191.49 

0.00 0.00 0.04 0.14 0.08 0.25 

67.404 241.41 279.94 
6 67.405 67.407 241. 60 242.10 280.31 281.11 

0.00 0.00 0.08 0.29 0.13 0.42 

79.864 
7 79.864 79.858 

0.01 0.01 

88.043 
B 88.064 88.131 

0.02 0.10 

101. 51 
9 101. 80 102.00 

0.29 0.48 

108.22 
10 108.27 108. i1 

0.05 0.45 

125.34 
11 124.60 125.22 

0.59 0.10 
L 
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b) 喜善素分割を行った場合の解の精度の検討

言平の精度向上は、内部選点数Mの増加のみならず、要素分割の導入あるいは前 2者の組合せ

によっても達成されるだろう。ここでは内部選点マトリックス [KJの大きさがほぼ等しくな

るような内部選点数Mと要素分割j数Nの組合せに対して、固有振動解祈念行い、解の精度への

要素分割数の影響を検討する。

表3-4(a)と(b)はこの目的のために行った結果で、ある。表は組長比 50、]00 について、 Mと

Nの組合せ(M ， N) = ( 22‘]  )、 (11，2)、 ( 8 ， 3 )の 3種主ど用いて解析した 2MN

i箆の闇有値から誤差]%以内で求まった解会整理したものである(表は、低次 5f.箆の解を除い

である)。表の各ブロックに示した値l士、上設が厳密書卒、中段が友より(M ， N ) = ( 22 ， ] ) 

(]1 ， 2)、 ( 8 ， 3 )に基づく解、下段は栂対誤差をパーセントで示した。これらのき受から、

MとNの組合せによらず低次111磁の固有鐙動数は良好な精度で求まっていること、さらに要案

内の試行関数が低次近似 (Mの値が小さい)でも分割を細かくすれば、精度の向上を期待でき

ることがわかる。

さて各要素にMI自の選点を配置するとすれば、 N要素に対してはMNieiの選点が系金体に配

置されることになる。したがって表 3.4の結果と a)の結果より判断すれば、要素分割の導入に

よる本側法の刷、[削/2J次までの閤有振動数については相当精度のよいものが期待で

きょう o
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Ul 
心。

Hod巴

number 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

284.90 
0.00 

366.23 
0.00 

451. 55 
0.00 

539.73 
0.00 

629.91 
0.00 

721. 6l! 
0.02 

Il-H 

284.90 
284.90 

0.00 

366.23 
366.23 

0.00 

451.55 
451.57 

0.00 

539.73 
539.79 

0.01 

629.91 
629.88 

0.00 

721.49 
722.92 

0.20 

炎:~-，I (a) 止~ぷ分;I[IJ数のMω)に与える Jj~;内 (L/r50)

Boundary condition 

C-Il C-C 

298.48 311.71 
28L..90 298.L，8 298.48 298.48 311. 71 311.71 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

378.99 391.36 
366.23 378.99 378.99 378.99 391. 36 391. 36 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

463.20 474.47 
451.55 463.20 463.21 L.63.20 474.1.7 474.49 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

550.11 560.16 
539.75 550.11 550.19 550.16 560.16 560.29 

0.00 0.00 0.01 0.01 0.00 0.02 

638.99 647.80 
629.90 638.99 638.98 638.97 647.80 647.79 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

729.30 736.90 
721. 90 729./.9 730.65 730.49 737.13 738.13 

0.06 0.03 0.19 0.16 0.03 0.12 

C-F 

241.41 
311. 71 241.L，1 241.41 241.L.1 

0.00 0.00 0.00 0.00 

318.30 
391. 36 318.30 318.30 318.30 

0.00 0.00 0.00 0.00 

399.82 
474.50 399.82 399.82 399.82 

0.00 0.00 0.00 0.00 

48L，.73 
560.20 L.8/，.73 481" 76 1.8/，.65 

0.01 0.00 0.01 0.02 

572.07 
647.86 572.07 572.25 572.13 

0.01 0.00 0.03 0.01 

661.15 
738.05 661.15 661.25 661. 30 

0.16 0.00 0.02 0.02 



()l 
ι. 

Nod巴

numb巴r

6 

一一一一一

7 

8 

9 

10 

11 

ll-H 

331. 95 
331. 95 3:31.95 

0.00 0.00 

442.05 
4L，2.05 442.05 

0.00 0.00 

563.82 
563.82 563.82 

0.00 0.00 

695.75 
695.75 695.78 

0.00 0.00 

836.49 
836.49 836.51 

0.00 0.00 

98l，.80 
985.19 985.98 

O.OL， 0.12 

表:~-，1 (b) 必ぷ分;判数のW(o(.Q)vc.与える (L/を 100)

Boundary condition 

C-Il C-C 

355.70 379.76 
331. 95 355.70 355.70 355.70 379.76 379.76 379.76 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

467'.68 493.l，2 
L，I，2.05 467.68 1，67.68 467.68 L，93.l，2 1，93.42 L，93.l，2 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

590.72 617.59 
563.82 590.72 590.78 590.75 617.59 617.68 617.63 

0.00 0.00 0.01 0.01 0.00 0.01 0.00 

723.40 750.89 
695.79 723.l，0 723.71 723.80 750.89 751.43 751.40 

0.01 0.00 0.04 0.06 0.00 0.07 0.07 

864.41 892 .09 
836.50 864.42 864.86 864.59 892 .09 892.63 892.38 

0.00 0.00 0.05 0.02 0.00 0.06 0.03 

1012.60 10l，0.09 
985.90 1013.17 1016.80 1015.30 1040.99 1043.80 1042.06 

0.11 0.06 O.U 0.27 0.09 0.36 0.19 

C-F 

279.91， 
279.% 279.94 

0.00 0.00 

382.64 
382.64 382.6l， 382.61， 

0.00 0.00 0.00 
一一一一

497.55 
1，97.55 l，97 . 55 l，97 • 55 

0.00 0.00 0.00 

623.16 
623.16 623.26 623.19 

0.00 0.02 0.00 

758.07 
758.07 758.68 758.54 

0.00 0.08 0.06 

901.00 
901.01 901. 71 901. 09 

0.00 0.08 0.01 



c) 有i限婆禁法による との比較

T imoshe由。梁の数値解析的方法として;士、最近では有段喜善素法 (F.E.M.)による解析も

広くなされている。数多くの具体的な有限要素の基本的特徴については、文献 27 . 28 )など

に譲ることにし、ここでは特徴的と思われる 2、 3の要素による結果との比較を通して、

祈鐙の精度をいま一度検討することにする。

比較のために用いた有限要素l士、 DongとWolfの婆素29) 、Hughesらの要素30)、および

TesslerとDongの要素28) である。各要素の続格は次のようであるo DongとWolf の婆素

は、変位パラメータWとφに独立な変位関数を用いた要素である。このようなたわみと傾きを

独立に補間する妥素を細長比の大きな梁に適用すれば、Ii寺として異状な数{底解を生じることが

あり、せん断変形を考慮した梁のLocking現象としてよく知られている O この幾点告と解消する

な手段l主、一つにはHughesらの喜誌にみられるように、別性マトリックスの計算で、せ

んlEIrひずみによる項の評価会援密にせず、低次の数値積分公式で近似的iこ評価する、いわゆる

次数低減積一分の採用であり、伎の一つはおsslerらの要素にみられるように、 Bernoulli-

Eulerの仮定 (φ=θW/θx)を、受素内の離散点で満足させる緩散化Kirchhoffの拘束の導

入であるo なお用いた有限要素の特性をまとめると表 3-5となる。以下では、各要素に対

中に示した暗号を用いることにする。

数値Wu:主文獄 28)で取り上げられた両端単純支持の裂を対象;こし、 を表 3-6および表 3

ー?に示す。

表 3-6¥a)と(b);こ、それぞれ組長比 10と50の場合の閏有盗致数を示す。 F.E.M.の箔果J主、

E lement Eを用いた 39自由度を除き他の要素は 40自由度によるものである O 本解好i去によ

る場合は、 F.E.M.の自由度にほぼ等しくするため、内部選点数Mと妥素分割致Nの組合せ(iv1，

N)に対して、(20 ， 1 )と(10 ， 2 )を用いて解析した。表より明らかなように、本解法によ

る汚菜は、 vまぼ同じ自由度数を用いているにもかかわらず、 F.E.M.の場合より飛躍的に精度

が向上している。さらにF.E.M.によるi浮の精度(主、細長比が大きくなるにつれて低下する煩

向にあるが、本解析{直;主総長比に左右されないものとなっている。

表 3-7:主、湘長比 3464に対する場合で、 16自由度のF.E.M.と (M‘ N)= ( 8う 1) 

による本解析{霞と比較したものである。この細長比の{庖は、単位閣の中突起形断箇含仮定すれ

(主、スパン Lと hの比L/hが 1000に栂当する緩めて薄い裂であるが、本解析法lま安定

した数値終が得られており、細長比が大なる梁への適用可能性がうかがわれる。なお本書手折法

の細長比が大なるときへの適用性については、次の d)で論じる O

-55ー



表 3-5 比較のために用いた有限要素

Noda1 conf土guration
Element Reference 

(No. of nodes， No. of d.o.f.) 

Dong and Wolf [29] 
CIl . e|  

A 
(3， 6) 

@ @ 

B Hughes et al. [30] 
(2， 4) 

@ @ 

C 
(2， 4) 

τessler and Dong [28] 
@ @ E3 D 

(3， 6) 
t雪 E霊 @ E 

(3， 5) 
ム油田一一“

e Y/，争図: 争

W Def1ect土on
争 Angleof rotation due to bending on1y 

表 3-7 組長比が大なる場合 (L/r=3464)の本解析値ω)と

有限要素解の比較(南端単純支持梁)

Hode Exact 
E1ement B E1ernent C Present method 

number so1ution 

工 9.86958 工0.0628(工.95) 9.93032(0.61) 9.86958(0.00) 
2 39.4781 42.7178(8.21) 40.3098(2.11) 39.4781(0.00) 
3 88.8251 106.633(20.工) 91. 7202(3.26) 88.8257(0.00) 
4 157.909 221.693(40.4) 工60.837(1.85) 157.935(0.02) 

Numbers in parentheses indicate percentages of re1ative error. 

n
h
u
 

m「』

qu



c.n 
"'-l 

(α) L/Y' ~ 10 

Hode Timoshenko 
number s01ution 

1 8.36487 
2 25.1965 
3 43.775 
4 62.509 
5 65.9577 
6 81.088 
7 87.588 
B 99.483 
9 113.L.3 

(b) L/Y' C 50 
.--

Hode τimoshenko 
number s01ution 

1 9.78902 

2 38.2444 

3 82.986 
4 1lI0.95 
5 20ヲ.12
6 284.90 
7 366.23 
日 L!S1. 55 
9 539.73 

10 629.91 

表;，-6 4:解析法と千m主要ぷlLによる1，1;1有振動数2のよと'1泣(1，1.j li:;J "ii純支持梁)

(a) L/r .10， (b) L/r .... 50 

F.E.H. This study 

E1ement A E1ement C E1e田entE E1ement D N=1， M~20 N=2， M出 10
(40 d.o. f.) (40 d.o.f.) (39 d.o.f.) (40 d.o. f.) (40 d.o.f.) (40 d.o.f.) 

8.3876(0.27) 8.3734(0.10) 8.3692(0.05) 8.36493(0.00) 8.36487(0.00) 8.36487(0.00) 
25.352(0.62) .25.300(0.41) 25.312(0.46) 25.199(0.01) 25.1965(0.00) 21.1ヲ65(0.00)
44.166(0.8ヲ) 4L..179 (0.92) 44.384 (1. 39) 43.798(0.03) 43.775(0.00) 43.775(0.00) 
63.242 (1.17) 63.539(1.65) 64.308(2.88) 62.610(0.16) 62.509(0.00) 62.509(0.00) 
66.61ヲ(1.00) 66.020(0.09) 66.082(0.19) 65.9581(0.00) 65.9577(0.00) 65.9577(0.00) 
82.325(1.53) 83.184(2.58) 85.062(4.90) 81.398(0.38) 81.088 (0 .00) 81. 088 (0.00) 
88.186(0.68) 87.926(0.39) 88.034(0.51) 87.601(0.02) 87.588(0.00) 87.588(0.00) 
101.48 (2.01) 103.20(3.74) 106.86(7.42) 100.23(0.75) 99.L.83(0.00) 99.483(0.00) 
114.00(0.50) 114.113 (0.88) 114.37(0.83) 

」
113.60(0.15) 113.1.3(0.00) 113.43(0.00) 

F.E.H. This study 

E1ement A E1ement C E1ement E E1ement D Nロ1，M=20 N=2， M=10 
(40 d.o.f.) (40 d.o.f.) (39 d.o.f.) (40 d.o.f.) (40 d.o.f.) (40 d.o.f.) 

9.7954(0.07) 9.7990(0.10) 9.7893(0.00) 9.78ヲ09(0.00) 9.78902(0.00) 9.78902(0.00) 
38.347(0.27) 38.398(0.40) 38.263(0.05) 38.2L.85(0.01) 38.2444(0.00) 38.2444(0.00) 
83.515(0.64) 83.718(0.88) 83.173(0.23) 83.031(0.05) 82.986(0.00) 82.986(0.00) 
1l.2.65(1.20) 143.10(1.52) 141. 85 (0 .64) 141.19(0.17) 140.95(0.00) 1lI0.95(0.00) 
213.35 (2. 02) 213.98(2.32) 211. 98 (1. 37) 209.95(0.L.0) 209.12(0.00) 20ヲ.12(0.00)
293.81(3.13) 294.23(3.28) 291. 98 (2 .L.9) 287.16(0.7ヲ) 284.90(0.00) 284.90(0.00) 
382.97(4.57) 382.28(4.38) 380.93(4.01) 371. 43 (工.L.2) 366.23(0.00) 366.23(0.00) 
480.27(6.36) L.77.06(5.65) L.78.41(5.95) L.62.13(2.34) 451.55(0.00) L.51. 55 (0.00) 
584.74(8.3L.) 577 .89(7 .07) 583.98(8.20) 559.26(3.62) 539.74(0.00) 540.17(0.00) 
669.96(6.36) 684.35(8.6L.) 696.37(10.6) 665.53(5.65) 629.91(0.00) 633.82(0.00) 

Nurnbers in p丘renth巴ses indicate percentこ呂ges of rel呂tive error. 



d) 綿長比が大なる梁への適用性

選点法の適用により得られる数値鮮の安定住は、内部選点マトリックス [K]C式C3ー必))の

性質の反映と考えられ、その特性を分析することにより議論ができる。以下では、まず静的問

題を対象にして選点法によれば、前述の有限要素にみられるような特別な工夫ほしに良好な結

巣が期待できることを具体例で示し、次いでマトリックス [K]の特性分析を淫論的、設徳的に

行い、この結果を踏まえて先の静的問題に考察を加え、最後に盟脊振動問題への適用結果を示

す。なお、要素分割を行わない場合 CN = 1 )を考える。

詩的問題は、図 3-5に示す二つの

議本的な梁の問題、先端に集中荷重を ミゴ
(α) ヨ

受ける片持裂と等分布荷重を満裁した ヨ

両端単純支持の梁を取り上げる。前者 L 

の問題(iHughesらの文献30)""(，怯われ

日

次数低減積分の採用により解の精度の

改善に成功している。計算はせん断変

形の寄与を表わす無次元パラメータ (b) 

{} =κAGU /EI (3-55) 

を用い、 {}=6XIO'C厚肉架)と 0

君 6X 106 C薄肉梁)の場合について

l ItlJ~lllljj1 I 斗 1ト

l lZ口

行った。

3-8に、片持梁の先端のたわみ
図 3-5 静的問題 (a)片持梁， (b)両端単純支持梁

Wを厳街解Wexact(=PU (1十3/{))/3EI )で正規化して示した。比読のために、 Hughes

らによる F.E.M.の結果も併せて示した。F.E.M.C自由度 2N )においては、妥菜嘉〔の増加と

薄肉梁に対して:主次数低減積分の採用U り妥当な解が得られているが、本解析法([K]の大

きさは 2M次)の結果は、内部選点数によらず厚肉および薄肉梁に対して正解を与えている。

表 3-9に、両端単純支持梁の支点におけるたわみ角のを厳密解φexact(=qL3/24EI)で

正規化した篠で示す。結果は、上述の片持認のそれとは異なり、内部選定数M=?で正解に比

して低自の鐘を示し、特に薄肉梁では零に近づいている。以下にM=2の解の精度低下を[K]

の特性分析により明らかにする。

静的問題を表わすのに必妥な 2C M十 2)個の条件式は、固有値問題に対するのと間後な手

11演にしたがえば、次のように与えられる。

[Kr]{or}十 [KsJ{oB}十 {q}={O}¥

[Sr]{or} +[SJJ{OB} {P} = {O } I ( 3 - 56 ) 

oo 
ra 



{ q }と{p }はそれぞれ、河端単純支持の梁の問題(図 3- 5 (b))および片持梁の間ここで¥

(国 3-5 (a))を記述するのに必要なベクトルで、ある。式(3-56)より {O
B
}を消去すれば

( 3 -57 ) 

次式が得られる O
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」 {f } ，土問題に応じてJえのように表わされる荷重ベク

( 3 -58 ) 

河端単純支持梁: {f} =一{q} 

片持梁: {f } = [KBJ [ S B J {p} I 
3 -9 t';:'示した結果:土、式(3-57)に基づいたものである。

トルである。

なお、表 3-8、

さて、内部選点マトリックス [KJの性質を調べるため、式(3-56 )のマトリックス [KI]

と[KBJを泊げとせん断ひずみに関する項に分離し、前述のパラメータ()(式(3-55 ) )を

泊い

( 3 -59 ) B ) [Kd =[KibJ + () [KiSJ、(i = r、

s はそれぞれ、曲げおよびせん断ひずみに関する項を意味する)すれば、式と表示(添字b、

( 3-57 )は次のように表わされる。

ilt;j十。 [KSII {占r) = {f 1 }十(){f2 ( 3 - 60 ) 

ここで、

( 3 -61 ) 
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[KSJ=[KtJ -[KB

S 

{f l}と{f 2 } fま各尚題に対応して以下となる。であり、

{ f
2 

} = { 0 } 

両端単純支持の梁:

{ f 1 } =ー {q} ( 3-62且)

片持梁:

{fliz[kt][SB)l ipj、{f2iz〔kd〕[SBfip} (3-62b) 

式(3-耐 を0→∞なる場合(() [K S ] )) [ K b J )について考えれば、次のようになる。

(3-63a) 

(3-63b) 

間端単純支持の梁:() [K8 J {占1}君{f
1 

} 

Q
d
 

戸
内

d

。{I，，} 片持梁 :()[KSJ{O
r
)



ここて、[KS
] が非特異マトリックスと位定すれば、式(3-63 a )より{占r}= {O}、式(3-

63 b)より{占r} = [K S] {f 2 }なる解が得られ、 0→∞で、は梁はBernoulli-Euler的な

変形を表わしえないことがわかる。

このような難点は、 [KS
]に次のような特異性を持たせることによって取り除くことができ

る。

[KS]{or}={O} ただし{Or}戸{0 } ( 3 - 6-1 ) 

式(3 -64 )が成立するならば、最終の解は臨げ変形が支配的なものになることは切らかで

ある。

図3-6 f土、 [K
S
]の行列式の値ト det[Kつを、両端単純支持 (H-H)、 南端固定

(C-C)、固定一自由 (C-F)および翻定一単純支持 (C-H)の支持条件について、内

都選点数l¥Il( = 2-15)をパラメータにとりプロットしたものである。国では iDIの値が、

1650以下のものについては 10-50として菌示した。この図から、 [KS]の性質として、条件

C-Fでは常に特異であること、条件C-C、C-H、H-HではM=2で非特異、 Mミ3で

特異となること、

UL 

さらにMを増せばいずれの条件に対して特呉性が強くなることがわかる O

D+lO 

D+O 

D-IO 

D-20 

D-30 

D-40 

p由 50
2 

図3-6

¥ 
X 

C司 F

H-耐 H

C-C 

C-H 

C C1amped 
F Free 
H Hinged 

5 10 
Interior co11ocation points， M 

マトワックス [KS
]の行列式の値
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さて、図 3-6から得られた [KS
]の特性に逮づき、表 3-8、 3-9の結果に倹討を加えて

みたし、。すなわち、表 3-8に示した条件C-Fvこ対する高橋度な解は、内部選点数Mに依存し

ない [KS
]の特異性の結果であり、一方表 3-9に示した条件日一況に対する解で、 IV1=2の薄

肉梁の結果 (φ→ o)は[KS
]の非特異性による削性の過大評価の影響であり、 M主3における

精度向上は[KS
]の特異性の反映であることが理解されよう。

これまでの数値的、理論的な考祭により、本解析法は形式的には0→∞の梁に対しても適用が

可能であることが明らかにされた。しかし、数値計算上は使用する電算機の語長 (Word length) 

の関係で、。(あるいはL/h)がある領以上になると計算が不可能になることが予想される。図

3 -7は、計算可能な fJ(L/h)の上限値を定めるために、先の片持梁の問題乞内部選点数IvI= 

11で解析し、先端のたわみ (W/Wexact.)をスノミンと高さの比L/hに対して図示したものであ

る。これによれば、計算可能な L/hの上限値はほぼ 104 であることがわかる。なお、 L/h>ltr

でW/W四 ctの値は急激に減少しているが、これは [KS
]が[Kb]のほぼ (L/h)2のオーダで、

あるから、厚さが薄くなれば使用電算機(北海道大学大型計算機センター狂ITACl¥iト 200H)

の語長の関係で近似的に[K]キ fJ[KS
]の状態に近くなるからと考えられる。

本解法の細長比の大きな采の固有j震設!問題への適用例として、組長比が 6928(単位隔の中実

矩形断面とすればLノ n=2000)、 17320(悶じく L/h= 5000)の二つの場合および支持条

件H-H、C-H、C-F、C-C、F-Fの五つの場合について、 M=11を用いて解析した

低次 5つの間有振動致を古典解とともに表 3-10 に示した。箔巣はいずれの組長比、支持条件

に対しても妥当なものである。

1.03 

1.02 

1.01 

1.00 

0.99 

0.98 

0.97 

0.96 

0.95 
工

j 
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L 
-斗寸

口
@ー←イトーや----晶一-一一φー--ト事。

⑧ This study， M 11 

10 

Llh 
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e 

。

図 3-7 Lイ1と片持梁の先端たわみの関係
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(α) 自認6.0x101

M This study 

2 1.000 
3 1.000 
4 1.000 
6 1.000 

1.000 
1.000 
1.000 
工.000

(b) 6=6.0ヌ106

M This study 

2 1.000 
3 1.000 
4 1.000 
6 1.000 
B 1.000 

10 1.000 
11 1.000 
13 1.000 

三菱 3-8 片持梁の先端たわみ(厳密解に対する比)

N 
F.E.M. 

Reduced integration Exact integration 

2 0.940 0.445 
4 0.985 0.762 
8 0.996 0.927 

16 O.ヲ99 0.981 

F.E.H.: Finite e1ement meth口d
M: Number of interior co11ocation points 
N: Number of e1ements 

N F.E.M. 

Reduced integration Exact integration 

2 0.938 0.800x10-4 

4 0.984 0.320x10-3 

8 0.996 0.128x10由 3
16 1.000 0.512x10-3 

'---一

F.E.~l.: Finite e1ement method 
，'.1: liumber of int邑riorco11ocation points 
N: Number of e1四 ents

表 3-9 両端単純支持梁の支点のたわみ角(厳密終に対する比)

M 
This study 

自記6.0x101 6=6.0x106 

2 0.375 0.375x10-S 

3 1.000 1.000 
4 1.000 1.000 
6 1.000 1.000 
8 1.000 1.000 

10 1.000 1.000 
11 1.000 1.000 
13 1.000 1.000 

。，ムM6
 



表 3-10 細長上七が大きな梁の固有振動数2

Boundary Hode C1assica1 
51色ndernessratio， L/r 

condition number solution 
6928 17320 

エ 9.86960 9.86954(0.00) 9.87107(0.02) 
つ 39.4784 3ヲ.4783(0.00) 39.4769(0.00) 

H-H 3 88.8264 88.8261(0.00) 88.8281(0.00) 
4 工57.914 157.938(0.02) 157.938(0.02) 
5 246.740 246.82工(0.03) 246.824(0.03) 

エ 15.4工82 工5.4182(0.00) 15.4工91(0.00)
つ 49.9649 49.9647 (0.00) 49.9633(0.00) 

C-H 3 工04.247 工04.247(0.00) 104.249(0.00) 
4 178.270 工78.333(0. 04) エ78.332(0.04)
5 272.032 272 .538 (0 .19) 272.545(0.エ9)

エ 3.51602 3.51602 (0.00) 3.50985(0.00) 
2 22.0345 22.0344(0.00) 22.0375(0.01) 

C-F 3 61. 6972 61.6970(0.00) 61.6973(0.00) 
4 エ20.902 エ20.901(0.00) 120.900(0.00) 
5 エ99.860 200.060(0.10) 200.068(0.エ0)

l 22.3733 22.3733(0.00) 22.3736(0.00) 
2 61.6728 61.6726(0.00) 61.6743(0.00) 

C時 C 3 120.903 120.903(0.00) 120.904(0.00) 
4 199.859 200.060(0.工0) 200.064(0.工0)

コ 298.557 299.052(0.工6) 299.055 (0.17) 

エ 22.3733 22.3734(0.00) 22.3035(0.3工)
つ 61.6728 61.6727(0.00) 61. 6703 (0.00) 

F-F 3 エ20.903 工20.903(0.00) エ20.90工(0.00)
4 工99.859 200.060(0.工0) 200.060(0.10) 
5 298.557 299.053(0.ユ6) 299.058(0.工7)

Numbers in parentheses indicate percentages of re1ative error. 
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端点固有方程式による場合(2) 

det I[TUn] 1= 0 (式 3

det 1 [T (.Q) ] 1 = 0 

この方程式を採用する捺の注意すべき点は、既に述べたように、

- 52) )を満たすJ22に対しては計算が不可能になる点である。すなわち、

ということは、仮定した.Q2が、全体系を誇成する各要素の境界上の変位を拘束したときの固有

または近接する場合には真の解を見洛すiiJこれが全体系の間有{直に一致する場合、{直に栂当し、

この問題点は後に示す数値例からもわかるように、低次し治、しなヵ:ら、能性があることである。

の閤有{疫に着目するならば、要素沼分審Ijの導入および試行錯誤で解を追跡するときの国有値パラ

メータのステップ帽に考慮:を払うことにより、ある程度は改善されよう。以下で、以上の状況を

具体的な問題によって縫かめることにする O

数億例f土、組長比L/rが 10なる場合を対象とし、解lま閤有振動数パラメータのステシプ帰ム.Q

Dの符号の互いに異なる 2点 (g(k-1)ラ D(k寸))を 0.1;こ固定し、 D= det i L S (.<2) J Iを計算し、

.lk) ，，(k) ( .Q"j.J， D¥l¥.J)間モピ直線で・結んで求めた。

まず両端国定の梁を取り上げる。この支持条件に対しては、要素数N=lによる解析は式(3 

自明な解 {O
B
} = { 0 }を持つので、要素数N:22で解析しなけれ

ばいけなし、。図 3- 8 (a)と(b)は、それぞれ内部選点数Mと要素分割数N(等分割)の組合せ(M‘

-51)より明らかなように、

N)=(7，:2)および(7 ， 3 )によるときの行列式の値Dを閤有援勤数パラメータ gの変域

LO，100Jについて示したものである。綻織が行列式の伎Dであり、横駄が固有援動数ノ4ラメー

タQである。図中、決軸に平行な一点波線は、 [Tun]の行列式の績が零となる.Q=が(全体

N立 2では.Qiう十( i = 1 -4 ) = 32.6 0 、に併を付す)を表わし、

61.70、88刷、 98.83、N=3でρ了=50.89、

系の解と区別するため

Jh己 93.99である。これらのQーは、成に述べた

ようにスパンL/Nの両端固定梁の罰脊握動数と等価であり、 D-g胸線においては特呉鮮の形

で現われている。図から明らかなように、 [O，S2t]，[.Qj-'-，gt"-]， ・・ぃ、内の零点(図の⑧

印)(士、低次 7つの間有振動数(表 3- 3 (a))の位置を明石主に指示している。

図 3- 9(a)および(b)に、閤定一単純支持に対する D-O泊様、を、それぞれ(lVl， N)=(14，

det 1 LT ( 7 ，2)の工場合について示した。これによれ;ま、低次 8つの国有振動数は、
、

、、.，
J・2

4

また線形福間により j存を縫定したのにもCQ)]I=oを満たすS2=S2*に一致することもなく、

かかわらず、正解(表 3- 3 (b))にほぼ一致している。

最後に片持梁の D-g曲線、を示す。図 3-10(a)は (NI‘N ) = ( 14， 1 )による結果で、低次

( ~YI ， N ) エコ ( 7. 8つの国有振動数はほぼ正しく求まっている(表 3-3 (c) ) 0 図 3-10(b);土、

:2 )に基づく場合であり、回線、の零点l土5次回有援愛!数に対応するそれを除き他の固有振動数の

5次聞有援動数の見逃しは、固有振動数パラメータのステップ編、明lij主に指示している。

ι~ .Q = 0.1が特異解をまたぐことによって生じたものであり、さらにステップ揺を小さく取れば

ムg= 0.01としたときの特異解近傍のひ=det 11-S (Sn -11の挙動

-64-

求まることがわかる(図に、



を示した)。この数値例が示すように、 D-匂g路線に現われる特異解t士、解の追跡を困難にし、

また解を得るための労力を多大なものにすることが予想ざれる O この:;}主点を少しでも の

が要素分割である。関 3-lO(c)に、 (M，N)=(7，3)に対する D-Qilll*患を示した。明ら

かに、この的穣での特異解の数は他の分割数N=l、 2l'こ対するときよりも減少している O した

がって、解を見落す危険性の問題は、低次固有振動数に限れば、将兵解の数が少なくなったD-

g曲線、を用い、特異解近傍の曲線、追跡を小さなステップ穏によって詳しく行うこと.そして

振動に関する性質(固有モード)からチェックすることによって大よそ解決することができるだ

ろう。

以上、 2、 3の段られた数値例で、あるが、端点固有方稜式の適用可能性に関しては必認できた

ものと考えられる。ここでは、鮮の清度については夜接的な倹討念行なわなかったが、前にも絞

れたように本質的には内部選点数Mと要素分割数Nに依存するものであり、国有短説設パラメー

タのステップ腐を小さく取ることにより、同ーの内部選点数、姿業分割数で解析した内昔j;選点固

有方程式の結果と同設度のものが期待できょう。
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(3) T加lOshe出o梁の数傾倒より得られた本解析法の特性

内部選点固有方程式および端点国有方程式に基づくすimosh自由。梁の数{底的より得られた本解

析法の特性は以下の通りである。

内部選点固有方程式による場合:

1) L一選点に蒸づいた結果が、 c-選点に萎づいた結果に比べ一設に好結果を生んでいる。

2) 要素分割数をN、内部選点数をM (L一選点を採用)と記せば、議密鮮との比較において

ほぼ 1%以内の精度で固有振動数が求められる援動次数は、 N=lでは低次[M/2J次まで、

N要素分割では低次[附/2J次までで、ある([ J : Gaussの記号)0 

3) 本解析法によれば、厚肉裂も、薄肉梁も、間程度の精度で解が得られる。このことは、

Bernoulli -Euler梁に適用しても特性 2)が成立することを示唆している O なお、簿肉梁

の解をTimoshe成。梁理論に基つeき本解析法で算定する場合、使用する計算機の語長の関係

で制約が生じる。例えば単位備の中実矩形断菌の片持梁の静的問題の結果から判断すれば、

適用可能なスパンLと梁高 hとの比L/hの上E良債は 104 である。

端点間有方程式による場合

1)この方程式による場合は、解の見務しに注意する必要がある。見薄しの危険性は、低次の

解に限定すれば、要素分割数を増すことによって改善される。

2) 解の精度は、同ーの離散化条件で‘解析すれば内部選点閤有方程式と同程度のものが溺待で

ざる。

H 掴 転鼓

これまでの選点法の固有援動問題への適用性の検討は、 1数分方:程式が 2踏の線形演算子で表わ

される場合に対するものであった。実際の構造問題では、高描かつ多元芯微分方程式、数値計算四

上の困難さがより増す場合を扱う必要性も生じるだろう o 例えば、ここで議論する回転殻もその

一つである。設理論の特徴は、殻の曲率が微分方程式の中の変数係数として現われる点であり、

および践的な特性と曲げ的な特性の二つの異なる特性より成る点である。前者はi数分方程式を解

析的に解くことをー殺に困難にし、前に述べたように様々な数値解析的なアプローチがなされて

きた大きな原因であり、後者は微分方程式の解が減衰項と発散項から組み立てられることを意味

し、発散須の存在が数値的取り扱いを困難にする大きな原悶である。

以上の読点からここでは、高階かつ多元な徴分方程式で、表わされ、その主主値的な取り扱いがし

ばしば面倒になる回転殻の間有援動問題を対象にし、選点法の主主{底解析j二の特性および適用上の

留意事項に検討を加える。

以下、 3-6"では回転殻の選出礎方程式をNovozhilovの殻理論に基づいて述べる03-7では、殺の

形状が与えられ、殻の端末の境界条件が指定されさえすれば、一定の手Ii演に従って数値計算が行

えると L、う見通しのよい解析法を、内部選点固有方程式の形で記述する o 3 -8では数{霞計算vu

を紹介する。具体的には、本解析法を後々のガウス自主事をもっ回結殻(門前、球、円錐および双

幽殻という単一な形状の殻)、および形状の異なる設が組合さった回転殻(円筒設と球裁から成

る場合)に適用し、本解析t去の適用伎や数値解析上の特性を倹討する。
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3 -6 古典殻理論に基づく回転殻の基礎方程式

回転路面を定義するための諸量は以下のようなものである(図 3-11)。

ψ:曲線上の缶意点Pで立てた法線と回転軸の交角(経角)、

x日:経線方向座標(無次元化された経緯、方向座僚)、

。:Y2軸からの母線の回転角(門局方向座標)、

R:曲面上の任意点、Pにおける回転半径

Rl:点Pにおける母線の曲芸界半佳

R2 :点Pで、母線に立てた法線の回転軸との交点までの長さ。

R1とRzは主曲芸界半径とよばれるもので、設の中央菌をR= Rlx)で‘与えれば次式で、表わされる。

R， =-~/ 1ー(品む)2

A ぷR/<J.x2 R2 
R 

( 3 -65 ) 
¥1 1ー (dR/dx)2 

また図 3-l1(b)より幾何学的に次の関係式が成立する。

(α) (b) 

Yl 

x(i;) 

図 3-11 回転曲面
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R = R2sinco、 dx=Rjdco、 dR/dco = Rlωsco ( 3 -66 ) 

さて、任意形状の薄肉回転殻の基礎方程式の誘導に当たっては、 N ovozhi lovの殻理論3J)に基

礎を置き、殻は等方等質な一様なJ享さとした。殺の運動方程式は、平衡方程式、断面力(合応力

合モーメント)一ひずみ関係式、ひずみ一変位関係式から、円周方向 Fourier級数展開により経

線方向座擦に関する微分方程式で表わされる。以下では、 まず経線、方向の独立変教に¢を用いた

場合の関係式を列挙し、次にそれらを囲転曲面の幾何学的特性を用いて、独立変数5に書き換え、

後の定式化の準備とする。

毘3-12に示すように、 x(と)軸方向(経線方向)、 。軸方向(円周方向)およびz軸方向(法

線、方向)の変位をそれぞれ、 U 、VおよびWで定義する。肉浮断面に生じる合応力と合モーメン

ト成分をそれぞれ、 (Nx 、 N I) 、 Nx l} 、 N l} x 、 Qx 、 QI})および(叫、 MI} 、 ~I} 、 Ml} x) で表

示する。

ぉ(ど)

N 
m 

N
X8 

z Z 

日
x(!;) 

図 3-12 設要素の変位、合応力およひ合モーメント

回転殻の運動方程式は、次のように表わされる。

θNl}x 1θ aMI} 
7E(RNx)十 Rlす r-RINO町村E7iEZ(剛 x)十 Rlプf-RlMoωsco } 

。2U
IρhRRlーーで一

忌 θt~
( 3-67a) 

竺立 内ム土 {Rl~日昼ム一生お(郎~I} )十 R1 a i + R 1 N 1} x COSψzRi1θ 1} θψ( Rl¥1X 1) ) + R 1 MI} x叫

θ2V 
= ρhRRl一一コ

み δt孟

- 71ー
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1θMθθ1δ  
-R1N(}sin十郎x十五 {R137十万 (RMx())十R1均 x仰いお {1E16示

(RMx)

θM(}x ;， A

θ2W 
-M∞S0 fρhRR1 

θ() 
-lH(} CU>'i' J fJ ll~u"'17} 

t2 
( 3 -67 c ) 

ここで、 t 時間、 ρ:単位体積当りの質量、 h 殻の摩さ。

ひずみと合応力、曲率と合モーメントの関係式は次の式となる。

N_ =K(ε 十 νε)、N 口 K(ε 十 νε)8/' 1..'0 ..l.~''''''fJ t Y""'x 

NxozNox =K(1-lノ)e
x(}/2 

Mz 
z D (Xx十 νX(})、M(}=D(X ()十 νXX

)

Mx () = M(} x 
= D ( 1ー ν)X

X
(}/2

ここで、 K=Eh/(1-Jj2)、 D = Eh3/12 ( 1ーν2)、 E:弾性係数、 ν:ポアソン比。

( 3 -68 a -f ) 

一方、変位とひずみ、幽率の関係は次のようである。

1θU  1 θV 
εxIE;(五十W)、 ε01(U叫十万+Wsin伊)

lθV 1δU 
=一一一十一(一一-V COS<;O ) x(} R1θo R θ0 

( 3 -69 a -f ) 
1θφxθφo  

X
x =R1五7、

X () = ~ ( -o-(}v十九ω中)

1θめ 1 θV 
X _.Ilー(一..:::.2>_φ 問。)十一一一一一一一x() Rθ() ""(} CV"'f/ 

， 
R1 R2θcp 

ここで、 φxとφ。はそれぞれ、経線方向および円周方向の回転角で次のように与えられる。

1θ W  
φ て一 (Uーで一一)、

1(1 0伊

1 1 θW 
φ 一一一一一一一一。

R2 R θ0 
( 3 -70 a ， b ) 

以上に示した諸式は、経線方向の独立変数に?をとり表わしたものである。次に式(3 -66 )に

留意し、無次元化された緩線方向座擦とに関する諸式へ変換する。その際、次に定義される演算子

と殻の形状パラメータに関する無次克盆を導入する。

演算子:

( )'=θ( )〆 θ5、

( 'f= δ)/θT  

)タ θ( 、，EEt
h
-
-
p
l

・t・-1J

au 
ペぴ/

 

、ノ

( 3 -71 ) 

っ“
勾

4



ただし、 Eとではそれぞれ、径線に沿う盟問[0 ， 1 ]で定義される無次元座標および無次元

時間である。

庁一ソ ( 3 -72) 

ここに、 L:経線の長さ、 a.代表長さ。

殻の形状パーメータ.

α=L/a 。=hノ/a 、 r =R/a 
( 3 -73 ) 

r] = a/R]、 r2= a/R2 

式 (3 -71 )、 ( 3 -72 )を用いて、主的率半径(式(3 -65) )、運動方程式(3 -67 )、

変位とひずみ、曲芸事関係式(3 -69 )および閥転角(式(3ー70))は、次のよう き変えら

れる。

主曲率半径:

t/，α2 
r， 一一一一一ー一一一一一一一一

i/ 1ー(r'//Iα)2 

-
内
〆
ω

司、
j

一

α:
 

一，

v

m
r
'
t
、

一

唱

'

鴨

{ν 

ら

( 3 -74 ) 

r 

( r'十 r2) 

α2 r] 

ここで¥

r r/r ( 3 -75 ) 

であり、さらに一銭に回転鴎窃では次の幾何学的関係が成立する。

当=r (r]ーら)、 jシr ーα.2r] r2 ( 3 -76 ) 

運動方程式:

a { (ベ)ケα十 NoJ一山ρ}十 r]{ (叫)ンα十MoJ-r'Mρ}
00 

= Eo arU ( 3-77a) 

a{(rNx(j)シα十 NJ十 r'N(jx'/α}十r2 {M/ + ( r1'v1X (j )シα+刈 O孟/α}
00 

=Eδar V ( 3 -77b ) 

-ar (r] N
x 
+ r2 N(j) + uv1t+ (rlV~(j)ケα 十 r'M(j x/α}骨/r

ι ， ー っ。
+ {(rMX)/α 十lvl(jxパー r'M(j/'α}/，α=EoarW ( 3 -77 c ) 
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変位一ひずみ、鈎ネ関係式:

εx = (U/α+ r1 W)/a、ε() = (ザシT十 r2W十 rEα)/a

εxf) = (Vシα十Uう十/r-rV/，α)/a 

X x = (φxια)/a、 X0 = (φ。汁/r+ rφx/α)/a 

Xxf) = {0xモ/r-rφ。/α 十 (r2v'/α)/a }/a 

回転角:

( 3 -78 a -f ) 

φX=crlU-w'/α)/a、φ。=(rzV-Wち/r)/a ( 3ー 79a ， b ) 

以上の準備のもとに、変位成分で表示された運動方程式、境界条件および形状の異なる殻が組

合さった問題において必要となる接続条件は、次のように整壊される O

1.1) 変位成分で表示された運動方程式

変位U、VおよびWは、調和援動の前提のもとに時間変数Tを分離し、円周方向にFourier

級数展開により次のように与えられる。

U 

(J~. 00 

Vf=一二 z 
E n=O 

w 

u
n 
(と)cos n f) 

v n(と)sin n f) 

wrl(と)C05 n f) 

e i，9r ( 3 -80 ) 

ここで、 σ:基準応力、 n 円潤方向波数、 U 、 v 、w 無次元イとされた変位関致。 以後n. n. n 

簡単のために、 Fourier級数展開の係数u 、v 、w はそれぞれ、 U、v、wと略記する。
n n n 

また，9は閤有円振動数パラメータであり、盟有円援動数ωとの聞には次の関係がある。

ト aω/王
vρ 

( 3 -81 ) 

変位成分で表わされた運動方程式は、合応力と合モーメント(式(3 -68) )を変位一ひずみ

曲率関係式(3 -78 )をFおいて変位関数U 、v、wで表わした後、式(3 -77 )に代入すれば、

変数係数の 4階 3元連立常微分方程式として次のように表わされる。

Lll(u) + L12(V)十 L13(W)-，92u 0 

L21(U)十 Lと2(V)+ L23 (w) - ，92 V 0 ( 3 -82) 

L:J1 (u) + L32(V) + L33 (W) - ，92 W 0 
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ただし、徴分演算子 Lll LI2γ・¥ L33 主次のようなものである。

)'+ a 3 )"+a2( a 1 ( LlJ 

)' + a 5 a 4 ( LI2 

a 
9 )"十 a8 ( )川十 ai ( a 6 ( LI3 

)'+all a 10 ( L21 

( 3 -83) 
)' + a 14 )十 a13 ( a 12 ( L22 

) ，十 a
1i)"十 a16 ( a 15 ( L23 

)' + a 21 )"十a20 ( )川+a 19 ( a 18 ( L31 

)'十 a2-1 )"+a23( a 22 ( L32 

)'+且29)"十 a28 ( )NI十 a27 ( ) a 25 ( qo 

h
〈
UL

 

ポアソン比ν、円周方向a i ( = 1 - 29 )は、式(3ー73)の殻の形状パラメー夕、ここで、

波数nで表わされる係数で、その具体的内容は本意の付録に示す。

境界条件と接続条件(2) 

円淘方向に閉じ、頂点(R口 r= 0 )をもたない場合の向次境界条件は、一殺に次式の適当

( 3 -84 a ) 

な組合せで与えられる。

U=o またはNxzO、v=oまたはSX81O

W 出 OまたはTxzO、φx= 0またはおら o

ここで、 Txおよび Sx{}は次式で定義される等価せん断力

日十(い凶 l ( 3 -85) 

Sx{} =N 十円Mx{}/ax{} -"x{} -2 

であり、 Qxは面外方向のせん断力である。

Qx士ii(叫)叫J-EMO} ( 3 -86) 

tx、illx、。x)を係数とす(民、 Sx{}、Tx、Mx、φx)を (llx' Sx{)、

る形で、円周方向にFourier級数展開しておく。

F
D
 

勺
4

ここで¥



X I ~~X 

∞f)  I _ i.QT 
Sx{} 1=σa Z S 05M  l e 1 

XU  I n=O I -X  

T l t _ cosn {} 
X - -X 

MX  

∞ U2T 
σa2.Lmωsn {} e 

n=O~~'X 

σ ∞ i .<2τ 
φ=  - 2 世間n{} e 

X En口 o. X 

ここに、各Fourier係数の内容を示すと次のようになる。

I1x=b l u'十 bzU十 b3V十 b4もV

Sxoz bs U ÷b6V'十 b7V十 bBWf十 b9W

t X = bl 0 u" + bl 1 u' + bl 2 U十 b13V'十 b14 V十 b15wfH 

十 b161d'十 b17W!十 blsW

m
x

=bl9U十 b20 U + b 21 V十 b221d斗b23W+ b 24W 

ゆX = b 25 U十 b261d 

ただし、係数bi ( i = 1 - 26 )の具体的内容は付録に示す。

なお、式(3-84 a )を Fourier係数で表示すれば次式となるo

U=OまたはIlx=O，vIOまたは Sxf) = 0 

W=Oまたは tx口 0，九 =0または InxzO j 

( 3 -87 ) 

( 3 -88 a -e ) 

( 3 -84 b ) 

式(3 -84)の可能な組合せば、表 3-11に示すように一端において日通りである31
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表 3-11 周方向に閉じた殻の端末で規定される境界条件の組合せ

End Case Boundary 

conditions No. conditions 

工 U=v間W=中 ~=o
x 

Clamped 
2 Nx 忽 V需品1里中x'20 

3 U=8 盟 N詰争'君。
x8 x 

4 Nx =S zW器争 ~=o
x8 x 

5 UzVEW=MX 盟 O

Simply 6 N X zVzwtMX =O 

supported 7 LIESx mWぉM=0 
8 x 

8 Nx 箆 Sx日zW=Mx営 o

9 U盟 VtTx=争x'20 

Freely 10 N器V宮T 争'旬。
x x 

supported 11 U=8 _=T =中'認。
x8 -x x 

エ2 NX ぉ SX目-=TX宮中x認。

13 U=V'開 TXzMX sO 

Fr巴巴
14 Nx gv君Tx2Mx =O 
15 LfzSxB宮TxzmMx 担。

16 N ぉSzTX思M 怠 Ox -x8 -x x 

殺が頂点 (R=r=O)をもっ場合にf土、変位一ひずみ、胸率関係式(3 -78 )には l/r、

1/正2のぞ廷が含まれているから、一殺的に用いられる境界条件を規定することができない。この場

合は頂点で有限な解を保証する条件を指定すればよく、次のようになる31
n 出 o u ヱヱ v=wエニ IIlx'z O 

， 
n 1 u 十 v= w = U =lTIx 0 

( 3 -89 ) 

n > 2 U = v = w = w' = 0 

ここで、 n=OのlTIx = 0とn 之江 1のlTIx = 0の条件を変位成分で表わせば次式となる。

lTIx=O C3V'+C4W"=0 

( 3 -90) 
lTIx' = 0 C] U"十 C2w'''= 0 

ーしだた

C]=αT] ， C2 =ー1， C3α(  T]十 T2 )/2 
( 3 -91 ) 

C4=ー(2十 ν)/2
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幾何学的に不連続部を有する回転設の取り扱いは次のようになる。いま図 3-13に示すように、

設(1)と殻(2)の部分からなり、不連続部で、それぞれの殻の経線に立てた法線のなす角度をVとしよ

う。このとき、各々の自転殻の変形量(U ， V ， W 1 ゆx )と力学量(nX  ，すx{) ， t x' mX ) 

に肩付き添字(1)および(2)を付して表わすことにすると、不連続部において成立する幾何学的接続

条件と力学的接続条件は次のようになる。

u(2)zul1)∞slJ! - W(l) sinlJ! 

w{2)2u(l)51nE7十wIJ)coslJ! 

(2) = (1) 
v v 

( 3 -92 a ) 

v

v

 

自

5

日

∞
x

x

 

み

し

ふ

し

一

十
v
v
a
 

S

E

)

 

8

1

1
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C

S

(

1

 

1

u

o

i

 

)

x

x

x

h

d

 

は

:

n

n

一s

n

，D
:

Z

一一

E

一

一

一

一

)

一

一

)

)

は

引

の

ほ

ω

o

c

(

x

x

x

x

x

 

o

n

t

一s
m

( 3 -92 b ) 

なお、式(3 -92 )はlJ!=Oと置けば、殺を幾つかの要素に分割した場合の連続条件になる。

¥/w(工)

N(l) 

ミ/TF)

ψ
・

Shell 

Shellω 

~ lnclination change at a discontinuity 

図3-13 殻の不連続部における接続条件
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3 -7 内部選点翻有方程式

(l) 定式化のための準備

解析対象としている回転殻は、形状の異なる複数の回転殻あるいは回転軸に沿って分割された

幾つかの間転殻要素からなるものとする。挙ーな形状の回転殻あるいは分割された回転殻要素の

試行(未知)関数 U、 y ， wは、それぞれ領域内部にM個の自由度を持たせ、満足すべき境界条

件や接続条件の個数を考慮、に入れて、 UとvはM十 2項、 w;土M十 4項の多項式で近似する。

'E.A 
4
 tιらd

 

、、也'，，
噌'.よ4
 

・1

F
+
'
A
 

噌

3
4

・I
，G
 

，，
t

、

つM
1
-

ム
l
?
4
一一

M

l

 

一一、‘，ノv
 

u
 

f
g
s

、

，B4
 tLa 

'
E
4
 e

 

ι当

1
4

!??山一一

九

品

，

i

一一w
 

( 3 -93 ) 

ただし、 di-I'ei-l'fi-1 ・禾知定数。

さて、 3-6の議礎方程式で、ごに関する高階導関数は U、 V、W について、それぞれ 3，2， 

4階である。このことに留意すれば、端点、(む =O，c'K，.=l)と内部選点 (Ci' j=l-M十1 -， -.~~.-="'" ~ J 

M)におけるn階倣分係数t士、式(2 -26 )より次のように与えられる。

{u<n>} [A ¥n ) ] { u } Cn=1-3) 

{v<n>J [A<n)l{v} (n=1，2) f (3-94) 

{ wくnう [A<n>]{w} 十 [B¥n)]{e} ( n 1 -4 ) 

ここに、記号 (n)(;):. n蹄徴分を表わし、各ベクトルは次のような成分をもっ。

{e}T (eu，.....e，."...) M十2'"'M十3

さらに、 U ，V ， W を代表して Zと記せば、

( 3-95 a ) 

{Z}T=CZ(む)， Z ( C1 )，………， Z (c]yj十 1) ) 

{Z<n1T=(~万 dπZ dnz う = (一寸(CO ) ，一一点d，…… ，----:--::n(ら)) d c '" . . V' d c ，. . .. . . d c 
(3-95b) 

試行関数を運動方程式(3 -82)に代入すれば、次式で定義される浅差関数が得られる。

Ru (c) = L 11 (u)十 L12(v)十 L13(w) - Q2 U 

Rv (ご)= LZ1(U)十 Lzz(v) + L23 (wl-Q2 v 

~(ご) = L31(U)十 L:l2(v) + L33刷 - l22 w 

C 3-96 ) 
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内部選点'i(i=l-M)における残差は、式(3 -82)の微分踏数に注意し、式(3 -94 ) 

をFおいて次のように表現される。例えば、 Ru(， i )は

Ru (ご i)告[{ a1 ( 'i ) A < 2 ) ( i十 しj)十山i)A(L (i+1， j) 

十 a3('i)oj十1，j}U('j-1)十 {a4(Ci)AO>(i十1，j)

十 a5(， i) O i十1，j}v(Cj-1)十{a6(ご i)A(3)(i十1，j ) 

く2¥. く1>.
十 a7(ci)A''''1 (i十1，j ) + aS (とi)A¥V( i十1，j )十ag(c i) O i十1， j } w (， j 1) J 

十 三{a6(ごi)B'-3)( i十1，C)+M(ごi)B¥2)(i十1，C)
C;;1 

十 a8(ci)B(l)( i十1，C) }e M十 1 十 C-Q~ u (Ci) ( 3-97) 

となる。ここに i口 l-M、A(>(m，n)とB<)(m，n)はマトリックス [A( > Jと[B( >J 

の第m行、第n列の妥素を表わし、 Oi十 1，jはKroneckerのデルタである。

o i +1 ~ 
O i十1，.i { 

-I 1 十 1

同様に、 Rv(と)とRw<むについても式(3 -97 )に類似なものが得られる。ここで、式(3 -96 ) 

から定まる内部選点における残羨を、内部選点における未知量{O
T 
}と他の未知量に分離してマ

I 

トリックス表示すれば次式となる。

{R} = [KrJ {今}十 [KBJ{OB} -Q2[Mr J {Or} 

ただし

{R } T = ( {Ru } T， {Rv} T， {Rw} T ) 1刈 M

{Or}T=({Ur}T， {Vr}T， {W
I
}T)IX3M 

{O:slT=({UB}T， {VB}T， {W
B
}T)IXS 

であり、各部分行列は次のようなものである。

{Rk } Tロ (Rk('I) ， Rk('2)，…， Rk (CM)¥Xll ' (k= u， v， w) 

{Zr}T = (Z('I) ， Z(C2)，…， Z(CM))IXM' (Z=u， v， w) 

{ZB}T = (Z(，o) ， Z(CM十1))lX2 ，( Z = u， v) 

{vVB}T=(W(cO) 'w(九十1)' ~十 2 ' e~! 十 3 )1 X 4 
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( 3Mx3M)次のマトリックス[KrJと[M
r
J、および(3Mx8)次のマトリックス

唱

E
4

0

，
 

‘ー

マハ
V

九一な

1

γ
」

F

、円ノ

F
b

よ
・
は守口

の次

=

占

ふ

「

i
」

1

H

W

J

T

i

 

叩

3

M

k

r
し

「
l
l
L

さらに、

( 3-100) 
[まuuJ [九J[豆uwll

[豆yuJ[KyyJ [立ywl

(亙wuJ[まWyJ[K阿 J

一一
「
l
I
JR

U
 

K
 

む

[訂匝民同九山K民h九Kuu七九(Ul山山l日山uJ[KUyJ[匝Kuw印1川w

[Ky，J [KyyJ [KywJ i， 

[Kw叫J[K恥WyJ[Kw向wJl

一一
「
1
1
J?t-

K
 

…

i
e
i
L
 

ただし、 [K
r
Jと[KBJを構成する部分マトリックスの具体的内容は以下のようになる。

[KrJについて

2¥ i十j，j十1)十a2(51)A〈1〉(i+I，j十1)十a3(ci)Oij Ku u (i， j) =al(会)A

Ku v (i， j) = a4 (c i ) A ¥1 ¥ i十1，j十1)十 a5(c i) o i j 

KuwCi， j) =a6(ci)A<，3)(i+1，j+1)十a7(ci)A(2)0十1，j十1)

十as(Ci)A、1)(i+1，j十1)十ag(c i) O i j 

く1)
Kvu (i， j) = alo(ci)A'"/( i十1，十1)十 all(c i) o i j 

KVY (i， j) = alzCci)A(2)C i十1，j+1)十al3(c i) A (I > ( i十1，十1)+a14(ごi)o i j 

Kyw( i， j) = a15(ci)A(2)( i十1，j+1)十al6 (ごi)A (1)( j十1， j+1)十al7(t) Oij 

(3) / _ " ，" ¥ _， _ (~\ A (2) ( ， -'-， ， --'--1 i Kwu( i， j) = alS(cj)A'v/( i+1，十1)十al9(ごi)A'，，"/(i十1，十1) 

十a2o(cj)AO>(i十1，十 1)十 a21(5i)8iJ 

Kwv (j， j) = a22(cj)A(2>C i +1，十1)十a23(ci)A<I>Ci +1， j+1 )+a24(ci) O ij 

KwwCi， j)口 aZ5(cj)A<4>(j十1， j十1)，-aZ6Cごj)A<3)Ci十1， 十1) 

十a27(ごj)A(2)Ci十1，十1)十a28(ごj)A<I>(i十1，十1)十a29(ci)Oij 

(3-101a) 

O i j ・Kroneckerのデルタ。
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j = 1 ~M， 1， ただし、



[KBJについて:

まuu(i，j)ロal(ci)A(2>Ci十1..e)十az(ci)A(1)(i十1. .e) 

一 (1)
KUY( i， j )=a4(ci)A'"/( i十1. .e) 

瓦uw(i， j )=a6(ci)A(3)( i+1. .e)十a7(ci)A(2)(i十1. 0 十as(c i ) A
O

) ( i十1，.e) 

(3)，. .¥， 'f" ¥..，(2)，. '¥1.  U: ¥00>. K11w(l ，j十2)=a6(ごi)B¥J/(i， j)十a7(c i) B'-"I ( i， j)十as(ci)B¥.L/(i. j) 

一(1)
K y u (i， j) = al 0 (ご i) A'~/( i十1， 0

豆YU(i， j )=a12(ci)A<.2)( i十1，.e)十aI3(ci)A(l)(i十1，.e) 

KyWC i， j )=a15Cごi)A<2)Ci十1，.e )+aI6((i)A(l)C i十1，.e) 

KyW C i. j+2 )=a15(ci)B<.2)C i， j)十a16(5i)B〈l〉(i，J) 

KwuC i， j)=alS(ごi)A<3)C i十1，.e)十a19(5i)A〈2〉(i十1，ι)十azo(ci)AO>Ci十1. 0 

一 (2)， "¥1_  r-，，¥̂(l) KWY( i. j )=azz(ci)A'''/( i十1， .e~十 a23(';i)A'"/( i十1，.e) 

izww(i，j)刊 Z5(Ci)Aく4)(i +1， .e)十aZ6(ci)Aく3)0十1，.e)十aZ7(ci)A<2)(i十1，0 

0) 
十a2S(ごi)A'"/(i十1，0 

izww(i，j十2)=az5(ごi)B<.4)(i， j)十aZ6(';j)B<.3)( i. j)十a27(5i)B〈2〉(i，j) 

(0 
十aZS(ごi)B'"/(i. j) 

( 3-101 b ) 

ただし、 =l-M、 j= 1. 2であり、 4は次の約束に従うものとする。

内
〆
ω+

 

1

M

 

一一一一

f
1
1
E
E
E
g〈
8
2
2
B
B
B
ι

『

f
b

j = 1 

j = 2 

同様に、殻の端末の境界条件および不連続部の接続条件を表わすのに必要な変形量と力学量を

整理しておく。

変形量 (u.v. w.九)について・

端点 co=O，';M十 1における変形量は、

UfC=';k=U(Ck)' vlcイ kzv(5k)， w 15イ K1W(5k)(3-102a) 

およびoxについては、式 (3-88e)と犬(3-94 )より

九!トCk
=q;}. (Ck)

口 bZ5(Ck)U(.;山 Z6叫ZNU
つ，噂¥

十 b26(EK)iEIB¥"/C k十1，i)eM+1十i ( 3-102 b ) 
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と表わされる。ただし k= 0またはk=M十 10 

式(3-102)を式(3-98 )に習い、未知量{Òr } と{~ }に分けてマトリックス表ぷすると次

( 3-103 ) 

王えとなる。

{X}c=Clr=[GrJf=f， {Or}+[匂]ト乙 {OB}
K らら k 'k 

ここで¥

(3-104 ) ( u ( c k ) ， V (C k ) ， W(C k ) ， o (九)){X}~イ k

(4X3M)次と(4 x 8 )次のマトリックス [GrJc=ck' Qも]rzrkは次のようであり、

たものである O

( 3-105 a ) (k=O， M十1) 

i
J
 

nu 

l
-
-
L
 

i--d 
A
U
 

l
-
-」

i
l
l
J
 

A
U
 

i
?
t
L
 

o J L 0 J 

o J L Go JJ 

iL 0 J L 0 J L 0 J 

IL 0 J L 

任oJ L 

LGrJC=Ck= 

ZMである行マトリックスを表わし、 L0 Jは成Z2' ここで、 LZJはその成分がZI， 

分が零の行マトリックスを表わす。 LGoJは次のような成分をもっ。

(3-105b) 1) Go i = b26 (c k)AJ./( k十1，十1) 

さらに、i = 1十M。k=O 、加1十 1、ここで¥

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O O 

O O 

一一n
U
 

F

、一
一Z

ら

「
l
!
」R

U
 

一伊
O O O O O O O 

，8b26(CO) αb2 6 (';0) ，8b26(';0) αb26(Cρ O O O 

(3-106a) 

く1>;， ，¥ ，(1¥一1)一(1)α=A¥J./( 1，1)， } =A ノ (1，M十2)，α = BJ./(l，l)， ，8=B¥.1/(1，2)。ここで¥

また、

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

o 0 

o 1 

1 

O 

日

(0 
[GBJ c=ι什 7

O 

b25 (';"1十1)0 0 αb26(CM+-0 ，8b26 (色出)αb26(CM十1)ftb26(';'¥1十 1) 

(3-106b) 
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¥1¥ ー(1) 一一く1) 一 ¥1、ここで、 α=A' ~/(M十 2 ， 1) ， ß=A'~/(M+2， M十 2 )， α=B'~/(M十 2 ， 1 )， s = B\~i(M十 2 ， 2) 。

カ学量 (nx，Sx!7， lx，mx)について:

端点 '0= 0， 'M十1= 1における力学量は、式(3-88 a -d )と式(3-94 )より求められる。

一例として、 nxとSx!7について示せば次のようになる。

hω| ←5九k 立 hω(げ5九k) =寸bl(，九k)〈:fZ主A必川lυ〉何(k十1し川ω，バ川1υ九)川u似(，七午iト一→1)汁十均b2山2

十 b3(，九k)V以(，九k)十 b4(，九k)w(， k) (3一10肝7a)

E忌x!7[ω|ト 5九k= Sx!7〆(げhω5九ωkρ)=吋吻b5山5

[M十2 く1)
十b7( ， k ) V (C k )十b8(， k) j i主lA(k十1，i )W(， i -1 ) 

~ ..(1)/"， .¥_ 
+izlB (ic+I，i)eM十什it十bg( ， k )W( ， k ) ( 3-107 b) 

ここで、 k= 0， M十1。

同様に lx、mxについても式(3-107)に類似なものが得られ、端点における力学設をマトザ

ツクス表示すれば次式となる。

{F}，イレ=[QI ]，=， 1r {O1} + [QB]，=C 1r {OB} 
K ... 1:王 K

( 3-108) 

ここで、

{F};=5kz(nx(EK)，sxo(EK)，tx(EK)，m文(九)) ( 3ー109) 

であり、 (4X3M)次のマトザ クスト'LI と(4 x 8 )次のマトリックス IQn I ツじ."'1IJ'='k c.. ¥ 't ~ 0 J iAV..f' ，. ~ ';1 O'"  L'<>!BJ '=Ck 

は次のようなものである O

[QI] ，=c k = 

L Ql山L0 JL 0 J 

L 0 J L Qv 1 J L Qw1 J) 

L Qu
2 J L Q/  J L Qw

2 J 

L QU 
3 J L 0 J L Qw

3 J 

(k=O，M十 1) (3-110a) 

ここで、成分が零の行マトリックス L0 Jを除いた行マトリックスは次のような成分を持つ。

(l¥ 
Q'u i = bl ('k ) A" / ( k十1，十1) 

(l¥ 
Q¥. i = b6('k )A ノ(k+l.十1)

(1) Q'w i = b8('k )A' ~/(k十 1 ， i +1) 

く2)1'-" ." ¥ ". 1 ~ ¥ ̂  < 1) Q"u i = b，O('k)A ''''/( k十1，十1)ァbll(九)A'~/(計l ， i+ l)
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0) Q ~v i = b 13 (c k) A'"' ( k十1，i + 1 ) 

(3)，'I '1 'I..¥11 1't-¥^¥つ¥・ 1 く1¥Q~i = bI5(CIJA，，J/(k十1，i十1)十bI6(Ck)A、/(k十1，i +1)十b17(弘)A'"/(k十1，i十1) 

、(1、
Q U izb 19(ξJA'" (k+l，i十 1) 

QLi=b22(tdAhuI，i十1)十b23(CIJA，I) (日， i十1) 

(3-110b) 

k = O，M十 1， 1 ~M。さらに、 LQBJ C=Ck は

J 市¥

b1β¥よノ

、
しだた

O 

bfiα(li 
O 十b7

くつ)， '- D¥l) :， _. (1¥ j 手(1)
b10β “+bll，B' " I 

: b13α/十b14: b13〆

b6p<l) 

b3 
<1> 

b1α 十b2

b5 

[QBJト CO

(1) 
b19，8 

(2 ，，(1¥ 
b10α 十b11α/十b12

(1) 
b19α 十b20

唱

'A
，
¥
 

一
司

d
dI

 

L
U
 

¥、
J
'っ“

官

E
-

，、

r

吋

jdt

一-J
d

J

-

Q

O

'

h

U

 

L
U
 

ムー
、

/qο /¥、一均一

μ'円。l 
h
u
 

$e--α
 

m
p
t
 

L
U
 

¥
J

一
のノ
d

/、、、

一αdu l
 

、D!
T
 

ノηο ¥
 -α

 
え
u-

L
U
 

O 

O b21 

O O 

bRa<l、
8 

0> 
b8β 

-:dつ有(1)
bZ2，d-ωトbZ3〆/一(2)" ，，(1) 

bnα 十bZ3α

(3)" u<つ)， ， 00> 
b15P 十b16メM 十b1iβ

(2) " ;0(1) 
b22P'-" 

I 
+b23β 

b4 

(1¥ 
b8α トb9

(3) くつ)" _0¥ 
b15α 十bJ6α“十b17α+b18

(2下 (0
b22α 十b23α I +b24 

(3-111a) 

bl ~ b24'主端点c=ニむにおける値であり、ただし、

(3-111b) 1~3 ) ， (i 

( i ¥ (  i > /， ，¥  n< i ) A (i、， = A" 1) ( 1， 1 )， p' 1 ) = A ノ (1，M十2) 

B( i，i ( 1，1 )， ，8/ i = B (i¥(1， 2) α1， 

b3 

¥1) :っ¥1¥ 
b6α : b6.メf ノ十b7

b 〈1〉I 1 3〈i〉13αbI3T". I +b14 

l
 

内
r

'LhU 
O 

O 
つ¥1)

b1β 十b2

b5 

n(2) ベ1、
b10/i 十bl!，d ノ +b12

bl9p(1¥+b20 
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(1) 
b1α 

O 

<2> 1 1  _，(1:> 
b10α 十b11α

blqa(l) 19α 

である。また、

LQRJ 
必 c=!; 1H-1 



O b4 O O 

b α(1) 
8 (1) 

b8β 十b9
一0;

b8α b8，8，1) 

(3)" _，(引 く1)!t.._ ，0<32 くつ)， L ，0(1下 :， ~(3) ー(2) ーくじ i 吋 3) でくれ 吋1)
b15α 十b16α “十b17αIb15ft 十b16ft“十b17β 十b18;b15α 十b16α 十b17α)b15.〆十b16/1'-十b17，.:1

くつ)" _，(1) ，，(2)， ， D(1) 
b22α 】十b23αb22.βTbd+b24;b22a〈2h23&〈1〉 :b2J2hd〈1〉

(3-112a) 

ただし、 bl-b24は端点ご =t
M
+1 における飽であり、

( i ) ^ (i ) /，" ~ " ，，( i ) ^ (i ) f， K' ~ ，.， ~ ¥ 
ロ A¥11 (M+ 2， 1)， ft 口 A¥1/(M十2，M十2) 

， (i = 1-3) I 
-:0:'< i> _ n(i) τ<iろくi)r'K I ro ..... ¥ ' I =B¥1/(M+2， 1)， s¥1/=B¥1/(M十2，2) 

(3-112b) 

である。

さて、殻の不連続部における接続条件(式(3 -92) )は、図 3-13に示したように、設(1)に

おいては端点c= C1什 1、殻(2)においては端点，:= coで成立することに注意すれば、式(3-103 )、

( 3 -108 )で定義したマトワックスを用いて次のよう る。

幾何学的接続条件.

(1)， ， -'1)， ;--_(1)， ， -'1)ー (2)， ， -'2) 
C G'i'J←弘十l{31}十[G'i'JドえITI{OBト[LJしG'i'Jc=':0 {O'i'} 

十[L山L叶J[dμ凶吟Gd4伯(~)]引)り)]，:=
力学的接続条{件牛.

〔 Q(;)〕 5241T1id;)} 十[Q~)J片山 { Ò~)} 

+〔L][Q(;LEo{必l}

}
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o
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V
 i
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l
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(3-113b) 

ここで、マトリックスとベクトルの右肩に付した添字(1)、 (2)は殻(I)、 (2)で定義されるものであ

り、また(4 x 4 )次のマトリックス [L]は次のようなものである。

O -sin1[l 

O 

[L]= ( 3-114) 

O cos 1[1 

O O 
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なお、式(3 - 114 )で1[1=0と置けば、式(3 -113 )は要素分割を絡した場合の遠鏡条件に

相当する。

殻の頂点、で隷せられる制約条件式(3 -89 )は、端点e=eoで謀せられるものとすれば、次のよ

うに表わされる。

[DrJト eo{Or}+[DB]e=eo {OB}={O} (3-115) 

ただし、 (4X3M)次のマトワックスlDrJと(4 x 8 )次のマトリックス [DRJは、それぞ

れ円周方向波数 R に応じて次のような内容のものである。

n 0のとき.

LOJLOJLOJ 

ILOJLOJLoj 
[DTJ九人 =1~ 

4 刊!L 0 J L 0 J L D~:j 

L D~ J L 0 j L D;j 

ただし、行マトリックスは次のような成分を持つ。

0) 
D; i A¥(1， i+1) 

〈つ〉
Dd i Cl (co)A“(1，十1)、(i = l-M) 

DJ izC2(50)A13kl，i十1)

o 0 0 0 

o 0 1 0 0 

(3-116a) 

(3-116b) 

O O O 

O O O 
[DBJc=cO 事

o 0 0 0 ¥1)βφ a(l) sφ 

'，~)、(ゲ必 吋

iαQ(co) rCl(CO) Q 0 α'Cz (c 0>〆 QGdtt2(50)fC2(ω

(3-117a) 

ただし、

< i) ^ ¥I ) /， ，¥ a<i ) ̂  < i) (， U' n ¥ A ¥ 1 I ( 1， 1)， s¥ 1 / = A ¥ 1 / ( 1， M+ 2 ) 

( i = 1-3) f 
<i ，...，<i>(" ¥ ~\i)_ n<i)(， n ¥ "a¥1/=  B¥1/( 1， 1)， s¥1/= B¥1/( 1， 2) 

( 3-117 b) 
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n 1のとき:

L 0 J L 0 J L 0 Jl 

LO JLOJL 0 Jj 
( 3 -118 a ) 

[Dふi ら-らco I ~ D~ J L 0 J L 0 J 

L O 」LDJJ[DJ J 

ただし、行マトワックスは次のような成分を持つ。

DJui A¥よ〆(1，十1) 

D¥i = C3(co)Aく1)( 1，十1)， (i詔 1-M)

DJwi = C4 (co)Aく2)( 1，十1)

(3-118b) 

O O O O O O 

nu 

h

介、一一
t'
、

「

i
i
J

R
U
 

D
 

「
l
し

O O O O O O O 

α¥1>β(1) 0 0 0 0 0 0 

o 0 a<l>山内いいん(山

( 3-119 a) 

しだた

α(j) =A(i>( 1， 1)， sくi)ェニ A'D(1， M+2) 

をく B<i)(1， 1)， ifD= B(j)( 1， 2) 

、B
B
f
S
1
'
4
'ト
g
s
t
t
a
g
g
t
J

)
 

つ“
電

'A一一・1〆，‘、 ( 3ー119b ) 

n:::::2のとき:

n

u

n

v

n

U

ハU

l
i
L
1
1
L
l
I
L
I
-
-」

i

J

i

l
」

l
l
J
l
i
J

A

U

A

U

ハU

ハU

-
t
I
L
-
-」

i

l

-

-
し

r
i
l
l
-
-
l
i
l
i
1
P
I
l
l
i
-
-
j
i
-
-
L
 

一一
nu 

h

炉、一一
t
t
-

「
i
1
4

τ
1
4
 

一川」

J L 0 J 

J L 0 J 

J L 0 J 

J LDw1 

(3-120a) 
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ただし、行マトリッグスは次のような成分である。

。;Fi2K13(l，i十 1) (i =l-M) (3-120b) 

O O G O O O O 

O O O O O O O 

[DBJト ';0
O O O O O O 1 O 

O O O o A，l¥ 1.1) A(l)( 1.M+2) B<I¥ 1.1) B<I¥ 1.2) 

(3-121) 

(2) 回転設の内部選点固有方程式

回転殺の内部選点間有方複式は、 3-4に示したTimoshe成。梁の場合と向様に導くこと

する。次に実際の構造問題で、しばし

ができる。ここでは、まず閣 3-}.4(a)に示す単一な形状の設に対する内部選点固有方程式を誘導

となる形状の異なる殻が組合さった問題に鉱張する

(国 3-14(b) )。なお、後者の定式化の手!演は、解の高精度化を図るための要素分割;こ対しても

そのまま利用することができる。

a) 単一形状の殻の場合

この問題の場合、未知数の数は式(3 -93 )より明らかなように、 3M十 8偲である。この

未知設を定めるのに必要な 3M十 8{閣の条件式 t士、遥動方程式の残差の条件と殻端末でf~定さ

れる境界条件によって以下のように得られる。

3 M{j踊の条件式は、領域内におけるM僚の内部選点で式(3 -96)の浅差関数を零とするこ

とにより得られ、 Diracの8関数を用いてiえのように表現される。

(α) Free 
(b) Free 

ll 
と

中込

Clamped 
1

組

図 3-14定気fじのための 2つの問毛主主主モデル (a) 滋ーの彩状の湾台.

(b) 彩状の異なる 2つの努力i組合さった湾合
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(3-122) 

ただし、 1-M， s u， V ， W 。上式を s出 U ，V ， W について考えれば、 3M鎚の条件

式は式(3 -98 )を用いて次のように表わされる。

[K 1] {o r} + [KB] {eβ} _.Q2 [MrJ {Or}と{0 } (3-123 ) 

残り 8伺の条件王立は、端末 (c=co， c 11十1)で指定される条件より定められる。具体例として、 c= co 

5旦 Coで自由(n x = S x D = tx = m x = 0 )、ご=C11十1で固定(u = v = w = Ox = 0 )を考

える。このとき、自由の条件および固定の条件に対してはそれぞれ、式 (3-108)および式 (3-

103 )が適用でき、これらをまとめて次のように表わす。

[SrJ{OI}十 [SBJ{ら}= { 0 } 

ここで、 [S1 Jと[SBJは次式で与えられる。

I [QI]ト Cn I I [QR];=t:n 

[S Iト| 写山 i ， [SR]=l uhhu  

L[GrJト 5山 (8X3M) 日GB]c=c/j什1

(3-124a) 

(3-124b) 

(8x8) 

なお、殻が頂点をもっとすれば、[SrJと[SBJは式 (3-115)を用いて、次のように表わされ

。。

ただし、 [Dr1トむと [DB-J c =coは、円局方向波数 nに応じて、式(3一川)と(3-117 )， 

式(3-118)と(3-119)および式 (3-120)と(3-121)のいずれかをとるものである。他の境

界条件(表 3-11)に対する [SrJと [SJは、変形量については式 (3-103)、力学量について

は式 (3-108)を用い、指定された条件に対応する行マトリックスを主主き出すことによって容易に

組み立てることができる。

さて、式 (3-123)と式 (3-124a)より {OB}を消去すれば、内部選点における未知量を固有

ベクトルとする次式が得られる。

[KJ {or}-.Q2[MIJ {Or}出{0 } 

ここで、 [K]は(3Mx 3M)の非対称マトリックスで決式で与えられる。

[KJ口 [KIJ-[KBJ [SB] -1 [s rJ 

(3-125) 

( 3-126) 
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ドが求めら3 M{簡の固有組。どとそれに対応する間有モ式 (3-125)の箇有fili解析を行えば、

れる。

複数の殻からなる場合、，J
'

'口

図 3-14lb)に示した幾何学的不連続部を有し、二つの殻(l)と(2)からなる問題を担うっ設(1jと(2)

未知数の紋はの双方の試行関数に、領滅内部にM(，簡の自由授を持たせた式(3-93 )~尉いれば、

2(3M+8)飽となる。このうち 6MI自の未知数については、殻(l)と(2)の活動方程式の主主差条

件から 6M飽の条件式が待られ、 16 i箇の未知数に対しては、殺の端末で指定される境界条件と殺

それぞれ 8feiの条件式が得られる。の不連続部における接続条件から、

6 Mi鼠の条件式l土、浅妥関数の式(3 -96 )を用いて、次のように表わされる。

、i
ノ

hrFhH 

〆
t
‘、

、.，ノ-
J
 

/，、、
n
b
 

R
 

一一
弁
戸
、

J
U
 

、、，ノfls(j)ι Ro ¥Jl (ξ) O (ご ( 3-12i ) O 

上式は、式(3 -98 )を矧いて表わ
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一i
l
l
l
}

)
 

.宅‘
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、、γ
'
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K
 

一jll
!
-

可Vv. 2およひ s= U. 1 • 1 ~M. 

すと次式となる。

ただし、

( 3-128 ) 

2であり、添字Ij)は殻(jHこ関するマトリックス、ベクトノレを表わすっ1 • ここで¥

式 (3-128)を全体系のガ複式で示すと、式 (3-123)と同じ形の方設式にまとめられるc

( 3-129 ) [KrJ {or}+[KBJ {oBI-g
2[MrJ {Or}ニ{0 } 

ただし、

( 3-130且)({Ò~l) }T. {O
B

(2
)jT) 

一一
↑晶

}
 

nM 

受

U{
 

、、B
ノ

T
 j

 

A
ソ
M

i
t
t
T
i
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A
U
 

{
 

小
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「引一O [kdl)J[ 
LKBJ 

であり、各マトリックスは次式で与えられる。

O 一Jil
l」

「
i
l
l
}

ー1
v
l
a
 

xu 

「
ー
!
」

一11
J7

1
4
 

K
 

「
!
l」

( 6Ivf;< 16) JCKYJ O ( 61ぜて 6M)ぼ
-

K
 

一111
1
-

O 

( 6ivV< 6M) ]L Mfl] 

O i[Mil)][ 

O 

しMIJ

(3-130b) 

-91-



16(闘の条件式は、以下のように得られる。すなわち、殻の端末における箆界条件が a) の凶題

に同様とすると、 8(i閲の条件式は殻(l)のc=coにおける式 (3-108)と殻(2)のご=C1l1十lにおける

式(3-103 )より得られ、残り 8{留の方程式は殻の不連続訴の接続条件式(3-113 )より定めら

れる。これらを全体系の方程式として書き表わせば次式となる。

[S1J {O1} + [SBJ (OB} = ( 0 } (3-131 ) 

ただし、

LSIjz 

「
l
l
J

nu 

…il
l
L
 

( 3-132 ) 

(16 x 6M) 

であり、(16 x 16 )次のマトザックス LsBJは式 (3-132)で、添字 IをBに置き換えたものに

等しい。

なお、図 3一山b)に示した不連続点における角度グを本とおけば、式 (3-132)の[L J (式
( 3-114 ) )は単位対角マトリックスとなり、式(3-132 )は単一の形状の殻を 2要素に分割し

解析する際の条件式となる。

式 (3-129)と式 (3-131)より、 ( O
B
}を消去すれば、二つの設からなる回転殻の固有援動

問題は、式 (3-125)と同じ形の式で記述される。 この式の函有{直解析を行えば、 6M舗の固有

値とそれに対応する固有モードが得られる。

3-8 数億 計算例

本節の前半では、種々のカ、ウス自主事をもっ単一形状の殻の数値計算酬を示す。まず、定主主係数と

変欲係数の紋分方程式で与えられる殻として、それぞれ円筒殺と球殺を取り上げ、不伸長振動も含

む固有援勤務析を行い、解の良喜子を左右する因子(返点数など)およびこれまでに絞れなかった間

有モードの直交性などの本解析法の数値解析上の基本的な特伎につし、て検討する。次いで本解析法

の任意形状の回転殻への適用性を例示するため、円錐佼と双曲殻の解析結果を示す。後半では、幾

何学的不連続部をもっ場合への適用例として、円筒毅と球殻の結合系に対する固有援問j解析を試み

。。
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( 11 単一13状の殺の場合

a) 円筒殻

数値例は、 hと半{壬 aとの比h/aが 0.01、長さ Lとミドi会aとの上tL aが 2.16、およ

びポアソン比νが O.3の場合を取り扱った。考慰した境界条件:工、悶定(以下Cと記す)、自

由 (F)および単純支持(S )であり、以下に条件式を示す。

閤定 (C) u v w=φx ~ 0 

自由 (F)

単純支持 (S)

Nx SxOニ Tx=Mx 0 

Nx V W Mx 0 

( 3-133 ) 

ここでは、まず、さ点の選び方の鮮の治二度への与さな調べるが、活点に shi fted L egendre 

多項式の零点および shi f ted C hebyshev多項式の議点を:Bt，Riする場合をそれぞれ、 L

よひC-.ì~~点と鴻記する。

a-I) L-Ai点と C-jさ点tこ基づく鮮の収束性および精度

本解.fJT i去によって得られる鮮の精度は、長!~t汝 1に誤差な支配する国ゴ二(内ぬ返点数、~点の

選び方、要素分割数)に在右され、計算対象とする境界条件iこも依存することは況にfれ請し

た。ここではこれらの点を考慮して、本解析法を雨漏多元のiミZ分万伝式¥'こ通対する場合の綜

の精度および収束性の倹討を行い、十分な治安を得るための'~~別的な内部選点数を明らかに

する。なお委案分割を施さない場合を解析した。

表 3-12に、境界条件C-C、C-Fおよび F-Fに対して、内部選点波M;;:と8、日、一

12と変化させた隠の固有伝説数を、円周方向波数 nと掻殺万向のそードィノ〈叙mの謹々の組合

せについて示す。これによると、低次の振動主主は丹音fí返点数Mの j;[~~~をほとんど受けないか、

必次ではMを増す必要があること、また起点、数が小さければL-選点による方が、 j認の洛I廷

は食分良好であることがわかる。なお表中の威主ら:解;工、文鍬1， 2)に去っき算定した1Igであ

ザ

00  

表 3-13(a)、IbJおよび(引に、それぞれ条件C-C、C-Fおよび F-Fの[e，[有 (M  

11による)を、条件C-Cはそート、次数 m ~ 5、C-F:土m --6、条件 F-F(土mμ7

まで示した。表のフr 戸、ノグ内の数i副土、上段に厳滋解、中段の左右にそれぞれL一選点と C

一選点による íilli、下段には相対誤差をパーセントで示したc これらの表によると、ヱド解析1Ii~

はi奇次で駁*ft#との差が認められるが、ほぼ 1%以内の相対誤廷であることがわかるコなお

条件F-Fの表では、そード次数m ~ 1， 2の1査が設けている。この艇は不伸長振動産手iこ栂当

するもので、後程倹討を加えることに寸る O

凶 3-15iこ、円周方向波数 nニ 0，1，2.… sと変化させ求めた-l~ 6 i犬同省振動奴の

信vこ対する相対誤設の最大値を、境界条件ごとに図示したっこの凶より、街伎は条件F-F、

内
、

υ
Q
U
 



C-F 、C-Cの11買に悪化していること、内部選点数Mが小さければ仁一選点による方が良

好なこと、討Iを増せばし、ずれの選点を用いても大きな差が生じていないことが理解できる。

解の精度の境界条件への依存性については、既にTimoshenko梁をWuに指摘したが(悶 3-

4 (a)と(b))、その共通する点は、鮮の精度が自由の条件 (F)が関与すれば良好で、 国定の

条件 (C)が関与するとき悪くなることである。これは、固有値とそれに対応する領減内の選

点での変位モード信 (U，v， W)会決定する本解析法について、設の端末近傍で密な選点

の果す役割(端末近傍の変位モード{援に闘する情報の不足を是正する役割)が、設端末で変

位関銭信 (U，v， W)が規定されない自由条件に対して効果的に発揮することによるもの

と考えられる。以上のように、本手法による鮮の誤差l士、境界条件が力学盆 (Nx'Sxe ' 

Tx' Mx)で指定されるとき小さく、 (U. V. W.φx)で指定されるとき大きくな

ると予怨される。しかし、本手法の適用によって生じる誤差は、数j函例が示すように、実用

上は問題にならないと忠lわれる O

さらに、表 3-13と霞!3-15より、 大きさ (3MX3M)の内部選点マトリ y クス [KJ

から得られるj認のうち、段そを鮮との比設でほぼ 1%以内の精度でJ=#が得られるそード次主主m

l工、低iJ，m [時2J ( [ ] : Gaussの記号)俗であることがわかるom = [M/2 ]の関係

式:立、大きさ (2MX2M)のマトリックス [KJより定めたTimosh叫 o梁においても成

立するものであり、それゆえ本手法によれば、 l%以内の説差で鮮が求まる援動次教は、内

部選点マトリックス [KJの大きさに無関係に低次[加2J俗であると後察される。

以上、ここ られた数{面解析上の特性は、最も基本的な形状の丹時誌に対して得られた

ものであるが、先の Timoshe出。梁に対するときと同様なものが得られたことを考慰すれば、

本手法を他の傍造要素に適用する際の一応の目安になるものと考えられる。
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表 3-12 種々の支持条件の円筒殻の閤脊振動数Qの収束性

(α) Boundary condition， C-C 

mぉ 2，π=る m=3，η=8 m=4， n=7 
M 

L-co11o. C-co11o. L-co11o. C-co11o. L-co11o. C-co11o. 

8 2.639 2.643 3.631 3.655 4.922 4.934 
9 2.634 2.632 3.613 3.611 4.980 4.997 

10 2.634 2.633 3.610 3.609 4.958 4.951 
11 2.633 2.633 3.610 3.610 4.961 4.961 
エ2 2.634 2.634 3.610 3.610 4.961 4.961 

E.xact 2.634 2.634 3.610 3.610 4.961 4.961 

(b)Boundary condition， C-F 

m=l， n=l m=4，円=7 m=5， n=6 
J.J 

L-co110. C-co11o. L-co11o. Cωco1工o. L-co11o. c叩 co11o.

8 2.634 2.635 3.984 3.999 5.711 5.695 
9 2.633 2.633 3.973 3.973 5.781 5.804 

10 2.633 2.632 3.972 3.972 5.758 5.757 
11 2.633 2.633 3.972 3.972 5.761 5.763 
12 2.633 2.633 3.972 3.973 5‘762 5.7邑2

日竺竺E 2.633 2.633 3.972 3.972 5.762 5.762 

(0) Boundary condition， FωF 

m=3，η=8 m=4， n=7 m話 5，n=6 
M 

L-collo. C“co11o. L-co110. C-叫 10. I L-co11o・ C-co11o. 

8 2.230 2.230 2.931 2.933 t..7S8 4.772 
9 2.230 2.230 2.932 2.932 4.744 4.745 

10 2.230 2.230 2.932 2.932 4.744 4.745 
11 2.230 2.230 2.932 2.932 4.744 4.744 
12 2.230 2.230 2.932 2.932 4.744 4.744 

Exact 2.230 2.230 2.932 2.932 4.744 4.744 

図 3-15 4 ~ 6次固有援動数の援密:停に対する相対誤差の議大値

o m 4 

ll¥¥¥j也¥ 1
t; m 5 

Om箆 6
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仁。。、

(α) Boundary condition， c-c 

hL 1 2 

5.755 3.664 
l 5.755 5.755 3.663 3.663 

0.00 0.00 0.03 0.03 

8.672 6.524 
2 8.672 8.672 6.524 6.52/， 

0.00 0.00 0.00 0.00 

9.433 8.188 
3 ヲ.477 9.477 8.188 8.188 

0.47 0.47 0.00 0.00 

9.767 9.006 
4 9.767 9.767 ヲ.006 9.006 

0.00 0.00 0.00 0.00 

9.890 9.499 
5 9.ヲ9910.003 9.499 9.500 

1.10 1.14 0.00 0.10 
」ー

表日-1:3(a) 111 !Ì~;;，W;1定の IIJ苅殻の 1 ，1;11 ïJ~ !fV)数 J2 (Mco~ll)

3 4 5 6 7 8 

2.507 1.852 1.538 1.508 1.708 2.066 
2.506 2.506 1.852 1.852 1.537 1.537 1.508 1.508 1. 708 1. 708 2.066 2.066 
0.04 0.04 0.00 0.00 0.07 0.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

4.844 3.726 3.019 2.634 2.526 2.657 
4.84l， 1'.8l，4 3.725 3.725 3.019 3.019 2.633 2.633 2.526 2.526 2.657 2.657 
0.00 0.00 0.03 0.03 0.00 0.00 0.04 0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 

6.762 5.551 4.644 ll.032 3.695 3.610 
6.762 6.763 5.551 5.552 4.643 4.644 4.032 4.032 3.6ヲl，3.695 3.610 3.610 
0.00 0.00 0.00 0.02 0.0'2 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00 0.00 0.00 

7.989 6.966 6.085 5.409 4.961 4.744 
7.989 7.989 6.ヲ66 6.967 6.085 6.086 5.409 5.410 4.961 4.962 4.743 4.744 
0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.02 0.00 0.02 0.00 0.02 0.02 0.00 

8.791 8.008 7.267 6.645 6.190 5.924 
8.789 8.789 8.004 8.001 7.261 7.256 6.638 6.632 6.182 6.175 5.916 5.908 
0.02 0.02 0.05 0.09 0.08 0.15 0.11 0.20 0.13 0.24 0.14 0.27 



tD 
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(b) soundary condition， C-F 

〉ト~ 1 2 

2，633 1. 285 
1 2.633 2.633 工.285 1. 285 

0，00 0.00 0.00 0.00 

6.91，3 4.386 
2 6.91，3 6.943 11. 386 1， . 386 

0.00 0.00 0.00 0.00 

8.71，3 7.266 
3 8.71，3 8.743 7.266 7.266 

0.00 0.00 0.00 0.00 

9.1，50 8.552 
4 9.450 9.450 8.552 8.551 

0.00 0.00 0.00 0.01 

9.621， 9.187 
う 9.621， 9.624 9.187 9，188 

0.00 0.00 0.00 0.01 

ヲ.877 9.606 
6 9.877 9.877 9.607 9.608 

0.00 0.00 0.01 0，02 

五日一1:1(b) 1，1;1定-1'1111のl'J n~í般の 1 ，1;1 イi振動数，Q(M 11) 

3 4 5 G 7 8 

0.738 0.622 0，779 1.076 1.456 1.904 
0.738 0.738 0.622 0.622 0.779 0.779 1.076 1.076 1. 456 1.1，57 1. 901， 1. 904 
0.00 0，00 0.00 0.00 0.00 0，00 0.00 0.00 0.00 0，07 0.00 0.00 

2.895 2.068 1.670 1.604 1. 789 2.142 
2.895 2.895 2.068 2，068 1.670 1.669 1. 604 1. 601， 1. 789 1. 789 2.142 2.142 
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

5.536 4.241 3.381 2.889 2.716 2.811 
5.536 5.536 4.240 4.241 3.381 3.381 2.889 2.889 2.716 2.716 2.810 2.811 
0.00 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01， 0.00 

7.252 6.039 5.065 4.376 3.973 3.840 
7.252 7.252 6.038 6.038 5.065 5.065 4.376 4.376 3.ヲ72 3.972 3.840 3.840 
0.00 0.00 0.02 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.03 0.00 0.00 

8.296 7.338 6.1，61， 5.762 5.275 5.021 
8.296 8.296 7.338 7.33ヲ 6. {，61， 6.467 5.761 5.763 5.275 5.276 5.021 5.022 
0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.01， 0.02 0.02 0.00 0.02 0.00 0.02 

8.985 8.27] 7.564 6.ヲ57 6.1，94 6.212 
8.983 8.982 8.266 8.264 7.561 7.558 6.91，9 6.91，6 6.1，85 6.1，82 6.203 6.200 
0.02 0.03 0.06 0.08 0.01， 0.08 O.JJ 0.16 o .1L! 0.18 0.11， 0.1ヲ
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表 3-13(c) 1，1.j端正f111の円筒伎のIflij有振動数.Q(Mニコ 11)

(σ) Boundary condition， F-F 

[泣 2 3 4 5 6 

5.721 3.691 2.503 1.912 1. 750 
3 5.721 5.720 3.691 3.691 2.503 2.503 1.911 1.912 1. 750 1. 750 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

7.760 6.167 4.783 3.787 3.181 
4 7.760 7.760 6.167 6.167 4.783 4.783 3.787 3.786 3.181 3.181 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03 0.00 0.00 

8.846 7.684 6.509 5.500 4.744 
5 8.846 8.8[.6 7.684 7.684 6.509 6.50ヲ 5.500 5.500 4.744 4.744 

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

9.314 8.545 7.66[. 6.820 6.109 
6 9.31l. 9.315 8.5[.6 8.548 7.666 7.668 6.821 6.824 6.110 6.114 

0.00 0.01 0.01 0.04 0.03 0.05 0.01 0.06 0.02 0.08 

9.695 9.148 8.501 7.843 7.252 
7 9.695 9.696 9.140 9.l36 8.484 8.476 7.821 7.811 7.229 7.220 

0.00 0.01 0.09 0.l3 0.20 0.29 0.28 0.41 0.32 0.44 

7 8 

1.893 2.230 
1.893 1.894 2.229 2.230 
0.00 0.05 0.04 0.00 

2.932 2.983 
2.932 2.932 2.982 2.983 
0.00 0.00 0.03 0.00 

4.275 4.091 
4.275 4.275 4.090 4.090 
0.00 0.00 0.02 0.02 

5.595 5.307 
5.596 5.600 5.309 5.313 
0.02 0.09 0.04 0.11 

6.790 6.498 
6.768 6.762 6.478 6.474 
0.32 0.41 0.31 0.37 



不伸長振動解a-2) 

2次固有振動数 (ωぃω2)は、不伸長反動前に述べたように、条件F-Fに対する 1、

ただし選点3平に担当する。ここでは本解析績と不伸長理論34ノ iこ基づく結果の比較を行う O

はL一選点によった。

それぞれ経線方向に一線なおよび痘涼変化すω2 ) f土、条件F-Fの不伸長伝動i認(ωぃ

る変形の形式を表わす変位関数を用いて、 Rayleighの原理より次のように待られる。

( 3-13-4 ) 
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表 3-1-1に、内部選点数M=llによる本解析伎と Rayleigh法の結果を門崩方向波数日

Rayleigh法に基づく悩よ2 ~ 7に対して示す。本解析{直はi皮数 nニ 2，3のω2の値を除き、

り小さく、その差は波数の土器3日と共に大きくなる傾向にある o Rayleigh法による結采が滋弘:

j認の上j哀を与えること、およひ仮定短勤モードが自由の条件を近似的にしか両足していない

ことを考え合せれば、本解析値はより鼠滋鮮に近いものと思われる。

国 3-16iこは、本解法による変形モードを波数 n= 2，4，6について示したc 闘は、

iでは浸隷方向に一主義なモードを(区iの下半分に示す)、 m 2では丞淀向モート'tX数m

方向に銭形に支化するモード右近似的であるが示している。

来を示す。この条件の不伸長伝的解ωl土、条件が単純支持一目的(S -F ) 次に、

に経jjヲ変化する必位関伎を尉いて Rayleighの原理よりはのように得ら，h..る。

Eh2 ( n3-n)2 1十 6( 1ーシ)a2/( L2n2) 
u)“ 

12ρa.J ( 1 -!J ) n2 + 1 十 3a2/〆 (L2n2(n2十 1)
(3-135) 

11による本手法と式 (3-135)の議采z-示したものである。これに表 3-15:主、選点数M

との差はわずかで、あれその芸をのば向は先の条件よれば、本計算飽と Rayleighi去による

F-Fに対する場合にほぼ向採である。

以上の設飽例が示すように、本計算{ぽは不伸長変形モードを仮定することなく、ーを史的な

またf~手は境界条件をど満足するように定まるものであり本手ら.11-るものであり、より

法の有効性が底解されよう。

雨端自由の円筒殻の不伸長短妥l解.Q(M=ll)

Solution 
η 

庁7
proc巴dur巴 2 3 4 5 6 7 

l 
Ra1yeigh 0，230 0.440 1.045 1.438 
This study I 0.081 0.229 0.439 0.i09 1.041 1.433 

2 i MYEiiM1;;記 ;:;;;);485
1.095 1.480 

This study I 0.109 I 0.269 0.484 I 0.756 1.089 1.480 
L 
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図 3-16 両端自由の円筒設の援動モード

(不伸長援動解との比絞， M=l1)

表3-15 単純支持一自由の円筒設の不伸長振動産手.Q(M 11) 
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固有モードの直交性a-3) 

ドベクトルの箆交性がある。主主非減衰の間有振動モードの釜本的な性質として、尉有モ

解析法によれ(京、固有振動問題を記述する内部選点マトリックス[KJは突非対称であり、

実対称の場合と呉なり、一般に盟有モードの複交性は保証されるものでない。それゆえ、本

解析法により得られる閤有モードの直交性を縫認することは、長文{直í~ i1T的な読点からも必妥

と思われる O

モードのl復交伎の検証(ii:大王えによってなされる。

(3-136) 1 = JJs (UmnUst十 VmnV st十WmnWst ) R1Rdψde 

ここで、添字mnは固有振動数パラメータ Qmnに対応する経線、および円周方向iこm、n次の

積分区面有モードを表わし、 i浜、字 stも同様とする。式 (3-136)に式(3-80 )を代入し、

間を主主次元化された経線方向座標5によって表わせば、式(3-136)に類似な次式が得うhる

(たたし時間に認する項は省略した)。

( 3-137 ) T241(L1m 

( 3-138) 

Tは次の関係を満たすものである。

s m かつt n 

3

しだた

ロ17'"S 

式(3 - 138 )がモードベクトル向の直交性を与える式である。したがって、本経折法に

よるl濁有援勤モードの直交性の倹討は、式(3 - 137 )の Iの{極右求め、

かつn = t 

それと式 (3-138)

との相対的な大きさをもってなされることになる。

Fの場合の Iの伎の絶対値を示した。ただし、内部選点数3 -16に、条件c-cとC

より、本手法によって得られ

た固有モード間の度交性l士、十分な稀度で成立していることがわかる。

't‘
 

ハU

)とし、積分はGauss24分点則によった。M=ll(L 



表 3-16 固定一自由および南端闘定の円筒殻の振動モードの直交性CM=l1) 

(α) Boundary condition， C-F 

次沢 工 2 3 4 5 

1 0.77 0.92xlO-6 0.86x10-句 o .14xlO-μ 0.34x10-匂

2 0.69 0.16xlO司 3 0.27xlO-4 0.40xlOω与

1 3 0.57 0.93xlO-匂 0.14x10-3 

4 0.67 0.27x10-4 

5 0.31 

l 0.32 0.9ヲx10-6 0.22x10-匂 0.22x10由旬 0.16x10叩匂

2 0.43 0.14x10ω3 0.12x10司 3 0.17x10叩3
3 3 0.44 0.27xlO-3 0.34x10-3 

4 0.46 0.44x10・幽3

5 0.41 

l 0.28 0.52xlO-与 0.23xlO-匂 0.25x10-匂 o . 16xl0-4 

2 0.35 0.49x10-5 0.36x10-匂 0.llx10-3 

5 3 0.39 0.16:dO-3 0.32x10四 3
4 0.43 0.50x10-3 

コ 0.43 

工 0.27 0.15x10但 3 0.5lx10-4 o .4lxlO“匂 0.19x10-斗

2 0.32 0.50xlO-匂 0.27xlO-匂 O.37x10叩コ

8 3 0.35 0.75x10-' 0.56xlO-匂

4 0.39 0.15x10勾 3
5 0.42 

l 0.28 O.工lxlO-3 0.42x10-匂 0.31xlO-μ 0.48x10-' I 
2 0.35 0.23xlO-句 0.35x10-4 0.64x10-4 

10 3 0.35 0.95x10-匂 0.llx10-3 

4 0.37 

コ 0.40 

(b) Boundarァcondition，C-C 

公沢 l 2 3 4 5 

工 0.77 o .15xlO-3 o .18x10-3 o .16x10-3 0.35x10“3 I 
2 0.53 O. i8x10-5 o .llx10-3 o .12xlO-3 

1 3 0.44 0.i7xlO-3 0.52:x10四与

4 0.46 0.17x10-3 

5 0.49 

1 0.53 0.92xlO-4 0.28x10-3 0.8ixlO““ 0.12xlO一句

2 0.54 0.27x10-3 0.16x10-3 o .39x10-3 

3 3 0.53 0.30x10叩3 0.19x10-4 

4 0.50 0.35x10-3 

5 0.47 

l 0.46 0.39x10-4 0.12x10叩3 0.2lx10却、 0.16x10“3 

2 0.52 0.16x10-3 0.llxlO-3 0.47x10-3 

5 3 0.56 0.24x10-3 0.58x10-3 

4 0.48 0.56x10-3 

5 0.48 

工 0.44 0.5lx10-4 0.27x10-匂 0.25x10-4 o .12xlO-3 

2 0.50 0.93x10-5 0.37x10・4 0.26xlO-3 

8 3 0.54 o .llx10-当 0.58x10-3 

4 0.46 0.33x10四3

5 0.50 

エ 0.44 0.13x10ω3 0.i9x10-4 O.54x10-4 0.53x10四与

2 0.50 0.20x10-μ 0.28x10-4 0.90x10由旬

10 3 0.52 0.19x10-3 0.32x10'働 3

4 0.47 0.llx10-3 

5 0.50 
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殻球、、，ノb
 

ここで取り扱う球殻は、頂点が閉じ、

認にのみ境界を有するドーム形に限定

や¥f 
¥ 

する(国 3-17 )。原点が閉じた球殻
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α の特徴は、頂点、が徴分方程式の確定特

異点、であることである。それゆえ数値

解析手法では、頂点近傍の取り扱いに

様々な工夫がみられる。日olzer法s)

では、頂点まわりにおける級数解が用

Shell thickness サ白川
いられ、差分法1o)では、演点を中心に

of curvature Radius α 倣小な円孔を設けて上部開孔を有する

中 Meridionalcoordinate 主主‘殻として解析している。

opening angle Half 争0:では、頂点を含む要素fcJlH主マトリック

スの作成が不可能となるため、上述の

頂点が閉じて裾にのみ境界を有する球殻図 3-17
J
d
酢差分法と同様な扱いがなされたり、

たI良夜、の特異伎を考慮した特別要素

element) 11) が開発されている。一方、解析的に紋分方程式に取り組む叡箆係法の( Cap 

および国有振動数場合:土、成密解をほ成する特殊関数の特性に越因寸る数値計算上の困難さ、

の見落しの危険性が指摘されている 17，35)0

本解析法l土、頂点で成立する制約条件式(3 -89 )をあたかも一端における境界条件として

古
品認するだけで、 jjiJ述の数億解析手法にみられるような特別な工夫も必主主とせず、

法や差分法でたされる要素細分割、格子点数の増加による離散化精度の向上が、選点に反られ

きわめて直接的な解析が可謡と思た直交多項式の零点の性質によって自動的になされるなど、

れる。

以下では、本解析法の変数係数の微分方認式で記述される回転設への適用可語性を、不伸長

E主動を含む球殻の固有振動解析を通して切らかにするとともに、球殻の解析における数j長解析

として、それぞれ解の欠落の問題および浅い琢設理上の問題および球殻理誌に関する

i1H5の適用性について言及する O

なお、選点y.こはTimoshe由。梁と円筒殻に対する数値結果より判断して L一選点を採用し、

-103-

またポアソン比νは 0.3とした。

した境界条件は次の通りである。
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(3-139 a ) 

(3-139b) 

(3-139 c) 

Nx = Sx {} = Tx = Mx = 0 (3-139 d) 

b-1)解の収束性と精度

hと半径aとの比h/aが 0.01、福の境界条件が闘定と回転支持の場合を改う。

表 3-17と3-18にそれぞれ、半開角φoが 450
と900 になる場合について、 内部選点数

Mを 9，10， 11， 12と変化させた擦の円周方向波数 n= 0，1における低次 5つの固有接動数を

絞密解4)との比絞で示す。これらのぎをより、本手法によて得られる解の性質についてはのよ

うなことが指摘できょう O

1)解の内部選点数Mへの依存性は、定数係数の鍛分方程式でき受わされる円筒殺に対するも

のとほぼ悶様であるが、変数係数の影響が高次回有j震動数に若返分現われている。

2) 低次 5つの解を精度よく(厳密解に対して 1%以内の相対誤差で)求めるには、内部選

点数Mは 10ないし 11程度で十分である。以内総点数剖Iと記せばLW2J個までの

国有振動数は十分な精度で得られている。

Aム

円

V'e‘
 



表 3-17 球殻 (φ0=45
0 )の固有接動数Qの収束性

Interior co11ocation points， M 
Exact 

9 10 11 12 

C1amped edge 

l 0.965 0.965(0.00) 0.965(0.00) 0.965(0.00) 0.965(0.00) 
2 1.061 1.061(0.00) 1.061(0.00) 1.061(0.00) 1.061(0.00) 。3 1.232 1.232(0.00) 1.232(0.00) 1. 232 (0.00) 1.232(0.00) 
4 1.496 1.506(0.67) エ.496(0.00) 1.496(0.00) 1.496(0.00) 
5 1.675 1. 685 (0.60) 1.679(0.00) 1.675(0.00) 1.675(0.00) 

1 O.ヲ71 0.971(0.00) 0.971(0.00) 0.971(0.00) 0.971(0.00) 
2 1.034 1. 034 (0.00) 1. 034 (0.00) 1. 034 (0.00) 1. 034 (0.00) 

工 3 1.151 1.151(0.00) 1.151(0.00) 1.151(0.00) 1.151(0.00) 
4 1.386 1.384(0.00) 1.387(0.00) 1.386(0.00) 1.386(0.00) 
5 1. 755 1.804(2.79) 1. 765(0.57) 1.758(0.17) 1. 757(0.11) 

Fixed-hinged edge 

1 0.953 0.953(0.00) 0.953(0.00) 0.953(0.00) 0.953(0.00) 
2 1.040 1.040(0.00) 1.040(0.00) 1. 040 (0.00) 1. 040 (0.00) 。3 1.188 1.187(0.00) 1.188 (0.00) 1.188 (0.00) 1.188 (0 .00) 
4 1.448 1. 460 (0.00) 1.448(0.00) 1. 449 (0.00) 1. 449 (0.00) 
5 1.658 1.662(0.24) 1.659(0.06) 1. 658 (0.00) 1.658(0.00) 

l 0.971 0.971(0.00) O.ヲ71(0.00) 0.971(0.00) 0.971(0.00) 
2 1.025 1.025(0.00) 1.025(0.00) 1.025(0.00) 1.025(0.00) 

1 3 1.112 1.112(0.0臼) 1.112(0.00) 1.112 (0.00) 1.112(0.00) 
4 1.314 1.314(0.00) 1.315(0.08) 1. 314 (0.00) 1. 314 (0.00) 
5 1. 651 1.686(2.12) 1.655(0.24) 1.653(0.12} 1.651(0.00) 

Nu田bersin parentheses indicate percentages of re1ative error. 

表 3-18 球殻 (φo= 90
0 
)の固有振動数2の収束性

Interior co11ocation points， g 

n 間 Exact 
9 10 11 12 

C1amped edge 

l 0.760 0.761(0.00) 0.761(0.13) 0.761(0.工3) 0.761(0.13) 

2 0.938 0.939(0.10) 0.938(0.00) 0.938(0.00) 0.938(0.00) 。3 0.984 0.958(2.64) 0.984(0.00) 0.984(0.00) 0.984(0.00) 

4 1.020 0.988 (3 .14) 1.007(1.27) 0.020(0.00) 1.020(0.00) 

5 1.071 1. 030 (3.83) 1.053 (1.68) 工.057(1.31) 1.071(0.00) 

l 0.568 0.568(0.00) 0.568(0.00) 0.568(0.00) 0.568(0.00) 

2 0.893 0.894(0.11) 0.894(0.11) 0.893(0.00) 0.893(0.00) 

1 3 0.966 0.965(0.10) 0.966(0.00) 0.966(0.00) 0.966(0.00) 

4 1.002 1.019(1. 70) 1.001(0.10) 1. 002 (0.00) 1.002(0.00) 

5 1.044 1. 064 (1. 92) 工.164(1. 92) 1.044(0.00) 工.043(0.10)

Fixedωhinged edge 

l 0.747 0.749(0.27) 0.748(0.13) 0.748(0.13) 0.748(0.13) 

2 0.932 0.932(0.00) 0.932(0.00) 0.932(0.00) 0.932(0.00) 。3 0.979 0.959(2.04) 0.979(0.00) 0.979(0.00) 0.979(0.00) 

4 1.013 0.982(3.06) 0.004(0.89) 1. 014 (0 .10) 1.013(0.00) 

5 1.059 1. 013 (4 .34) 1. 053 (0.57) 1. 048 (1. 04) 1.060(0.09) 

エ 0.560 0.561(0.18) 0.560(0.00) 0.560(0.00) 0.560(0.00) 

2 0.885 0.885(0.00) 0.885(0.00) 0.885(0.00) 0.885(0.00) 

l 3 0.960 0.960(0.00) 0.960(0.00) 0.961(0.10) 0.961(0.10) 

4 0.996 0.965 (3 .11) 0.995(0.10) 0.996(0.00) 0.996(0.00) 

5 1.034 1. 000 (3.29) 1.016 (1. 74) 1. 034 (0.00) 1.034(0.00) 

Nu担bersin parentheses indicate percentages ar re1ative error. 
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b-2) 不伸長援動解

?患が自由な条件に対しては、不伸長理論の適用が可能で‘ある。不伸長接動解34) ，之、次に

示すようにAnを係数とする猿動モード

… 

U An岬 ωECOMe1ωt 

円 nル

W止一一An (n十mV)4ω  ei叫

(3-140) 

を仮定し、 Rayleighの原理より次のように得られる。

Eh2 

ω“=  
12ρa4 ( 1十 ν)

( 2 n2 -1 ) ( n3 - n ) 

f( n) 
(3-l.Jl ) 

しだた

πm  

f(n)242Mt{(n÷d)2十 2sin2 1[1 } sin 1[1 d ljI 

図 3-18{士、 j享さ h と半径 a の比 h/~a が 0.01 の半球殻について、本語草析値 (M=11 )と

Rayleigh の解を門局方向波数 n の範関 1 三~ n ~ 18に対して国示したものである。 また図ー

には比較のためにHwangの実験値35)も示したO 二つの計算手法による鮮の相違は、波数 n

の小さいとき(n会 4)はそれ程大きくないが、 nの増加と共に大きくなる傾向にある。

方、再三f~祈解と実験{匿の去をは、波数 n が大きくなるにつれて生じ始めるが、互いに近い値を

示している O このことと、 Rayleigh法による振動数は、それに対応する厳密解の上界ぞ与え

ること、また仮定振動モードが境界条件を近似的にしか満たさないことを考え合せれば、4:

解析{霞の{言額性l立高いものと言えよう O

図 3-19に、法数nが 2，4，6，8のさ議会の昂有モード(最大{債で‘基準化したもの)を示す。

これによると、本解析法によっても、接動が頂点近傍に集中する半球殻特有の不伸長モード

が表現され、波数 nの増加と共にその傾向が著しくなる様子が得られている。さらに、 Uと

Vの振動モードの援腐の最大値は、式 (3-140)より明らかなようにU ぉ Vの関係が成立す

るが、本解析{療も近似的であるがこの関係が成立している。計算方法の相違の影響は、接動

の振穏に境われ、本解析法による場合はRayleigh法による場合より大きく、波数nが大き

いときに顕著である。 Rayleigh法に基づく振幅はそれによる握動数とは逆に、長支密j翠よりー

殻に小さくなる点を考慮すれば、本手法の結果は妥当なものと判断される。
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図 3-18 端部自由の半球殻の基本固有振動数9
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b-3) 高い円周方向波数nに対する解析

球殻の固有振動に関する研究は、そのほとんどが対称振動(波数 n口 o)および逆対話1伝

動(n = 1 )に限られている。想定した動的な荷重が高い波数をもって殻を援動させると考

えられる場合には、高い波数に関する振動特性の知識が必要となるのは明らかである。

ここでは、波数nの大きな傾に対する Souzaら10)の数値結果を引用し、本語手析法によっ

て得られる解に検討を加える。なお、文献 16)は差分法を用い、頂点の特異性を避けるため

頂点を中心に小さな円孔を設け、そこに自由の条件を謀して解析するとともに、格子点数 10，

20，30および 40の結果に基づき Richardsonの外挿式によって最終的な解を推定している。

計算は端部固定の球殻を取り上げ、浮さ hと半径aとの上七h/ノaが 0.005、半開角φ。が450と

90
0の2つの場合について行った。表 3-19に波数n云28を満たす致径の nに対する本解

析{霞(内部選点数.i:VI=1lによる)を経線方向をそード次数rn=4まで示した。表より明らかな

ように、両手法による結果は、半開角 450の波数が大きい場合を除いて良い一致を示してい

ーヲ

00 

表 3-19 任意波数n(ミ 2)対する球殻の固有援動数g
(養分解との比較， Mエエ 11)

(α) 争0=45。

m=l m=2 m=3 m叫

ητhis study F.D.M. This study F.D.M. This study F.D.M. This study F.D.H. 

2 0.992 0.9ヲ2 1.036 1.036 1.094 1.094 1.177 工.177
5 1.036 1.037 1.109 1.110 1.224 1.224 1.404 1.402 
8 工.107 1.107 1.247 1. 242 1.455 1.454 1. 759 1. 748 
10 1.187 1.186 1. 390 1.391 1.672 1.668 2.016 2.013 
12 1. 302 1. 302 1.577 工.578 1. 929 1.929 2.324 2.333 
15 1. 546 1.546 1.ヲ36 1. 935 2.364 2.328 3.004 2.885 
18 1. 876 1. 875 2.374 2.376 2.906 2.921 3.881 3.515 
20 2.141 2.140 2.708 2.713 3.344 3.321 4.280 3.973 
22 2.439 2.438 3.077 3.084 3.840 3.756 4.576 4.470 
25 2.947 2.943 3.697 3.699 4.657 4.463 5.099 5.269 
28 3.523 3.519 4.400 4.385 5.404 5.234 5.899 6.139 

(b) 争0=90。

m=l m=2 m=3 m怠 4

n I This study F.D.H.I This study F.D.M. τhis study F.D.M. This study F.D.M. 

2 0.900 0.899 0.962 O.ヲ63 0.984 0.972 1.000 1.004 
5 0.975 0.974 0.994 0.991 1.017 1.019 1.042 1.037 
8 0.998 0.999 1.017 1.018 1.037 1.044 1.057 1.076 

10 1.015 1.015 1.040 1.040 1.066 1.076 1.134 1.118 
12 1. 036 1. 036 1.069 1.070 1.111 1.147 1.197 1.171 
15 1. 083 1.083 1.133 1.113 1. 206 1.199 1.295 1. 278 
18 1.157 1.158 1.230 1.230 1.322 1.319 1.473 1.426 
20 1. 225 1.225 1.314 1. 314 1.423 1. 417 1.623 1.556 
つつ 1. 308 1.309 1. 415 1.415 1.546 1.539 1. 761 1.673 
25 1.466 1.466 1.597 1.593 1. 773 1. 747 1. 951 1. 90ヲ
28 1.661 1. 661 1.819 1.818 2.046 1.ヲ92 2.170 2.195 
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トの主主討既往研究の欠落国有援動殺のi会討と闇b-.j) 

球設の間有長言動問題を解析的iこ取り組む場合iこは、解の見落しの可能性かめることは前にえ3d試ゐ

まずCohen17)， Navaratna 9)によって国有振動叙の欠落を指摘されたKalninsここで1土、

の対称援設l問題3)を取り上げて、本解析法による欠落問有振動数の{夜認吉行い、 iえに対郎、

非対称娠勤問題を扱った最近の研究の にも同擬な先手の欠落があることを指摘し、球戒の固有

されることを強調したい。振動解析を行う際には解の欠落防止に細心の

0.01)の{忌aのよじ h/a Kalninsの問題(半開角φ臼=600 ，浮き hと3 -20i土、

内部iさ点主主自由、回転支持、固定および移動支持の場合について、次 5つの閤脊接動数を、

11による本計算偵と{也の鮮と比設したものである。表でCohenとNavaratnaの位{土、そM 

Kalninso:; 表より切らかなように、れぞれ Stodola法および有限要素法の結果である。

回転支持の 3次固有振動叙に対応する本計算j副主、{也の解とよし見落された国

トを、 Navaratnaのモしている。図 3-20(a)と(b)に、欠湾固有振動裁に対応する

との比較で示したものである c この閣から泌j'j~できるように、本手訟の溺果lエ良好で

なモード jf;; も谷易に l~Jあり、回転支持のWのそード形に見られるように節点を持たなし

ここでの直接悶な目的ではないが、本手法で待られるモードの?樹立の 1られている。なお、

ドを儲 3-21に示す。これによれば、2.546に対するそつの倹証例として、移動支持の Q

Kalninsの法線方向変位モードWは曲げの寄与のない伸びモードを呈しているが、本手ととの

Ross 36)が言及しているように、 jiflひモードに曲げの!坊主3~による j妥協の小さな逗周それは、

した形状を呈している。j討の

Kalninsの結果で欠滋した固有伝動数を間有モードの i道交性の立場からがYif'J~ど加えさて、

ることにし、併せて本手法により求まる変説係数の倣分方程式で記巡される回転J校の閤有モ

式ードの議度の倹証を行う。表 3-211之、この g的のために行った沼袋である O 表の

( 3 - 137 )で与えられた Iのそれであり、浪数 n n = 1.3，5なる場合につ01こ加えて、

変支え係款のど〈分方程式のため定いて、 Gauss24分点射により求めたものである。

3 -16)に出愛すればやや乱れているか、 Kalninsの欠選問数係主主の円筒殻の場合(

動教に対応する閤有モートも含めて í~交性は十分保たれていることを示している O

次に議近の解析採に基づく計算結果生)にも俣の見返しがあることを指摘し、定手事rr悠 Iこよれ

またこれを防ぐには十分なほ;立が必妥なことをば怨の見落しの危険性が常に存在すること、

φ0=45
0
， h/a = 0.005および固定支持に対する国有振動主主を、強調したし、。表 3-22:土、

Souzaら1o) も尚一のl苛本計算fi亙(M= 11 )と解析解の両者を比絞したものである。なお、

も併記したc 本計算元のJ渓殻'a:'差分法により解析しており、表には比較検討のため

iの:3iえ(m = :3 ) 

間有振動殺の欠泌が認められる O 参考のために、同 3-99に欠~~主婦銭 iこ対応する l司有モー

Q
d
 

nu 

吻

i

2 )と nOの 2次 (m値と葦分解の比絞より判断すれば、波記Cn



ドを示し、表 3-23に国有モードの直交性の指揮としての Iの{癒を示した。

表3-20 球殻 (φ。=600 ， h/a口 0.01)の欠落固有振動数9の検討

Mode τhis Ka1nins Navaratna Cohen 
number， m study 

(α) Free edge 

l 0.931 0.931 0.932 
2 1.088 1.088 1.094 
3 1.533 1.533 1.544 
4 2.348 2.348 2.363 
5 2.547 2.544 2.548 

(b) Fixed-hinged edge 

l 0.963 0.962 0.963 0.959 
2 1.332 1.334 1.338 1.325 
3 1.650 Missed 1.653 1.646 
4 2.128 2.128 2.131 
5 3.175 3.176 3.185 

(c) C1am.ped edge 

工 1.006 1.006 エ.008
2 1.391 1.391 1.395 
3 1. 696 Hissed 1. 702 
4 2.375 2.375 2.378 
5 3.487 3.486 3.506 

(d) Roller-hinged edge 

工 0.995 0.995 
2 1.380 1.380 
3 2.工工0 2.110 
4 2.546 2.546 
5 3.183 3.183 

ハU



(α) Fixed必 hingededge， 0=1.650 (b) C1a田pededge， 0盤1.696
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図 3-20 球殻(φ口口 60
0，h/a=O.Ol， n=O)の欠落田有振動数に対応する振動モード
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図3-21 移動支持された球殻の解g= 2.546に対応する振動モード



表3-21 球殻 (φo 600
， h/a=O.Ol， n=O )の盟有振動モードの霞交性， Iの値 (M=ll)

(α) Fixed四 hingededg巴

η¥s¥m l 2 3 4 5 

l 0.06 0.27x10甲 8 0.23x10由自 0.43x10-7 0.19x10叩 5
2 0.05 0.14x10-7 0.12x10-6 o .14x10-5 

O 3 0.07 O. 4lx10-6 0.48x10-5 
4 0.03 0.57x10-5 
5 0.02 

工 0.39 0.31x10曲 3 o .44x10-与 O. 64x10-4 0.llx10-斗

2 0.14 0.64x10-与 0.10x10司3 0.27x10-5 

1 3 0.12 o .13x10-3 o .12x10-匂

4 0.36 0.81x10-斗

5 0.09 

l 0.24 0.26x10-3 0.78x10田斗 0.9lx10-与 0.50x10-4 

2 0.22 0.82x10四斗 0.41x10-匂 o .68x10四斗

3 3 0.15 o . 55xJ.0-斗 0.25x10-3 

4 0.12 0.49x10-3 

5 0.30 

l 0.22 o .17x10-3 0.41x10叩 5 0.13x10-3 o .8lx10-斗

2 0.18 0.13x10-匂 0.68x10-5 0.15x10司3
5 3 O.工7 0.15x10四3 0.36x10四3

4 O.工3 o .51x10四3

5 0.24 
同--'-ー一一一

(b) C1amped edg色

η¥s¥m l 2 3 4 5 

工 0.04 0.30x10-8 0.48x10-8 0.59x10-8 0.68x10田6
2 0.09 0.42x10・耐7 0.58x10司6 0.15x10田7

O 3 0.04 0.60x10-6 0.20x10-5 

4 0.03 o .13x10四斗

5 0.02 

工 0.30 0.23x10四3 0.25x10-4 0.68x10-与 0.13x10-匂

2 0.12 0.39x10・"匂 0.94x10-斗 0.47x10-5 

l 3 0.12 o .13x10-3 0.30x10白 5
4 0.29 0.20x10-斗

5 0.08 

工 0.21 0.17x10甲 3 0.66x10目斗 0.69x10司斗 0.91x10司匂

2 0.17 0.86x10由斗 0.73x10同 5 0.12x10岬 3
3 3 0.18 0.25x10-3 0.17x10-3 

4 0.16 0.62xlO-3 

5 0.29 

l 0.20 0.16x10-3 0.58x10時 5 0.24x10-3 o .llx10四3
2 0.16 0.24x10-斗 0.68x10-4 0.22x10叩 3

5 3 0.14 0.32x10-3 0.55x10-3 

4 0.15 0.llx10-3 

5 0.25 

。九日
マ0
4

唱
3
4



表 3ー22 罰定支持された球殻 (φo=45
0 ， h/a出 0.005，n = 0， 1 )の

欠落回有磁動数oの検討

n ηT Ex品ct This study F .D.H. 

l 0.952 0.952 0.952 
2 Hissed 1.004 1.004 。3 1. 057 1.057 1.058 
4 1.154 1.154 
5 1.308 1.310 

l 0.965 0.965 0.969 
2 1.004 1.004 1.004 

l 3 Hissed 1.040 1.046 
4 1.109 1.109 1.125 
5 1. 233 1. 238 

1.0 

η 0， m 2 

ν 

-1. 0 
0 100 200 30。

中

400 450 0 

n 1， m 3 

100 
200 300 

中

400 450 

図 3-22 固定支持された球殻 (φ。出45
0，h/a=0.005， n=O， 1)の

欠溶固有振動設に対応する援動モード

表 3ー23 固定支持された涼穀 (φo= 45"， h/  a = 0.005， n 0， 1)の

固有振動モードの復交性 Iの偏 CM=ll) 

N¥m l 2 3 4 5 

1 0.05 0.10x10-' 0.42x10-5 o .16x10“ 5 O.工Ox10-匂

2 0.02 0.41x10-6 0.25x10“ 5 o .13x10-匂

o 3 0.02 0.17x10-匂 o .l1x10叩匂

4 0.02 o .31x10-4 

5 0.01 

工 。」 0.82x10叩コ 0.6lx10ω5 0.78xlO-" 
2 0.10 0.16x10-4 0.l1x10司 μ 0.20x10ーコ

工 3 0.08 0.15x工0-5 0.92x工0-匂

4 0.06 0.14x10“ 3 

コ 0.05 

つd



b-5) 浅し、球殻に対する適用性

球殻は半開角あるいはライズの大きさによって、深い球殻と浅い球殻に、悶様vこ球殻理論

もj采い連論と浅い理論に分類できる。本論文で採用した理論は深い場合であり、したがって

本解析法が浅い球穀に対しても有効と縫認されれば、その適用範囲が拡大するであろう。こ

の点を漆認する意味で、以下の表 3-24と3-25を作成した。

表3-24は、端部閤定、 φ0=50、h/a= 0.01の球殻の基本閲脊振動数を波数 n= 0，1， 

2，3について、本計算傾 (M=11)とHolzer法による解めを比絞したものである。両計算

手法による解の差f士、最大で1.5%といままでの基本間有振動数の精度に比べると多少劣っ

ている。しかしHolzer法は頂点まわりに級数解を用いた近似解であり、雨計算手法の良否

を渡接的に論じることはできないが、本解析法の浅い球設に対する適用可能伎がうかがわれ

る。

表3-25は、端部閤定の二つの沫設 (φ0=5044.4'， h/a = 0.01とφoニ 17027.5; jy包

=ω3  )について、本計算値と浅い理論に基づく Kalninsの厳密鮮も比較を行ったもので‘

ある。これによると、半開角φ。が小さい場合には、深い理論による本計算値(M =11)と浅

い寝論による厳密鮮には差がほとんどなく(最大で 0.4% )、本手法によっても浅い球殻の

正濯な固有援動数の算定が可能と考えられる O 一万、半開角が大きい場合には、浅い思議の

結果が深い理論のそれと幾分大きな差を示している(ほぼ 3% )。本手法の解が、いままで

の数値例より明らかなように、内部臓選

いては十分な精度でで、得られていることを考えれlばま、表 3-25は浅い理論の適用範囲を示唆し

ている結巣として興味深し、。浅い球殻理論の適用限界として、例えばKalnins3)は、浅い理

誌による対称振動数の深い理論のそれに対する許容誤差を 2.5%と仮定し、半開角φoS 300 

の結論を得ているが、波数、半開角、殻f李などの様々な因子の組み合せに対する閤有伝動j解

析を実施しなければ、浅い球殻理論の適用i限界については明言できないように思われる。
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表 3-24 固定支持された浅い球殻 (φ0=50 )の基本間脊振動数.i2(M=ll) 

η O l 2 3 

This study 4.292 8.506 13.893 20.303 
Ho1zer method 4.312 8.605 工4.115 20.616 

Re1ative error 
0.46 工.14 1.57 1.52 

(%) 

表 3-25 深い理論(本解析法)と浅い理論(厳密解)に基づく場合の端部間定された

球殻 (φ。=5044.4'， 17027.5')の閤有長言動数.i2の比較

争 o=5044.4~ 争0=17027.5~ 

h/a法 0.01 た/α=0.03
n 庁7

This study Ka1nins This study Ka1nins 
(Deep theory) (Sha11ow theory) (Deep theory) (Sha11ow theory) 

工 3.383 3.386 1. 708 1. 735 
2 12.042 12.05 4.033 4.157 

O 3 26.885 26.98 8.747 9.037 
4 40.108 40.18 13.207 13 .440 

コ 47.714 47.89 エ5.486 15.987 

工 6.492 6.520 2.307 2.380 
2 18.345 18.41 5.953 6.147 

l 3 20.516 20.54 6.831 6.957 
4 33.256 33.32 10.913 11.107 
5 36.224 36.37 11. 768 12.160 

l 10.566 工0.60 3.552 3.663 
2 25.520 25.62 8.302 8.570 

2 3 31. 912 31. 96 10.545 10.693 
4 42.765 42.83 l4.070 14.280 
5 46.399 46.57 15.068 15.547 
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c) 在意形状の回転殻

本手法の回転。設の閤脊振動問題への適用可能性と、その精度を確認するという点に関しては、

いままでの円筒殺と球殻に対する数値計算でほぼ達成されたものと考えられる。ところで本手

法の特徴の一つは、計算対象とする回転殻の依分方程式と境界条件の藷に、首尾一貫した流れ

で定式化および計算が可能な点である。この特徴的な点を例証し、併せて任意形状の回転設へ

の本手法の適用性を再検討をする意味で、以下に円錐設と双幽殻の数{直結果を示す。

c-l) 円錐殻

図 3-23(a)に示す一端閲定、他端自由の円錐殻の固有振動霊立を国 3-24に示す。図は内部

選点数M 口 11による 1，2次閤有援動数を、有限要素解11)および受験値38) との比較で示した

が、本計算債は、 1次 (m= 1 )は有限要素解、実験j僚にほぼ一致し、 2次 (m=2 )は実

験{直より高めの{践を示すが有限要素解とは十分よく合致している。

e ・-2) 双蘭殻

図 3-23(b)に示す一端閤定、他端自由の双曲裁の解析結果を表 3-26と図 3-25に示す。

表 3-26は、内部選点数Mを 9，10，11， 12と変化させた場合の本計算1箪(周波数、 f(Hz ))を

Holzer法5)，差分法15)および有限要素法11)による近似鮮とともに示したものである。本計

算値は、正負のガウス曲芸容をもっ双幽殻の路面形状のため、内部選点数Mの変化に対する解

の収束性はこれまでのものより劣るが、 M= 10， 11で一定値と判断される。なお、現時点

では議筏解が得られていないので、直接的に精度を検討することはできないが、既往の鮮と

は一部を除きほぼ 1%以内の誤差で解が求まっている。図 3-25は、波数 n= 1と最小固有

振動数を与える n= 5なる場合の変形モードを 経線方向モード次数m 1，2，3について示

したものである。結果は比較的少ない内部選点数 (M口 11)にもかかわらず、 n= 1、m 立

3の変形モードWが間定端近傍でピーク{患をとること、 n 5、m 3の変形モードWが節

点を持たないなど、主由主事の符号が異なる曲面形状の影響と思われる特徴的なモードをとら

えている O

(a) Conica1 she11 (0) Hyperbo1oida1 shell 

日
Pμ 

!
?
!
l
l
a
-
-
'ー

α41.85m 

R = 25.6Om 
t 

8
1
= 18.28m 

8
2
= 82.3Om 

h = O.127m 

'J = 0.15 

F = 2.lx10'kg/cm2 

01α2.326 

Lla = 3.887 

hla = 0.0188 

'J 0.3 

p O.245x10-5kg-sec2/cm' 

図 3-23 任意形状の回転殻 (a)円錐殻， (b)双曲殻
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表 3-26 双曲殻の援動数 f(Hz ) 

This study 
F.E.M. 河 η1 

M=9 M=10 M=l1 M=12 
method 

l 7.7668 7.7653 7.7653 7.7653 7.7494 8.1500 7.7583 。 2 11.3937 11.3031 11.2790 11.3242 11.4166 11.3799 11.4817 
3 12.4130 12.0995 11.8765 11.7333 11. 9022 エ1.8257 12.0747 

l 3.3089 3.3086 3.3085 3.3086 3.2910 
2 6.8006 6.8014 6.8013 6.8012 6.7405 I 6.8816 6.8176 
3 10.4975 10.4971 エ0.4986 10.5007 10.5207 I 10.5316 10.6666 

l 1.7773 1.7771 1. 7769 1. 7770 1.7654 1.7848 1.7662 
2 2 3.6987 3.7012 3.7009 3.7006 3.6931 3.7234 3.6960 

3 6.9628 6.9598 6.9609 6.9607 6.9562 6.9553 7.0058 

エ 1. 3833 1. 3829 1.3825 1. 3825 1.3749 1.3929 
3 2 2.0013 2.0045 2.0040 2.0037 1.9904 2.0150 

3 4.3459 4.3439 4.3464 4.3460 4.3254 4.3353 

l 1.1842 1.1857 1.1855 1.1808 1. 2003 1.1820 
4 2 1. 4565 1.4572 1.4565 1.4563 1. 4475 1.4579 1.4491 

3 2.7845 2.7846 2.7877 2.7871 2.7777 2.7762 2.7866 

1. 0346 1.0380 1.0370 1.0348 1.0441 1.0354 
5 1.4361 1. 4357 1.4357 1. 4354 1.4293 1.4417 1.4345 

2.0628 2.0641 2.0665 2.0658 2.0559 2.0553 2.0640 

l 1.1504 1.1520 1.1494 1.1484 1.1467 1.1544 
6 2 1. 3244 1. 3279 1. 3311 1.3302 1.3231 1.3335 

3 2.0295 2.0243 2.0238 2.0227 2.0141 2.0152 

1.3004 1.3015 1. 3024 1. 3023 1.3014 1.3055 
1. 5170 1. 5184 1. 5188 1.5162 1.5133 1.5189 
1.9516 1. 9281 1. 9272 1.9288 1. 9217 工.9200

エ 1. 4787 1. 4734 1.4757 1.4751 
8 2 1. 8193 1.8106 1. 8039 1. 8048 

3 1. 9972 2.0075 2.0105 2.0118 
問叩..Lωーー
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(2) 複数の殻からなる場合

数値の殻から構成される田記設に対する適用結果を以下に示す。本手法のもつ融通性は、複数

の殻からなる場合に対しても単一の殻に対する定式化手法を基本として拡fをする形で展開が可能

な点にある。

さて、ここでの問題の性質を明確にするた

め、具体的な構造形式として貯蔵用サイロな

どに建設される悶 3-26に示す円筒殻ー球設

の接競系を解析の対象に選んだ。解析にはL

-選点を用い、円箆殻下端の条件は完全悶

(U v=w=φx(=w)=o)とした。

各設要素にM伺の選点、を配置すれば、ここ

での問題は次元数 6Mの闘有領問題となる。

参考のために、 M=9とM=llなる場合の選

点の配置状況を、後に解析する円筒殻一半球

殻の接続系について示せば図 3-27となる。

図に示すように、選点は円筒殻の国定端、接

続部および球殻の頂点近傍に密に配着された、

固有億問題を含めた境界{康問題を解く際に有

効な分布状態安示している。

〆h(8) 

h(C) --1-
L(C) 

図3-26 復数の殻からなる団結波

(円筏殻一球殻系)
解析に用いた諾元l士、一定な殻厚 h= h(C) 

出 h(S)、半開角 φ0=900
、殻厚と円筒殻の半径とのi七h(cV'a = 0.01、 円筒殻の高さと半径との

(c! 
比r;";づa 1、ポアソン比νが 0.3である。

さて、内部選点数Mの解の精度および収束状況に及ぼす影響をみたのが表 3-27である。 3表受 3

一2訂7(匂ωaω)~ 

および菱分解の結果3叫のとともに示し、表3-27(b)には経線方向モード次数rn=2-5の間有振動

数を示した。本解析法は、一定値への収束もきわめて速く、また収束{直は既往の解とよく一致し

ている。有限要素解は124要素によるもので、その未知数の数は本解析法の 7倍である。また、

殻中央面の形状の制度を向上させた曲線要素も向ーの問題に適用されているが40)、その未織

の数は本解析法の 2倍である。このように、本解析法は有限要素法などによる近似解法と比較し

て、未知数を著しく減じることができ、高橋度な解を決定することができる。

Q
d
 

'
t
‘
 

噌
'
晶



一三/

U

 

//ー」
i
l
-
-
[

一

~ヴ/AP1 

。工nteriorcol1ocation Doints 

(o) .¥J = 11 (a) :.f = 9 

円筒殻一半球殻の接続系に対する図3-27

選点の配置状況CM=9，11) 

円筒殻一半球殻の接続系に対する閤脊振動数gの収束性

(a)経線、方向モード次数m = 1 ， (b) m = 2 - 5 
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(3) 回転殻の数値例より得られた本解析法の特性

(1)， (2)では、回転設の閥有援動問題を内部選点法に基づき解析した。回転殻の数値例より得ら

れた本手法の特性l土、次のようなものである。

1) Tirnoshenko突に対する数値結果と同様に、回転殻においても L-選点に基づく結果が、 C

-選点に基づく結果に比べ一般に好結果を生んでいる。

2) 解の全領J或に選点法を適用する場合、厳密解との比絞においてほぼ 1%以内の誤差で、釘有

援動数が求まる経線方向モード次数mは、 rn [M/:2]飼である (M 内部選点数、[] 

Gaussの記号)。なお、 m ニ [11/2Jの関係式は、 Timoshe此o梁においても成立している。

3) 田有振動モード間の直交性は、十分な精度で成立している。

4) 本手法は、不伸長振動、既往研究において解の欠落がみられる球殻、および異なる形状の殻

が組合さった問題に対する数値例より明らかなよう iに緩めて直接的な解析手訟である O

5) 本手法'主、解析に必要な全自由度数は比較的少ない(ここでの例では、設大で約 70である )ζ

したがって、計算議の記憶容量や演算時間などが従来手法に比較して大隔に削減できる。

国矩形Mindlin披

KirchhoffーLove の仮定に基づく古典平板潔誌は、被j享とスノ4ンとの比が大きくなると、財

析結果の精度が低下してくる D この弱点を改善するための王子板極論の修正の試みは、多くの研究

者によってなされ品在に至っており、動的な問題にあっては、古典王子板理論にセん断変形とi剖転

慣性の効果を導入した1VIindlin 連論41)もその一つである。 この理誌は、かなり高次の振動数範

囲に対しても適用できるものであり、この理論を基調とした研究報告は多紋行なわれている。

さて、 Mindlin理論に基づく短形板の間有接動問題l土、一致に解析解を侍ることが困難であり、

設つかの近似解法による解析が試みられている O 例えば、 Greirnannら42) およびHinton'! 3， 44) 

の有限要素法、 Daweら45けのおよび Benson6すの剤投帝板法、 Daweら48)のRayleigh -

R itz法および著者ら23)の選点法がある。以上の多くの研究:土、等j享の短形板に関するものであ

り、変淳披に関する研究は著者らをl徐き見当らないようである。変j享短ff;.仮の動的蒸!;B1!方設式は、

任意関数として与えられる板制度および板j享を係数とする変数係数の設立政分万;程式となるため、

その解析鉾を求めることは等厚な場合に対するとき以上に困難であり、変!享短ifj板の解法に関し

ては、まだ検討の余地が浅されているものと考えられる。

以上の観点から、ここでは、一方向にj享さが線形に変化する;定形板を選点法に選づいて註接的

に解析できる解法を提示し、併せてこの径の短形披の振動特性に関する基礎的データを示す。な

おここで提示する手法は、摺対する 2辺が単純支持とし、う制約を受けるが、 J享さが変化する方向

ーょっω
t

，4
 



また板厚の変化自由のいずれかを関わないものであり、の2辺の支持条件は、国定、単純支持、

が緩やかである限り、その変化は特定の関数に限定されることなく拡長適用が可能である。

以下、 3-9では披厚が一方向にi度線変化する Mindlin短形板の基礎方程式を示し、 3-10で

3 -11では本解析法はMindlin矩形板の固有振動問題を内部選点固有方程式の立場から記述し、

'a::'等!享板および変厚板に適用した数値結巣を示し、最後にここでの数値例より得られた結果をま

とめて示した。

桓厚が一方向に車線変化する矩形板の基礎方程式3 -9 

図 3-28に示すように、板の中央箇内
z 

に座標系 (x，y，z)を設定し、右主厚がy

方向に直線変化し、大きさ aXbの短形

板を解析対象にする。

Mindl in理論41)に従えば、中央図から

の距離 Zにおける x，y，z軸方向の変位

u， V， Wf主次式で与えられる。

u=ーzφx(x，y，t)

V=-zφy(x，y，d 

W=W(x，y， t) 
矩形 Mindlin板

tは時間を表わし、 φ とφ はそれぞれ、 xzとyz平面における曲げのみによる回転y 

図 3-28

( 3ー142) 

ここ Iこ、

角を表わす。

せん断力を Qx'Qy'曲げねじりそーメントをMXY'曲げモーメントをMX，Myと記せば、短形

板の閤有伝動問題に対する運動方程式f士、次の連立偏微分方程式で与えられる。

β2めv
- Qx十一 ρh3(y)一一手

12 ぴtム

三笠さム三県立
θxθy  

O 

1θ2φv  
+一一 ρh.l(y)-ーチ z

12θt~ 

θMxy -'-oMy _ n 

ox θy 、y ( 3-143) 
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ここ lLPは密度であり、 h(y)は次式で、表わされる板厚である。
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(3-144) 

ただし、 αはテーパ比を表わし、 ho と h1 はそれぞれ y 0とy=bにおける板淳である。

自げモーメント、曲げねじりそーメントおよびせん断力と変位関数W，φX'φyの関係は次式とな

る。

， OOv o(力、〆θφvθφX¥
My =-D(y)(でぶ十 νでヱ)， My = -IXy) (でー十 νて一)

σx oy αy OX 

1 -ν/δo... θめv、
IVI~ 廿コニー一一一一 D(γ) (一一一三十一一一三'-) 

人 y 2 、 θy θx ノ

(3-145 ) 

θ WδW  
Qx =κGh(y) (一一色). Qy = κGh(y)C:~ -φy ) 

υ人 uy

ここに、 ν，Gおよびκは、それぞれポアソン比、せん断弾性係数およびセん断補正係数で‘あり、

D(Y)は次式で表わされる板制度である。

。(y) (3-146 ) 

ただし、 Eは弾性係数である。

さて、 x 0とx aの辺で単純支持され、飽の辺が任意の支持条件とするときの変位関数は、

調和振動の前提のもとで、次のような L~vy 型で仮定できる。

Wl how(c) Slflrnπx//a 

。。
ψx } Z φx(c) cosrnπx/a 

rn=l 

φy J ゆy(ご) Slllrnπx//a 

(3-147 ) 

ここに、 m 定方向の半波数、 ω:固有門援動数、 rはy方向の無次元化座療である O
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式(3 - 145 ). (3 - 147 )を用いれば、運動方程式(3 - l43 )は変位関数w，ox.ゆyiこ

関する次の連立常徴分方複式へと変換される。

C16x"+C26x'十 C3Ox + C4ゆy 十 C5oy十 C6W- g2山口 O

C7OX'十 CsOx 十 Cgoy"十 CIOoy'十 Cllゆy+C12W' -.92 oyヰ of (3-149) 

C13 Ox十 C14oy'十 C15Oy + C16W" + CliW' + C18W - gzw 口 O

qο
 

。“
唱

i



ここに、()'= d ( )/Mであり、 Q2は次に示す固有振動数ノミラメータ

。2=2(1+ν)ρa2ul-/包 (3-150) 

であり、係数C1-C18は次のようなものである。

C1 =_，82， C2=-3αβ与/f(ご)， C3 = 12κr2/f2(e")+ 2 rn2 iC2 ( 1ー ν)

C4 =-rnπβ( 1十 ν)/ ( 1-ν)， C5 = … 3α，8rnπ/f(e") 

C6 = -12Ji:rrniC/f2(ご)， C7 = -C4 

C8 口 6να，8rnπ/{f(e")( 1ーν)) ， C9 =-2β2/( 1ーν)

C10 =-6α，82/{ f(e") (1ー ν))，Cl1=rn2π2十 12κr2/fセ)

C12=-12καβ/f2(e")， C13=ーκrrnπ ，C14 =κ，8r 

C15 =如βr/f(e")，C16 =-ICs2 

C17=-καβ2/f(e")， C18=κm2π2 

(3-151a) 

、
しだた

，8 = a /b ， r = a /ho， f (ご)=1十 αご ( 3・-151b ) 

である。

y = 0 (ごニ o)および y=b(e"=l)の辺で指定される向次境界条件は、次式によって

与えられる。国定、自由、単純支持をそれぞれ、 C、F、Sと略記すると、

C:w=φxφy=o 

F : 1'L =Q" =M~.; = 0 ( 3-152 ) y ~y ".xy 

S : w=φX 口 My=O 

となる。後の展開上、 Mx、MXY
およびQyを変位関数w、Ox、Ooで表わしておく。式(3-

145 )， (3ー147)より、

~ O ，8oy' - νmπ6xzO 

(3-153) ハU
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3 -10 内部選点闇有方程式

解の全領域に対して選点法を適用するものとすれば、変位関数w、りおよびOvは、 それぞれx . ;y 

鎮滅[0， 1]内部にM個の自由度を持たせ、満足すべき境界の条件の録数を考慮に入れて、次の

ように仮定する。

:¥，f.J.ーヲ

( w，九， Oy)イ;;(di-l，fi-I，ei-1)51-1 

ここで、 diーl' fi-1， ei-1
未知定数。

( 3-154) 

さて、 (3-149 )、 (3-153)中の 5に関する導関数は、いずれの変位関数に対して

1語、 2階である。したがって、端点 (502O ， rbI十1= 1 )と内部選点cj(j 1-ivI)におけ

る開設飽を結びつける関係式は、これまでと同僚に次のように与えられる。変位関数w、φxおよび。yを代表して Zと記せば、

{ Z(n} [ A <n'] { Z} ， (n  = 1， 2 ( 3-155 a ) 

ただし、

{Z }T = (Z(t
O
)' ZCf

1
)， 一， Z( tM十1))

くn>1 T i d n Z / ，.， d πZ ，.、 dnZ/. ，¥ 
{ Z ド(一一(ご)，一一(とん …，一一τ(tM十1))I 

dtn"O" dtn"r' dら

(3-155b) 

Mindlin板の間有振動問題を記述するのに必要な条件式は、式 C3 -154 )より明らかなように、

3M十 6筒である。その内 3M偲の条件式は、運動方程式(3 -149 )の内部選点における浅差条件

より、残り 6僑の条件式(土、ご =0とt= 1で指定される境界条件より得られる。

3 M(関の条件王えは、既に述べたTimoshe成。梁および回転殻に対する場合と同様な手順によって得

られ、それらをこれまでと同様に内部選点と端点における未知設に分離し、マトリッグス表示すれば

次のようになる。

[Kr]{or}十 [KB]{ OB} _g2 {Or}口{0 } ( 3-156 ) 

ここで、

{ 0 r } Tニ (Ox(む)，…，ゆxUll)'ゆyCも)，…，ゆy(tM)，

w( t
1
) ， …， W(tM)) 

おjF1 x 3M 

{ OB} T出(九(tO)，OXUM十1)' o y ( t 0)' o y ( tM十u，w Uo)'w(tM十1))1X 6 

(3-157 ) 

であり、 C3MX3M)次のマトリックス [Kr]と(3Mx 6 )次のマトリァクス [KBJは次のようなも

のである。
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ただし、部分マトリックスの成分は次のようである。

[KrJについて:

kxx(I， j )出CI(ごj) AZ，)( j十1，j十1)+C 2 ( c j ) A (1) ( j十1，j + 1 )十C3(ごj)0 j j 

kxy(i，j )=C4(5i)At心(i+1，j十1)+C 5 (c j ) 0 j j 

kxw(i，j )zC6(ごi)Oj j 

K (i， j) =C 7 (c j ) A (1う(j十1，十1)十C8(cj) Oj j 
yx 

K (j， j)=Cg(む)Aφ(j十1，j十1)十C
lO

(cj)A¥1>( j十l， j十1)+CII(cj) 0 jj 
yy 

kyw(i，j )zC12(5i)A心(j十1，十 1) 

kwx(i，j )2C 13(ごj)o j j 

kwy(i，j )=C14(ごj)A¥l¥j+l， j十 1) +C I 5 (c j) 0 j j 

。〉
K (i， j) =CI6(ej)A々 (i十1，j十1)十C17(ごj)AW(j十1，j十1)十C18(ごj)o j j 

羽r可干

(3-159a) 

。jj Kroneckerのデルタ。j=l~M 、1、ここで¥

LKIJについて:

部分マトリックスは、式 (3-159a)で j+ 1を dに置き換え、さらにoi jを含む項を削除する

られる。例えば、

，2) / _ ，. /"， /"' / ~ '̂ (1) CI(cj)AW(j十l，.e)十Cz(ごj)AW(j十1，.e) 

く1)
C4(ej )AW ( j十l，.e)

ことにより

Kxx(j， j) 

Kxy (j， j) ( 3-159 b ) 

Kxw( j， j) = 0 

4はJえの約束に従うものとする。2であり、1 ， 1 ~M， 

。/“一一
・3
・d

の/-d
ム
t

l

M

 

一一一一

r44362a

，‘，
aE'a'a
目、

ρ
u
u
 

j = 1 

ここて¥

さて、境界条件を定義するのに必要な諸震を変形最と力学盆に分けて以下に整理しておく。

cu 
ワ白‘i

 



変形最 (w，6x，6y):

w 0 w (tk ) 0 

ゆ'x 0 

42O 
φ'x ('k) 

if;y (Ck) 

O (3-160a) 

O 

力学量(時.M xy • Qy) 式(3-153 )と式(3-155 a)より

11-;;2 • (1) 

My 0βiJ1A(k十1，j)ゆ(¥?・ J)-l/mπゆ(九 )=0J = .1 ¥，. .1:10. I .....， J / Y Y \，.~ J -.1 / ... U l''' Y X ¥.."=' k 

U-+-つん、

MXY10;IzlU3(k十1，j )九(ごj-1)十 mirif;y(¥?k)=O
J J = 1 

偽有 O17EAG〉(k十1，j )w (午1)-rif;y (¥?k )=0 

(3-160b) 

ただし、式(3 - 160 )中の kは、境界条件が， = 0で規定されるときにはkエニ O、¥?= 1で規

定されるときには k=M十 1をとるものとする。

境界条件より定まる 6(錫の条件式を、式(3 - 156 )と向後に、内部選点と端点に関する禾知章

に分離し、以下のように表示する O

[ S IJ (o I}十[sJ(OB}出{0 } (3-161) 

ここで、 [sdと[SBJは規定される境界条件に応じて式(3 - 160 )を用いて作成される、そ

れぞれ (6X3M)および(6 x 6 )次のマトリックスである。

式(3 -156 )、(3 -161 )より{OB}を消去すれば、 Mindlin板の圏脊振動問題は次の形に

定式化できる O

[ K J {o I} _.Q2 {d I} = { 0 } 

ここで、 (3MX3M)次のマトワックス [KJは次式で与えられる。

[KJ =[K1J-[KBJ [SBr
1 
[S1J 

(3-162) 

(3-163) 
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3 -11 数 値計算例

数値例l土、ポアソン比νが 0.3、せん断補正係数κがπろ12の場合を取り扱った。以下に示す図

表においては、境界条件は例えばSCSFと表示し、 x= 0 、y= 0 、x aおよびy=bの辺の)1畏

序でそれぞれ単純支持、国定、単純支持および自由を表わす。また、 mとnはそれぞれxおよび y

の半波数を表わし、国有振動数は等厚板および変厚板に対して、それぞれ次の固有振動数パラメー

タを用いて整理している。
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八板厚変

(l) 

本解析法による数値鮮の収束性および精度の検討を行うため、まず等厚板を解析し、既往の研

究結果との比較を行う。

表 3-28には条件SSSSとSFSFの場合について、内部選点数.Mを 8から13まで変化させ、

板淳比a/hoが10の正方形板のfg;次 5つの固有振動数の収束状況を示した。参考のため、条件S

S S S iこは厳密解も併記した。いずれの条件においても、本解析法に釜づく数鑑定手(工、内部選点

数Mの増加と共に、一様に収束することが示されている。さらに、条件SSSSの結果から判断

できるように[川]次([ ] : Gaussの記号)までの解は、脱(相対誤差で 1%以内)に

求まっている。この精度と内部選点数の関係は、既にTimoshenko架および回転設に対する数値

例においても見出されたものであり、受素分割を施さないで解の全領域に選点法を適fflし;解析す

る際の本手法の基本的特性の一つである。なお条件SFSFの結果は、反時点で比較しうる解が

存在しないので、正iii告な評価はで、きないが、内部選点数.M=13に基づく結果を収束1鼠とみなせば、

解の精度は前述の条件SSSSの場合に同様である。

表 3-29は、 い場合 (a/ho 10)および薄い場合 (a/ho 100)について、種々の

境界条件における低次 5つの固有振動数(.M=llによる)を既往の近似解法(有限帯板法45) 、

Rayleigh -Ri tz法48))の結果と比較したものである。これによると、本計算健は制限滑板法の

結巣によい一致を示すこと、厳空雪解に対して上限i直を与える Rayleigh-Ritz法の結果より低自

の値であることがわかる。なお、本解析法と Rayleigh-R i tz法との解の相違は、条件SCSF

の場合に大きいが、これはRayleigh-R i tz法による場合、仮定した振動モードが自由の条件を

近似的にしか満たしていないためと考えられる。

(2) 変j享板

さが変化する.Mindlin板の解析は見当たらないようである。それゆえ、まず本解析i盛の内部

選点数への依存性を明らかにすると共に、古典理論による解との比読を通して本解析法の精度を

。。っ“



検討し、次に厚さが箆線変化するMindlin板の掻勤l持性を条件ssssとscscの二つの場合

について示す。

本解析法から求められる固有振動数の収束の様子を示すために、板厚比a/hoが10でテーパ比

αが 0.6、1.0の条件ssssの正方形板の援動数を、内部選点数Mを8から13まで変化させ求

めた。表 3-30に低次 5つの国有援動数よを示した。これによると、本計算緩は内部選点数の増

加と共に、一様に収束すること、さらにi以来持i出土等厚板の結果(表 3-28)にほぼ同等であり、

運動方程式が定数あるいは変数係数かの影響がほとんど無いことがわかる。このことから、本例

で示された程度の板厚変化を有する変厚板は、間ーの内部選点数で、等厚板と間程度の精度で解

析できるものと判断される。

Mindlin理論に丞づく変厚板の解析が見当らないが、市典理論(薄板垣捻)による場合には、

例えばPulrnanoら49)による有限常板法による解析があり、 Appelら50)による蒸本同有磁裂j数

に対するj二、下界値の研究がある。以下に、これらの古典理論による結果を用いて、解析j起の精

度を検討する O

国 3-29は板厚比a/hoに対する基本国有振動主主の値の傾向を知るために、条件ssss、テ

ーバ比α=0.6、アスペクト比b/a= 1.0、0.5の場合について、本解析l盛(IvI=11による)と Appel

らの上、下界1直を図示したものである O 図より明らかなように、本解析{脇工 a/hoを土認すにつれ

て、 Appelらのj二、下界値に漸近し、ほぼ a/hoミ100においては、上、下界i磁の闘に位置してい

る。なお a/ho ェ 100という値は、古典理論の適用限界としてー殺によく知られている値であ

る。

表 3-31は、本解析法による高次の振動数の精度をみるため、テーパ土七α=1.0、0.6で条件S

sssの正方形板を解析し、 Pulrnanoらの有限潜板法による鮮と比較したものである。 本解析

法による場合には、 M=11を用い、せん断変形と回転慣性の影響を十分に無読できる薄寂を取り

扱うことにし、板厚比 a/ho 100とした。 表は低次 4つの固有振動数を比絞したが、本解析

i去と有限帯板法による鮮には大きな差は生じていなし、。なお築中()内の{副主、本鮮析{疫と有段

帝板法による解との比であり、ほぼ 1であるο

以上(1)の等厚板およびここでの夏、j享援に関する数値結果からわかるように、低次 5つの国

勤数は、内部選点数Mは 10ないし 11で十分正確に求められる。以下の正方Mindlin板の援京j特

性の把援にはM=llを用いた。

間 3-30(a)および(b)は、それぞれ条件ssssおよびscscの正方形板の低次 5つの固有援

動数え (ωa2v，ぉo/Do)に与えるテーパ比αの影響を図示したものである。各国で a/ho 100 

(薄L、場合)の結果は笑娘、 a/ho=10のそれは点線で示した。これらの図から、よー α関係

はほぼ鹿線近似で表わされること、 α を変化させた場合の国有t~勤紋えの変化率 l之、高次接説1数

および a/hoの伎が大きい程、大きいことが観察される。
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図 3-31(a)および(b)は、それぞれ条件ssssおよびscscの正方形板の低次 5つの箇有振

動数ょに与える夜j事比a/hoの影響をみたものである。各図でテーパ比 α=0.6の結果は実線、

α止1.0の結果は点線で示した。これによると、 a/hoの値の小さな領域では、えはa/hoの増

加と共に大きくなり、 a/hoが50を越える程度を境にして一定値へと近づくことがわかる。なお

この結果と図 3-29の結果より判断すれば、古典坂理論は、 100以上の叡淳比a/hoをもっ変j享

板に比較的正確に適用されうるものと考えられる。

図 3-32f士、テーパ比α1の正方形板について、 Mindlin理論による閤有緩動数えと古典理

論によるそれよ。の比よ/Aoのho/aに対する変化の様子を、 ho/aの範酉 Oく ho/a壬0.2Ca/ho 

ミ5に相当)について示したものである。これによると、せん断変形と回転債伎の固有援動数に

与える影響は、 ho/aが小さい領域では高次の援勤数に、 ho/aが大きい領主廷ではすべての次数

の援動数に現われている。さらに、せん断変形と回転償性の影舎は、予想されるように固定支持

の辺を含む条件scscのときに著しし、。

(3) Mindlin板に対する本解析法の特性およひ変厚Mindlin絞の振動特性

(l)と(2)では、対向 2辺が単純支持され、それにi復角方向にj事さが線、Mに変化する Mindlin板の

間有援動問題を、内部選点固有方程式に基っき解析し、本計算値の収束性および精度を検討する

と共に、テーパ比αと板厚比a/hoをパラメータとして数値計算を行った。その結果、次のことが

朗らかになっTこ。

1)本解析法による数値解は一様な収束性をもつこと、また比絞的少ない内部選点数による解析

でも実用上十分の精度の解が得られることが確認できた。与えられた単純支持方向の波数に対

しては、低次 5つの固有援動数は等浮板、変厚板によらず、内部選点数日程度で正確に求めら

れる。

2) 固有振動数よ(早川2-y1五高o)とテーパ比αの聞には、振動次数によらずほぼ線形関係

が成立する。

3) ここで例示した数値例から判断すれば、古典板理論は、 100以上の坂J!f.比a/hoをもっ変厚

板に比較的正確に適用されうる。
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条件ssssとSFSFの正方等厚板

( a/ho = 10 )の富有振動数Qの収束性

表 3-28
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0.6， 1.0)の条件 ssss の正方変厚板 (a/h~=10，α 

掴有援動数 Aの収束性

表 3-30
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Mindlin淫論(本解析法)と古典板理論により算定された

条件ssssの正方変厚板(a/hO出 100，α=0.6，1.0)の
固有援動数 Aの比較

表 3-31
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3 -12 結論

これまで、 E菜、板および姐転殻の閤脊振動問題のうち、二点境界値問題としてとらえられる場合

を対象として、閤有振動を算定するための潟使な手法を提示し、それを用いて数値解析を行ない手

注の妥当性を検証した。本手法の特徴を列挙すれば次のようである。

定式化について:

1)選点法の適用の結果得られる固有方程式を、内部選点における未知量を間有ベクトルとする

内部選点国有方程式および端点(境界点、要素分割点)における未知最を国有ベケトルとする

端点固有方程式の二つの形で、提示した。前者l土、一放題有値問題の形であり、後者ーは固有値が

固有マトザックスの中に入り込んだ形である。

2) 1)の二つの形の闘有方程式の出現:工、微分方程式とその境界条件が与えされさえすれば、解

析が一定の手順にしたがって統一的に行なえるように、試行関数に数分方程式も境界条件も満

足しないものを採用したためであり、その結果得られた内部選点田有方程式およひ端点固有方

程式はそれぞれ、内部法および境界法の一種であると考えられる。

適用性について:

1) 考察している問題が二点境界償問題に帰着されれば、任意の境界条件に適用可能である。こ

れは岡有方程式が、試行関数中の未定係数を内部選点における微分方毛筆式の浅差条件と端点に

おける境界条件(および接続条件)を満足するように、未定係数間の一次従属関係より定めた

からである。

コ) 1)と向様にモテ'ル化で、きれば、不均質な材料特性および厚さなどの形状が不連続な場合にも

適用が容易である。これは定式過程に要素分割を導入したためであり、均質要素ごと、

素ごとに選点法を適用し、 との共通な分割点での接罰条件をir，立たすように、鮮を決定

できるからである。

数値解析上の特性について:

1) 選点に sh i f ted L egendre 多安式の零点を採用した結果が、 shifted Chebyshev多項式

の零点に基づいた結果に比べー設に好結果を生んでいる O

2) 間有援裂j数が既住の解との比較においでほぼ 1%以内の相対誤差で求まるのは、要素数N

1 (要素分割が行なわれていない)、内部選点数をM( sh i f ted L egendre多噴式の零点を採

用)とすれば、微分方程式の階数、元数に無関係iこ低次 [M/2]飽([ ] : Gaussの記号)ま

でである。またTimosh叫 o梁の数{直結築l土、 N要素分割に対し、低次 [MN/2]個の間有援

動数が相当精度よく求まることを示唆している。

3) 本手法により得られる間有振動モード苛の直交性は、十分な精度で成立している。
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4) Timoshe味。梁の数値結果は、間脊振動問題をせん断変形と回転質性の考慮されたいわゆる

修正理論に基づき定式化すれば、薄肉梁(板、殻)も、厚肉架(援、殻)と同程度の精度で解

析が可能なことを示している。

5) 端点閲有方程式による場合は、間有振動数の見落しの危険性がある。しかし、低次の解に限

れば、この危険性は要素分割数を増すことと、解のステップ偲の設定に注意すれば回避できる。

付録

式(3 -83 )の係数 al-a29および式(3 -88)の係数 bl-b26は次のようになる。
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第 4章 柱。梁の非保存的弾性安定問題



4 -1 概 説

構造物の弾性安定解析では、荷重はほとんど重力によるものであるから、これまで取り扱われて

きた問題がほとんど保存系であった。最近、高層建築や海洋構造物のように、風や水などの流体の

影響を受ける借造物が擁工される機会が多くなったが、これらのi液体から受けるカは構造仰の変形

に伴ってその作用方向の変化するものが多く(ー設に、このような荷量は接線力、従動力または追

従カと呼ばれる)、非保存系に相当するものがほとんどである。それゆえ、構造物が大型化、

化、柔軟化の傾向を示すようになった今日では、非保存カが作用する構造物の弾性安定解析が一段

と重要となろう。

接線力を受ける5単位体の安定問題は、動的安定解析によらなければならなL、。すなわち、接線カ

を受け徴小な援動をしている系の変位の時間経過状態により、安定、不安定の別を判定しようとす

るもので、この方法はBeck1)， Leipholz 2) ， Bolotin 3)その他多くの研究者に採用されてきた。

具体的には、時間と位置に関する偏微分方程式を、位置変数に関する常微分方程式に変換して解を

求めることになるが、変数分離後の方稜式t士、一致に非自己随伴演算子で記述されることになり、

弾性体の非保存的問題は、重文学的には系の固有値を求める非自己随伴境界{庭問題として定式化され

ること tこず£る C

非自己随伴型の微分方程式て、表わされる非保存的弾性安定問題は特別な場合を除いて 1， 4) ， 

析的;ニj等を求めることは非常に驚く、数{底的な近似解そ求める方法に頼らざるをえない。 例えば

Leipholz 5， o) Hal:lger7，S) らによる Galerkin法、杉山らのによる差分法、 1rieら1のによる

マトリックス法、 Barsourn11)およびKikuchi'2)などによる有限要素法がある。これらの近

似手法は、保存系の自己随伴境界値問題の語手法として開発され、そして発展してきたものであり、

保存系の問題ヘの適用に当ってはその使用は十分な注意を払う必髪がある。

さて、選点法による非保存系の解析は著者と Yoshirnura.っ13)研究を除いて見当らないようである。

返点法もよ述の近似鉾法と同様に、保存系を前提に開発されたものであり、これを無造作に応用す

ることに注意しなければならなL、。本主主l土、このような視点から、選点法の非保存的主単位安定問題

への適用性について、柱・裂を例iこ取り倹討したものである。具体的にはBernoulli-Euler理論

に基づいて、準接線および接線方向力、手分布および直線分布接迫力を担う種々の境界条件の柱・

梁の説析を通して、本手法の適局可能性や数値解析上の特性を検討する。

以下 4-2では、基礎方程式を示し、 4-3においては 3意と同様な手i交を踏み、解の全領以に

選点i去を適泊し、非保存的様性安定問題を内部選点関有方程式で表わす。 4-4においては、数低

を扱い、既往の近似解法による結果との比較を行う。 4-5においては、本意で得られた結論

をまとめて示している O
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4-2 基礎方程式

接線力を受ける柱・梁の弾性安定問題として、図 4-1に示す三種類の非保存系モテ'ルを考える。

図4-1 (a)は集中力Pが自由端において、接線角の r( 0三二 r三1)倍の角度に保たれながら作用

するモデルで、 r= 0のときはEulerの問題に対応し、 rニ 1のときはBeckの問題。となる(本

意ではTがO壬r:;; 1であるときも含めて、この荷重モデルを Beckの問題と呼ぶ)。 鴎 4-1 (b) 

は一様分布接線方向力を受ける場合 CLeipholzの問題 5，6)と呼ぶ)であり、図 4-1 (c)は直線分

布接線方向カを受ける場合 (Haugerの問題7))である。

接線力を受け、微小に援勤している断箇一定な柱・梁の運動方程式は次式で与えられるの。

δ~Wθ2W EJ2W 
EIーァーナ十 F(.，;::)一一十 ρA一一丈=x4 - --. EJ x2 . --EJ t< 

( 4 - 1 ) 

ここで、 W:;横方向変位、 EI 曲げ間性、 ρ:密度、 A:断面積であり、 FGdは上述の荷重タイ

プに対応して次のようなものである。

Beckの問題 F(x)= P 

F(x)= q (L-x) 

F(x)=qo CL-x)2/2 

Leipholzの問題

Haugerの問題

y誓υう
出 ) U~W 

if dX 

X(.;) 

W W 

(α) (b) 

( 4 -2 ) 

X(.;) 

W 

(0) 

図 4-1 解析に用いた非保存系荷重モテ時ル
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ここで、 L:柱・梁の全長。柱・梁の端末で規定される境界条件は次式で与えられる。

θW 
固定 CClamped): W立てーニ O

Ox C 4 - 3 a ) 

θ2玩F
単純支持 CHinged): W=すす o

O}，..-

C4-3b) 

(4-3c) 

、pi
l
i
a
t
r
i
-
-
J

「
1
l
」

題月
』:
 

肉

p
lのし

AρiM e
 

nu 
一i
i
ー一

。3W aW 
E 1 -;;-~ = P ( r -1 )一一
θ~θx 

[ Beck以外の問題]

θ2W 
一ずつ， =0

自由 (Free) 0 X-
o'!.W o-"W 

θx2 θil = 0 

績方向変位Wは、間有振動数ωで調和振動を行っている定常状態を考えれば、次のように表わさ

れる。

( 4 -4 ) iωt Lw1x) e W( x， t) 

さらに、次式で定義される無次元化疫療と演算子

( 4 -5 ) )/dc )' = d ( ご=x/L， 

を導入すれば、運動方程式(4 - 1 )と境界条件式 C4 - 3 )は、以下のようになるO

( 4 -6 ) w川十可 f(ご)サ'_g2W=0

ここで、 g2は次式で定義される固有短動数パラメータ

ハワ ρAL~ つ
~d- 一一一一一-uJ“

EI 
( 4 -7 ) 

ラメータ守および荷重モデルに依存する関数 f(ご)は以下の通りである。

f (c) 

( 4 - 8 ) h
h
h
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qL3 
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可ム主
E 1 

であり、

平Beckの問題

可Leipholzの問題

f (ご)Haugerの問題

境界条件式は、次のようになる。

(4-9a) 
， 

w=w=O (C) 疋間

(4-9b) " w=w=O 単純支持 (H)

( 4 -9巴)
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4-3 内部選点国有方程式および臨界荷重の算定

非保存的弾性安定問題に選点法を適用すれば、考察している問題は国有値問題に変換され、それ

らは三設で述べた内部選点、国有方程式または端点国有方複式の形で、表わされる。しかしながら、非

保存的弾性安定問題は最終的には、一般に複素間有値を求める問題に帰着するため、端点固有方程

式による場合には複素行列式の値が零に対応する複素国有伎を試行錯誤的に見出す必要がある。そ

れゆえ、突固有億および複素歯有値に対して一般の固有値解析プログラムを利用できる内部選点間

有方程式の形で考察している問題を表わすのが有効と思われる。

さて、解の全領域に選点法を適用すれば、内部選点国有方程式は次のように得られる。

式(4 - 6 )を解くために、様変位wは領域内部でM{j国の自由震を持たせ、満足すべき境界条件

の個数を考慮に入れてM十 4項で近似する。

'
B‘
 

tr
、

司
1
4

e
 

イ

味

噌

i

十
FhM
一一

M

i

 

一一w
 

( 4 -10) 

ここにeは未知係数である。なおまえ(2 -26 )より、 wの端点(cロ O，C.，心=1 )と 内部選o -" M十 l

点5i(jz l~M)における 1~ 4階微分係数は次のように表わされる。

{ w n)} = [An>J { w }十[B<n)J { e} ( n = 1-4) (4-11) 

{W}T= (w('o)，wU'j)' …， w(CM)，w('M十1)) 

{ e } T (e M+2. e ，11十3) 
( 4 -12 ) 

(w〈れ>}T (~こ竺 (5 ) 12v(ご) …u i2v(ご ) ， dn_w (ご )) I 
d，n '~O l> d，n '~l /，  d，n "M/'  dcn " 1十1/ J I 

柱・梁の非保存的安定問題言ど記述するのに愛する条件式;主、 M十 4留である。このうちM倍の条

件王立は運動方程式(4 - 6 )の内部選点における残差の条件より、他の 4偲の条件式は境界条件式

( 4 - 9 )より定まる。

Mf闘の条件式は、運動方程式中の数分階数に留意し式 (4-11)を用い、その結果を内部選点に

関する禾知量 {o1 }とその他の{O B}に分けてマトリックス表示すれば次式となる。

[K1J {o 1 }十 [KBJ{占B}_g2 {占1}早{0 } (4 13) 

ここに、 M次および 4次のベクトル {OI}' {OB}は

{88)T=(川山)， eM十2Ml
{or}T = (w(cj)' WU'2) ，…， w(tM

) ) 
( 4 -14 ) 

daτ マ‘4



(MXM)次のマトリックス [KrJと(MX 4 )次のマトリックス [KBJは次のような成であり、

く2)A'4>( i十 1，十1)十方fCご i)A'-"/( i十1，j + 1 ) 

1 ~M 、A< > ( i十1，j十 1)は [Aく )Jの第 i十1行、第 J十l列の妥索を表

( 4 -15 ) 

分を持つ。

[Kr Jについて:

Kr ( i ， j ) 

-
J
 

1， 7こだし、

わす。

( .1 -16 ) 

[KBJについて:

K
B 
( i， j) A (4) ( i十1， J!) +可 f(ごi)A23(1十1， fJ) 

K
B 
( i， j + 2) = Bく4>( i十1，j)十可 f(51)8〈2〉(i+l，j) 

タラメ

2であり、添字dは次の約束に従うものとする。

( 4 -16 )より明らかなように、

.(ニ M+2(j=2)l(j=l)， 

なお、 [KrJおよび [KBJ(之、式(4 -15 )、

可の関数でもある。

1 ， =l~M 、
、

しだに

d 

境界条件より得られる .d聞の条件式は、式(.1-13)に類似な形で次のように表わされる。

[Sr]{or}十 [SB]{oB}={O}

( 4叫)次のマトリックス [Sr ]と(4 X 4 )次のマトリックス [SBJ(土、端点'0

とCM十l=l(X=L)で規定される境界条件に応じて作成されるものであり、以下にこれらのマト

)
 

ハリ

( 4 -17) 

o (X 

リックスを組み立てるのに必要な関係式を列挙しておく。式(.1 -9 )と式(4 -ll )より
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以上に待られたM十 4筒の条件式より、系の安定、不安定を判定する問題は、次のような固有値

関患を解くことに鴻着にする。式(4 -13 )と式(4 -17 )より {O
B
}を消去すれば、内部選点に

おける未知量{o 1 }を閤有ベクトルとする形の閤有値問題が得られる。

[ K(苛)J {占1}_Q2 {占1}口{0 } ( 4-19) 

ここに、[K(可)Jは荷重ノ引ータマに依存する (M>くM)次のマトリックスである。

[ K(マ)J=[K1J一[KBJ[SB r1 

[S1 J ( 4 -20) 

したがって、 {o 1} T 0なる解を有するための必要十分条件は、次式が成立することである。

detl [K(がJ-Q2 [ 1 J 1= 0 ( 4 -21 ) 

ただし[1 Jは (MXM)決の単位マトリックス。式(4 -21 )より明らかなように、接浪力を

受ける弾性系の安定問題は、式(4 -19 )に非自明な鮮が存在するための荷重パラメータ可と固有

j暴動数パラメータ Q2からなる国有値の湿(可 ，Q2 )を見出す問題に変換された。

さて、系の安定、不安定の判定は、ある与えられた ラメータ写に対して式(4 -19 )を狗

たすMI漬の国有j箆Q2を求めることによってなされる。すなわち、ある ラメータ iこ対して得ら

れたおii!溺の溺有i泣g2のすべてが正j霞であれば、 ω2とQ2の同係式(4 -7 )より明らかなように、

式(4 -4 )で‘表わされる系の運動は周期的となり安定である G 一方Q2の一つでも負 i極あるいは

をとれば、系の遊説は時間の通過とともに変位長憾が増大し不安定となる。それゆえ、系に

不安定を引き起こす議小臨界荷重は固有i反Q2 が正の実恨のみをもっ状態から負の実証主あるいは複

をもっ状態に変化する荷重パラメータマの伎を算定することにより求められる。

4-4 数値計算例

これまて'i'こ提示した手法在、具体的な問題に適用し、本手法の非保存的弾性安定問題への適用可

能性および数値解析上の特性を検討する。前節の終りで述べたように臨界荷重の決定f土、荷重パラ

メータ平と同有援勤数パラメータ g2の組(可， Q2)の挙動の追跡によってなされるが、この追跡

lヱマと Qどの関係を可 _Q2王子路上に図示することに相当し、司 _Q2 曲線は固有1箪凶穣と呼ばれる。

Leipholz 14)は、図 4-2;こ示すように固有i盛曲線を三種類のタイプ、すなわち系の振動形状が第

一次振動モードが支配的である Divergenceタイプ、第一次援動モードと第二次振動モードが組合

さったHybridタイプおよび Flutterタイプに分類している。この分類の確認は、本手法の適用性、

有効性を検討する上にも重要であり、本節におけるいま一つの目的とする。以下、

f ted L egendre多項式の零点を用いることにする。
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図4-2 固有値曲線とその分類

11) 準接線および接線、集中力を受ける片持梁(Beckの問題〉

Beckの問題(r = 1 )に対する本解析法による臨界荷

、Beckの厳密解 1)と差分法による解 9)との比較で表

4-1に示す。本結果l士、内部選点数Mエ 4では誤差が 2

%程度であり、 Mミ5ではほぼ厳密鮮に一致している。ま

た差分解と比較して、次元数の少ない閤有{車問題を取り扱

うことで良好な解が得られている。非保存系の問題は、往

々にして非対称なマトリックスを扱わなければならなくな

るので、固有償を精度ょくしかも手際よく求めるためにも、

自由度の少ないマトワックスを扱えばよい本解析手法は、

この種の問題の毒事法として有望と思われる。
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4-1 Beckの問題(rロ 1)の
謡界荷量，可=PV/EL

Beck' 5 solution 20.05 

N結 4 20.43 
This N == 5 20.02 
studv M == 6 20.052 

N > 20.050 

トド 10J1989
D.H. K - 50 20.04 

K -100 2口.Oi
一一一一一

F.D.H.: Finite difference method 
K Number of division points 



表-!-2 (土、 Beckの問題 (r = 1 )に対しM=llとして求めた間有値崩線の解(1苛玄パラメ

ータに対する低次二つの間有振動数)を厳密解と比べたものである。或密解の間脊振動数方程式

は次のようである 1)。

可分2十 2gò千+方今~\/g ・'-sinr 1・sinh r 2十 22骨 cosr 1・cosh rヮ 平 O (a) 

ただし

件 pU n*ρAUui2 
布 石可下:::1 ir EI 

r1π2 [ゾ/十戸2/4十Z]E，T2 寸 2

)
 

'D -一
2

きをより理解できるように、本解析法により得られた固有億は厳密解と完全に一致している O この

一致は、前震で得られた結論「内部選点数をMにとれば、 LM/ 2 J決以下の国有i遁に対しては

十分な精度で得られる」から判断してき当然の帰結であろう。

表 4- 3 (土、準接線荷重の作用角度念特性づけるパラメータ rをOうよ r三iの範週で連続的;こ

変化させたときの、 M=llによる臨界荷重を厳密解15)，有鼠要素解12) と比較したものである。

これによると、本解析結果は Tの飽によらず満足できるものである。この問題に詩的解析法含適

用すれば、臨界荷重に対する次の座屈特性方程式が得られる 16)0 

coskL =ー工一
i - 1 

( k 2 工)
EI 

表 4-2 Beckの問題 (r= 1 )の固有振動数J22/π(M=l1) 

PL2 
0.12/π斗 0.22/ρ 

This Exact This Exact 
1f2EI 

study solution study solution 

O 0.1269 0.1269 4.9843 4.9843 
0.5 0.1817 0.18工7 4.2965 4.2965 
1.0 0.2719 0.2719 3.5667 3.5667 
エ.5 0.4411 0.441工 2.7499 2.7499 
2.0 0.99工7 0.99工7 1.5417 1.54工7
2.0工 1. 0328 1. 0328 1. 4873 1. 4873 
2.02 1. 0870 1. 0870 1. 4198 1. 4198 
2.03 1.1852 1.1852 1.3083 1.3083 

't-
に
d

‘l
a
 



表 4-3 準接線および接緩荷重を受ける片持梁(Beckの問題)の
臨界荷重，可=PL予cI (M=l1) 

Y O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 I 

This study 2.4674 2.8295 3.3250 4.0550 5.2920 9.869 
M = 11 

F.E.H. 2.4674 2.830 3.325 4.055 5.293 9.872 
K = 10 

Exact 2.4674 2.830 3.325 4.055 5.293 
solution 

γ 0.6 0.7 0.8 o.ヲ 1.0 

This study 工6.258 16.787 17.589 18.668 20.05 
M 工工

F.E.H. 16.27 16.80 工7.60 18.6R 20.07 
K 工O

Exact 
solution 

F.E.H. 
K 

Finite e1ement method 
Number of e1ements 

この特性方程式(C)が解を持つのは O三r<己0.5のときであり、 rのこの範囲では静的解析法と動

的解析訟による臨界荷重は悶ーのものとなる。この点王ど考愈すれば、本語手析法による固有能曲線

はOヰr壬0.5で国 4-2 (a)と(b)に減l以なものが、一方動的解析が要求される r>0.5では図 4-

2 (C)に須似なものが得られるはずである。これを確認するために、図 4- 3に一連の閤有{直曲線

(お1=11)を示した。鴎から明らかなように、 o三r¥0.5でDivergenceタイプの、 r= 0.5で

Hybridタイプの、そして r> 0.5でFlutterタイプの固有値曲線が得られている。
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一様分布接線荷量を受ける梁 CLeipholzの問題)(2) 

一係分布接線荷重qを受ける異なった境界条件の梁を解析する O 境界条件としては、固定一白

自 CC-F)、固定一単純支持 CC-H)、雨前単純支持 CH-H)および両端閤定 CC-C)

3 ~12に対する臨界荷重のJl7.束状況を示したものの場合言ど扱った。図 4-4は、内部選点数M

で、 O印は解がFlutterタイプで、震設印と図印はそれぞれ、 DivergenceおよひHybridタイプ

で解が決定されたことを示す。参考のために、各種境界条件における闘有値曲線を!Zi-1 -5 ，こ示

す。本解析法の解の収束状況は、鮮の決定される間有億曲線によって異なり(境界条件に依存)、

Divergenceタイプで解が得られる条件 CH-H)の場合が他のタイプで左手が得られるJ:le合より

次モー i、が支記的でD ivergenceで7認が定まる場合は系の振動波形が収束は早い。これは、

F lutterとHybridのタイプで鮮が定まる場合l主主言動波形が第一次そードと第こあるのに対し、

)の彩1::/が現われたため次モードが組合さったものとなるため、低次の近似(少ない内

F lutterおよびHybridタイプで解が予必されるときは、したがって、である(表 4-4 )。

しうるお次の近似を用いる必姿がある。なおこのつの援動モードからなる伝動波形を十分

6で十分である問題に対してある程度の精度(1 %以内の羨)で解を求めるにはおi

i去の

解 J， 7) と差分法の解9)も併記してあり、本解法の結果が是正往の解とよく一致することがわかるO

表 4-4に本解析法により得られた臨界荷量を示した。表には比絞のために、 Galerkin
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150r主才一

Clamped-C1amped 

3803.5 

明 ω町 40.05 C1amped-l!inged 

C1ampedωFree 
2496.5 

2 Q 

-100 0 500 1000 1500 2000 2500 

間 4-5 一様分布接線荷重を受ける梁CLeipholzの問題)の

固有値曲線、CM=ll) 

三菱 4-4 一様分布接線荷重を受ける梁 CLeipholzの問題)

の臨界荷重，守口qV/EI

Boundary 
This study F.D.H. |ωe叫 1method 

condition 
M = 5 N = 6 M = 7 ，'.1::::8 K = 50 

C-C 82.36 79.81 80.29 80.25 80.09 80.22 81.37 

C-H 57.05 56.94 57.01 57.00 56.92 56.99 57.95 

C-F 40.17 40.03 40.05 40.05 40.03 40.05 40.7 
日目区 18.96 18.95 18.95 18.95 18.95 18.95 18.96 

C: C1amped， H: Hinged， F: Free 
F.D.M.: Finite difference meth口d

K Number of division points 
N Number of tri♀工 funct土ons
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車線分布接線荷重宏受ける梁 (Haugerの問題)(3) 

(2)と同じ境界条件に対する解析結泉を示す。図 4-6は、本解析法による臨界荷重の収束の様

子を示したもので、図中のO、@印の意味するところは図 4-4に閉じである。収束状況は一様

附

t 分布接線、荷重を受ける問題に媛似であり、いずれの境界条件に対しても、内部選点数M=6、

程箆で一定値が得られている。参考のために、各種境界条件に対する国有徳的緩 (M=ll)を図

4 - 7に示す。本解析法による臨界荷重の算定において注意すべき点は、内部選点数Mの値が小

(C-H)に見られるように、棄の臨界荷重の性質と異なる解を決定しさければ条件 (C-C)、

うる危険性がある点である(図 4- 6 ) 0 この欠点は内部選点数Mを増加させることによって自

動的に解消されるが、選点法を非保存的弾性安定問題に適用する騒の留意すべき点と思われる。

なお同様な欠点が他の近似解法(Galerkin法)にもみられること含付記しておく(表 4-5 )τ 

表4-5は、本解析値と差分法の解9)およびGalerkin法の解 7，8)の数値的比較を示したもので

ある O 現段階では、厳密鮮がないので直接的な精度の検討はできないが、本解析法によっても十分

に臨界荷重の算定が可能と考えられる。
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3803.5 
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2496.5 
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1500 2000 
n2 

図4-7 直線分布接線荷重荷受ける梁 CHaugerの問題)の固有値崩線 CM=ll) 

表 4-5 痕線、分布接線荷重を受ける梁 CHaugerの問題)の臨界荷量，可=qoU/つEI

Boundary 
This study F .D.H. IG山 kinmethod 

condition 
M 6 U = 7 l.f = 8 f.f 2:. 9 K = 50 K =100 N ョ 2 N 箆 4

C句 C 389.1 377 .4 374.0 375.0 374.2 375.0 328.0" 376.0 
C-H 323.6 313.1 313.2 313.5 312.8 313.3 402.3

0 
314.5 

C-F 150.6 150.5 150.6 150.6 150.4 150.6 158.2 
H-H 61.86 61.86 61.86 61.86 61.84 61.86 62.28 

C: C1amped， H: Hinged， F: Free 
F.D.M.: Finite difference method 

K Number or division points 
N Number or tria1 functions 

• Divergence type 
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4-5 結論

選点法を用いた非保存的弾性安定問題のー解析法として、内部選点間有方程式に帰着させ解析す

る手法を述べ、その適用可能性と数値解析上の特性を柱・梁の 2、3の数値例より検討したもので

ある。その結巣つぎの点が明らかになった。

1)非自己随伴形の境界値問題として定義される非保存的安定問題を内部選点間有方程式の形で記

述し、その国有値を見出す問題へと変換した。

2) 本解析法による解は、既往研究結果とよい一致を示し、比較的少ない内部選点数 (M;:::7 )で

も実用上十分の精度の解が得られることを確認した。また本主主で扱った問題に限れば、有限要素

法や差分法などの従来の近似手法と比べて、比較的次元数の少ない間有値問題を扱えばよ L、。

3) ただし、低次の近似(少ない内部選点数)で緩散化すれば、真の解(臨界荷重、間有値崩線)

の性質と異なる解を見出す可能性もある。この欠点;土、内部選点数を増せば自然に取り除かれる

が、選点法を適用する際の留意事項である。
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第 5章 回転殻の構造振動問題



5 -1 概 説

構造物に作用する外力l土、多かれ少なかれ動的である。それゆえ、構造設計においては、動的問

題の解析が要求される場合がしばしばある。

動的問題l士、構造握動問題と波動伝播問題に大きく分類され、前者は構造の全体的な振動を扱う

もので、低次の振動モードに支配されるのが特徴であり、後者は局所的な波の伝播を追跡するもの

で、低次のみならず高次の振動モード;こ影響を受けるのが特徴である。本主きは前者の構造緩動問題

を取り扱っている。

動的問題の支配方程式:土、未知量を時間および空間箆襟の関数とする偏微分方程式の形で与えら

れるのが普通である。構造物の挙動を知るためには、与えられた境界条件や初期条件のもとで支配

方程式を解くことが要求されるが、対象とする構造物の形状などが少し複雑になれば、支配方程式

をまともに解くことは不可能になる。それゆえ、動的問題の解析は、まず何らかの近似手法を適用

して空間を離散化し、その結果得られる時間依存の連立常微分方程式を持開方向;こ積分するという

ニ段階から構成されるのがー殺的である。本意は、空間領域の離教化手法に焦点をあてたものであ

り、具体的な構造要素としては回転殻を対象とし、時間方向の積分;こは直接積分法の採用を前提と

した、空間領主君に対する選点法の適用可能性およびその精度の緩認を行ったものであるつ

動的問題，静的問題を問わず空間領域の離数化手法としてもっとも一役的なものに、対象とした

領域を有限偲の点と に分割する、いわゆる領域型解法と呼ばれる差分法や有限要素法があり、

いずれも回転殻の問題に広く活用されている。 例えば差分法による場合に;土、 B udianskyと

Radkowski 1)， J ohnsonとGre if 2) の研究，そして Srni thゆなどの研究があるつ このうち前

二者は、変位と曲げモーメントを独立な未知最とする 2階常微分方程式に通常の養分公式を適用し

たものであり、後者l玄関外変位については 4階，面内変位については 2階の{成分方程式に高階差分

の適用を試みたものである c 一方有限要素法:土、数多くの研究がなされ、王子面シェル要素，政面シ

ニ乙 ，軸対称要素など多種多用な喜善素が開発されている心。そのうち一次元的構造にモデルイヒ

し解析寸る定者対称要素に限れば、 Graftonらの円錐台要素による初期の研究5)，Percyらによる

円錐台要素の非敵対称荷重への拡長6)，Gouldらによる要素内変佼関数の次数増加による精度向

上7) J onesらおよひ Stricklinらによる曲線、委素を用いて曲箇形状の近似度を向上させる

研究8，9)そして E1 iasによる混合法の定式化による研究1めなどが挙げられる。

前記のこつの手法は、解法の簡明さ、任意境界条件への広い適用性などの利点がある一方、毒事の

高橋度化のための要素細分割や格子点数の増加の必要性、およひそれに伴う大次元行列演算の必要

性など問題点も多L、。特に時間依存の問題において、時間に関する方程式の係数行列が大次元とな

る場合には、係数行列の固有{僚が広い範囲に分布することになり、これに起因して時間領主主の積分

が不安定となったり、安定に解くためには計算時間が長くなるなどの問題点も生じる O なお有限要
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素法では、記憶容量の縮小および計算時間の短縮を計るため、自由度の低減がなされるが、自由度

の低減は夜接、精度に関係することが多く、注意、を要する O さらに変伎のみを独立な未知最として

扱う場合には、要素細分割および格子点の増加を行っても、たわみに関する高次の導関数から求め

られる儲け'モーメントおよびせん断力などの力学的諮量の精度は、たわみのそれに比べて不十分な

場合が多し、。この問題点は有限要素法や差分法に限らず、領域型解法の共通の問題であり、今臼な

お改善のための努力が続けられている。

さて選点法は、選点の選択によっては未知数の個数の減少という利点、および定式化の容易さと

いう固有の長所があり、これらを生かすことにより、差分法や有限要素法などの従来の近似手法以

上の結果を期待することも可能と思われるが、構造振動問題の解析に用いた研究は少なく、著者ら

の研究以外に見当らないようである 11， 20)。

選点法と類似の概念に基づいた手法 (Parti tion法、 Subdomain collocati on法とよばれる)

が、回転殻の静的応力解析 12，13)に適用されている。 しかし、 この手法は領成分割の仕方に大き

く依存するもので、場の大成的性質で規定される顕有値問題を除き、局所的な吃、力・変形挙動の把

握を必要とする問題への適用は得策と(土思えなL、。

本意は、前記の近似解法の問題点tこ考慮、を払い、選点法の簿肉回転殻の構造振動問題への適用可

能性の検討を行ったものである。定式化の基本的な流れは、これまでのそれを踏襲するが、ここで

は、仮定した未知関数の高階徴分の影響が力学的諸量に現われることを考思して、階数引下げられ

た支配方程式の採用および殻の経線、方向に沿う要素分割により解の精度向上を計った。また選点法

のもっている定式過程の簡明さが、方程式の階数引下げや要素分割によって失われないように留意

し、数値計算がきわめて王子易かつ機械的になるように配慮した。

以下、 2節で'fi.Novozhi lovの線形殻理論 14)に基づき、変位と経線、方向曲げモーメントを従膳

変数とする、階数の引下げられた位意形状の回転殻の支配方程式を導く。 3節は、空間領竣に選点

法を適用し時間に関する常微分方程霊式を導く過程を略述する。 4節では数値計算例を取り扱い、前

半では静的負荷問題を解析し、選点法を局所的性質が重要となる問題に適用する際の段数化の方法

を検討し、後半では構造振動問題を時間方向には霞接積分法を用いて解析し、本解析法の有効性を

実証する。 5節は、結論である。

5-2 階数低下された由転殻の基礎方程式

回転殻の運動方程式は、円周方向に Fourier級数展開により経線方向座擦と時間に関する偏徴分

方程式として得られる。以下にNovozhi lovの線形設理論 H)に基っき、変位と経様方向鴎げモーメ

ントを独立な未知量とした階数低下された基礎式を導く過程を略述する。殻l土、等方等質な一様な
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厚さとした。なお、本節で用いる設思論および記号などは、回転殻の自由振動問題を扱った第 3'1言

ここでは展開上必要なことのみを記すことにする。6節に同様であるので、

Vおよび

(Nx' Ne' Nxe' Nex)および(Mx' 

z )軸方向に作用する単位面積当りの荷重成分を

。車由方向および z軸方向の変位を、それぞれU，

wと記し、合応力および合モーメント成分をそれぞれ、

z軸方向，間 3-12に示したように、

。，

(Px，Pe'Pz)で表わすことにする。

回転殻の運動方程式は、次のように表わされる。

新たに(x， Me， Mx e， Mex )で表わすc

eiNIl_θθMρ一、
一 (RNx)十九二二四-Rj Nn cos cp 十一{一 (RMx) 十九二~-RjMρcosψ}
eicp θe 'U  Rj ， ei cp θe U 

n
u

一2

ヮ“

-
4
L

《
ぴ
一
列
。

P
U
 

R
 

L
U
 

ρ
 

一一X
 

P
 

R
 

R
 

!
?
 

(5 - 1且)

。 θNρ1， θMe a 、

ふ(RNXe)十九五と十九 Nexcosψ 十五 ¥Rjae十万 (RMxe)品 jMexC05cp t 

V
一
ρ

m
U
一
月
υ

R
 

R
 

h
 

nw 
(5-1b) 十 RRjPe

1θeiMθ  
-RIMmo-RNU--iR1-J十一(聞xe)十RjMA~GOS 伊

D R a e θ0θ目。

θ2W 
=ρhRRj一一τ一-ei t~ 

δl  δeiM  
十一{一一 (RMx)十一」エ-MIl郎伊 )-RRjP 

ei cp 'Rj ei cp θf} u 

(5-1c) 

t ρ:単位体積当りの質量，Rz・主助率半径，R
 

R:回転曲閣の半箆，ヂ;経角，ここ Iこ、

合モーメント)ーひずみ関係式およびひずみ一変位h 殻の厚さであり、断頭カ(合町、カ，時間，

関係式l士、それぞれ式(3-68 )および式(3-69)で与えられている O

4階の微分方式(5 - 1 )は、変位成分のみを従農変数とする形で表わせば、伎置に関する

程式となるが、新たに緩線方向曲げモーメントを独立な変数として導入することにより、佼i置に関

して 2階の階数低下の徴分方程式へと変換される。階数低下の準備として、式(3-68 d)と式(3 

-68 e )より次式を求めておく。

( 5 - 2 ) Me =vMx十D( 1 -v2) l e 

leは式(3-69 e )で与ν:ポアソン比であり、

つωF
U
 --4 

D=Eh3/12(1-v2)， E:弾性係数，

えられる曲率である。

ここで¥



変位 (U，V， W)，合応力 (Nx'Ne' Nxe(=Nex))，合モーメント (Mx'Me， M文 e( = 

Mxe))，および荷重 (Px，Pe，Pz)を、それぞれ(U， V， W)， ( n x' n e， n x e ( 唱ne~)

(mx' me' m x e ( =mex) )、および (px，Pe，Pz)を係数とする形で円周方向に

F ourier級数察関する。基準TGカを σ，基準長さを a，円周方向波数を nと記せば、次のように表

わされる。

u 1 r u(n)ωsnO12qx I1x(nimnO 

σa2 00 1 0。
v f = V D-L 2 ~ j v (n) sin n 0 f， i N e f =σa Z I10(n)mn 

W J l w(n) cosnOJ l NxOJ l nxJn)山 leJ

f (5-3) 

mx(n)C05nO Px(n)mnO1 Mx Px 

00  。。

MO σa 2 2 ~ i m e (n)ωs ne ~， Po z σZ  P O(n) sio nO 
n 0 n=O 

MxOJ l m x Jn) sin nO Pz P z(n) cosnO 

以下では簡単のため、 Fourier係数の添字(n)は省略する。さらに、後の侵開のために XOを係数 X(J

とする形でFourier級数展開する。

a CO 

X 0 E a n三ozomno (5-4 ) 

変位成分 (u，v， w)および経綴方向曲げモーメント (mx)を従属変数とする 2階 4元連立

偏微分方程式は、次のように得られる。なおこの潜穫で、空間の独立変数伊の新たな変数ご(= x 

/ム乙;経線の長さ)への変換を、 3-7に習い行うものとする。まず式(5-1)に、式(5-2)-式(5-4) 

を代入し、 Fourier係数u，v， vv， nx ' no '口xO'm x' mxD' Xeを変数とする方程式

含導く。次にこれらの方程式において、 nx，ne，nxO，m x内と言。を断面カーひす・み関係式，

ひずみ一変位関係式を用いて変位成分て、表わせば、式 (5 - 1 )は次のように表示される。

a LI'十 LLI十a~ U十 a.v'十 a_ v十 L '1/十 a_ W十 a_mx' 
.! 

十 a91I1x=-P x十 U ( 5嶋崎帥 5a ) 

a _ LI十 a U十 a ，.，/'十a Vノ十 a V 十 a~_vY"十 a~ ， W'+ a._ W 10 ・ー 11 -12 -13 -14 -15 む 7 

十 a 18口1xおお - Po十 V ( 5-5 b ) 

u'十 a~ _ U十 a_ v"十 a~~ v' +a~~V 十 a _ vY"十 a_ _ vY'十 â ， W 19- -20 - -21' -22 -23 -2.1 -25 -26 

十 ao7111x"十 a， .m': 十 a__m~=p 十以727 ..........X '''''2S...J....X 0029 
(5-5c) 

q
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第 4番目の17程式は、経線方向曲げモーメントの定義式 (3-68d)より求められる。定義王立の曲率

1.
x
と1.{}を変位成分で表わせば、次式となる。

u' 十 a~ U 十 a~ V 十 a V/'ート a _W'十 a 羽f十 a ~. ill~ = 0 30 .-31 32 .-33 34 -35 -36λ (5-5 d ) 

式(5 - 5 )において、微分演算子，無次元化された空間と時間の変数ごと，土、

( )'=δ( )/ o c. 

とおな x/!!

( )'= o ( )/ o ， 

7 出(t / a ) JE /.0 J 

(56)  

であり、 n土区間cO. 1 ]で定義される経線方向座標である。さらに、式(5 -5 )中の a
j

a36は、殻の形状パラメータ(式 (3…73) ) • 円周方向波数 nおよびポアソン比νで表わされる

係数であり、その詳細:土本意の付録に示す。

海界条件および後述する殻の分割点で成立する接続条件は、次の四組の適当な組合せによって構

成される。

U または N~ . x V または 、ts'
j
i
l
t
P
1
1
1
2
1
'

no x

x

 

S

M

 

( 5-7 a) 

w まfこはi T.. . x φxまずこt土

あるいは、 Fourier係数で表示すれば、

U まずこt主 nx V または Sx {} t 

戸x または illx J 

( 5-7 b ) 

w まfこf土 tx 

となる。式(5ー7a)で、 TxとSx{}:土王立 (3-85)で定義される、それぞれ等価せん断力と等1随

接線力、およびφxは式(3ー79a )で定義される x(c)軸方向の回転角であり、それぞれ tx. Sx{} 

および〆xを係数として Fourier級数表示すれば以下となる。

T x 1 

σa Sx (j sin n fj ( 5 -8 ) 

σa t x cos n {} 

Sx{}(= }; 
n=u 

iφx J (σa/12h)pdxcosn O 

ここで、後の定式化において必要なNx • sxo. Txおよびφxの各Fourier係数の内容を示してお

くO

nx=b1u'十 b2 U十 b3V十 b4 W 

Sxo おお b 5 U 十 b 6 v'十 b7V 十 b 8 V/ート b 9 W 

tx=b10U十 b1 1 v' + b 12 V + b 13 W'十 b14 W ~ (5-9 a~d) 

十 b15口1zf十 b16illX 

五ざX=bI7U十 b 18 W' 
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なお、係数 b1 - b  18は本意の付録に示す。

5-3 選点法による空間領域の離散化

図 5- 1に示すように、回転殻を経線

に沿ってN個の婆棄に分割する。(k)番目

の要素を(k)婆素と名付け、境界条件が指

定される点を 1，N十 1、分割点を 2，

L …， Nと番号付けをする。各婆素の

経線の長さを i!(k) ( k = 1 -N )と表わ

し、要素は 0<fS;::1の領成で定義され

るとする。以下、側要素に関する諸最は

肩添字削を付して表わすことにする。

各婆素の未知関数を、要素内部にM個

の自由度を持たせ、満足すべき境界条件

や接続条件の個数を考慮に入れて、次の

ように近似する。

(u(k)， v(k)， Wk)， mX(k)) 

，
 
，
 
，
 

Boundary of she11 

1 

E1ement (1) 
2 

、、
、

1ヒ+1

E1ement (た)

N-1 
E1ement (N-1) 

N 

N+1 
E1ement (N) 

Boundary of she11 

図 5-1 Nf.国の要素からなる回転殻

=M22idi一内r)， ej_1(k)(r)， fj_1(k)(山 g
i _1(k)(r) } c j -1 

(5-10 ) 

ここで、未定パラメータ di-14f)，e l-1(k)， f iー1
(k)， g j -1 (k)は時間の関数である。

さて、式 (5-10)そのものを用いて開題を定式化すれば、 何ら物理的意味をもたない時間依存

の係数を求める問題に帰着するが、本章で、は関数の値、すなわち内部選点 cj(i=1-M)および

端点、c0 = 0， CM十1
詰 lにおける時刻 T での鐙を定める問題へと変換する。この変換は、時刻 T

でのとに関するし 2次数分係数と、時刻ででの内部選点、と端点における関数値を結びつける次式

を用いてなされる。未知日関数u(k)， v(k)， Wk)， mx (k)を代表してz(k)と記せば、

{Z/(k)}T=[Aω]  (Z(k)}τi 

( Z市)} T 
= [ A (2) ] { Z (k) } T J 

-165-
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ここで、 (M十 2)次のベクトルl士、

( z牝)jj=(zqk)(r。)T，Z牝)(51)T，.， zGf)(5M+1)T)

{ Z'牝)江口(z ''Ik) ( f 0 )"  Z /1(1<:) ( c 1 )" ...• Z /1(1<:) ( c M十 1) T) f 

{ Z (k) } ~ = ( Z (1<:) ( c n ) T' Z (1<:) ( c， ) T' ー， zk)(EM十1) T ) 
u 

( 5ー12) 

と表わされ、 (M十 2)x(M+2)次のマトリックス[A <1> Jと[A (2) Jは、式(2-27 a) 

で与えられる。

なお、今後は簡単のために添字 Tは省略され、式 (5-12)のベクトルは内部選点と端点に分離

され次のように記される。例えば、 { Z制}については次式となる。

{ZTjjT=(zk)(51)，zkj(52)，， zk)(矧 )) 

{ Z~) } T = ( Z (k) ( c 0 )， Z (k) ( f M十1) ) 

( 5ー13) 

ここに、添字 Iは内部選点を、添字Bは端点を表わすものとする。

未知関数に含まれる未知数の個数は、式 (5-10)より明らかなように、 1倍の要素では 4(M十

2 )， N倍の要素では 4(M十 2) Nとなる。この空間を離散化ずるのに必要とする 4(M+ 2)N 

偲の条件式は、次の(1)， (2)および(3)で与えられる。

(1) 4 MNOOの条件式

4MNOOの条件式は、方程式(5 -5 )の時刻 Tでの内部選点における残義の条件より定めら

れる。

いま、(1<:)要素について考えてみる。(1<:)要素の未知関数を式(5 - 5 )に代入すれば、時間変数

7 と空間変数 rを関数とする残蓬Ri(k)(r，T)(i出 1~ 4 であり、式 (5-5a~d)に対応する)

が定義できる。したがって、空間に対する 4M偲の条件式は、空間変数 5に対して Diracのデノレ

タ関数を用いて、

f;Rik)(5，T )8(t-rJ)dr=Rikj(Ej'T )出 O ( 5-14) 

と表現される。ここに、 i 出 1~4 ， j=l~M。

式 (5-14)は、式 (5-5)に現われるごに関する微分の賠数に留意し、式(5-11 )のマトリ

ックス[A <l>Jと[A <2> Jを用いて、時間に関するマトリックス常微分方程式の系で、

[K~) J {ヰ)}十[K~) J (ò(~)} (P~)} 十 [M~) J (d'r} (5 15) 

nhU 
F
O
 



ベクトB はそれぞれ、内部選点，端点に関するマトリックス，

4 M次のベクトル{巧)}， {ð.~)} と 8 次のベクトル{咋) }の内容は、

と表わされる。ここに、添字 r， 

ルを表わす。

{ぺ)}T=({U~)}\( V~) } T， (W~)} T， (m x~) } T ) 1 

{合)} T = ( ( U~) } T， (v~)} T， (w~)} T， (m x~) } T ) (5-16 ) 

( à.~) } T = ( ( ü~) } T， (寸)} T， (吋)} T， (而占)} T ) 

ただし、部分ベクトル{咋)}， (U~)} などの具体的内容の表示法は、式( 5ー13川れに従

うものとする。また荷重ベクトルル{什)}は、次のようなものである。

(5ー17)T
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P
 

{ 0 }はM次の零ベグトルで、あり、他のM次のベクトルは、次のように表わされる。ここで、

-Px k)(EM)) 
(k) 

-px(52)，・{PX(k)}T=(一戸xk)(51)，

(5-18 ) -P  O(k)(5M)) (k) -p e ¥'" ( c 2 ) ，・，( P f) (k) } T = ( - P f) (k) ( c 1 ). 
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(4Mx4M)次の次式で与えられる対角マトリックス

M 

O. O. …， 0 J 

3M 

さらに、[Mr(k)Jは、

(5-19) 
，
 

• 
，
 

I
 

[ Mr(k)J = diag r 1 ， 

(4Mx4M)次のマトリックス[Kr (k)Jと(4Mx8)次のマトリッグス [KBK)〕l土、

次のようになる。

[K?]について:

であり、
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(5-20 ) 
[ K v u J [ K v v J [ K vw J [ K vm J 

[K?)]= 

[KwuJ [K wvJ [KwwJ [KwmJ 

L[KmuJ [KmvJ [Kr川 rKmmJ一

ウ
4

F
h
v
 

噌

14



CMxM)次の部分マトリックスの具体的内容は以下のとおりである。

K u u ( i， j) = aj C c i ) A (2) ( i十1，十1) + az (ご i)A(OCi十1，j +1 ) 

+ a3 ( c i ) O i j 

a.j U i ) A (1) ( i十1，十1)十 a5C e i ) O i j 

、
しだた

Kuv(i， j) 

K u w (i， j) = a6 ( e i ) A (1) ( i十1，十1) + ai C e i ) O i j 

K u m (i， j) = as U i ) A (1) C i十1，十1)十 agC e i ) O i j 

K v u (i， j) = !lj 0 Cごi)A(l)Ci十1，十1) + aj j C e i ) O i j 

KvvCi， j)=ajzU
j 
)A(2)(j十1，十1)十!lj3U

i
)A(l)Ci十1， j十1) 

十 aj.jUi)占ij 

a15U
i 
)A(2)(j十1，十1)十 a16U

i
)A(l)(i十1，j十1) 

十 aji ( e i )占 ij 

alS U i ) O i j 

KW11(i，j )=a19(r i)A〈1〉(l十1，十1)十 a20(ti)8i j 

KWYC i， j)= aZ1 (ej )A(2)C i十1，十1)十 aZ2Ui )A (1) (i十1， j 十1) 

KvwCi， j) 

KvmC i， j) 

+ aZ3 C f i )占 ij 

KwwC i， j) = az.j ( e i ) A (2) ( i十1，十1)十 aZ5(ごi)A(l)(i十1，十1) 

+ aZ6 Cご )o i j 

KwmC i， j)= !lZi Ui )A (2) (i十1，十1)4a28(51)A〈l〉(i十1，十1) 

十 aZ9C c i ) O i j 

KrnuCi， j)=a30U i )A(I)Ci十1，十1)十 a31C e i ) O i j 

邑3zUi)Oij

KmwC i， j)= !l33 Ui )A (2) C i十1，十1)十 a34(e; )A(OCi十1， j十1)

Kmv (i， j) 

十円5( c i )占 ij 

KrnmC i， j)= !l36 C ei )占 ij 

C 5-21 ) 

j=l-M， OijはKroneckerのデルタであり、

トリッグス[A ( ) Jの第 1十 1行、第 i十l列の成分を意味する。

[K~J について:
[KE)]を構成する CMx  2 )次の部分マトリックスを、[時)Jの部分マトリックス桟わ

すのに用いた記号にパート)を付して [KopJC 0， p=u， y， w， m) と表わすことにすれば、[K

op Jの各成分l土、式 (5-21)において A(2) C i十1，十1)と A(1) ( i十1，j十1)をそれぞれ、

A (2) C i十1，s)およびA (1) (i十1，s)

-168ー

j 十 1)ばマ

さらにKroneckerのテ'ルタを含む項を

A ( ) C i十 1， 

き換え、

j ， ここ lこ、



取り徐くことにより得られる。例えば、 [Kup]( p出 u，v，w，m)の成分は次のようにな

る。

(2) f ， " "'， n f ~ 'A (1) Kuu(i， j)出 ajU i ) A ''--1 ( jナ 1，n+a2(ej )A'"/(j十 1，e) 1 

(1) 
Kuv(i， j)出品4Ui)A¥"I(i十1，n 

ー (1)K u w (i， j) = a6 (ご )A'"I(i十 1，n 
<1> Kum(i， j)=a8U i )A'"/(j十 1，n 

( 5-22 ) 

ここに、 i耳 1-M，j = 1， 2であり、 4は次の約束に従うものとする。

つムム
i

I
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一一一一

r
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、

ρ
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u
 

j = 2 

全要素 (N )に対する 4MN偲の条件式は、王立 (5-15)を用いて

[K1]{o1}十 [KB]{OB}={P1}十 [M1]{d1} (5-23 ) 

とマトリッグス方程式にまとめられる。ここに、

[ K 1 ] = rc K (i) ]， [K (i) ] ， 

[KB J田「[K1)]，〔 K3)]，

〔MI]=「[M(i)〕， [M7)]，

[ K ~ J J r A M1>.T~ H""T ¥ 1 1 -'.J ( 4MNx 4MN) 

， [K~]Jr.'M"T~O"T\ B -'.J (41'制x8N)

[M~ J J (4附川町)J 

(5-24 ) 

であり、記号rcガil]J ( i出 1-N)はマトリックス [x()]が対角マトリックス的に構成され

ることを意味する。さらに、

{占 1} T ({4)jT，{8(i)}T， (N) jT 
{OIj)lX4mJ 

T ({81)jT，id;)}T， (N)jT 
{o B } {dB })1×8Nj 

( 5-25) 

¥O"1}T=({百(iijT，{di)jT， {キf)lX州

{P 1 } T ({pi)}T， (p(i)}T， {坤}T) 1 X4MN J 

(2) 8個の条件式

ここでの 8偲の条件式と次の(3)で与えられる 8(N-1)偲の条件式:工、殻の端末で規定され

る境界条件と分割点で成立する接続条件式で与えられる。これらの条件は、変形量 (u，V， W， 

戸x)と力学最(n x' S x 8' t X' m x )の組合せで与えられるものであり、一般的な形で以下

に整理しておく。
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戸x)について:V， W ， 変形量(U， 

(k)要素の端点ご。 =0，CM十 1= 1における変形最を次式で表わす。

(5-26 ) 

s [土 d出 O行こは s=おI十 1である。上式を内部選去における未知量{Ò~) }および端

点における未知監 {03)jtこ分けてマトザックス表示すれば、次式となる(回柏戸zについて

は、式(5-9 d)とまえ (5-IIa)を用いる)。

= ( u (k) U s )， V ¥k) U s )， wべik)U t)，戸xk)(td )) {X(k)}T222 
弘、4

ヤラ時?ザ

'-'-￥」、

(5-27 ) 

と(4 x 8 )次のマト

j
 

k
B
 

内

A
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(4X4M)次のマトリ yクス[G(~) ]ε t 

一fゐ、、ι

zuu 
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舟炉、
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J
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B
 

G
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υ

s = 0， M十 1， 

ワックス[G(~) ] c =むの具体的内容は以下のようになる。
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( 5 -28 ) 
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」O j O J O J O 

J I O GwJ O O 

ZMである行マトリックスを表わし、 L0 Jは成分が

LGwJは次の成分から成る行マトリックスである O

(1) bJsU
f 

)A¥l/U十 1，i十 1) 

L Z J はその成分がZJ， Z 2' …， 

零の行マトリックス，

ここで¥

( 5-29) Gwi 
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一.

[d~)J c =と
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ib17(50)j 

M十 1， e = 0， 7こだし、

O O O 

O O 

O O 

(5-30a) 
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o 

o 

o 

~b18 (çM十l)A( I) (M十:2，1):

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

o 

o 

:b17(CM十1): 

O 

O 

O 

O 

「

[GBJ'=CM十

一

O O 

O O 
( 5 - 30 b ) 。

O 

O 

O b18(cM十l)A(I)(M十:2， M十:2):

O 

O 

Sx B' tx'灯1x )について:力学最(nx ' 

0， 'M十 1= 1における力学震を次式で表わす。(1<:)要素の端点'0

n
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( 5-31 ) 、2
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M十 1。上まえば式 (5-9a~c )と式 (5-11a)を用い、式(5-27 )に類似なぜ 0，ここ tこ、

き表わせば、次のようにマトワッグス表示される。表示法

( 5-32 ) j
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具体的内容は、以下のとおりである。

， (s=O， M十 1) 

J 

O 
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」

L Q lw J 

O J 

L Q 1 V J 

O L QU J 

o J 
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FL， 

寸
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L Q rn J L Q 2W  J Q 2V J 」O 
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( 5 -33 ) 

ここで、成分が零の行マトリックス L0 J以外の各行マトリックスの成分は次のようなものであ

O j O j O o J 

mi 
1
4
 

る。



( 5-34 ) 

Qu i出 b1UO)A(I)U 十1， 十 1 )

Q;i=b6(勺 )A(I)U 十1，i +1 ) 

Qよi=b 8 (勺)A (1) (川， 1十1) 

Q:i=b11(ら )A(1)(什 1， 十 1 )

〈i出 bj 3 (勺 )A(1) (什1，十1)

Q mi=bj5(九)A(I)U十1，i + 1 ) 

i=l-M。さらに、
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( 5-35 a ) 
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! bj('M十1)α: bj('M十J)β十bz('M+1): 0 

b5('M十J) : b6('M十1)α;

bjo(CM十1) : bll('M十1)α:

o 0 

また、α=A(1)(1， 1)、jJ=A(I)(l，M十2)。ただし、

O [Q~)L_o .. 
B.J '='M十l

O 

L O 

o b4('M+1) 

: bS('M十])α:bS('M十1)β十bg(CM十 1)

b1l('M十1)β+blZ('M十1): b13('M+1)α: b13('M+1)β十b14('M+1): 

o 0 

b3(CM十 1)

b6('M十l)jJ十b7('M十1)

ー「

O 

O 

O 

O O 

( 5-35 b ) 
b15('M十1)α:bI5('M十1)β十b16('M十 1)

M十 2)。1 )、 jJ= A (1) (M十 2，
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α=A(l)(M十 2，ただし、



さて、殻は(1)要素の境界点 1と(N)婆素の境界点N十 1でそれぞれ、四つの条件が規定される。

それらは、式(5 -7 )に示した四組の対の適当な組合せによって構成される。ここでは、それ

らが便宜上、向次境界条件で与えられるとして、次のように表わしておく。

(1 )要素『η境界点 1(ご='0 )で:

( 5ー36a ) 〔S(i)〕540{占(;)j十 [SI)〕円。{o (~) } = { 0 } 

(N)要素の境界点、N十 1(f=fM十 1)で:

I Sジ刊N町可
1 -' '='M十 II v 1 J 'L  uB -'，~出忠 'M+1

式(5-36 )において、[S (i)] f =， 0と[s?]5=5M十1は (4X4M)次、 [S1iih=50

[syh=5M十1は (4X8)次のマトリックスであり、 それらの内容は、規定された境界条件

に応じて、式(5-27)， (5-32) 

と

(5-36b) 

(あるいはその一部)を用いて表わしたマトザックス

される O

8(N-1)個の条件式(3) 

この条件式は、分割点 i( = 2 ~N )で成立する接続条件で与えられる。分割点で成立する条

{牛は次のようである。

(5-37a) 

変形盆について:

u(1)(50)，v(lー1)(fM十1)出 y(i)U
o
) 1 

W (i-1) U M十1)出W、i)(50)，〆x(i→)UM十1)〆x(i)(50)j

u (j-I) (fM+l) 

2~N。あるいは、式 (5-26 )を用いて、-;.- "... )，"-' 
1.- 1..- i'-ーー、

'M十 1= {X(i) }と吋。{X(i-1)}， ( 5-37 b ) 

力学量について:

nx(i-l)(川)叫(i)(，o)， 8xf/ iー1)(恥)=8 x {}(i) U 0 ) t 

t x( i -1) UM十l)=tX(i)(，o)，ロ1x(i-1)(tM十1)=ロ1xli)(r。)

(5-38a) 

= 2~No あるいは、式( 5-31 )を用いて、ここrこ、

( 5-38 b ) { F ( iー l)}'='M十1={F1i)jE=50

接続条件をここで、変形震については式 (5-27)、力学量については式 (5-32)を舟いて、

マトリックス表示すると次式が得られる。

( 5-39 ) 

[Sii-1)]'='M十1{o i川}十 [sj州]，吋M十1{占j同 j十
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( 5-40 ) 
時間依存の方程式14) 

これらをまとめて、一つの方程式で式(5-36 )と式 (5-39)で 8N備の条件式が得られた。

示すと次式となる。

(5-41 ) [ 8 1 J {占r}十 [8BJ{OB}={O}

[ 8 1 Jおよび[8 B i:土、次に示すように部分マトリックスから組み立てられるそれここ lこ、

( 8Nx41⑫n次および (8Nx8N)次のマト1)ッグスである。ぞれ、
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き換えたものである。なお、[S B ]は上式で添字 I安B

さて、式(5… 23 )と(5-41 )合結合すると、時刻 T におけるマトワックス方程式は、次のよ
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( 5-43 ) 

[ SB ]が非特異ならば、上式の下半分は次のように整理させる。もし、

( 5-44 ) { O B } =ー[SB ]一l[Sr]{OI}

式 (5-44)を式(5-43 )の上半分に代入すれば、内部選点における未知量{占 rlに関する次の

マトリックスガ穏式が得られる。

( 5-45) [K] {o I} = {Pr }十 [MI] {五 1} 

ここに、 [K]は (4MNx4MN)次の締約された形のマトリックスである。

( 5-46 ) [K] = [ KI ]ー[KB ] [ SB ] -1 [ S 1 ] 

[ SB ]の特異怜J土、経線方向曲げモーメントを支開方程式のやに従属変数として導入したた

計算を進める必要がある(例えば、後述する軸対この場合は式 (5-43)に基づき、めであり、

称荷重を受ける球殻の問題がこの場合に相当する)。

もし非同殻の端末の境界条件が向次型で規定された場合であり、王立 (5-43)，(5-45)は、

次ならば一部次のように変更される。すなわち、あらかじめ規定された変形量，カ学量の値をベ

クトル {f}({OB}の大きさと一致させるため 8N次とする)と記せば、式(5-43 )の下半分

の右辺第 1項の零ベグトルが {f}に、式(5-45)の荷重ベクトル {Prlが {P1 } -[KB] x 

[SB]-l {f}に置き換わる。

以上、雲間領竣に選点法を適用した構造振動問題は、式(5-43 )または式(5-45 )の時間依

存のマトリックス方程式へ帰着された。あとは与えられた初期条件のもとに、解けばよいことに

なる。なお、静的負荷問題では、式 (5-43)，(5-45)の時間微分の項を取り除けばよい。
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5-4 数 値計算例

動的応答解析の精度l土、空間領域に対する離散化の程度と時間領域に対する離散化の程度の双方

に依存することになる。ここでは、まず、静的負荷問題を取り上げて選点法の空間領媛の離散化手

法としての適用性，有効性を議論し、次いで、構造振動問題を取りよげ、時間方向には霞接積分法を

用いた数値計算例により、本解析法の妥当性を検討する。計算は、円筒殻と球殻の基本的な形状の

ものを対象とし、選点には shiftedLegendre多項式の零点を用いる。

11 ) 静的負荷問題

選点法の回転殻の空間領域への適用性および数値解析上の特性l土、既に自由振動問題において

検討したが、それは大域的な性質で支配される問題に対してであり、局所的な性質が重要となる

問題に対しでも同様な倹討が必要と思われる O それゆえ、以下では次の点に留意し数値計算を行

う。

①境界近傍および集中荷重点近傍の応力集中古適確に把握できるかの検討。

@局所的な性質が重要となる応力・変形を求める問題に対する実用的な婆素分割数および内部

選点数の決め方。

③空間領域の離散化精度の判定方法としての平均二乗残義の応用およびその有効性の検討c

a) 液圧さど受ける円筒殻

一喜善素当たりの内部選点数Mを決めるため、図 5-2に示すような形状・寸法をもち、比重

Tの液a:を受ける円筒殻を要素数N= 1 (要素分割が行なわれていないことを意味する)で解

析する。

選点数M=7，8，9，10，11に対する変位Wと曲げモーメント Mxの分布状況を、 Tirnoshe止。

解15)との比較で図 5-2に示す。 本計算{酌土、いずれの選点数によっても解析解によく一致

し、グラフ上に羨を表わすことができないので、 M=11の場合について、数値を比較した(表

5 - 1 )。図表から明らかなように、本手法による曲げモーメントの精度は、たれみの精度と

間程度で得られている。このように本手法が比較的少ない自由度数(3 M )で好結果を生む背

景は、一つには曲げモーメント Mxも従属変数とする階数低下された支配方程式に選点法を適

用したこと、いま一つには境界点近くに筏に配霞される選点の分布状況によるものと思われる。

以後の計算はすべてM=l1を用いることにする。もちろん、荷重状態や殻の形状によっては、

これが不十分な場合もあると思われるが、そのときは要素分割数を増すことにより対処できる。
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液圧を受ける円筒殻の解析

(種々の内部選点数Mによる解析)

液圧を受ける円筒設の解析

(本計算績と厳密解の比較， M=ll)

図 5-2

表5-1 

『つ

10EhW/yα3 10 311:!ya 3 

r; (=x/L) 
Exact This study(l1=工工) 忍xact This study(I1=11) 

0.00 -0.0984 一0.0984 0.0 0.0 
0.10 0.8507 0.8507 ー0.0237 -0.0237 
0.20 1. 8118 1.8118 出 0.0462 四 0.0462
0.30 2.7930 2.7930 0.0135 0.0135 
0.40 3.7598 3.7598 0.2481 0.2481 
0.50 4.5897 4.5897 0.7348 0.7348 
0.60 5.0363 5.0363 1.4442 1.4442 
0.70 4.7519 4.7519 2.0635 2.0635 
0.80 3.4569 3.4569 1. 7549 1.7549 
0.90 1.3736 1.3736 1.0203 1.0203 
1.00 0.0 0.0 8.2944 8.2944 

m
i
 

n
i
 



b) 半径方向に単位線荷重が作用γ る円筒殻

函 5- 3に示すような形状・寸法をもち、一端留定，他端自由で自由端には燭方向一様の半

径方向集中荷重が作用している円筒殻を解析する。これは、 Graftonらのが有限要素法(円錐

台要素)により、自由端から 1inch以内を、 5，10，20要素分割し解析したものと同じ例題で

ある。ここでは、 20分割の結果を比較のために用いるつ

図 5-3に、内部選点数Mと要素分割数Nの組合せ (M，N)に対して、 (11，1)と(11， 

2 )の二つにより得られた本手法の変位と曲げモーメントを、シェル理論倍および Graftonら

の解と比較して示した。本解析法の結巣は、いずれもシェル理論伎と完全に一致している。

Graftonらは、自由端から 1inch以内を 20要素分割して、ほぽ理論{酌こ一致(最大たわみ、

モーメントの誤差 3%)することを示しているが、このときの自由度数は、本解析法 (M，N) 

=(11，1)のそれのほぼ 2倍である。

この例題が示すように、本解析法は比較的少ない自由度数で応力集中に対して追従性のよい

解が得られている。この理由l土(a)の数傾例と同様であり、この例題に.，叫、ては、特に境界点近

傍に密に採られた選点の配震が好結巣を生む大きな婆因と考えられる。
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(本計算値と有限委素解の比較)

。。
巧

4



一様な外圧を受ける球殻

曲線を母線とーずる回転設に一様にあるいは連続的に変化する分布荷重が作用する場合、境界

近傍を除いては膜応力状態が成立し、曲げ応力の存夜しない領域が生じるのが普通である O こ

のような負荷状態のシェルに対する本解析法の有効性を縫認するために、岡 5-4に示すよう

2(M=11)の場合についな一様で軸対称な外圧を受ける端部固定の球殻を、芸書素数N=1， 

て解析する。なお、頂点で諜せられる条件は次のようである。

(5-47 ) 11(1)=WF(l)=ITITi=O 

1でこれによると、 N図 5-4は、曲げモーメント Mxの分布状況を示したものである。

は固定端から離れた領域においては波を打つ現象がみられるものの、固定端近傍の急激な変化

は十分にとらえている。一方N=2では、波を打つ現象もなく、ほぼ完全に膜応力状態が達成

されている。閣には参考のために、円錐台要素による結果のも示したが、全領域に曲げ応力が

発生している O 円錐台要素の欠点を解消するために、曲線を母線とする要素(曲線要素)の開

その定式化過程:土相当に発8，9)が行われているが、特異点、となる頂点の取り扱い方も含めて、

繁雑なものとなろう。本解析法によれば、内部選点および端点における、曲率半径， I享さなど

の幾何学的諮量や荷重強度を用いて、直接的に解析できる。
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要素分割以上の三つの数値例によって、本解析法は、一要素内の選点数Mを 11に固定し、

数を増加させることにより、境界および荷重点近傍の応力集中を適確に把握できることを示し

しかし、要素分割の基準は個々の問題によって呉なるものと思われるので、次に、要素分た。

割数を決める際の判断基準に、平均二乗残義が呂安になることを数値例で示す。

鼠荷重を受ける円筒殻d) 

図 5-5に示すような片持ち型式の円筒殻に、風荷重が作用する場合の解析を行う。風荷量

l土高さ方向には一定とし、円周方向には次の分布形16)を用いた。

6 
P-= σ J; p庁 (n)cosn () =σ(一0.387十0.338cos ()十 0.533cos 2 ()十0.471∞s3 () 

“ n=1 

( 5-48) 十0.166ωs4 ()ー0.066cos 5 (}-0.055 cos 6 () ) 

この問題に対して0.005および ν=0.3である。3， h/a L/a に用いた殻の誇元は、

は、 GopalacharyuluとJohns 1めが Donnellの殻理論に基づき?漂論解を求めており、ここで

喜善素分割は歯 5-5に示すよは比較のためにDonnell理論に基づく支配方程式を採用した。

4 )および3要素 CNo.3，2要素(ぬ 2) ， 1要素 CModel ぬ1，以下ぬ 1と記す)， 

4聖書素 (¥h5 )の五つの場合を考えた。

うに、
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結果 (W，Nx' MxおよびTx )をシェル理論備の比較で、表 5-2に示す。 1 (¥;且 1) 

の給巣に着目すれば、変位Wと合応力Nxは十分な精度で求まっているが、 曲げモーメント Mx

および等価せん断力 Txはかなりの誤差が生じていることがわかる。 しかし、要素分割数Nを

増せば、 MxとTxは変位と間程度の精度で求まっている。特に、治 4(N口 3，境界近傍を細

分割u)とぬ 5(N=4，等分割)の結果l土、全領域で精度のよい解が得られた。この点を含め

て、以下に要素分割数および分割パターンの解の精度に及ぼす影響を、平均二乗残蓬(M.S.R.)

の函から検討するo

M. S.R.は次式で求められる。

5主S.R.= 
b
p
i

、
3
q
 z-
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( 5-49) 

ここにRi(j)(i=1~4)は、 Donnellに基づく場合の式 (5-5a-d) に対応する(j)嬰素の

残義である。計算は前述の分割パターンi¥!o.l-i¥!o.5に、新たにぬ 6(N=2，間定端より

2で分割)とぬ 7(N=3， 1 2で分割)を加え、式 (5-48)のFourier係数pzh栓

1と置き、波数 n 0， 1，… 8に対して行った。

図 5- 6に、式 (5-49)における i= 1 (式(5-5 a ) )と i= 3 (式 (5-5c)) のM.S.

R.を示す。函の従事自はぬ 2-i¥!o.7とぬ 1の平均二乗残羨の比である。 図より以下の点がわか

る。

1)要素分割数の増加および境界近傍の縮分割はJ¥tLS.R.を減少させる。

2) はS.R.は波数 n{こも依存し、一般にば nの場加と共に大きくなる傾向がある。

なお、七つの分割方法のうち、i¥!o.4のが適切と思われる。この分割ノミターンのM.S.R.[土、

ぬ 5のそれとほぼ問じ{療をとり、かつ波数 nに依存しないものとなっている。この点i士、先程

の表 5-2の結果にも反映されている。

図 5- 7i午、高さと半径の比L/'a 2，3，4，5に対して した、回定端の曲げそーメン

トMxと等価せん断力 Txの悶方向分布を示す。 L/aによらず淫論値とよく一致している。要

素分割数は 3である。
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表 5-2 風荷量を受ける円筒殻の解析

(本計算値と厳密解の比絞， M=ll) 

Height Hode1 No. 
Exact 

above base エ 2 3 4 5 

(a) Norma1 disp1acement，同四九/σα2

O.OOL 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
0.05L 19.845 18.437 20.191 19.853 19.859 19.859 
0.10L 33.354 35.285 32.968 33.329 33.354 33.354 
0.40L 188.369 187.339 188.502 188.369 188.367 188.369 
0.50L 258.999 258.386 259.033 258.999 258.999 258.999 
0.70L 413.152 412.263 413.218 413.工85 413 .175 413 .181 
0.90L 572.152 571.495 572.232 572.136 572.180 572 .153 
1.00L 652.576 652.211 652.571 652.579 652.514 652.576 

(b) Meridiona1 stress resu1tant， N〆σα

O.OOL 31.972 31. 953 31.974 31.971 31.972 31. 972 
0.05L 29.079 28.903 29.109 29.085 29.080 29.080 
0.10L 26.165 26.236 26.123 26.166 26.163 26.163 
0.40L 11.730 11.950 11. 689 11. 730 工1.730 11.730 
0.50L 8.143 7.849 8.142 s.143 8.143 8.143 
0.70L 2.917 2.932 2.918 2.916 2.917 2.917 
0.90L 0.326 0.325 0.325 0.326 0.326 0.326 
1.00L 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

(c) Meridiona1 bending moment， M〆σα2

O.OOL 0.0200 0.0241 0.0200 0.0200 0.0200 0.0200 
0.05L 時 0.0012 ー0.0027 一0.0017 ー0.001工 -0.0012 一0.0012
0.10L 0.0038 0.0004 0.0003 0.0025 0.0039 0.0039 
0.40L 時 0.0007 ー0.0022 由 0.0007 由 0.0007 自 0.0007 一0.0007
0.50L 明 0.0011 時 0.0012 明 0.001工 同0.0011 ー0.00工工 同0.0011

0.70L ー0.002工 時 0.0035 時 0.0022 ー0.0021 間 0.0021 時 0.0021

0.90L ー0.0032 四 0.0042 ー0.0031 自 0.0032 叩 0.0032 ー0.0032

1.00L 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

(d) Effective shear force， T〆σα

O.OOL 一0.6470 ー0.8292 ー0.6386 叩 0.6467 同0.6470 ー0.6470

0.05L 0.0335 0.0760 0.0356 0.0370 0.0334 0.0334 

0.10L 田 0.0040 問 0.0132 -0.0076 四 0.0044 四 0.0038 申 0.0038

O.40L 由 0.0070 時 0.0180 ー0.0074 -0.0070 自 0.0070 ー0.0070

0.50L -0.0081 ー0.0065 時 0.0080 ー0.0081 ー0.0081 四 0.0081

0.70L 自 0.0091 目 0.0082 同0.0099 自 0.0082 同0.0091 一0.0091
0.90L 同0.0095 四 0.0141 一0.0086 時 0.0095 ー0.0095 -0.0095 

1.00L 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
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(2) 構造援動問題

これまでは、静的負荷の解析を通して、選点法によって空間を離散化する際の一応の判断基準

を示した。ここでは、 111の成果を踏まえて空間を近似し、時間依存のマトリッグス常微分方程式

( 5-43 )または (5-45)に、既往の霞接積分法を適用して回転殻の時間応答を解析する。

直接積分法l土、周知のように、解を必要とする時間範屈を小さな時間間隔の集合として分割し、

初期状態から時間間隔ごとに step-by -stepに解を求めてL、く方法で、 各閤脊振動の一自由

度の問題として論ずることができるモード解析法とは異なり、形のよでは、各面有振動の考察し

ている系の振動への寄与は現われないが、各ステップはすべて包有振動に分解して考えることが

できる。したがって、 3章で結論された自由振動問題の解の精度より判断すれば、内部選点数M

と要素分割数Nで空間を離教化すれば少なくとも [MN/2J次([ J : Gaussの記号)までの

固有振動成分は、応答に正しく反映されることが期待できる。

以下に示す数値例は、 M怠 11を用い、初期条件はすべて零としたo

a) 球殻

図 5-8に示すような、一様に軸対称分布する外圧がステップ関数状に作用する端部閤定の

球殻を解析する。この問題は、 KleinとSylvesterが17)が円錐台要素(必要素，約 130自由

度)により解析したのと同ーの問題である。本解析法は、 N=2(等分割，約 70自自度)で空

聞を近似し、直接積分法には文献 17)と同じく、 Chanらlめの無条件安定なスキームを採用す

る。時間刻み幡ムtは、 Kleinらと同様なムtz0.1X10-4s (=T。/54，T。:1次開脊周期)と、

応答に与える影響を調べるために、ムt唱 0.15X 10べ s(=T
O
/36)，ムt出 0.05X 10-.1 S (=九/

108 )としたο

表 5-3 i土、時間刻み幅をパラメータにとり、頂点のたわみW，国定端の合応力Nxと曲げ

モーメント M文の最大応答{直を整理したものである。表fこは参考のために、 N=lでムt=0.1 

X 10-4 S による結果も併記しである。これより、 N=2では、応答値にわずかに差異がみられ

る程度であり、 N=lでは窃げモーメントに影響を与えるものの工学的には十分な精度で解が

得られるいることがわかる。

関 5-9 (a)， (b);こ、頂点のたわみWと酉定端の合応力Nxの時間応答を示す。図 5-9 (c)は、

罰定端の曲げモーメント Mxの時間応答を示したものである。図が示すように、いずれの時間

刻み幅;こよっても時間応答には有意な差はなく、本解析法によっても時間応答の追跡が可能と

思われる。
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表 5-3 時間刻み幅ムtの最大応答{直に与える影響

N 2 エ 2 2 

M 0.05x10斗 0.lx10-4 O.15x10叫 h

品1Eh/pα2
z 

ー0.01485 時 0.01508 自 0.01505 時 0.01lf8S
at po1e 

N/pzα 
-0.7669 ー0.7608 ー0.7621 同 0.7641

at base 

10M〆Pzα2
0.04527 0.04918 0.04642 0.04917 

at base 
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円筒殻b) 

を適用した片持ち円J ohnsonとGriefのが空間に対して養分法(F.D.M.) 解析モデルは、

2 )のFourier級数に展開され、その0， 筒殻である。荷重は円周方向に 3項(波数 n

時間および殻の高さ方向の分布を殻の諸光とともに関 5-10に示一九数値積分法には、文献2)

と|笥じく無条件安定なスキームのHoubol t法1めな用い、時間刻み幅はムt=5 X 10-6 sとした。

との比較で自由端のたわみWと固定端の治[デモーメントMxの時間履歴を養分法(F.D.M.) 

国 5-11に示す。結果はどれもよい一致を示しており、本解析法によっても十分に精度よく時

間応答の解析が可能と思われる。な:付、空間の近似は、本解析法は 3要素分割 (N=3)で、

養分法は曲げモーメントの収束性から養分点数 140とした。ちなみに、本法の未知数の数は義

2に対する計1/4程度に減少している。また、本法の波数 n 0， 分法のそれに比べ、

この時間は差分法のそれの 1/算時間は約 130秒である(便用機種はHITACM-200H)コ

3程度に短縮されている。

ここでの目的で以上、球殻と円筒殺という基本的な形状の殻についてのみ計算を行ったが、

ある選点法の構造振動問題への適用の可能性および精度の確認は、静的負荷問題を含めた各種

の数値計算例により達成されたものと考えられるO

(oh/α)pf) 

0.528psi 
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;;.6. 
E問結5 -5 

回転殻の構造振動問題に対して、空間的;こは選点法を、時間的には直接積分法を用いて解析する

離散化手法を提示した。さらに、空間領域の離散化基準を定めるために行った静的負荷の問題を含

む各種の数億計算例より、次のような結論が得られた。

部外変伎については 4階の1数分が現われる古典殻理論で問題を記述する場合、選点j法を変位と

曲げモーメントの双方を独立な未知量とする支配方程式に適用することにより、ぬげモーメント

たわみと間程度の精度で求められる。やせん断力などの力学的諮量は、

要求される精度に呼応して11を採用し、空間領践の離散化l土、一要素内には内部選点数M2) 

要素分割数を土慢すのが一つの目安となる。内部選点数を罰定すれば、要素分割数および分割パタ

ーンは緩散化の精度を支配する重要な因子となる。それゆえ、婆素の分割は十分に配慮して行う

より信頼性の高い鮮を得るための情報を提供してくれ必要があり、平均二乗残差の併用などは、

る。

本解析法は、数値計算がきわめて平易かっ機械的に行え、従来の領淡型解法に墜する近似解析

手法に比べて、比較的少ないg由度により、実用上十分な精度の解が得られる。

付録

係数 aJ ~ a 36および b1 ~ b1Sは次のようになる。
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第 6章 回転殻の応力波伝播問題



6 -1 概説

一般に、衝撃負荷の問題は、静的負荷の問題および構造振動問題と次の点で大きく異なる O すな

わち、弾性体中の応力波伝播な考慮する必喜きがある点、である。言宇佐古負荷問題や構造振動問題では、

瞬時に応力，変形，歪エネルギは構造全体に分布されるが、衝撃負荷の問題では護エネルギを蓄え

る範囲は応力波の伝播速度によって限られ、急激に負荷された場合、小さな領威内の少ない歪エネ

ノレギでも構造物を破壊するに十分足る応力に達することもあるだろう。

さらl巳構造物が巨大化すれば、以下のような理由により応力波の伝播を考慮する必要があるだ

ろう。例えば、高さが i!(m)の塔状構造の下端に動的な荷量が作用する場合を考えよう。このとき入

力が速度V ( m/  s )で伝播すると仮定すれば、時間ぷ /V(s)で、上端に達し、そこで反射し 2i!/ 

V(s)後に下端に戻る。この時点で、入力は会構造の形状を把援して様造形状に適合した応答が開始

され、それ以後の応答は構造振動問題としてとらえることができる。しかし 2i! /V(s)以前の時間

帯の応答状態は、町、カ波の伝播を考慮する必要のある時間平等であり、構造物が大型化すれば、この

時間領妓における入力の増加率を評価する必要があるだろう。

さて、梁，板および回転殻などの応力波伝揺問題の解析に用いられる理論は、概略二つに分類で

きる。一つは Bernoull i -E ulerの梁理論， K irchhoffの平板理論， K i rchhoff -L oveの仮定

に立脚する殻理論のいわゆる古典理論である O いま一つの理論は、せん断変形と回転債伎を考躍し

たTi moshe出 o理論1)を出発点とする、 Mindlinの平板理論2)，MirskyとHerrmannのおよび

NaghdiとCooper 4)などの殻理論，いわゆる修正漂論である。

両理論の大きな相違点;士、応力波の伝播特性を特徴つけるパラメータ(伝播速度)を正しく含ん

でし、るかL、なかである O すなわち、梁についていえば、 Bernoull i -E uler理論のもとでは、衝

撃力の一部が瞬間的に梁の至るところまで伝達されてしまい、波頭を持たない変則的な解が得られ

るのに対し、 Ti moshe成。理論のもとでは、梁を伝わる応力波は縦波(曲げ波)とせん断波の二

つのパラメータで特徴づけられ、これら二つのi慢の重ね合わさった形で梁の挙動が表現される O 梁

の解析におけるせん断変形と回転慣性の重要性l土、無限梁に対する Golandらのの実験的・理論的

研究，半無限梁に対する Boleyら6)および Sagartzらηの解析的研究などに見出すことができる。

波の伝播速度がパラメータとして含む応力波伝播問題の支配方程式t土、空間変数と時間変数から

なる偏微分方程式(双出型方程式，波動方程式)の形で記述される。r;tカ波の伝播の様子を知るた

めには、与えられた境界条件と初期条件のもとで支配方程式を解くことが必要で、あり、様々な手法

による解析が試みられている。ラプラス変換に基づく方法6......8) ，特性曲線法丸刈， ノーマル・モ

ード法 (Normalmode method )あるいはそード重ね合わせ法 (Mode superposi tion method) 

と呼ばれる方法11......13) 養分i法14)および有限要素法15，1めなどがある。
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ラプラス変換法t士、その適用可能性は支配方程式の複雑さに大きく依存し、もし適用可能だとし

ても、ラプラス逆変換の計算に多大な労力を必要とする。ノーマル・モード法もその適用性は支配

方程式および境界条件;こ大きく制限を受け、特に波頭およびその近傍における解の算出l士、多くの

モード次数の考患を要求する。

差分法および有限要素法などの領域型解法の場合、前述の解法に比べ適用性に関する制約は緩和

されるものの、要求される解の精度によっては、多くの要素分割数および格子点数を必要とし、問

題の性質上、構造振動問題に対するとき以上の大次走なマトリックス演震を余儀無くされる。さら

に有限要素法では、せん断変形を考慮、したために淳さと他の次元の寸法の比が小さくなれば、数値

的不安定現象、いわゆる間性の過大評価によるロッキング(Shear locking)現象が生じることが

知られている 17)。また差分法も有限嬰素法も、時間に関する徴分項を義分近似によって離散化す

れば、離散化された後の式(代数方程式)は、空間と時間の離数量で規定される離散系に間有の迭

さに関連するパラメータを含んでし、る。もし、離散系に固有の速さが応力波の変化の過程を特徴づ

ける速さよりも小さければ、離散系は応力波の変化過程を正しく遺跡できなくなる。この離数系に

固有の速さの存在が、応力波伝綴問扇に対する数値的解析手法の適用をより困難なものにしている。

さて、選点法によるrc:;力波伝播の解析は、著者と芳村18，19， 27)の研究以外に見当らなし、。 本主主

では、せん断変形および閉転震性を考慮した修正殻環論2のに基づき、在意形状回転殻の応力波

伝播問題の解析に用いられる新たな合理的計算手法を、空間的には選点法，時間的には陽解法，お

よび空間的には選点法，時間的には陰解法の組合せに対応して、二種提示するo

前章までに示せた選点法の利点である定式化の容易さ、未知数の数の減少、および解の高精度化

を生かせれば、応力波伝播問題に対しでも、従来の近似計算手法以上の結果を期待することができ

る。しかし芝生散化に当っては、考察する系の高次振動数成分の考慮および離散系に固有の速さに関

連して、固有援勃問題や構造援動問題に対する以上の自由度数が婆求される。さらに、離数化後の

連立一次方程式はマトリックス表示した場合、一般に非対称のため計算効率の低下、 ì~去過程で発

生する数値誤差の成長などが予想される。それゆえ本章では、上述の欠点をR:服するために、次の

ような解析アルゴリズムを構成した。

選点法と陽解法の組合せに対しては、比較的次数の低いマトリックス演算から構成されるアルゴ

リズムが必然的に得られた。この理由は、選点法を適用して得られる時間依存の 2階の連立常微分

方程式を表示する際に、記述の一般化に配慮を加えたからである。一方、選点法と陰解法の組合せ

に対しては、有限要素法で知られている部分構造法(Substructuring ) 21)に類似な手法を導入す

ることにより、大次元のマトリックス演算を回避できるアルゴリズムが構成された。

以下、 2節では、せん断変形と自転償性を考慮、した在意形状の回転設の支配方程式を示し、 3節

では選点法を適用して空間を離散化し、その結果待られる時間に関する 2踏の連立常徴分方程式を

示す。 4節では、時間方向の積分に陰解法(Houbol t法2のを採用)および陽解法(中心差分法を
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採用)に基づく解析アルゴリズムを示し、後者による場合は、時間刻み陪の限界と選点法によって

定式化された国有振動問題の関連性について記述する。 5節は数値計算例でふる。前半では、棒の

縦衝撃問題と梁の横衝撃問題を扱い、理論解との比較を通して本手法の妥当性を検討する。特に波

動方複式は、空間的に不連続な解をもつにもかかわらず、選点法は他の近似解析手法と問様に、空

間的にはある程度の連続性を前提として定式化するため、①応力波の波頭のなまり，②過渡的に過

大な波高.(奇波頭の後方の数値上の振動，という数値解析上の閤有の問題点を抱えており、その程

度を把握する。後半の数値計箆例では、まず円筒殻を取り上げ、俸と梁の問題と問様な観点から結

果を整理し、次に在意形状の回転殻への一適用例として、双崩殻の解析例を示す。 6節は結論であ

る。

6 -2 修正穀理論に基づく回転殻の基礎方程式

図 6- 1に示すように、経線，円周方向座擦を(x. () ) .法線方向標 zを黍直外向きに定め

る。座標(x， (). z)に対応する変位成分を (U，V，W)， (x， ())軸にま義霞な断面の由転

角成分を (φx'φ())とする。荷重，合応力および合モーメント成分を (Px'p(). Pz ). (Nx' 

N()， NxO' NIJx. Qx. Q(j)および (Mx'M(j， Mxl!' Ml!x)で表示する(これらの定義は、 3-

6および 5-2に問様である)。時間をし様性係数をE，せん断様性係数をG，ポアソン比を ν，

単位体積当りの質量を ρ，厚さを hと表わす。

ここで、 3-6および 5-2と同様に、次式で定義される経線方向俊標と時間の無次元最(c • 

of 

間 6-1 田 殻

no 
Q
d
 



O， r， r1， r2 )を導入すおよび殻の形状パラメータ (α ，r: ) ，演算子((l: ( ) *および()0) 

る。

( 6 - 1 ) Clt/a T c=X/s， 

a:代表長さ， C
1
，主次のように表わされる縦波の速度である。/j 経線の長さ，

、
l
v
 

だた

( 6 - 2 ) CIZ =E/ρ( 1ー νZ) 

演算子:

( 6 - 3 ) 

θ()/δ0 ( )* ( )'=δ()/θ c， 

( )0=θ()/δ r: ， 

形状パラメータ:

( 6 - 4 ) 

r =R/a 占=h/a ， α= s/a ， 

rz= a/Rz rl = a/R ぃ

無次元イヒ助率 rl' rZと無次Rl' Rz::主曲率半径(函 6-1 )であり、R:殻の半径，
、

lν だた

元化半径 Tの間:こは、式(3ー74)-( 3ー76)より明らかなように、次の関係式が成立する。

( 6 -5 ) 

rr十rZ

2 α 
rl rz 

r2' = r ( r 1 - rZ) 

/17'/α2 

r=r'/r 。
、

l
)
 

だた

z軸方向のせん断変形と田転慣性を考慮:した変形を微小、殻を等方等質な一様な厚さとすれば、

運動方程式は、決のように表わされる刊。

N-' T N~~* 
-"'-十~ (N~-NII) 十」ム十 rl Qv十 aPv
α αr  

ρhC12(Ei U +IT12ム)
a 

( 6-6 a ) 

Nxor r No* 
コー十 ζ(Nxe+Nex)十一十+rzQe十 aPe

つ hCj2(ぞれmbJ) ( 6-6 b ) 

( 6-6 c ) 
…m 

rjNx - rzNe -aPz =ρhC1211?w 

巧

dod 
4

・4

r、 、ネ
ニx十!..Q~ 十竺L ー
ααr  



与づ (Mx-Me)十平一 aQx
'K キ

ρhC12 (m6 U十 am7φx) (6-6d) 

Mxor T l Mf2  寸ムワ (Mxe+Mex)ァτ:...--aQe =ρhCl~ (m8 V十 a町内) ( 6-6 e ) 

">- -，- J.T 

1...- '- ~"-、

ロ11エ=m3 = mo = 1十 r1 r zδ2/12 

m2 = ill4 = ill6 = ills =占 Z( r 1十 r2)/12 

汀17=ロ19 O 2/12 

合応力，合モーメント成分は次のように与えられる。

Nx
出 K{fx+vfe十O2 ( r 1 - rZ ) ( r 1 c X一 品 XX)/12} 

Nxe=Gh{px十β。+占 Z(rJ-rZ)(rlβx-aβ x)/12} 

Qx=A:Gh{ 1十占 2(rl-rZ)rl/12}μx

1¥:口D{Xx+ νXe ー(rl-rzH~'a}

五色。=Gh 3 {らぜe-(rl-rZ)九/a}/12

Ne=K{ce十νfx-δ2 (rl-rZ) (rZc e-aXe)/12} 

Nex Gh{pX十pe-O2(rl-rZ)(rzβ。-ape)/12}
QIJ 君 κGh { 1-o 2 ( r 1 -r 2 ) r z/12 } .11 e 

Me=D{xa十νXx十(rl-rzHe/a} 

Mex=Gh3{βx十β。+(rl-rZ)β。/a}/12

( 6 - 7 ) 

( 6 - 8 ) 

( 6 - 9 ) 

ただし、 K=Eh/( 1ーν2)，D 出 Eh3/12(1ーν2)，G=E/2(1十ν)， K:せん断補正係

数であり、ひずみ，助率などと変位，回転角の関係式は次式で与えられる。

C X=U'/α 十 rjW/a，Ce=(V*十 r'U/α十rrzW)/ar

Xx
φ与/α ，Xe=(φf十市x/α)/ar 

βxγ/α ， p e=(U宇一向。/α)/ar

Px=φ'0/α， pe =(φX率一向。/α)/ar 

μx出 W/α-rlU/a十φx

μ。=(W*-rrzV)/ar+φ。
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V， W，φx'φ。)と荷重(P x' 

V， w， O'x'内)と(Px' PO' Pz)を係数とする形で、合む力 (Nx'NO' 

さて、位置に関しては 5のみを変数とするために、変位 (U，

( U， 

N x 0' N 0 x' Q x' Q 0 )と合モーメント (Mx'MO' MxO' MOx)を、(n x' n 0 ' n x 0' nO x ' 

Q x' Q 0)と(illx'illO' ill叉 0'illO x )を係数とする形で門馬方向にFourier級数展開する。

PO' P z)を、

σa 竺 1九(n) cos nOl 

Eh よo l戸。 (n) siu nO j 

、ag
e
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『
i
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司
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r n x (n) cos nO r NX 

: NO 

ωs nO 

mM(n)5iJ 

ill 0 X(n) sin nO J 
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rillx(n) 

illO(n) 
C司

出 σa2z 
n 0 

r MX 
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NLn 
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l MOX j 

nu n
 

n
u
 c
 

n
 

A
n
v
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n
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Q x(I1)C05nO 

l Q O(ロ)山nO

co 
デ-n=O 

N
xO 

r =σa 

NOX 

Q x 

l Q 0 

(6-11) 

係数の添字(n)なお以下では、簡単のためにFouriern 円周方向渡数、σ:基準応力，

は省略される。

、
しだた

合応力および合モーメント成式(6 -6 )に式 (6-11)を代入しFourier係数で表わした後、

分を式 (6-8)~(6ー 10 )を用いて変位成分表示すれば、運動方程式 (6-6)はU，V， W，タx

および¢。に関する 2暗5元連立偏微分方程式として次のように表わされる。

alU"+azu'+a3U十 a~ v'十 a5V+a6¥¥r'十 a7 W十 a8ら"+ag95;

(6-12a) 十 aIOO'X十 a11九=ー(l-lI
Z)Px+illlU十ill295x

a 12 u'十 a13 U十 a14 v"十 a15 v'十 a16 V十 a17W十 a18戸x十 a1995 0 

(6-12b) 十 a20O' 0午 a21戸。=ー(1ーν2)P 0十ill3V十ill4〆。

(6-12c) 

a22u'+a23U十 a24 V十 a25VV" + a 26W'十 aZ7¥;V+ a 28戸XF十 a29ら

十 a30市 =(1-J)Pz十m5W

Q
U
 

Q
d
 

噌

g目偏



a31 U"十a32u'十 a33u+a34V十a川司r'+a 川ヘr+a374r十a38九
F
十a39九

十a40 9I 0'十 a419I (j =ill6U十ill79Ix (6-12d) 

a 42 U十a43Y"十a44 v'十 a45 V十a46W十a47戸x十a48〆x十a49〆orr

十 a5日正'Ie'+a519I(j四ill8V十ill99I(j (6-12e) 

ただし、 a1 - a 51は殻パラメータ(式 (6-4))，ポアソン比 νおよび円周方向波数 nで表わ

される係数で、その定義式は付録に示す。また illl-ill9f土、式(6 - 7 ) 

関する係委主である O

されたf貫性項に

殻の端末で規定される境界条件および殺の分割点で成立する接続条件は、次の五組の適当な組合

せによって構成される。

U また十主 Nx V 古たは NxO 

w または Qx ' 
φ 
x または Mx (6-13a) 

φ。 または MX{}' 

あるいは、 Fourier係数で表示すれば

U または nx V まTこ'i nxO 

W または Qx ， 戸X まTこは illx (6-13b) 

五'I{} 古たは訂1xO'

となる。後の定式化において必要な力学最 (nx '
nX{)' QX' illX' 

illX{})を、式(6-8 )と

式 (6-10)を用いて変形量 (U， V， W， ~ざx' 戸。)で表わせば、次のようになる O

nx 
判 b 1 u'ート b2U 十 b3 V 十 b4W十b 59Ix' 

nx 0 
= b 6 U十b7v'十 b8V十b9Por 

Qx b 10 U十 bllW'十 b12ダx

illxo=bl3u'十 b14W十 b15〆dj十 b169IX
十 b17戸。

illX{}=blS¥1占 b19戸x十 b20戸{}十 b21戸。

なお係数 bl-b21:i付録に示す。
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6-3 選点法による空間領域の離散化

構造援動問題に対する隊散化手!僚と同様に、国 6-2(a)に示すように回転殻を経線に沿ってN個

の要素に分割し、 k番手gの婆素を(k)要素と呼び、境界条件が指定される両端を 1，N十 1，分割点

を2，3，…， Nと番号付けをする。各委素(経線の長さ d保))で成立する基礎式の位置に関する

独立変数 5はo<e<lで定義されるものとする。

選点法による空間領域の近似過寝はこれまでに従って行われるが、以下で必要となる事項(①~

③)を参照の便宜のために整漂しておく O

① 内部選点と端点: 図 6-2 (b)に示すように各婆棄の経線、に沿って o e。く九<…<eM<

eM十1= 1のM十 2個の点を配置する。行(j なた l~M) 宮内部選点、 '0 =0および CM+1明]

を端点と呼ぶ。

② 行列 [A(l)]と[A (2) ] : 各要素において、未知関数(変位成分)の時刻 T での

数 5に関する 1， 2階微分を、時刻 7 で、の内部選点と端点における関数値(変伎の値)に結びつ

ける (M+2 )次の正方マトリックスである O 具体的な内容は式(2-27a)で、与えられる。 (k)要

素の変位成分 (u(k)， v(k)， w(k)，戸 (k) 戸(k))の一つをz(k)と表わすことにすれば、次のよX /""'(} 

うな関係式が成立する。

{ z' (k)} T = [ A < 1) J { z (k) } r 1 

{ z"(k)} T = [ A (2) ] { z (k) } ， J 

(6-15 ) 

山川 iド))UJC)1 
(α) o 

-
p
p』

d

0
5
1
 

一
つ
』

p
t，
 

E O 1;" 1; M "M+l 

(b) 0 Interior collocation points 
• End-points 

図 6-2 経線に沿ったN婆素分割と内部選点，端点、の配置状況
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(M十 2)次のベクトル、例えば{Z(k)} ここで、清添字削は(k)婆素に関する諸量を意味し、

は次のようなものである。

(6-16 ) Z(k)(CM)1" Z(k)(CM十1)1') ( z(k) } : =(Z出(お)1" (Z(k)(C1¥， "'， 

なお今後f士、簡単のために添字 T，土省略する。

{ z(~) }と {Z~) } 

下では、内部選点に関する部分と端点に関する部分に分離し、次のように表示する。

以式 (6-16)は内部選点と端点に関する両方の成分を含んでいる。③ 

(6-17) 

{ Z~) } T = (Z凶(C1)， z倒的)， "'， z制(CM))

( Z~) } T =(Z(k)(お)， z出 (CM十1) ) 

B はそれぞれ、内部選点，端点に関するベクトルを表わす。内部選点と端点:こここで、添字 1， 

分離する表示法は、後に示すように、選点法によって離散化された時間依存の方程式に対し、陽

と陰な積分公式を適用して構成される解析アルゴリズムが、比較的小さな次元の行列演算によっ

て組み立てられることを可能にしている。

5 (M十 2) N個の来さて、要素分割i数をNとすれば、未知最の数は 5(M十 2) Nとなる。

5MN個の条件は運動方程式の残皇室条件より得られ、残りの 10N個の条件は、知数に対して、

10(N-1)伺の分割点における接続条件によって与えられる。10偲の境界条件と、

5MN個の条件)
 

唱

i(
 

この条件は、時刻 T で成立する運動方程式 (6-12)の内部選点における残差の条件より定め

られる O 式 (6-12)に対応し、位置 5と時間 T の関数として表わされる依)要素の残差をRi(k) 

( c， T)， (i = 1 ~5 )と記せば、(k)望書素より得られる 5M個の条件は次のように表現される。

f;Ri(k)(5，7)占(C-cj)日=Ri (k) (午 T) (6-18) O 

5に関する微分の階数に対応するマトリックス

1~M。

式(6-18 )は、式 (6-12)に現われる

[A(1)]， [A(2)]C式 (6-15))を用いて、

i出 1- 5， 
、

?しだた

次の時間依存のマトリックス常徴分方程式

(6-19) 

へと変換される。

[KT)]idT))+[KE)]{今)} = { p (~) } + [ M~)] (巧)} 
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ここで、添字 IとBはそれぞれ、内部選点と端点に関するマトリッグス，ベクトルを表わす。

5M次のベクトル {8(?)j， iHT)}および 10次のベクトル{咋)}の内容は以下となる。

T T T T T T 
( Ò~)} " = ( ( U~)} "， {v (f)} "， {w~)}" ， {寸)}"， {戸oT)})

-・(k)1 T ・(k)1 T ・(k)1 T r ~; ，(k) 1 T ・(k) ・(k)
{ o ¥T} = ( { u T} ， {v ¥i'} ， {¥¥'1'} ， {九i'} ， {内i'} ) 

T T T T T T 
{合)}" = ( { u~)} "， {v~)}' ， {w~)}" ， {戸x~) } "， {O 0 (~) } • ) 

( 6-20 ) 

ただし、部分ベグトル{u~) }， {u~)} などの具体的内容は、式( 6ー 17)に従う。 5M次

の荷重ベクトルは、次のようなものである。

{ P~) } T = (( 1ーν2) { p x (k)} T， (1ーν2) { p 0 (k)}¥(l-J){Pzk)}T， 

、、，ノ
T
 j

 
nu 

{
 

小
a

i
 

n
U
 

{
 

( 6 -21 ) 

ただし、 { 0 }はM次の零ベクトルで、あり、残りのM次のベクトルは次のようである。

{Px(k)jT =(-Pxk)(51)，-Pxk)(52)，…， -PX(k)UM)) 

{ P 0 (k) } T = (-p 0 (k)U 1 )， -PO (k)( c 2 )，…， -P 0 (k)UM) ) 

{ P z (k) } T出 (Pz(k)(51)，Pzk)(52)，…， P Z (k) ( c M) ) 

( 6-22 ) 

さらに、 (5Mx5M)次のマトリックス[M~) J， [K~) Jと(5Mx10)次のマトリック

ス [K~) Jは、以下のように与えられる。

(k) 
[ M¥i' ]について・

[ MU u J [ 0 J [ 0 J [ MU x J [ 0 J! 

[ 0 J [ MV v J [ 0 J [ 0 J [ MV 0 J 

[M~) J出[0 J [ 0 J [ MWW J [ 0 J [ 0 J ( 6-23 ) 

〔MX11]〔 O ][O  ][Mxx][O ] 

ι[ 0 J [ MO v J [ 0 J [ 0 J [ MO 0 J 

つdハUっ“



マトリックスを除く (MxM)次の部分マトリッグスの要素は、次のようになる。ここで¥

(6-12 )より式(6ー 7) ， 

[MHH ]=「 M ]=「 M]=diag「ml(5)，ml(52)，…， m1('M)J
日 Uωvv 耳V可"~ ---. " 1 

diagrmz ('1)'口lz('z)，…，江lz('M) J [MIJ v J [ M J = [ M__ d Jヰ [M___J 
ux vu 瓦 U

…，口17( 'M) J [ MIJ IJ J = diag r m7 ( ， 1 )， m7 ( ， z ) ， [M
xx 

J 

(6-24 ) 

(k) 
[K I]について:

[ K u)  [ Ku v J [ Ku wJ [ Ku x J [ Ku IJ J ! 

[Kv) [KvvJ [KvwJ [KvxJ [KvIJJ 

(6-25 ) [Kw) [KwvJ [KwwJ [KwxJ [KwlJ J [K~) J = 

[Kx) [KxvJ [KxwJ [KxxJ [KxIJJ 

L [ K IJ) [ KI7v J [ KlJwJ [ KIJ x J [ KIJ IJ ] -.J 

( 6 (MxM)次の部分マトリックスの要素は、以下のとおりである。王立(6ー 12)， 

J十1)十a13(5i)di j 

j十1)十a15(5i)A〈1〉(1十1，十1)十a16(5iMi j 

ここて、、

-15 )より、

EE1111(i ，j)=a 1(5i)A〈2〉(i十1，十1)十 adr i)A〈1〉(i十1， j十1)十 a3('i )oi j 

Kuv(j， j)= a4('i)A (1) (i十1， 十1)十 ao(ci)oij 

kw(i，j)22222=a6(5i)A〈1〉(i十1，十1)十 a7(t i)8i j 

ku(i， j)思 a8(ti)A〈2〉(l+l，J十1)十a9(t i)Aぐり(i十1，十1)十a10(tiMi j 

kuo(i，j)=a 11(5iMij 

ECV11(i ，j)=a 12(ごi)A〈
1〉(i十1

kw(i，j)2S14Gi)A〈2〉(i十I

kvw(i，j)=a 17Gi)di j 

KM(i ，j)山 a18(51)8i 
J 

Kγ1J(i， j)出 a19(tl)A 〈2〉(i十1，十1)十a20(5i)A〈1〉(i十1， j十1)十a21(5i )al j 

kml(i，j)za 22(5i)A〈1〉(i十1，j十1)十a23(5i)dij 

EEW(i，j)=a 24(51)di j 

KmvCi， j)= aZ5(Ci)A 
(2) ( i十1，十1)十a26(5i)A 〈1〉(i十1，十1)十a27(5iMi j 

j十1)+a3Z('i)A
く1)ci十1， j十1)十a33(ti)占

ij

kwx(i ，j)=a 28(5i)A〈l〉(i十1，十1)十a29(tiMij

kw古
(i，j)=a 30(5i)di j 

km(i，j)=a 31(ごi)A〈2〉(i十1，

4
 

A
U
 

n
/
i
M
 



KxvCi， j)= a 34('i)oij 

Kx.wCi， j)=a35('i)A(J)(i十1，十1)+a36(5i)8ij 

KR(i， j)おお a 37(5i)A〈2〉( i +l， j十1)+a 38(5i)A〈1〉( I 十1，十1)+a39('i)oij 

KxeCi， j)=a 40('i)A(I) (i十1， j十1)十 a41(ごiMij

KeuO， j)= a 4Z('i)占ij 

kov(l，j)za 43(5i)A 〈2〉(i十1，十1)十 a44('i)A(1) ( i十1，十1)+a45(ごi)Oij

KewO， j)= a 46Cti)占ij

K ox(i，j)=a 47(5i)A 〈1〉(i十1，十1)+a4S('i )o
ij 

KeeCi， j)=a49('i)A(2)(i十1，十])÷a50(5i)A〈1〉(i十1，十1)十 a5lCt
i
)占ij

( 6-26 ) 

j十 1)はマA ( ) ( i十 1， i， j = 1 -M， o
ij

は Kroneckerのデルタであり、

トリックス[A ( ) Jの第 i十I行，第 j十I列の要素を表わす。

ここ tこ、

(k) 
〔KB ]について:

r [ KU u J [ KU v J [まuwJ[KUXJ [KueJ 1 
[Kv) [まvvJ[KVWJ [まvxJ[KveJ

(6-27 ) [ Kw)  [ KwvJ [ KwwJ [ KWXJ [ Kw(} J 

[KxuJ [KXVJ [KxwJ [KXXJ [KX(}J 

L [ K 1} u ] [ K 1} v J [ K 1} wJ [ K 1} x J [ K 1} () ] 

[ K~) ] = 

ハ
b

r
1、

式十恥素要の、B
S
J

A
n
u
 z

 
w
 

v
 

u
 

一一
n
y
 

o

，
 

噌

E
A

r-
・、

寸

1

4

T

P

A

i

 

nv

唱
』

一K
(

r
i
l
l
-
¥
、/'

、

η
/》

勺

/

/

t

、、

グ

A

ツ

JMι

け

H
Y

、、，ノ

司

h
aマ

十

，ιんm
J

J

.

唱'

部の次、iノヮ“×
 

M
 

r
，‘、ここで¥

j 十 1)を

一例として、

( 6-28) 

A (1) ( i十 1， -26 )でA(2) ( i十 1， 

A (1) (十 1，e)に書き直し、。ijを含む項を取り除くことで得られる。

[K
up 

] (p=u， v， w， x， ())の要素は次のよう

KM(i，j )=a 1(5i)A〈2〉(i+I，d)十azU i
)A(1)Ci十1，I!) 

K (i， j)出 a4 (c • ) A (1) (i十1，1!)
uv 

正 (i，j)=ad，.)が1)ci十1，1!)
uw 

Eu x(i，j )=a B(r l)A 〈2〉(l十1，e)十a9(Ei)A〈1〉(i+I，d)! 

き表わされる。

e )に、
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Ku{)(i， j)=0 



dは次の約束に従う。2、

j = 1 

=1-M、

円
/
】十

l

M

 

=

=

 

刀必

、
I
U
 

だた

j = 2 

以上より、全要素に対する 5MN個の条件は、式 (6-19)でk=l-Nとすることにより

求められる。

10 Ni匿の条件(2) 

loN個の条件は、境界条件と分割点における接続条件によって定められる。

nX()' Qx'ηlx' illX())の

これらは、式

五?Ix'戸。)と力学畳(nx' W， V， (6-13b)の変形量(U， 

組合せで与えられるもので、一般的な形で繋理しておく。

変形量について:

CM+1 = 1における変形量を次式で表わす。(k)要素の端点 co認定 0，

{x依)jL54=(uk)(56)，dk)(54)，dk)(54)，dhd)，戸()(k)(勺)) 

( 6-29 ) 

M ト1。上式を内部選点の成分と端点、の成分に区別し、マトリックス表示すg = 0， ここ Iこ、

ると次式を得る。

{xk)jr=54=[GT)〕r=54{ぺ)}十[G(~) ] c=勺 {sli) (6-30) 

ここで、添字ご=c!Jは、端点.;/J (t = 0， M + 1 )に関係するベクトル，マトリックスを意味す

(5X5M)次および(5X10) 次のマトリッグス〔 GT)]5=54 および [G~) ]日 dる。

の内容は次のようなものである。

(6-31 ) cg = [0 ] i G(~) l 
I“ 5 

{戸。(~)} T {〆x~)}T咋
巾
iA

1
 

T
 

AUD 
.-----'-ー田明側、--------・『戸田ーーー~~ーーーーー、F同-ー~-柏田町

O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O 

O O O O O O O O 

r 1 

O 
ハ
u

pt
、一一

色

F
f
、

「
t
」

K
B
 

G
 

「
j
t』

O 

O J 

(6-32a) 

O O 

O O 

O 

O 

O 

O 

O 
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"寸

O O O O O O O O 
r 

O 

O O O O O O O O O 

O O O 。O O O O O 一一噂

1
4
アM

 

戸
、一一pt

、

寸
1
1
4

依
B

円
U

「
I
l
l
-

O O O O O O O O O 

O O O O O O O O O 

(6-32b) 

カ学量について:

(k)要素の端点における力学量を次式で表わす。

nX{}Ug)， QxUg)' ffixUg)， ffiX{}(勺)) 

( 6-33 ) 

、J'd
b
 

h
h
L
2
 

f
k
 x

 
n
 

f
z

、
一一ρ

t
u
 

h

炉、一一

T

，c
 

}
 

恥
F
 

{
 

M十]。よ式を、式 (6-14)と式 (6-15)を用い、内部選点と端点の成分にここ tこg= 0， 

分離しマトリックス表示すると次のようになる。

{ F (k) }日d=〔Q(?)]rzrdis?))十はや日g 斗)} ( 6-34 ) 

(5X5M)次のマトリ クス[Q(~) ] と(5 X 10) 
ツぃ 1-" c =c g g = 0， M十Iであり、

次のマトリックス [QE)]日 dの内容は、以下のとおりである。

ヲ- >- 1，"'" 
'- '-首」、

o J L 0 J L Q~ J L 「LQいL

L OJ LQ~J L oJ L oJ LQ~J 

( 6-35 ) o J o I oJ LQWJ L o J L [Q~) ] 
1 -" c =c g 

o J o J L Q~ J L o J L L Q~ J L 

o J L 0 J LQ~J o J L Q! J L 

Lo Jは零マトリッZMの行マトリックスを表わし、ここで LZJはその成分がZ1， Z 2，…， 

クスを意味し、他の行マトリックスの成分は次のようである。

b 1 Ug )A(I) U十1，十1)， Q~ I = b 5 ( c /! ) A (1) ( g十1，十1) x ~ --R Q ~ i 

bgUg)A(I>U 十1，十1) Q;i=bi(勺 )A(I)(川， i十1)，Q;i

QwI = b 11 Ug )A(I> U十1，十1)， 

b13U g)A(1)U十1，十1)，Q~i =b15Uc， )A(l>U十1，十1) : x - .~ ， • R 

Q:i=b 18(勺 )A(1) (什1，十1)， Qf i = b 20 (C g ) A (1) U + 1， I + 1) J 

Qii 

( 6-36 ) 

n
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o 

b7U 0)α十 bs('0):b7UO)β:

o 

o 

b IS('O)βj 

、、a
，，Aυ 

ル
畑
、

r
t
t

、
内
〈

ω
'
D
 

O 

O 

。μ
'

ρ

μ

'

、3
ノ、υ

、i
J

-

:

。

も

0

0

α

0

1
 

qo 

b

l

 

唱。

、，ノハυ
夕
、，，E

、
つwb
 

I
T
 α

 

i=l-M。さらに、M十 1， g = 0， 
、

1
U
 

だた

b 1 (， 0) 

b 6U 0) 

、、，
Jnu 

pL' 
f
‘、nu 

l
 

s
D
 一一ハU

P

、一一
戸
炉
、

『

1
1
J

K
B
 

門
司

「
i
i
-

b 13U 0)α 

b 5 (， 0)αbsUo)メ o

o 0 b g(九)α

b11UO)βb  lZ(' 0) 0 0 

b 15U 0)α十b16('0) ~ b 15('0)，8 ~ b IiUO) 

bI9(，0) 0 bzoUO)α十bZ1('0): 

b IS('O)α O 

O 

O 

O 

、，，Jnu 

hht
、
r
，‘、44τ 可。

O 

b 11 U 0)αi 

、，，Jnu 

z'
、
re

、
4
4
y
 l

 

'
D
 

O O 

O 

bgUo)，8 

( 6ー37a ) O 

O 

b20(Co)，Bj  

b 1('M十1)αb1UM十1)β+b 2(CM十1): 0 

b 6('M十1) b 7('M十1)α:

b lo(CM十1) 0 

b 13('M十1)αbI3('M十1)，8 0 
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O 

bg('M+1)，8 

O 

b 17('M+1) 

b IS('M十1)β

b g(CM十1)α

b IsUM十1)β十 bI6('M十1): 
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M+2)。1 )、，8=A(l)(M十 2，α=AO)(M十 2，
、

3
しだた

10 (N -1 )個の分割点で成立する接続条件は以下のように整10偲の境界条件と、さて、

まず 10偲の条件は、(1)要素の境界点 1(c=co)およびN要素の境界点N十1(C理される。

=CM十 1)で指定されるそれぞれ五つの条件より定められる。それらは、式 (6-13)に示した

五組の対の適当な組合せによって表わされるもので、便宜上次のように表わしておく。

{ g(1)} 

(1)要素の境界点 1(C=CO )で.

[Sli)]540is(i)}+[S1)]円。 {83) ( 6-38 a ) 

(N)要素の境界点N+1 (C=CM十1)で.

( 6-38 b ) 

[s(i)Jc=coと[S<<tJ日 M+lは(5 x 5M)次， [S(i)]t=50と〔sp]日 M十l

l土(5X 10)次のマトリックスであるo 各マトリックスは、指定された積界条件に応じて、式

{ o ~ } = { g(N) } [Sa;nJTduo<  (占<<tJ十[s~ J 1 .J C=CM十llV1J ''-UB.J(唱とM十1

ここで¥

( 6-30 )と式(6-34 )で定義したマトリッグス(あるいは一部)を用いて作成される。なお、

{ g(l) }と {g(N)}i土、境界点であらかじめ規定された変形量と力学量の値を成分とする 5次

のベクトルである D

一方、分割点(i = 2 ~N )で成立する 10( N -1 )個の接続条件は、式 (6-29)，(6-

33 )より次のように表わされる。

( 6-39 a ) 

2~N) 

(X(i-1) }c吋 M十1={X(1)jEZ50

(6-39b) {F
Ci

-
1
)}c='M十12iF(iijhto

式(6 式(6-39乱)に対しては式 (6-30)，式 (6-39b)に対しては式 (6-34)を用いて、

-39 )は一つのマトリックス方程式にまとめられる。

( 6-40 ) 

[S j iー1) J， =伽1{ o i iー1) }十 [sii-1)]日M十 1{ò~i-1)}

{ 0 } 十 [SiijhzEois(i))十 [S(i)]5=50{82)}
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ここに i 皿 2~N ，各マトリックスは次のようなものである。

「[Gji-1)〕円M廿

[sjiぺ)]門脇-1

ぬfi-1)]C=C"M十l

「[bGjrriト川一
[臼S斗dir;iト一斗1リ)]何M拠剃十刊「= 

し時i-OJc=C"M刊」

cdPJc"=ぎの

「一cdiJc=C" 0 

~ - - V L -cd} Jc=C" 0 

(10X5M) 

CI0X5M) 

?一Cd~JF=;C 0 

fdlhP4n=| …............ 

U V L-[Q(ibHo 
(10XI0) 

6-4 時間領域の離散化と解析アルゴリズム

CI0XI0) 

( 6-41 ) 

応力校伝播問題における時間領媛の離散化は、構造援動問題と問様に、おもにそード解析法(モ

ード重ね合わせ法)と直接積分法の二つの系統の方法の使用が可能である。モード解析法は、固有

援開問題の解析で得られる援動モードを重ね合わせて応答を求める方法であり、高次のモードまで

も必要とする応力波伝播問題に対しては効率的な手法とは奮い難し、。一方、直接積分法は、小さな

時間間隔ごとに step-by - stepに解を求めて L、く方法であり、どのような問題にも形式的には

適用可能であり、 i汎用性の点では特に優れた手法である。本節では、上述の点を考慮、して直接積分

法による時間領域の離散化を試みる。

箆接積分法は、条件安定な陽解法 (Explici t scherne)と無条件安定な陰解法(Irnplicit 

scherne) に大別され、どのスキームを用いるかは、計算対象の特性，婆求される解の精度および

計算効率などを総合的・相対的に判断して決めることになる。しかし、応力波伝掲問題の離散化さ

れた式l土、時間と空間の離散最で規定される離散系に国有の速さに関連するパラメータを含み、時

間刻み幅は後述する Courant- Friedrichs - Le¥>y条件(以下C-F-L条件と記す)を満たす

ことが要求され、積分スキームの選択の基準は、陰解法が一般的に用いられる構造振動問題ほど明

確でない。

それゆえ、本節では、陽解法として代表的に中心差分法を、陰解法として代表的にHoubolt法2の

を選び、双方と選点法の紹合せによる解祈アルゴリズムを提示する。その際、対象とする問題の特

性上、未知数の数の増加は避けられないので、小行列の演算が主体的になるように解析アルゴリズ
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ムの構成に配慮を加える。以下、初期条件は零として議論を進める。

選点法と陰解法の組合せに対する解祈アルゴリズムi
 

l
 

(
 

E会解法による場合には、変位型有限要素法でよく用いられる部分構造法21)に類似な手法を導

入することにより、最終的には解くべき方程式は比較的小さな係数行列へと変換できる。寸なわ

ち、 N偲の婆素に分割された構造系において、その一つ一つを部分構造とみなし、部分構造の内

部選点での変位を喜要素河端にとられた端点、の変位で表わし、最終的にはすべての端点上の変位の

みにで動的平衡条件を表わすことになる。

さて、式 (6-19)にHoubolt法を適用すれば、時刻 T T 0 十 jムT ( T 0 スタート時刻，ムT

( 6-42 ) (k=I~N) 

j ・時間ステップ)で成立する次式を得る。

k
I
 

q
 

一一
K
B
 

RWAV 

「
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t
J

KnD 
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l
j
tふ

ム
s

.，sυ 
j
 

k
I
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I
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:時間刻み幅，

ここで¥

j = 1のとき:

[時)] -6 [M~) ] /ムτ2
-
f
l
-

K
I
 

α
 

「
l
l
-

(6-43 a ) 

nu 

j
 

k
I
 

P
 

十

[αE)]=[KE)〕

噌

aa

K
I
 

P-つω[qT)}1 

j = 2のとき:

〔α?)]=[KT)]-2[MT)]/ム，2

(6-43b) 

噌

E
A

K
I
 

災

U

寸
1
1
4

k
I
 

M
 

4
性

A
U
 

K
-

D
i
 

十
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j ミミ 3のとき:

[α?)〕=[KT)J-2[MT)]/ムτ2

( 6-43 c ) 
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式(6-42 )を{巧)} について解くと次式が得られる。

=[α?)]一1( {作)} 
-
J
 

j
 

k
I
 

O
O
 

{
 

(6-44 ) 

に代入すれば、端点における変形景を未知上王立を、添字削に留意して、式 C6-38)， (6-40) 

ベクトルとする次式を得る。
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( 6-45 ) 

{8Bjj は式(6-20 )の第 3式を成分とする 10N次のベクトルてある O

iSB};出 ({81)};， isY);) 

ち勧 ヲ町、ヤ

'-'-，、時、

( 6-46 ) 
小
品
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J
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川
口
円
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さらに、大きさが内部選点数MIこ依存しない 10N x 10 N次のマトリックス [αBJと大きさ 10N

次のベクトル {eh}j1土、

( 6-47 ) 
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[αB ]出

〔β官+1]

iEN十llj)ihi;， {q2};， 
一中 一中

{ q B} j = ( { q1 } j ， ( 6-48) 

と表わされる。ここに、

( i =l-N) 〔J;)]1〔SS)]540一[s (i) J f ='0 [α(;)]一1[α日)J 

〔βji-I)]=[si i-1)]5=5M十I-〔Si i-1)]日 M+1[αjlー 1)]-lX 

(6-49a) 

( i"ぉ 2-N十 1) 
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{ q 1 } j = { q (1) } j -[ s (j) J円 。 [α(i)]-1{q(i)}j

(6-49b) 

{ ~i } j ー [SjiーOJ日 M十1[αjiーOJ一lid-I)}j

(i=2~N) 

ilbJ十l}j={q (N) }j 一 [S~JÇ=ÇM竹 [α?]一l{q~}j

ー [st)〕540[α(i)]-liq(il}j

以上の計算過程を要約すると、端点における変位 {O B } jは、構造全体のマトリックスに比べ

て次数の低い [αBJ( 3!設で定義した端点マトリックスに棺当)の逆変換を含む式(6-45 )よ

り得ら丸、内部選点附ける変位 {δ(?)}j(士、式(日4)より、各婆素について独立に計算が

行われることになる O

選点法と陽解法の組合せに対する解析アルゴリズム(2) 

スタート時に特別な扱いが必要なので、厳密には時間ス陽解法には、中心差分法を用いるが、

ラップ jと2で中心差分法を用いたことになる。

=1('='0十ムr)のときa) 

T T 0十ムT での加速度を後退差分でき受わした後、初期条件

j = 1で、の加速度は{ð~) } 1 =2 {ぺ)}1/ムr2

y r 0での速度を中心差分、

とな(ここでは零と仮定)を考慮すれば、

したがって、式 (6-19)は次のようになる。

K
I
 

q
 

一一

る。

[α(?)]{δ(?)}1十 [αE)]{83)jI ( 6-50 ) (k=l~N) 

しだた

[α?)]=[KT)]ー 2[MT)]/ム，2

( 6-51 ) [K~) J 

nu 

j
 

k
I
 

Dよ{
 

一一j
 

k
I
 

η
u
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{
 

[αE)] 

式 (6-50)は式(6-42 )と同形なので、 (1)で‘述べたアルコザズムによりすべての未知量が求

められる。

j ~ミ 2 ( ， = '0 十JムT)のときb) 

加速度を中心養分で表わすと、式 (6-19)は

( [寸)J十 2[時)]/ム72)14)}j-l十 [K(i)]x[ M~) J { Ò~)} V~ム T2

14)jj-l-ip(i))j-1 一 [M~) J { o(1)} j_2/6，2 

( 6-52 ) 

つd唱，‘っ“



の右辺は既知なので、各要素の内部選点の変位{ヰ)} jは独立に

様占
~，川，，，、

ただし、式

k = 1 ~N 0 

次に、式(6-52 )より求められた{巧)} jを式(6一泊)， (6-40)に代入すれば、

に関する変形量{北)} jを未知ベクトルとする式(6-45 )の形に翻できる。

(6-45 )のマトリックス〔 αBJとベクトル {q B } jを構成する部分マトリッグス(式 (6-

47) )と部分ベクトル(式(6-48 ) ) Lt、次のように修正される。

しだた

解かれる。

(6-53a) 

(i=l~N) 

[行i-l)J = [s ~i- l) Jt='M十1

[S(i)]540 〔β(:)〕

( i ロ 2~N 十 1 ) 

{ q 1 } j = { q(I)} j一〔 S(;)]目。 {8(;)jj

一[s ii-1) Jt='M十1{占 ji--1)}j一[S(;)]540{811}j-
噌

E
di

 
--

qa 
{
 

Ci=2~N) 

iEN十1}j={qNjj一〔 s?〕5=tM十llo<<t}j

(6-53b) 

ごとまず各要素の内部選点における未知最を式(6-52 )よりj ~ミ 2 での計算手順は、

に求め、次に構造全体の端点における未知f設を決めることになる。この計算手!憶は、桧公式に

おけるそれと逆である。

時間刻み穏の設定(3) 

時間間関は、陽および陰解法とも、雲間内に配置される内部選点と端点の一連の点の最小間隅

'-"Xを縦波(速度C1 = jE/ρ( 1ーシ 2) )が伝播するのに要する時間ムtを基準に次のように

設定する O

( 6-54 ) .::c.t謂 kムx/C1

kは O<k上まえば、時間と空間の双方に差分スキームを用いたときの C-F-L条件に相当し、

ご三 1を満たすように定められる Courant数である。いま、空間をN個の要素に分割し、各要素に

(6-55 ) 

Mf自の内部選点を配置すれば、無次元化された時間刻み幅ムT"J:、式 (6-54)より
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a=~ s (i) a ， Sminおよび (minはそれそ¥れ、要素の経線の長さがi)( と表わされる。ここに、

(M十1= 1から、l~M) と端点 (0=0 ，委長さ)および各要素;こ配置される内部選点(j ( j 

次のように定まる。

(6-56 ) 
(i=1~N) min(S(i)) S抗日

1-M) ( j = 0， min I ( j十1-c j I;min 

tmiJzは次式で定まる。アr:沿、選点、に shiftedLegendre多項式の零点を採用すれば、

(6-57 ) (M十1- (!Vr) (j-(O( 主m

参考のために、表 6- 1に数種の内部選点数Mに対する (minの僚を示す。

スキームの安定条件として次式さて、箆接持問積分法に差分スキームの陽的解法を用いれば、

の成立が婆求される 23)。

(6-58 ) 

ω: [現有円緩動数)の

(k) 
“m axl土

( k = 1 ~N ) 

.l (k) 土 (k)要素の無次元化された間有援動数，{(出ωa/cJ.
ロJax

最大飽きど表わす。ただし、空間領域を選点法の適用により緩散化する本解析法の場合

(k) 
T 平沼田 (2/imax) 

"... ...... )，""" 

'- 1..- t'-、

(k)嬰素の両端が完全関定されたときの回街振動数である。完全固定の条件が関与するのは、空間

に対して用いた選点法の特性iこ由来する他の離散化手法にみられない特徴であり、以下で明らか

式 (6-19)で{ Ò~)} 民 e iω山
にする。

(k)要素が調和伝動を行っている定常な状態を考え、

{ Ò~)} は e jωa山 1 および { p(~)} = { 0 )とすれば、次式を得る。

[K~) ] {占(?)}十〔 KE)]idi)}十J，2 [M(~) J { o (~) } ( 6-59 ) }
 

ハU{
 

さらに、(k)要素の両端が完全国定の条件に対して;士、式(6-30 )より次式が得られる。

[ r~) ] { o (~) }十[r (~) ] { ò~) } = { 0 } ( 6-60) 

内部選点数Mの各仮に対するとrnn

M i;min M i;min 

5 0.0469 9 0.0159 
6 0.0338 10 0.0130 
7 0.0254 11 0.0工09
8 0.0199 12 0.0092 

向

q
d

噌

B崎っ“
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( 6-61 ) 

戸〔 Gt)]540

し [G~) ]日M十1~ 
[72)]= 

一 [GT)]5=50

i G(~) l 
LI..:rI JC='M十1.J 

、
しだた

[ r~)] 

(10X10) 

[ 0 ]， de t ， [ r~)] I刊であり、

ペ)}= { 0 }を考慮すれば、式(6一日

した

(10X5M) 

式(6-31)， (6-32)を参照すれば、[r~) J 

がって式(6-60 )より{ Ò~)} = { 0 }となるつ

は次の形の閤有値問題に帰着される。

( [M恥-1[寸)]十，l2[I]){巧)}巴{0 } (6-62 ) 

{ 占ぺ小T?引)り}j 器叩叫μ以{υ以崎岬o{巧押(T???)
iμ1<1をj満箭たすノパξ ラメ一タ)を代入し、外乱項に相当する右辺の第 2， 3項目を

一方、時間方向に差分スキームを適用しその結果得られた式(6-52 )に、

j -1μ:  

無視すれば次式となる。

( [ M~) ]一l〔K(?)]ー (μ-2十 1/μ)[1]/ム，2) {占(~) } j -1 = { 0 } 

(6-63 ) 

の固有値問題となる。次式が成立するとき式 (6-62)，(6-63)を比較すれば、

( 6-6-1 ) 戸=ー (μ-2十 1/μ)/斗7"2

このためにはI J1. 1<云1でなければならず、差分スキームによる計算が安定であるためには、

式 (6-58)が成立しなければならない。

多工員式の零点11 ( shifted Legendre 円筒殻を例に取り上げて内部選点数M図 6-3は、

0.3の場合について、式 (6-62)より求められた最大固有接動を選点に採用)，ポアソン比 ν

殻厚パラメータ(h / a )および要素，(=2/J rnax)を、

長パラメータ (e/a);こ対して整足したものである。これによると、

された時間刻み穏数に基づき

h/aとe/aが小さく

Lf，ニカ;ってこなるとともに、安定な解を得るために必姿な時間刻み幅の債は小さくなっている。

の場合には、少なくとも計算効率の商で、時間方向の積分に養分スキームを用いることは好まし

日<20 についてくない。なお悶 6-3:土、円周方向波数 n= 1について作成したものであるが、

図 6-3の妥当性;こっムT はほぼ図 6- 3で近似できることが縫認できた。
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いては後程、数値例で検証する O

計算した範留では、
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6-5 数値計算例

本節では、これまでに述べてきた本解析法を具体的な問題に適用し、手法の適用性、有効性の検

討を行う。前半では俸と梁の衝撃問題という基本的な問題を取り扱い、後半では円筒殻と双幽殻と

いうこつの回転殻の応力波伝播の問題を解析する。

(1) 棒の縦衝撃問題と梁の横衝撃問題

a) 棒の縦衝撃問題

一端が盟定され、 ill!.端に一定の軸方向カPがステップ関数状に働く場合の欝性擦の問題を考

える(悶 6- 4 ) 0 軸方向夏、位 u(x，t)の運動方程式と初期条件、境界条件はそれぞれ次の

ようになる。

。2U 

θt 2 

C2 eJ2u -] a x 2 
( 6 - 65 a ) 

u(x，O)=与 (x，O)=O
ot 

( 6 - 65 b ) 
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ここで、 EA:障の伸び刷、 C]ニ dフ，0:織の速度。

後の比較のために、着目点x= 0.8 L (以下Point 1と称する)、 x= 0.6 L (Point 2)お

よび X ニ 0.4L (Point 3)の軸方向カの理論解を図 6-5に示しておく。横軸は無次元時間 T

(ニ C]t/L)である。
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関 6-4 棒の縦衝撃問題
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要素分割数N=5(等分割)および時間積分スキームにHoubolt法を用いた軸方向力の本

解析結果を図 6-6および国 6ー7iこ示す。図 6-6は時間刻み隠を心 7zO 5X l O 2 として、

内部選点数Mの解に及ぼす影響をみたものであり、図 6-7はM=11としム Tの解に及ぼす

影響をみたものである。国には、 Courant数kも明記したが、意図的にC-F-L条件を満足

しない場合も解析している。以下、得られた数値解について、理論解(因 6-5 )と比較しつ

つ考察を加える。

数値解は、空間と時間の双方に適切な離散化をすれば、理論解によく追従していることがわ

かるが、数値解の一役的傾向として、縦波の着目点、への到達時刻における軸方向力の形状に、

①緩やかな立ち上がり(なまり)、②過大な波高(オーバシュート)、③波頭の後方の高次振

動成分による振動現象が認められる。その主婆な!京国は、初期値が一定の伝播速度で空間内を

伝播して L、く問題を有限の自由度で解析したことにより応力波に見かけよの分散が現われたた

め、言い換えれば、離散化にともない固有振動数に誤差が生じたためである。

上述の数値的現象[土、空間領域を何らかの近似手法で離散化ずる際の共通の問題点であるが、

本解析法による場合は内部選点数Mおよび時間刻み橋ム 7 の取り方によって幾分改善奈されてい

るO すなわち、内部選点数Mの増加は、解の立ち上がり憶を小さくし、波頭の後方の微小援翠]

の娠穏を減少させる効果があり(図 6- 6 )、小さな時間刻み幅ム 7 の採用は、解の立ち上が

り穏や過大な波高を減少させる働きをしている(限 6ー 7) 0 

以上の考察から明らかなように、波頭位置が縦波の伝播速度によって一義的に決定される問

題については、空間と時間に対する離散化を適切に行えば、本手法によっても妥当な解が得ら

れることが確認できた。
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b) Timoshe成。梁の横衝撃問題

ここでは、媒質問有の分散効果のために、応力波が伝播に伴いその波形を変化する問題を解

析する。数値例は、両端が単純支持されたTimoshe出 o梁のスパン中央にステップ関数状の集

中荷重とモーメント荷重が作用する場合を考える(図 6-8 )。梁は平均半径 a，厚さ hの中

空円断面とし、計算tこ用いた諸元は次のとおりである。

L / a = 4， h / a = 0.1 ， ν(ポアソン比)= 0.3， κ(せん断祷正係数)=πろ/12

なお、 Timoshe由。梁の運動方程式なと.については 3-2を参照されたL、。

対称条件よりスパンの半分を解析対象にする。空間領域の離散化は、内部選点数Mニ 11と要

素分割数N=5(等分割)で行い、時間方向の積分にはHoubolt法を用い、時間刻み憶はム T

ニ 4X 10-
3 

とした。なお Courant数 kは 0.92である。

図 6-9は、本解析の解の信頼性を検証するため、集中荷重が作用する場合の着目点、x=O.l

Lの曲げモーメント Mxと x=0のせん断力Qxの時間応答を、ノーマル・モード法の結果(奇

数項のみ 91項の総和)と比較したものである。なお留には参考のために、時間積分スキームに

Newmark /l法 (β=1/4，1/6)による結果も併記した。図で実線はモード解， X， Yお

よびZ印の結果は本解析法の結果である。図6-10 (主モーメント荷重を受ける場合について、

ノーマル・モード解(偶数項のみ91項の総和)と比較したものである。これらの閣から明らか

なように、応答値に有限な不連続性が生じない応答、すなわち集中荷重載荷のそーメント応答

とモーメント荷重載荷のせん断力応答は、 lまぼ完全にモード解に一致している。一方、有限な

不連続性を生じる応答l士、その値についての定量的な議論はここではできないが(これについ

ては後述人発生時刻およびその時刻を除いた時間帯の応答はモード解によい対応を示してい

る。

卜£ ド士寸

=-1 

トmk-4寸
tyiJ L L 

P=2π ασI  MO 

τ τ  

図6-8 梁の横衝撃問題
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集中荷重を受ける場合に対し、着目点zを幾っか変化させた結果を図 6-11に示す。儲には

荷重点から伝走した縦波(速度Cj=、IE/ρ)およびせん断波(速度C2=、IG/，ρ)の着目点

への最初の到達時刻をそれぞれ、マおよびマ印で示した。これによると、応答は縦波の到達と

ともに立ち上がり、曲げモーメント応答ではせん断波の到達時刻で時間数分に関する不連続性

が現われ、せん断力応答では同じく応答億の有限な不連続性が現われるなど、応力波の伝播の

現象をほぼ正確に表わしている。せん断力応答には、先の一次元弾性棒の例と向様に空間領域

の離散化誤差に起国する不連続解の緩かな立ち上がり、波頭後方の振動現象がみられるが、国

6 - 9(b)を参照すれば明らかなように、高次振動を平均化するとモード解によく一致し、有限

な不連続性が生じる時刻の応答債もほぼ妥当なものである。

図 6- 12は、モーメント荷量を受ける場合の結果である。各応答は、縦波の到達後に立ちよ

がり、不連続性の伝播の様子も妥当な結果であるO 例えばx= 0.1 Lにおけるそーメントは、

縦波の到達と伴に念、激に立ち上がり、その後の不連続性は縦波の到達時刻 T= 2.4， 5.6， 6.4， 

9.6， 10.4，…に対応するなど縦波の伝播と梁の支点における反射現象の様子を正確に表わし

ている。

ここでの数値結巣が示すように、本解析法はこつの波が同時に伝播し、応力波の分散性が生

じる問題に対しても良好な結果を与えている。
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(α) Bending moment 
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(b) Shear force 
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(2) 回転殻の応力波伝播問題

ここでは、まず円筒殻を解析し、ノーマル・モード法による結果との比較により本解析法の精

度を確認し、次いで任意形状回転殻へのー適用例として双曲設を解析する。

a) 円筒 殻

解析に用いた円筒殻は両端が単純支持され、スパン中央iとおし、て円周方向に波数nの余弦分布す

る法線方向荷重Pzzσωsn eがス

テップ関数状に作用する場合であ
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函6-13 円筒殻，形状と寸訟

6-2に示すような五つの離散化モテ・ル(以下Casel~Case 5と記す)による、波数n

の荷重に対する解析結巣を悶 6-14-図6- 16に示す。これらの箇において、X印およびZ印

を付した実線はそれぞれ、時間積分スキームに Houbolt法および中心差分法を用いた本解析

結果であり、実線のみのは比較のために用いたノーマル・モード法による結果(奇数項のみ

128鱈の総和)である。さらに、 P1 および 81はそれぞれ、荷重点から伝播してきた縦波(速

度C1=jE/ρ(1-内)およびせん断波(速度C2=，;否アエ)の着釘点への最初の到達を表

わし、 82は荷重点から伝播してきたせん断波が支点で反射され、着目点への最初の到達を表わ

しているつ

着目点 z(支点、からの距離)= 0.1 L. 0.3 Lにおける法線方向変位の時間応答を国6ー14に、

合応力Nxのそれを図 6-15に示す。得られた数値解は、離散化モデノレおよび数値積分スキー

ムによらずモード解に完全に一致している。

図 6- 16 (a)および (b)にそれぞれ、着問点、 z= 0.1Lおよび z= 0.3 Lにおける曲げモー

メント Mxの時間応答を示す。これによると、 Mxの時間応答には離散化モデルと用いた時間

積分スキームの相違の影響が、各Case ともモード解の波形に高次の振動が重畳された波形と

なって現われているが、高次振動を平均化すればモード解の波形にほぼ一致している。内部選

点数Mが小さい場合(C ase 1と2)は、殺ん断波の到達前後(81 • 82 において波形の乱れ

が認められるが、 Mを増せばこの乱れは減少する傾向にあり、また高次振動の間期も援中高もM

を増せば小さくなる傾向にある。さて、 の離散化度が同ーの場合 (Case 1と2.Case 3 

-228ー



と4)、小さな時間刻み隠による解とそれによる解には差異がない。このことは、前述の高次

振動や乱れが空間領域の離散化に伴う誤差であることを示唆している。なお各Case中で、特

に日oubolt法による Case5の結果は、高次振動の発生もなく、またせん断波の伝播を正確

に表わしている。

以上の結果、特に的げモーメントの時間応答より判断すれば、選点法による空間領域の近似

の仕方は、一要素内には比較的大きな内部選点数 (M= 11 )をとり、要求される精度に応じて

分割数Nを増すのが適切であろう。

本解析法によれば、任意の荷重状態は円周方向に任意の波数nからなる Fourier級数に展開

される。図 6-17に、任意波数nの荷重に対する本解析法の精度をみるため、波数 n= 2. 5. 10 

に対して、 Case5の離散化条件と Houbolt法によって求めた着目点z= 0.1 L. 0.3 Lの合町、カ

N2と曲げモーメント Mxの時間応答を示した。これによると、 Nxはそー滑にほとんと・一致し、

Mxには高次振動がみられるものの、高次振動を平均化すればモード解をよく近似していること

がわかる。

さて、応力波伝播の問題で時間積分スキームに条件安定なスキームを用いれば、安定な解を

得るためにはC-F-L条件とスキームに起因する条件を満たす必要がある。特に後者の条件

は、前に述べたように選点法と中心差分法の組合せの場合は式(6 - 62 )より得られる最大固

有振動数で決まる。また、円筒殻に対しては、式(6 -62)に基づいた安定な解を得るための

限界時間刻み幅ム τをグラフ化した(図 6- 3 )。以下では、式 (6-62 )および図 6-3の

妥当性を数値例で持って明らかにする。図 6-18は、よの問的のために行った数値結果であるO

関t主、波数nニ 1の荷重の場合について、次に記す二つの諮元 (ModelAとBを記す)およ

び式(6 - 62 )より定めた時間刻み綴ム， 1を含む三つのそれに対するスパン中央(z=0.5L)

のたわみWの時間応答を示したものである。

M ode 1 A: L / a = 6. h /且=0.1. M = 11， N = 5. ムτ1 エ 0.01-1.ム7"2 ニ 0.013• 

ム'3= 0.010 

Model B L / aニ 6. h / a = 0.05. Mニ 11.N=5.ム'1= 0.051 .ム'2= 0.053. 

ムτ3= 0.025 

表 6-2 円筒殻の解析に用いた離散化条件

Case No. M N tn た No. of D.O.F. 

l 5 10 0.01 0.71 350 
2 5 10 0.005 0.36 350 
3 11 5 0.005 0.76 325 
4 11 5 0.0025 0.38 325 
5 11 10 0.0025 0.76 650 
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図から明らかなように、ム T1 に対する結果は徴小な高次モードの増大のために応答初期で

不安定(発散)となるのに対し、他のム Tによる応答は安定な解を示している。このように、

要素の両端が発会固定という条件の基で導かれた式(6 - 62 )は、条件安定スキームを用いる

擦の時間亥uみ鱈の算定に有効に利用されうる。
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図 6-18



b) 双胎殻

双曲殻は鉄筋コンクリート製冷却塔として数多く建設され、今日では高さ 160(m)以上のもの

が作られており、近い将来 200(m)程震のものが作られようとしている大型構造物である2M1
解析モデルは悶 6-19 (a)に示すような片持形式の双胸殻で、荷量は自由縁に沿って余弦

状に分布する函外方向線荷重σcos0と正弦に分布ずる菌内方向線、荷重σsin0がステップ関数H

(t)状に作用する場合を担う。境界条件は次のように与えられる。

自由端 Nx=MX =MXOニ O. QXニσcos0 H(t). NXO =σsin 0 H(t) 

固定端 uニ v=wニ φXφ0=0

殺はポアソン比νを 0.15とし、寸法は文献 24.25 )を参照して、厚さ hと底部窪 aとの比

h/a.患部とスロート部の距離H2と底部径aとの比H2/a.および頭部とスロート部の距離

H1 と底部径 aとの比H1/aを

h/a = 0.004 .日2/a=2.0. H1/aニ 0.5

と一定にし、双的殻の幾何形状の相違の応力・変形蚤に及ぼす影響をみるために、スロート部

(α) 
z 

H 

α 

H1/a = 0.5 

H
2
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の半径 Rrを種々変化させ円筒殻を含む数種の形状の双曲殻を解析する(図 6-19(b))o以下

では図 6- 19 (b)に記した Caseぬ(臼se1 -5 )を用いて、殻形状を区別することにする。

応力波伝播問題の解析に先立って、白se1の双幽殻を静的負荷問題として解析し、姿素分割

の解に与える影響を調べた結果を表 6-3に示す。表でNj ， N2 はそれぞれ、スロート部よ

り上部およびスロート部より下部の回転軸に沿った等分割数である。表より明らかなように、

解(頂点、のたわみW，国定端の曲げモーメント Mxとせん断力Qx)は、分割数の上前日とともに

一様に収束し、 Nj =2，N2 =6で一定憶に達している。

以下の応力波伝播の問題では、その特性宅ピ考慮してすべてNj
ニ 3，N2 = 12とし、一要素

の内部選点数はM=11とする。また時間積分スキームにはHoubolt法を用い、時間期み穏6，

はム， = 1.4 x 10-3 
( Courant数kニ 0.77)とした。

図 6-20 -6 -23は、本解析法が双曲殻の応カ波の伝播に追従できるかを縫認するために、

殻形状臼se 1を代表的に解析し、底部(回定端)から拠った着目点 Zの各値における、たわ

みWとU、会応力NxとNx{}の時間震歴を示したものである。図には荷重の作用夜後にその作

用点、(頂部)より伝走する縦波およびせん断波の着呂点、への最初の到達時刻がそれぞれ、矢線

込および品で示されている。ちなみに、着目点zでの縦波とせん断波の到達時刻 '1'らを z

4H 3H . 2H ( 'j ， '2 )の形で表わせば、 z 了(0.50， 0・77)，zニ 7(1・01，1.54)， z =了(1.52， 

2.33 )， zニ与(2.04， 3.13)および z= 0 (2.58， 3.95)であるo

各国主ピ応力波伝播特性の観点、から数値解の妥当性について検討を加えてみる。変位UとWは

z=Hを除きそれぞれ、縦波とせん断波の到達とともに応答が開始されている。会応力Nxは

縦波の到達後に応答が立ち上がった後、せん断波の到達時刻において不連続点(時間に関する

微分の)が観察される。また箇内せん断応力Nxli
は、縦波の到達とともに応答が立ち上がり、

表 6-3 解に及ぼす星空言葉分割の影響(静的負荷の問題， M= 11 ) 

N
1 

N
2 

EMI/σα2 工OOOMx/σα2 10Qx/σα 

1 
2 
ム勺

2 
2 
2 
3 

l -38.5121 0.21388 1. 25953 
2 自 38.5124 0.32266 1.37654 
4 ー38.5124 0.32258 1. 37340 
6 同 38.5工24 0.32259 1. 37340 
8 -38.5124 0.32259 1. 37340 

10 一38.5124 0.32259 1. 37340 
12 -38.5124 0.32259 1. 37340 

N
1 

Number of e1ements between top and throat of shell 

N
2 

Number of e1ements between base and throat of she11 
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せん断波の到達時刻で伎に有恨の不連続性が生じ、その後の不連続性も間定端と自由端で反射

4H 
を繰返しながら着目点、に到着する時刻に対応しているo 例えば z 一γでは '2= 7.13， 8.67， 

15.03，…であり、 z= 0の応答ではら=11.85， 19.75， 27.65である。このように本解析法で

得られた結果は、応カ波の伝播現象をほぼ忠実に表わしている。

図 6- 24は、Case1の形状の殻について、自由端から伝播した縦波が固定端に到着・反射

( ， = 2.58 )し、スロート部に致る(， = 4.65 )時間帯での回転軸に沿う変位U，V， Wの推

移を示したものである。留は伝橋速度の最も早い応力波である縦波の速度で変位Uが先行し、

その後をせん断波の速度で変位V，Wが推移して Lべ様子をほぼとらえている。

円筒殺を含む、図 6- 19 (b)に示した形状のたわみW ，合応力時E とNxi3の時間履援をそれ

ぞれ、国 6- 25， 6 -26および悶 6- 27に示す。各国において曲線上の数値は儲 6- 19 (b) 

に示した殻の形状を表わすCaseぬである。殻の幾何形状の遠いは応力波の着目点への到達時

期の差として現われるが、例えば合応カNxi3にみられる有限の不連続性の発生時刻からも明

らかなように、本数値解はその差を的確にとらえている。また殻の形状の力学的特性に与える

影響は、既に構造振動問題の立場から指摘されているように、応力波伝播問題においても底部

径に対しスロート部の半径を小さくすると、変位および経線方向合応力 Nxに対しては有利と

なることがわかる。

双曲殻は構造振動解析によれば、その幾何学的形状からスロート部の蛮内せん断応力が比較

的高くなりやすいことが知られている2ti )。 以下関内せん断力Nxi3に着呂し、その特性を考察

してみる。図 6- 27によれば、底部径に対してスロート部の径を小さくすればNxi3の値は小

さくなる傾向を示し、図 6- 23， 6 -27によれば高さ方向ではスロート部 (z=4H/5)で

大きくなる傾向にあるO しかもスロート部におけるNxi3のピーク値は、ぬ 1の形状によれば

(悶 6- 23)、構造振動問題として取り扱いが困難となる時刻(，= 7.9 )近傍で生じている。

これは大型構造物の波動論的取り扱いの重要性を示唆している。
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変位分布 (U，V，W)の

時間的推移

図 6-24
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6-6 結 論

本撃では、まず自転殻の応力波伝播問題として、せん断変形と回転置性を考患した修正理論に

づき、空間領域に対しては選点、法、時間領域に対しては陽解法または陰解法を適用して構成された

二穫の解析アルゴワズムを提示した。各アルゴリズムは次のような特徴を有するものである。

1)選点法と陽解法の組合せに対しては、筒離散化手法の特性が生かされて、必然的に比較的次数

の低い行列演算からなるアルゴリズムとなった。また時間刻み憶に関する安定限界と選点、法に基

づいて定式化された国有値問題の関還を明確にできた。

2) 選点法と陰解法の組合せに対しては、変位型有限要素法で用いられる部分構造法に類似な手法

の導入により、解くべき方程式は比較的小さな方程式へと変換された。

次に数値例として、棒の綻衝撃開題、梁および円筒殻の横衝撃問題という基本的な構造姿三誌に対

する問題を解析し、その結果、本解析法の適用性、有効性について以下のことが羽らかとなった。

1)得られた数値解はいずれも、既知の解析解との比較により、また応力波の伝播現象に照らして

ほぼ妥当なものであり、定量的にもほぼ十分な精度であることが確認された。

2) 数値解には、空間的に不連続な解を持つという応力波伝播問題に特有の性質のため、離散化誤

差による高次振動が現われるが、要素分割数および内部選点数を増すことにより改善される。

3) 選点法による空間領域の近似の仕方は、一要素内の内部選点数には 11程度を採り、要求され

る精度に応じて要素分割数を増すのが適切である。

さらに、本解析法の任意形状の回転殻への適用の可能性を確認する目的で、双飽殻をケ{ス・ス

タデイに計算を行い、数値解は応力波の伝播の様子を明確に表わすことを確めるとともに、次の点

を明らかにすることができ 1"::"0

1) 構造物が巨大化すれば、その挙動を構造援動問題として把援可能な時間以前(直後)に応答の

ピーク{直を示す場合もある。それゆえ、構造物が大型化すれば構造振動状態へと移行する時間帯

の過度応力状態は、応力波伝播の問題として対処する必要がある。

A
t
 

d
t
 

円
/
吋



付録

a 1 -a51およびb1 -b21は次のように与えられる。

ρτρ" n II? 
a) =一一- a2=一一ご a3=νr 1 r 2ーρ2ρo ' a4 =一一一こ 1 

α“ αー αr

n r 113ρEνr十 ρρr) 1 ，_ o2'11 
a 5一一一 一一一 aoニ

2 1 ~ ， a7-一 {μ7十r(rl-rZ)(1十一-y)ji
"αrαα12  r{ '1 

~ (A-1 ) 
占Z(rj -r2) 占2rJ 占

a R-一一一--，一一一一 a9=一一一一一 al0ニー一一(rl-r2 )ρ6十 ν1ICρ1 rl 
。 1 2α12α12

a 11二二一
n r O 2 ( rl -r2 ) 

12αr 

a 12-二一-a 4 ' a)3二三 ao ' a14=ニνlal aI5=II)a2 

n (νh十円 ρヮρえ)
a 16り 1rl r2 -.0 2 (ρ5 + 11 1 IC rl)， a 17一一一一二ーん幽 v • 

r 

ν1 O 2 r~ 
a)s=all' a)9=1I1aS ' aZO=一一~一一一一一て一一

12α ゐ

(A-2) 

。9

a2)-一一一一(rl-r2 )ρ5十 11)正ρ V2
12 

l 
a 22二二一 a5 ' a23ニー{11 1 JCr~ρ7-r (νllCrl+lIr)十rz.o2 )} 

α 

a 24ここ a17' a25==vl κa 1 a 26二二 111 IC a 2 

- V 1 n 2κρヮ o 、且 2

a 27- 五 η 4 ー{rl十r12+ 211 rl r2十一一(rl-r2 ) (r13 -rl ) } 
r2

、
12 (A-3) 

1. o 2 ， 111κρ 4 O2 T r2 (rl -r2 ) 
28-ー{ー(rl-r2 ) rl +νl印 1 ~ ， a 29ニ一一一一一
α12 α12α  

、 ~2

a叩=ふ{ICν1一一一(r，-r2) r2P 3 } v v α ‘ 12 ‘』暢 V 戸

a 31-二a8 ' a 32ニ二一 a9' a33=al0 ' a34=二a18' a35=-a28 

o2 T占2 占2

a36=a29' a37=一一一 a38ニ一一一一 a39ニ一一一(νrlr2十ρs)-111 Ji: ρ f(A-4 ) 
12α12α12  

V
A
 α

 

η
/
M
 

守

E直一一4
 

9
u
 

ワム'山y

一
r一α

つ
伽
山。一ロ

ロ一
一一ハU4

噌a
 

-245-



a42=a11 a43之二 a 19 ， 
、B

I
B
I
-
-』
t
〉
E

，LE
i
-』
B
J

、f
t
1
t
l
L
6
t〉
s
t
l
l『
t
s

，J

A
U
 、ua

 
一一aU 

4-a
 

1
 

2
 

a
 

m
b
 

A
をa

 

の
U9

旬a
 

一一4-4
 

a
 

a 47ニニー幽 a40 ' a48ヱニ a41 a49 -二 li1a31 ' a50ニニ ν1 a 38 

δ2 
a 51- ーいr1r2 -fJ5 )-li 1κρ2 

12 

b 12b  ρ 一α 
b“ 主とL0-

α 

b vn 
b3=一一一一，

T 
b 4 = b (r1ρ1十lir2) 

rm 
h

一α

〆
t

、一
n
L

2
一

噌

1-

R

刊
の
u
m

宅

D
}一一5

 

L
U
 

6-一一一一一 b7=ν1b 1 ' b 8ニ一一一一一戸 bg=ν1 b 5 
r α  

b10=-bV1 fi， ρ1 r1 
b 11 b li 1 fi， ρ1 一一11-

α 
b 12ニ bli1 fi， ρ1 

b O 2 弘;::2 

b13=b5， b]4=一一一一(r1-r2) r1 ' b 15=一一
12 12α 

b a- b a 2UT b ヴニ b占2νn
16 - LJ 17 

1 2 α a同 12r 

b18= li1 bs ' 
b '0=- b ν182n b 19=一一一一一一 b20 = V 1 b 1吉

12 r ふ

b 01  b li 1占2r 
21 - ー 同 町 一一一一~一一一一司由時

12 r 

しだた

o2 o2 

ρ1 = 1十一一(r1-rz) r1 'ρ っ=1一一一(r1-r2) r2 'ρ3 = 1十ν1fi， 
12 12 

。2 r Y I T 2 ，、 2
fJ 4 = r十一一 r;( 2 r1 -r2 ) ，ρ5=-7-4-L 
τ12  . α  

r -

ρ-乙ムム旦f
日 α2 ・ rz 

。2

ρマニ 1十一一(3 r， -2 ro ) r， 
町 12 句 A

U

一一一
2一一

H
V
 

ν
一一一

2

つd
叩

向。ν
 

1 
bニ一一一ーヶ

1-μ 

n
O
 

4ム
ηノM

(A-5 ) 

(A-6 ) 

( A-7 ) 

(A-8 ) 

(A-9 ) 

(A-10) 

(A-ll) 



第 6 議参考文献

1) Ti血oShenko，5.P. On the correction for shear of the differential equation for 

transverse vibrations of prismatic bars， Phil. 刈ag.，¥'01.41， pp.744-746， 1921. 

Timoshenko， 5.P. On the transverse vibrations of bars of 札口iform cross-

section， Phil. ~lag. ， ¥'01.43， pp.125-131， 1922. 

2 ) 珂indlin，R.D. Influence of rotatory in巴rtiaand shear on flexural 田口tionsof 

isotropic， elastic plates， J. Appl. ~lech. ， ¥'01.18，可0.1，pp.31-3B， 1951. 

3) Mirsky， I. and Hermann， G. ~onaxìally symmetric motions of c，"lindrical shells， 

J. Acoust. 50c. Amer.， ¥'01.29， ¥0.10， pp.1116-1123， 1957. 

4) ¥aghdi， P.M. and Cooper， R.M. Propagation of e1astic waves in cy1indrical 

shells， including the effects of transverse sh巴arand rotatorv inertia， 

J. Acoust. 50c.畑 er.， Vo1.28， ¥0.1， pp.56-63， 1956. 

5) Goland， ~I. ，官iCkersham ， P.D. and Dengler， M.A. Propagation of elastic impact 

in bending， J. Appl. Mech.， ¥'01.22， pp.l叩 7，1955. 

6) Boleア， B.A. and Chao， C.C. 50me solutions of the Timoshenko beam equ呂tlons.

J. Appl. Mech.， ¥'01.22， pp.579-586， 1955. 

7) 5agartz， ~!.J. and Forrestal， ~!.J. B巴ndingstress propagatio日 fromtIle cla由ped

support of an i血P江Isivelyloaded beam， AIAA， Journal， ¥"0し10.¥".10‘ pp.l:37:3-

1374， 1972. 

8 )宇治橋E還さき，岡崎孝努，松本浩之，中京一郎: 先婦に衝撃荷蚤そうけるか「持ち円窃かく

の変形と応力，白衣樺械学会論文祭 (A!需)，第46巻，第406喜多， pp.647-655， 1980. 

9) Plass， H.J. 50me solution of the Timoshenko beam equations for short pulse-

type loading， J. Appl. ~Iech. ， ¥'01.25， pp.379-385. 1958. 

10) Cho也， P.C. Analysis of axisymmetrical田otionsof cylindrical shells by the 

method of characteristics， AIA.4 Journal， ¥"01.6， ¥0. ，pp.1492-1497. 1同 8.

11) Anderson， R.A. Flexural vibrations in unifor田 beamsaccording to the 

Timoshenko theory， J. Appl. Mech.， Vol.20， pp.504-510， 1953. 

12) Huang， C.C. Forced motions of elastic cylindrical shel1s‘J. Appl. ~lech .. 

Vo1.42， pp.321-325， 1975. 

13) Reisman， H. and ~ledig日， J. Forced motion of cylindrical shells. Proc. A5CE， 

Vo1. 94， :>:0.EM5， pp.1167-1182， 1968. 

14) Emery， A.F. and Cupps， F.J. Finite difference computation of the dynamic 

血otionof cylindrical shel1s including the effect of rotatory inertia and 

transver shear， Earthquak日Eng.Strut. Dyn.， ¥'01.5， pp.32:3-335， 1979. 

15) Koenig， H.A. Dynamic finite element analysis for elastic官avesin bea田sand 

plates， Int. J. 501ids 5tructures， 'v・01

ィーっ“



ele田entfor plate bending， Int. J. 日日m. '，{eth. Engng.， Vol.11， No.lO， pp.1529ω 

1543， 1977. 

18) 三上時，芳村{二: 選点法による!芯力波伝躍の解析，第33回応用力学選合講演会講演論文

;事、録集， pp.241-242， 1983. 

l~) ~ikami ， T. and Yoshimura， J. Application of the col10cation method to static 

and dynamic analァsisof shel1s of revolution， Proc. of the Fifth ASCE-DID 

Specialty Conference ‘Vol.l Engineering Yechanics in Civil Engineering， pp.205-

208、1984.

2υ) ~agrab ， E.B. Vibrations of Elastic Structural ~e田bers ， 5IJTHOFF & NOORDHOFF， 

Chapter ¥"III， 1979. 

~1l Przemieniecki， J.5. Theory of ~Iatrix 5tructural Analysis， ~lcGra官一Hi 11， 

Chapter 9， 1968. 

22) Houbolt. J.C. A recurrence matrix solution for the dynamic response of 

elastic aircraft， J. Aeronaut. SCi.， Vol.l7， pp.540-550， 1950. 

~3) Le e c h， J.日 Stabi1itvof finite difference method for solving matrix e司uatlon，

AIえAJournal， ¥'01.3. ¥0.11， pp.2172-2173， 1965. 

~4) ~ungan ， 1. and Lehmkamper， O. Buckling of stiffened hyperboloidal cooling 

to官ers，Proc. ASCE， ¥'01.105， ¥0.STI0， pp.1999-2007， 1979. 

~5) 5河口，坂本ち吉他3名:自然通曳筑冷却搭の構造一第1報冷却塔の客体構造一.

j--jf il お簿謄技報，第16巻，議5長手， pp.559-566， 1976. 

21う)大内一.小泊1建二他2名 RC大型冷却塔模型の水平方日7J実験と弾塑性解析，土木学会

論文報告祭司 ¥0.266，pp.39】 50，1977. 

:!.7I三ーと b;~. -f .... :;η(二: 選点法による同転設のむ刀法伝得~~河湾の採所，七:夜学会論文言言.

落 37-1吟/H:i. pp.319-328、1986.

oo 
d
t
 

2
 



第 7章 総 手話



若7章 総 括

本論文は、構造物の動的問題で、その支配方程式が空間に関して二点境界値問題として表わされる

場合を対象にし、重みつき残差法の一つに位置付けられる選点法に基づく空間領域の離散化手法につ

いて述べ、さらに、多数の解析例の集積によって、手法の適用可能性および数値解析よの特性を明ら

かにしたものである。提示した手法は、直交多項式の零点を選点、とする選点法に姿素分割jという有限

要素法的手法を加味したものであり、考察している問題の支配方程式、境界条件式および隣接要素上

の結合条件式が与えられさえすれば、解析の全過程がマトリックス代数により組立てられる汎用性の

広い解法であり、構造物の動的問題を簡便にしかも比較的精度よく解析し得る実用的解法である。

各主主における内容の要約および結論をまとめて示せば、以下の通りである。

第 2章では、第 3章以下の個々の問題の基礎となる選点、法について述べた。まず、従来の研究で用

いられることが少なかった混合法を試行関数とする選点法に、婆素分割という技巧を加えて、考察し

ている問題の空閉鎖減を離散化し、代数方程式系あるいは常徴分方緩式系へ帰着させる過程を略述し

た。次に、数値計算の簡易化を計るための準備について述べるとともに、選点法における内部選点と

端点を分点、とする一つの閉じた型の補間型積分刻を導き出し、その重みが選点、法の適用結果得られる

方程式系の係数マトリックスの数値安定性の判断に役立つことを明らかにした。また、選点、の選び方

を、関数近似における補間多項式の擦本点、の選定および選点法と仮想、仕事の原理に基づく近似解法の

等価性の観点、から考察し、直交多項式の零点、の採用の有効性を示した。

第 3撃では、掴有振動問題の解析について述べた。この問題の解(固有振動数，固有振動モード)

は、構造物の動的特性を議論するよにも必要不可欠であり、得られた数値解の精度は、動的応答問題

の変形・応力の応答値の精度に関する基礎的な情報を提供してくれるので、ここでは、全体を三つの

部分に分け、 i部ではTimoshe叫co梁、 2部では古典理論に基づく回転穀、および頭部では規IDMindlin

板の解析について述べた。得られた成果は、次の通りである。

1) Timoshe由。梁を例にとり、選点法の適用の結果得られる闘有方程式は、包有ベクトルに物理

的意味を持たせた二つの形で定式化できることを示した。一つは内部選点、における変位を図有ベ

クトルの成分とする内部選点固有方程式であり、いま一つは端点における変伎を国有ベクトルの

成分とする端点国有方程式である。前者は一般固有値問題の形であり、後者は固有マトワックス

が圏有値パラメータの関数となるが、その次数は著しく小さくなるのが特長である。

2) 本手法の重姿な特色は、例えば頂点が特異点、となる球殻を取り上げれば、その処理法を喜要求さ

れる従来季法とは呉なり、なんら特別な手続きを必要としない直接的な計算手法である。

3) 端点間有方程式による場合には、閤有振動数の見落しの危険性があるが、低次に限れば、要素

分割数の増加と解のステップ踏の設定に注意することにより回避できる。

4) 選点、に shiftedLegendre多項式の零点(L一選点)を採用した結果が、 shiftedChebyshev 

多項式の零点(Cー選点)に基づく結果に比べて好結果を生んでいる。

5) 要素数をN、喜要素内の内部選点数をMと記せば、固有振動数が既知の解との比較においてほぼ
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1 %以内の相対誤差で求まるのは、 N=lの場合で、支配方程式の階数および元数に無関係に低

次[M/2]僧までである。([ ] : Gaussの記号)。さらにTirno山由。梁に対する数値結果

は、 N要素分割では低次 [MN/2]悶までは相当精度よく求められることを示唆しているo t"，:fo、

MおよびNと解の精度の関係は、動的応答解析においては、空間近似の仕方を決定する際の判断

基準としても有効である。

6) 本手法によれば、固有マトリックスは非対称となるが、箇有援動モード閣の直交性は十分な精

度で成立している。

7) Tirnoshe出 o梁の数値結果より判断すれば、せん断変形・回転慣性の影響を取り入れた修正理

論に基づく本手法は、厚肉梁(板，殻)に対するときと間程度の精度を保持しつつ、かなりの薄

肉梁(板，殻)を解析しうる利点を有している。その適用限界は使用計算機の語長にもよるが、

矩形断面梁においては、スパンと厚さとの比で 104程度である。

なお成果 5)-7)は、 L-選点に基づくものである。

第 4撃では、外力が構造物の変形に伴ってその作用方向が変化する非保存系の弾性安定問題の解析

を、柱・梁を例に取りよげて述べた。非保存的安定問題を内部選点掴有方程式の形で記述し、その間

有1直を見出す問題へと変換し、それに基づいて弘ckの問題など代表的な非保存系の問題を解析した。

得られた成果は、次の通りである。

1)本手法は、非自己随伴製の微分方程式の解法にも有効である。

2) 本手法によれば、臨界荷重は従来手法よりも少ない自由度(内部選点数Mニ 7)で、同程度の

精度で求められる。

3) 低次の近似で解析すれば、真の解(臨界荷重，圏有償曲線)と異なる解を見出す危険性がある。

この欠点f士、内部選点数を増すことにより自動的に解除できるが、本手法を他の構造要素に適用

する擦の窃意事項である。

第5章では、構造物の動的応答が低次の振動数モードに支配される矯造振動問題の解析を古典理論

に基づく回転殻に対して述べた。ここでは、時間方向の積分に直接積分法の利用を前提とし、階数低

下された支配方程式に選点法を適用して空間を離散化し、時聞に関する 2階の連立常微分方程式を導

く過穫を記述した。なおここでの問題は第 3章と第 4章の問題と異なり場の局所的性質が重要となる

ため、数値計算例では、静的負荷の問題も解析した。取り扱った殻は円筒殻と球殻という限られた場

合であるが、次のようなことが明らかになった。

1) 階数低下された支配方程式に本手法を適用すれば、曲げモーメントおよびせん断力などの

散係数で表わさ士1る力学的諸愛は、たわみと間程度の精度で求められる。

2) 本手法は、境界近傍および荷重点近傍の応力集中に対ずる追従伎がよ L、。

3) 空間領域の離散化は、一望書素内の選点数をM=11程度に固定し、要求される精度に呼応して

要素分割数を増すのがよい。また空間領域の離散化の近似度の判定には、支配方程式の平均二乗
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残室長の利用が有効である。

4) 本手法によれば、従来手法よりも少ない自由度で、実用上十分な精度の解析がおこないうるこ

とが判明した。

第日章では、低次のみならず高次の振動数モードにも支配され、局所的な波の伝揺を追いかける波

動伝播問題を自転殻に対して述べた。ここでは、応力波伝播問題の解析で重要な役割を果たすせん断

変形・回転慣性の影饗会考慮、した修正殻理論に基づき、空間領域に対しては選点、法、時間領域に対し

ては陽毒事法または陰解法を適用して構成されたこつの解析アルゴリズムを提示した。得られた成果は

次の通りである。

1)選点法と鴇毒事法によるアルゴリズムは、双方の特長が生かされて、必然的に次数の低いマトリ

ックス演算で構成された。

2) 選点法と陰解法によるアルゴリズムは、有限要素法でよく知られた部分構造法に類似な手法を

導入することにより、解くべき方程式は比較的小さな方程式へと変換できた。

3) 選点法と陽解法の組合せの場合には、安定性を失わないための時間刻みの最大値と選点、法の適

用により得られる箇有値の関連伎を理論的に明らかにし、具体的な数値計算例によって検証でき

た。この固有値は、その誘導過程から理解できるように、各要素の河端を完全固定と L、う境界条

件を課して得られる点に特徴がある。

4) 本手法の適用により得られた数値解は、既知の解析解との比較により、また応力波の伝播現象

に照らしても妥当なものであり、定量的にも十分な精度であることが確認できた。

5) 空間領域の離数化は、構造振動問題と向様に、一要素内には内部選点数を 11程度にとり、受

求される精度に応じて要素分割数を増すのが適切である。

以上、各章における内容の要約および提示した手法の個々の問題に対する適用性、数値解析上の特

性の主なものについてまとめて述べた。本手法は構造物の広範囲にわたる動的問題を簡便にしかも比

較的精度よく解析し得る実用的手法である F しかし、これで既往の手法がすでてカバーできるという

ものではなく、既往の手法と互いに補完し合いながら、構造物の動的挙動の鮮明にあたれば本手法の

特長が十分発揮されるものと思われる。
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