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第 1章

序論

本論文では開放型共振器中に、損失、分散、不均質の性質を有する媒質を置し1た

場合の、解析手法の確立を目的とする。このモデルの応用例は広く、本論文で扱う

共振器法によるプラズマ密度および協皮の計測をはじめとし、高岡?皮用基板の複

素誘電車.の測定、南憾の氷の年代推定、物質の非破壊検斎、地中資源の探索、地

源の特定等の測定の他に、プラズマ等の媒質の集中加熱が挙げられる。

この問題に対する解析手法としては境界要素法を採用する。工学問題の多くは特

定の境界条件と偏微分方程式で記述される場の支配方程式で表される。境界形状

が簡単なモデルでは、座標変換等を用いて解くことが可能であるが、形状が複雑に

なると、境界あるいは領域を離散化して計算機を用いた数問解析に頼らざるを得

ない。数{南解析は大きく分けて領域法と境界法に分類される。前者は差分法や有限

要素法で代表されるように節点と呼ばれる代表点を領域内におき、差分の原理あ

るいは最小作用の原理を適用させる直接的な解法である。一方、後者・に分類される

境界要素法は、グリーン関数を用いて、境界上の節点と別の境界上の節点の結合か

ら境界積分方税式を導き、その方程式を解いて境界上の解のみを、まず求め、その

後で領域内の場を求める間接的な方法である。

以上から解るように、境界要素法に代表される境界法は領域法に比べ、解析次数

が一次元低いことから、計算機の主記憶と計算時間の再開で・勝っていることが解る。

また、境界上の節点同士を直接結合するため精度も良いとされている。さらに、境

界要素法が境界の無~~場合のグリーン関数に基づいているので、開放問題には、特

別な考慮をすること無く、適用できる。しかしながら、境界要素法はアルゴリズム

の複雑さ、非線形問題への適用の困難さ等の欠点があり、核融合の計算コード等に

は未だ採用されていない。
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しかし、今後ますます大規模な計算コードが必要とされるのは明らかであり、計

算コストと精度の而で有用な境界要素法の可能性は大きい。

プラズマと電磁波の相互作用は、屈折、損失、分散、共鳴、異方性、非線形等の

解析における種々の問題があり、さらにプラズマ自身が密度分布を有する不均質媒

質であるので問題はより綾雑となる。これらは支配方程式の選択、境界条件の決定

等の解析モデルにより、どの問題が解析できるかが決定される。

共振器中の特定の空間にプラズマを閉じ込めた場合は、真空とプラズマの二媒質

問題となり、プラズマの表面上での境界条件を置くことにより、屈折については容

易に解けるはずである。

ところが、一つの媒質の周囲を異なる媒質が取り囲む場合には、本来存在しない

非物理解の発生が知られている [1]0本論文では非物理解を定量的に評価できるパ

ラメータを導入し、さらにその除去法を示す。

プラズマにおける損失については、ヘルムホルツ方程式中の波数を復素波数にす

る事で考慮できる。

分散は、ヘルムホルツ方程式を支配方程式に選んだ瞬間に、特定の周波数のみで

連立積分方程式を構成できるので、波数に周波数依帯性を考慮するだけでよい。但

し、過渡問題として波動方程式を用いる場合には、非線形項として現れるため、境

界要素法では非常に図芸frとなる。

共鳴、奥方性については本論文では扱っていないが、特別な考慮、を必要とするも

のの、境界要素法を適用することは本質的には不可能ではない。

境界要素法で、困難とされているのは、非線形、不均質問題である。非線形は、

解析岡波数等の解析モデルの条件の限定あるいは場合分けによる線形化、あるい

は収束計算により、一部は解けるであろう。解けない場合には、別の手法との結合

解法を用いれば可能となる。

不均質はプラズマ解析において避けて通ることはできない問題である。不均質と

は、プラズマの需度分布が存在する場合であり、これは、媒質定数の空間分布が存

在することを意味する。

境界要素法では、不均質問題を解くことは不可能とされていた。これは、媒質

数の空間分布を境界積分で表現することができないためである。プラズマ以外の

領域を境界要素法で解.き、不均質なプラズマを他の解法に任せる方法もあるが、そ

の場合の境界要素法のメリットの多くが失われてしまう。

空間分布および境界形状が特殊な場合には、境界要素法のみで、級数展開により

境界積分で表された例もあるが、任意形状の場合には、級数展開の成分が多くな
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り、やはり境界要素法のメリットは失われる。

本論文では、この不均質問題に対する境界要素法のみによる近似解法を提案し、

その有効性を評価する。

一方、共掠器を含むモデルを解析する場合には、共振照波数付近での、共振器の

控而損失は無視できなくなる。本論文では、壁面の損失を考慮する境界条件の導出

を行い、 f~平析モデルに対する壁面損失の評価を行う。

また、本論文では、実験の容易性、つまりプラズマ等の試料の1¥1，し入れが容易で

あることから、開放型共振器を採用している。境界要素法は、開放刻問題を得意と

している。これは、解析空間を取り回む無限遠での境界上で、グリーン関数が0と

なるためである。電磁波の解析から離れるが、ニ次元ポアソン方程式では、グリー

ン関数が無限遠でOにならないため、特別の考慮を要する [1]0本論文では、グリー

ン関数を丁寧に導出し、そのとき発生する積分定数の任意性を用いて開放問題へ

の適用を示す。

以上で、プラズマに対する定常問題の境界要素法による解法が、ある程度確立

できたと忠われるが、非定常問題を扱う場合には、分散、共鳴、非線形等の解決す

べき問題点が再浮上する。さらに、境界要素法自身にも、不安定性が指摘されてい

る[2]。

本論文では、過渡現象のプラズマ解析の基礎となる、自由空間の波動方組式に対

する、二次元境界要素法の解の安定性についても論ずる。

過渡応答問題に対する解の安定条f'1二は、既に報告されている [2]が、その導出に

は疑問点が残る。

筆者は、安定か否かを示す定量的な指標を導入し、従来指摘されている解の安

定性が間違っていることを新たに指摘する。

以下に、本論文の流れを示す。

まず、第2章および第3章では、本論文で用いた場の支配方程式に対する境界要素

法の一般論、および解析モヂル全般について述べる。

第4翠では、境界要素法における開放型問題についてふれ、特にポアソン方程式

の解法では、従来用いられている基本解では誤った解を導くことを示す。

第ろ市ではプラズマを含まない場合のファブリペロー共振器の境界要素法解析の

結果を示し、さらに、金属壁に有限の導電率を与えた場合の、解析手法を示す。

第 6章では、多媒質問題に対する境界要素法解析の、非物理解の発生とその除去

法を示し、第7=f:f:では、その手法を用いて、共振器中の平板状プラズマの解析を行

い、プラズマ需皮と衝突問波数が共振特性より推定できることを示す。
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さらに、第8章では、プラズマが密度分布を有する場合の、不均質問題に対する

境界要素・法の近似解法を示す。

第9オ.:では、流れが変わるが、二次元波動方程式の境界要素法における解の安定

性について論ずる。

第 10苧:では、本論文で得られた成果を列挙する。
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第 2章

境界要素法の基礎

境界要素法は、積分方程式あるいは微分方程式で表される物現場の、計算機を用

いた解法の一つである。一般に、場の解法は、支配方程式と境界条件をもとに、領

域内部の場を決定する方法である o二階の偏微分方程式を例にとると、境界上の変

数として、場の値およびその一階微分があり、これらの一方あるいはその一次結合

が境界条件として与えられた場合の領域内の場を決定する。

境界要素法では、任意の点に単位ソースを罰いた場合の解を示すグリーン関数

と、領域積分を境界積分に置き換えるグリーンの積分公式により、境界積分方程式

を求める。この境界積分方程式は、境界上にソース点を置いて、任意の点を観測点

とした場合の、ソースの境界積分と観測点の関係を示しており、波動問題ではホイ

へンスの原理と等価である。すなわち、境界上のソースの振幅と位相、あるいは境

界上の場と一階微分が解っていれば、観測点の解が決定される。

しかし、境界上では境界条件として一方のみしか与えられていないので、境界要

素法では、二段階に分けて領域内の場を決定する。

まず、境界ヒに複数の観測点を選び、それらのそれぞれの点に関する境界積分方

科式に、境界条件を組み込み、境界上の未知数について解く。

境界積分方程式は、境界上の場の簡とその一階微分の積分の形で与えられる。一

方は、境界条件として与えられ、他方は未知数である。

積分形をそのままアナログ的に計算機にかけることは、現在は不可能である。そ

こで、適当な内抑関数により境界を離散化する。その離散化の代表点を節点と呼

び、その節点を観測点と一致させることにより、方程式の本数と未知数の数が一致

し、これらの方科式は連立代数方根式に書き換えられ、解を求めることが可能とな

る。その結果、境界ーとの場および一階微分が全て決定される。
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次に、領域内の観測点に関する境界積分方程式を求め、その点の場を決定する。

この積分は、すでに前の段階で、境界上の全ての変数が決定されているので、陽な

形で実行できる。

本章の内容は周知の理論であるが、後輩の議論で必要となるので、その準備とし

てあえて記す。 2.1節では境界要素法で重要な役割を果たすグリーン関数の物理的

な意味を示し、これと、境界積分方程式の関係を示す。 2.2節では数学的に境界積分

方程式の導出を行い、 2.3節では境界積分の離散化について示す。また、 2.4節では、

後景で用いるいくつかの波動型方桂式に対する基本解(グリーン関数)の導出と、そ

の某本fy干の積分定数について議論を行う。

2.1 グリーン関数の性質

グリーン関数の物理的な意味を示すために、最も簡単な例として、 3次元ポアソ

ン方程式を考える。

ャ2φ - p 
EO 

(2.1 ) 

境界の無い空間に単位電荷を置いた場合、

ャ2o
x =_8(r) (2.2) 

で場は記述され、この解は

jGt 
(2.:3) 

で与えられ、これをグリーン関数と呼ぶ。

次に、空間中に電荷分布ρjEOを考える。境界が存在しない場合には、

hlfM1 (2.4 ) 

の重ね合わせの原理が利用できる。

さらに、単位双極子が作る場を考える。図 2.1のように、土Qの電荷をe:;;方向に距

離d鴎てて配置するとき、この双桜子が作る場は

f ごι(3-訂以会 ((ρ2十(::-dj2)2)一1人(内(ご判明2)一1/2)
コハfO¥r+ r -J τハeO、

白井 ((ρ2十::2_ ::d)一1人(内九::dγ1/2)
τハし口 、

η1  (1' . :::d ごd，¥ :::Qd 1 / ¥ Qd 
~~.: 1(1 +寸)一(1一一))コ一一一=一一言(r. e:;;)一
-1れ or ¥ ω 2r2'J 4iifor3 4iir3" EO 

(2.:) ) 
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図 2.1:電気双根子の作る五elcl

σ 

図 2.2:単極子.双極子ソースの境界積分

と表される。さらに、 (2.3)式より、

で"O
X

コ T
'f Ii 1'0 

(2.6) 

が導かれ、これを (2.5)式に代入し Qdjfoコ lとすれば、単位双慌子の作る場として

。二=-eご・ヤsoX (2.7) 

が得られる。ここでヤ月はソース点を原点とした微分演算子を表す。

同2.2のように、仮想的な境界上に単概および双極子の表而分布がある場合には、

領域内の場は (2.3)イ2.5)式より

r
 

，d
 

¥
I
I
I
-〆

10t 
q
u
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日

2
ι
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n
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C
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，。
σ
一
向
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¥
 

f
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面電;寄σ

iz 

関 2.:1:境界上の単極子とポテンシャノレの微分

つ
V
ハ
十回土式

(〕

Q 
肝)j十J!J+r'j)

ム

μ 

-n 

図 2.-1:境界上の双極子とポテンシャルの微分

と表される。ここで、 η，は境界における外向き単位法ベクトルを示し、双極子の向

きは内向きを正とした。

境界ヒのソース分布は、ポテンシャルおよびその勾配と夜き換えることが出来る。

滑らかな境界を仮定すれば、図 2.:1および図2.-1の様に一次元モデルで考えることが

11¥来る。境界からnおよび-nの両方に出ていく電気力線の和は

E::・(-n)+ E~ ・ η (J"
EO 

(2.9) 

と表される。ここで上付添字は境界より正負のいずれの領域かを示している。観測

点を領域内に取り、それを原点とした微分演算子ヤを用いると、

(ヤ計十日一)ド: (2.10) 

を得る。同様に、双極子が存在する場合、

raも一

nu

，a'一
戸
目
、一一

l
O
 

+
 
101 

(2.11 ) 
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のポテンシャルギャップが存在する。

めて置き直すと、 (2.8)式は、

ここで、ヤ。+十ヤゅーをでφに、。+ゅーをゆに改

。ィ((v6)グ-9(ヤS(r)).ndf (2.12) 

と表される。上式は、境界上の全ての点で、境界値および一回微分により、場が決

定されることを示しており、場の一意性と等価である。

2.2 境界積分方程式

境界要素法において、境界積分方程式の導出には重み付き残業法の

る方法もあるが、本論文ではより簡単な方法を示す。

穏と表現す

多くの物混場は二階の偏微分方程式で与えられる。この場合、境界積分方程式

は、支配方課式およびその方程式のグリーン関数、グリーンの第二積分公式のみか

ら導くことができる。本論文では、ポアソン方程式、ヘルムホルツ方程式、波動方

程式を支配方組式に考える。積分公式として、領域積分と境界積分の関係を表すグ

リーンの第二積分公式は

j. (げいーがで29)dド fs(何，-~'V9)η (2.1:3) 

と与えられる。ここで、 0.ψは共に領域内で連続で二階微分が可能な関数であり、 n

は境界上の単位法線ベクトルを表し、その向きは領域の内から外へ向かう向きで

ある。また、 .V(ま解析対象となる閉領域、 Sはその境界面を表している。空間偏微分

の代わりに時間偏微分を用いた場合には、単純に二階微分を部分積分することに

より

J(4-引叶4-1fzl (2.14) 

が得られる。

支配方程式を、

乙{f(T，t)}コベT.t) (2.1.) ) 

とするとき、そのグリーン関数は

乙{G(TO‘tO:T.t)}こ -8(T-To‘t -10) (2.16) 

9 



の解として与えられる。このグリーン関数は無限領域での支配方程式の解であり、

境界条件は一切考慮、しない。物理的な意味は、点(rちt)に単位ソースを置いたとき

の、観測点 (ro.lo)での場を表現する関数である。

なお、奥方性等の場合を除き、グリーン関数Gは観測点とソース点の立場を入れ

換えても同じである。

G(r‘f:ro.fo) =ヱG(ro‘fo;r，t)

本論文では必要に応じ上記の性質を利用して河者を入れ換える。

2.2.1 ポアソン方程式の境界積分方程式

支配方程式として、

乙{.f(r)}ごヤ2.f(r)コャケ)

のポアソン方程式を考える。

(2.li) 

(2.18) 

グリーンの積分公式の、ムψをそれぞれfとグリーン関数Gとし、 (2.18)，(2.16)式

を用いれば

J.{川 (r-ro)-G(け川)}dF 

口 I{列(r)ヤG(r; ro) -G( r; ro)で.f(r)}. n d8 
JS 

を得る。

(2.19) 

上式の左辺第一項の五関数の積分は、点roが領域1/の内部にある場合と境界S上に

ある場合で異なる。

まず、点、roが領域1アの内部にある場合には、容易に

バ{.f(r州 -ro)} d1可 (ro) 

とで・きる。

(2.20) 

点roが境界F上にある場合には、ここでは、境界要素法の文献[:3.:1]とは異なる導

IHを示す。これらの文献では、図 2.:')のように、領域 Vと境界 3を変形して、 S上の

点roが、新たな領域 F'~こ含まれるような、境界 8'を用いる。

1ιιFγイ:

jcl = 

10 

(2.21 ) 

(2.22) 
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図2.5:境界S上の6関数の領域積分

この新たな領域 1げでは (2.20)式をそのまま用いることができるが、境界積分にふF

の分を考慮する必要がある。

本論文では、境界sも領域Vも変更しない単純な方法で、 S上のTOに対する領域積
分を示す。 6関数は、一点でのみ無限大の簡を有し、その点を除く領域では 0とな

り、その領域全体の積分が1となる超関数として定義される。その例として、半値

中高σが無限小のガウス分布が挙げられる [5]0

f (:1'-:1'0)2) 
5(，1' - ，1'0) = 1inl勺::::-exp ~一一"一}

ぴ~U 、/πσl ぴ
(2.2:3) 

(2.2.1) 

これを用いると、二次元空間での8(T-TO)は

= linキ寸(x-勺

と表される。境界を考慮した場合でも、点TO近傍のみの半径ρEの領域 l~を考えれば

良く、 f:が述続で有界な仰を持つとし、んが十分小さい時には、

(2.25) 

11 
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に収束する。 6関数の半値幅σはσ《 ρεとすると、

1かf川(什T一川ア:寸1削 o(什T一町州山)ド川川d点l口1
:川ffJhl志向{-;:}戸lpdO 
=川山、古侃叫叶pぺ(一引升d内ρ〆ん内仰2 Uυ湘dO l砂0 

=f川川(

=主fケ (2.26) 

を得る。ここで、ムOはS上の点roから微小領域にを臨む角度である。

ポアソン方程式の境界積分方程式をまとめると、

-co川イ{f(市 G(r;叶 G(r;叩川 n仙 j{G(T;To)t附 diア
(2.27) 

( 1 

Coごくム0

・，-
¥ ';"1¥ 

情
/
y
t

，
 
n
 

・1n
U
 

T
 

ro on 5 
(2.28) 

となる。

2.2.2 ヘルムホルツ方程式の境界積分方程式

ヘルムホルツ方程式

乙{I(r)} 口(ヤ2 十 "~6)f(r) =ν(r) (2.29) 

において、んが定数の場合には、 (2.27)式と同じ、境界積分方程式が導かれる。んが

定数でない(r依存を持つ)場合には第8章で別に述べる。

2.2.3 波動方程式の境界積分方程式

波動方科式の場合には、時間微分に関する積分が入るため若干異なる。

? rl .¥ 1 ePI(r‘t) 
乙{f(r‘t)}口 v'2f(r，t)一一一ーす一 =v(r，t)

c2 ノ

(2.30) 
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で表される波動方程式と、そのグリーン関数Gの満足する方程式(2.16)式の、それ

ぞれにGJを掛けて両辺を引き算し、時間tおよび空間 Fに対して積分を行うと、

lj(f(T f)附(川河川o)}-G(r， t; ro九)印(r州川l
コイ1j. (f(什T仰一イμ一1九川Oω)一G川 T川川0かμ山司J品t九0川川Td山t (2.:31) 

となる。左辺の乙を空間微分に関する項と時間微分に関する項に分離し、積分)1頃序

を考慮すると、左辺は

μ(仰}-Gζ{f} )川 t
r r ， ~~') ~ ~~')~， n T ，. 1 r r (θ2GO2f¥ 

ロ II (パ72G-GVf)d11f--llif---G-i didV(2.32) 
} t } ¥ Y .~. ~'.I I .-. C2 } V } t ¥ δt2 δt2 J 

となり、さらに (2.13)‘(2.14)式を用いると、

l JllδG  /"1δf) I t(問 -Gでf).ndS dt-汁 !(f--G-)ivI ¥.' f)t ~. f)t I I (2.:3:3 ) 

となる。 (2.:31)式の右辺の第一項は、ポアソン方程式と同様に

μ(f(r. t)h(r -ro. t -to)) dF dt = (2.:3.1 ) 

ム
l
vtk

t
、

、、11
S
A
ハパハ

、、、、
i
i
i
:
i
i
!
i

，，，dr
(
ハ
け

υ} 

ベ〆
~ 

〉了

三三勺f

図 2.6:xv-t空間の解析領域
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(2.35) 

(2.:36) 

となる。波動方程式の境界積分方程式をまとめると、

- Ctcr.f(ro.to)イfsu川町(r，t;川)-G川町，to)"v.f(川))凶dt
r IθG(r， t; ro守to)θ.f(r，t))I一万人 Iu(川 -G(r， t; ro， to)寸「|dVム|δ-"¥"，.v"v/ at 1. 

十lJ，[G川町今to)l'(r，t)]川 t (2.37) 

となる。国 2.6のような、空間二次元時間一次元のモデルについて、上式の意味を

考える。上式の右辺第一項は、図の曲面からの (ro，to)への積分を表し、第二項は、

t =二九と t=二九における平田からの積分を表している。空間隔IIに関する境界に時間

制!の境界も考慮した時空境界を、新たな境界として定義するなら、図の立体 (xふt

制r)の表而からの影響と見倣すことができる。第三項はこの時空領域内のソースの

分布に関する積分である。なお、 2.3節で述べるように、波動方組式のグリーン関数

の選び方により、第二項の積分の内の一方(通常はt=九の平面に関する積分)を省

略できる。

2.3 離散化

前節で導いた境界積分方程式は、境界形状および境界条件が特殊な場合に限り、

解析的にf拝くことが可能であるが、一般には、境界を分割する必要が生じる。

本節では、まず任意の関数を離散点、の簡と、隣接する離散点問の区間内の内f市関

数である慕底関数について述べ、最後にこの基底関数を用いて、積分方程式の離散

化について述べる。

2.3.1 内挿関数

この節では、本論文で用いている一定要素、線形要素の内掃関数の導出を行う。

一定要素、線形要素の導出は、文献 [6]のsuhsectionalhasesに基づいた導出を行う。

14 
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図2.7:一定要素の基底関数

一定要素

備な関数仇で同有関数展開により任意の関数n士、
(2.:38) 

区間[口・2・b]をNf問に分割する場f!?を考える。分割に用いた座

区間Liごいi-l、:rd内で一定となる基底関数を考える。

f=2二九(.1')ん

と表すことができる。

標を :ei(i二二 1，入T_ 1)とし、

(2.39) 
(.1' E [町一1司:rd)

( .1・~ [:ri-l、:ri])

なお、 hについては後述する。この区間 Li内の代表点:<(一般に医問の中心)でのf

をfi= f(:1';)とするとき、このfは阿 2.7の様に、有限11塙のステップ関数の合成とし

て定義できる。

このように特定の区間内のみでOでない簡を有する慕底関数を、 suhsectionalhases 

15 
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線形要素

さらに、川を中心として、隣接するほ間 [IV-1-til-LTi・1・;+1]r今で、それぞれ一次変化

を{反定した基底関数を

;r -1・;-1 _ r 、
7:';.+1 一一一一一 l~ εl:1' ;-1 ・:1~;J 
:1'; -:1';-1 

。=ヱ
7:';.0ご x E [:1';， :1';+1] 

:1~ tf-[:1~;-1 ， :1~;+1] 

(2AO) 

1・i+1-:1'i 。
とするとき、 fiコ f(:l'i)すると、図 2.8のように表される。

いま、 r を[:1ト :1~j+1]内に選ぶと、

f=かんJ.0+.fj+1 tんJ

=んに1:;)+fjベすと)
ヱロー;{んでi+1 ん+川

大 y

λ 
，
』J 

ゆ

i

F

、』
、!
1

J

一. . 

/¥ 
《

口
1
n
U
 

Jλ

ハ

図 2.8:線形要素の基底関数
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コー 1=-{よj(Xj+1-Xj)一 (Jj+1-fi)Xj十(Jj+1-fj ):r} 
，t )+1 - ，tj 

fi+1 -fi =L +J  J(‘♂τ一 X
i ;l~町芯勺j+1 一Xτ?jj 

と表すことができ、これは関数fの 1ト点周りのテーラー級数展開

i‘τ_ Xj)2 
f (:1')口 f(:rj)+ f'(Xj)(X -Xj) + f"(Xj)一ーすムー十

の第二項以降を無視したものと一致する。

(2.41 ) 

(2.42) 

境界要素法では、 (2.39)式のようにステッブ状に変化する九によるfの表現を、特

定の区間内で一定であることから一定要素と呼び、 (2.40)式の線形変化する仇によ

る表現を線形要素と呼んでいる。

これらの表現では有限項のテーラー級数展開を有限数の代表点周りで行うため、

完備性は保証されず、真の評価すべき関数fとは異なる。一定要素、線形要素のそ

れぞれに用いる基底関数をゆ?，O?として改めて'性質を考えてみる。

f(O)コ zd川i

f(l)コ zojI)L

(2.43) 

(2.44) 

図2.7，2.8で解るように、 f(O)はバ点において、 f(1)は町点においてfに一致する。しか
し、 .f(0)は町点でfが不連続になり、 f(l)は:ri点で一階微分が不連続となる。より高次
のφγ)を用いることにより、連続となる階数は増加し、当然、 fとの誤差は減少する。

面要素

本論文では、二次元モデルを扱うため、境界積分項は線積分で表される。しかし、

領域積分((2.27)式右辺第二項)および波動方程式の空間境界と時間軸に対する積分

項((2.37)式右辺第二項)は面要素の扱いが必要となる。後者は空間一次元と時間一

次元の計二次元の積分となる。この積分は空間前!Jと時間期!Jが直交しているので、先

の一定、線形、二次要素をそれぞれ独立に適用すれば良い。これに対して、領域積

分には若干の考慮を要する。任意の形状を有する領域の砲交座標系による表現は

難しく、一般に三角要素が採用される。

三角要素に対する内掃関数をテーラー展開により導く。国2.9のように、三角要素

のニ辺を1/， d~!Jとし、点TOまわりでテーラー展開を行う。

17 
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(2必)

この式の第二項以降を無視した、

f(O)口ん (2.46) 

が三角要素の一定要素にあたり、第四項以降を無視したものが一次(線形)要素に対

応する。三角要素内の偏微分は一定とすると、

θf f1ーん
θH 111 - 710 

θf んーん
θu V2 - 1'0 

(2.47) 

(2.48) 

とでき、これを用いると、

(1 )コ(l_h-.在一主ニ判ん十ムニムfl十長三色f2
¥111  - 710 V2 - VO/ 111 -110 V2 -1'0 

以内ん+<Td1十九f2 (2.49) 

と与えられる。三角要素内で定義される一定要素、一次要素は悶2.10で表現される。
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図 2.10:三角要素内の内挿関数

2.3.2 積分方程式の離散化

前節で導いた境界積分方程式(2.27)式を、内挿関数。あるいはいを用いて離散化す

る。なお、 (2.37)式については、時間取!rが追加されるのみで、同様に示せるので省

略する。

まず、連続境界を任意間隔の節点で離散化する。この間隔は内持関数に何を選ぶ

かにより異なるが、境界上の予想される変化を再現できる寸法とする。

例えば、ヘルムホルツ方寝式の場合には、波数およびその逆数である波長の概念

が領域において定義できる。

つT
ko =去

波数は領域内の座標成分に分離できる。

(2.50) 

ん;:ん:十k;十月
k 竺 2r. 2π 

L" J... .. 

r 一入x 凡 u一入y 附 z λ

境界をzヰ4!rに一致させ、入。とんを比較する。

(2.51 ) 

(2.52) 

ん;=k:十i;+l-?>L2

19 



-
B
i
 
<
 

O

一
Z

}

入
一
入
、
川

=

>

 

Z
一

」

u

r

k
一K
入 (2.53) 

となり、境界上の変化は、領域内の変化である波長に比べ緩やかである。従って、

波長を十分細かく表現できる節点間隔を選べば、境界上でも十分細かく表現でき

ている。本論文では、波長の 1/10緯度の節点間隅を採用すれば充分で・ある。偲し、

導波管のカットオフ状態のような場合には、上記の関係を満足しないので、さらに

細かい分割jが必要となるので注意を要する。

(2.27)式のroをriとして再度記す。

-cJ(吋イ{f(市 G(r;ri) -G(r;伊川 ndS+かG(γ;r i)υ(r)} dV 
(2.54) 

(2..5.5) 

上式中の f(r)、ヤf(r) . nおよびv(r)を内挿関数により線形化する。

r on S f(r)=L9j(叫ん

(2.56) r on S 
θfl 

ヤ削 n=むj(r)(マf(T)n)J=pJ(T)広|

(2.57) r in V 市)コLOk(r)vk 

(2.58) 

これを用いると、 (2.:3-1)式の右辺第一項は

平引判Aム川Jぺトト(←トかいいいo内州け例山川jバμ州州(什川州川T川刈川)げ川fんJ刊m川(什似川r;

= 平内21(fs，い弘LムJプP川川川o内州け刷川jバμ州(什例(r)V川叩)同ヤq山川T円川川;川川T刈)川川P刊ん 一ムUドG(r

(2.59) 

と線形化でき、同様に、第二項の領域積分項は、

手人み..( r ) G ( r; r i ) dV 

(2.60) 

(2.62) 

(2.61 ) 
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と表される。積分内をそれぞれ、

ムレかφ内j(r)Vσ 川 n川吋川dωωl日ιS= hi 

ムかνG(川川川r:川川:刈川刈T陀州;)川t 釦向j 
ムム(r)G(け i)dF = Pik 



とおいて、さらにたコ川町 川=器Jj= qiとすれば(2..54)式は

- Cilli 玄(iiijllj- 9ijqj) + L pi"，Vk (2.63) 

となる。境界上のそれぞれの節点をTiと一致させて、これらの方程式を連立させて、

行列表現すると、

Hu-Gq+P旬ロ O (2.64) 

なる、代数方程式を得る。但し、

hij = hij十Cibij (2.6.5) 

である。

一般に、 Tj点における zlj 1 qjの一方は境界条件として与えられ、他方は未知数であ

り、 η における Vkはソース分布として既知である。また、 H，G今Pはグリーン関数

が既知であれば、解析的あるいは数値的に計算できる。 lljぅqjの内未知数の変数を忽f

とし、その係数行列をA'と置き、 lIjぅqjの他方すなわち既知数をm、その係数行列を

Aとすると、

A'a' = Aa十PV (2.66) 

と 述できる。両辺にA'の逆行列を掛けて

a'コA，-lAa + A'ー lp旬 (2.67) 

として、境界上の解払qを決定できる。

点Tiを領域内に置いて、上で求めた zlj，むを (2.63)式に代入するだけで、領域内の

場 11が求められる。

H.G‘Pのグリーン関数Gおよびその法線方向微分ヤG・nの積分については、行

列の非対角成分と対角成分に分けて扱う。

非対角成分は点Tiが微小積分区間 Sjに含まれていない場合の積分結果で、この積

分区間では、グリーン関数およびその法線方向微分は緩やかな変化をする。また、

この積分は解析的には不可能な場合が多く、ガウスの数値積分公式等 [8]を用いて

数航積分を行う。

一方、対角成分は点Tiが微小積分区間勾に含まれている場合で、グリーン関数の

変化が激しいため、数値積分では誤差を大きく含んでしまうが、幸いなことに、解

析的な積分が可能である。この対角成分の積分を特異積分項と呼ぶ。
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また、グリーン関数の性質から、対角成分が大きな値を有し、この積分の精度が、

境界要素法の精度を決定するといっても過言ではない。この特異積分は、線形化の

方法にも依存するので、ヘルムホルツ方程式については第6章で、波動方程式につ

いては第9章で説明する。

2.4 グリーン関数

解析的に場をi拝く場合には、境界条件を組み込んだグリーン関数を採用する [10]
ことにより積分を省くことができる。つまり、 (2.27)ぅ(2.37)式中の境界積分内のGお

よびヤG・η，が、境界上で0となるようなグリーン関数を採用する方法である。

しかし、任意の形状の境界値問題を解く場合には、境界条件を組み込んだグリー

ン関数の導出は難しく、境界要素法では境界条件を考慮しないグリーン関数、すな

わち、解析空間内の一点、のみに単位ソース分布を置いた自由空間のグリーン関数

を考える。

偲し、境界条件を全く与えないのではなく、無限遠で0となるような境界条件は

容易に与えられる場合が多く、開放型問題、散乱問題等で、無限遠での積分を省く

ことが可能となる。

以下、二次元のポアソン方程式、ヘルムホルツ方程式および波動方程式のそれぞ

れに対して、自由空間におけるグリーン関数の導出を行う。

2.4.1 二次元ポアソン方恕式のグリーン関数

グリーン関数の満足する方程式は、

ャ2G(r;rd = -8(r -ri) (2.68) 

で与えられる。点riを中心とした学径γ=jr -rdの円(領域)で両辺を積分する。

jャ2G(r;r川 (2.69) 

なお、二次元問題では、 Vは領域を表し二次元であり、以下に出て来る SはVを取

り問む境界を表すので、その次元は一次元となる。上式の左辺はガウスの積分定理

およびグリーン関数の等方性により

f ' 川G _~ d ヤv刊y2G(勺矧G(仰(付T川;汁T (2.70) 

つつ



となる。一方、右辺はデルタ関数の性質により

ーか(T一川l= -1 
となる。従って、

dG -1 

dr 2iiT 

G(r)ロ zhIIT十C
~7r 

を得る。

(2.71 ) 

(2.72) 

(2.73) 

上式には積分定数Cが残っている。境界要素法で開放領域問題を扱う場合には、

開放領域を閉じた領域にするため、仮想的な無限遠の境界を設定する。ところが、

このグリーン関数は無限遠 (1'→∞)で発散するため、無限遠での積分を省くこと

が/:1¥来ず、別の境界条件が必要になってしまう。積分定数 Cの設定は、この境界条

件の設定に密接に関係する。詳細については、第4章で論ずる。

2.4.2 二次元ヘルムホルツ方程式のグリーン関数

ヘルムホルツ方程式のグリーン関数は、ポアソン方程式のように簡単な導出はで

きない。文献 [4]では一次元のグリーン関数を、文献 [7]では一次元から三次元のグ

リーン関数を、それぞれフーリエ変換と援素積分により求めている。

本論文では、上記の文献と異なる方法、すなわちフーリエ変換を用いない方法を

示す。但し、二次元のグリーン関数を直接求めるのではなく、三次元のグリーン関

数仇を求め、それを積分する方法 [7]を採用する。

三次元のゲリーン関数

ヘルムホルツ方程式のグリーン関数は

ャ2G(T;T;) 十 ~:2G(T;Ti) = -8(T -Ti) 

を満足する。

この微分方程式の同次方程式の一般1FFGOは

ャ2GO(T; Ti) 十 ~:2GO(T; Ti) = 0 

を満足し、櫨僅標系で等方性(会コO、会=0)を考慮すると

1 d (内 dGO¥ <"') _~n 
一一 17J一一 i十f.!.GU= 0 
1'2 dr ¥ - dr J 

2:3 

(2.74) 

(2.7.5) 

(2.76) 



となる。この微分方程式は、

G'=G07、 (2.77) 

なる変数変換を用いると、 G'は容易に求められる。

G'ロ Aε+jkr トBε-jkr (2.78) 

従って、向次方程式の一般解GOは

ε
 

β
 
十一

γ

+一ε
一

A
i

一一一
日
U

G
 

(2.79) 

となる。

一方、非同次項8(r-ro)による、特殊積分Gpは、非同次項とその全ての導関数の

一次結合で表される。

G
p 
=丈cn8(n) (2.80) 
η=0 

ここで、上付きの添え字は微分の間数を示しており、それぞれの項は

d8 
8(1) =で6・er ヤ・ 8erコナ

αr 

d8 _ d8 (728 
8(2) =ヤー .er口ヤ・ -.-er口一一
dr -， dγ dl，2 

8(n) = 
p
λ
U

一n

n

一
r

一一e
 

£
υ
一1

η

一
γ
マ一一e
 

6
一円

(2.81 ) 

で表される。このGpを(2.74)式に代入して、 Cnを決定する。

ャ2Gp十1・2Gp= -8 (2.82) 

両辺を半径Eの小球で、領域積分する。

ー

一

Z」

一
一
れ

V

そ

し

ハ

ま

戸

川

項

μ

ニ

!

?

第

P
 

G

、

同

い

す

f
l
1

第辺左

(2.83) 

か2Gpdl=かGp'ndS 
/ 今日η¥ . 。ぷ r{.，..，--.L刊 《

ロ 川πrZL1 4πr-hC710、っ =u (2，8.:L ) 
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か引 コ寸小1かLμ2主C九ωωcn8(n)川川6が許仰(い川η叶)川d汎1叶 lμベ刊2オで(や('08+主川))トdγ
コ寸1かLρ州2
=斗".2C叶0け+1后主ω
=寸d叫=".2('0 +μ仏九".2('0 +い「匂川0け+合引主剖(い臼ω山4什ωπ

となる。従って、

Co口 Zす

(2.8:'5) 

(2.86) 

を得る o C1以降については任意であるが、積分すると 0となり意味を持たないので、

Cm = O(m = 1，...)とすると、特殊積分Gpは

Gpコ 46(T-Ti)...-

となる。

(2.87) 

非同次方程式((2.74)式)の一般解Gは、向次方程式の一般解GOと、非伺次方程式

の特殊積分Gpの和で表されるので、 (2.79)，(2.87)式より

() Aε:+jkr十βε-jk'T -1 
Gコ GU十Gfp= 一 +"，; 

8(T -Ti) (2.88) 

が得られる。

上式にはデルタ関数が入っており、このままでは扱いにくい。そこで、デルタ関

数に (2.74)式を代入すると

G= GO十ム(ヤ2G十内)L..... 

となり、さらに整理すれば、

ャ2G+ ".2GO =コ O

なる微分方程式が新たに導かれる。上式と (2.79)式を比較して

ャ2G=ヤ2GO

を得る。両辺を半径rの球で‘領域積分して、ガウスの積分定理を用いると

(lTiT2 ~l~) = (-1π4) 
25 
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(2.90) 

(2.91 ) 

(2.92) 



となる。従って

チヂ=ベザーか~ベヂ 7

(2.9:3) 

が導かれる。さらに

F' 

A

一-K

十
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J
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一L
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一
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一一+

 
P
し
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l
j
 

(2.94) 

を用いると、非同次方程式の一般解は

r dG. . e+jkr ~ e-jkr 
すご jで=-dr =コA-=-一一十 β一一一十C
J ([1' l' l' 

(2.9.5) 

となる。

このグリーン関数は、ポアソン方程式のグリーン関数と違って、無限遠でCに収

束する。そこで、グリーン関数の境界条件として、

J辺G(r)= 0 (2.96) 

を与える。さらに時間変化をεJwiとした波動を考えると、 ε+jh-¥εづかはそれぞれ時間

とともに、 Tiに向かう波と無限遠に向かう波に対応する。~限遠に向かう波のみを

扱うことにすると、

G=β三

必_D (-j"~ 1 ¥ ~-jkr 
dr ~ ¥ l' 1'2 J -

(2.97) 

(2.98) 

となる。

係数 βを決定するために、この Gを再度 (2.7，1)式に代入して、半径 rの球でιii分

すると、

一一T
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¥
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1

1

1

1

/

 

一

一

伺

一

ル

、

n，，
w

作

は

竹

川

り

項

/

い

¥

内

一

一

一

わ

第

γ

G

・F

1

l

2

込
J

f

b

m

/

1

ノ

ワ

a

代

い

安

ヤ
1

F

 

f
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f
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(2.99) 

コ l内(ヂー占)εーjkr (2.100) 
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となり、第二項は

jL2Cdlr412fG12hKL2Bf町一川I
Z4rL2Ri13;十手l:
=4iis{(+jh十1)汁r_ 1} 

となる。従って

-4πB =-1 

より、三次元のグリーン関数G3は

G3(1') =平:
'!πr 

となる。

二次元のグリーン関数

(2.101 ) 

(2.102) 

(2.103) 

二次元のグリーン関数らは、本節の冒頭で述べたように、三次元のグリーン関

数G3を円筒座標表現し、 z期hに沿ってそれを積分すれば良い。

棋臨標系での 1、は円筒座標系のρ.'"を用いて、

ご J可五
と表されるので、三次元のグリーン関数は (2.103)式より

の一，ik0可2
G:3 ( 1') = r-'l十一τ

生πVfJゐ十

と変換できる。これを::~~h に沿って積分すると、

f 1. _ /一つつ

G2コl:::G3dzコl;::;二Ldz
となる。ここで、

'" 
-ρsinh t 

なる変数変換を行えば

Gヮコ土(+∞e-kp吋 11dt 
“ 4ii J-ex， 
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(2.1 06) 
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となる。第二種ハンケル関数の積分表現 [i]

cjvπ/2 r+∞ 
HJ2)(r)=-L← I e-jx吋 t一句t

)7了 J-∞

と比較すると、二次元のグリーン関数らは

-)  TT(2) 
G2(ρ)口 TIん (h'p)

が導かれる。

2.4.3 ニ次元波動方程式のグリーン関数

(2.109) 

(2.110) 

波動方程式のグリーン関数は、波動方程式をフーリエ変換によりヘルムホルツ方

程式に変換し、その解を逆変換する事により導出できる。但し、二次元の解の逆変

換は容易でないので、ヘルムホルツ方程式のグリーン関数の導iHと同様に、まず三

次元の解を求めそれを積分してニ次元の解を求める。

波動方程式のフーリエ変換

波動方程式の基本解は、

空 1a2G(Tラi;Ti司t;)
ヤZG(TJ;Tt・1i)-25 … + 8(T -Ti)8(t -t;)口 O

を満足する。儒単にするために、 (Ti， ti)を原点とする。

(2.111) 

一方、グリーン関数Gの時間に関するフーリエ積分をGとするとき、フーリエ変

換および逆変換は、

δ(T hCG(T  1)ε一川

r+∞.  
G(T，t)=丈λ∞ G(T.u))ε

十Jwtd，ω 

と、定義できる。

(2.111)式の両辺をフーリエ変換する。

1:= (作
第一項は、定義より

ヤ2Gε-jwtdt =ヤ
2I Ge-Jw1 dtコヤ2(;r r 
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(2.112) 

(2.11:3) 

(2.11-1) 

(2.115) 



と表される。第二項の積分は、部分積分を二回繰り返すことにより

CZε-./午 (2.116) 

となる。時間に関する境界条件として、 t=士∞でグリーン関数とその一階微分を

0とすれば、境界項は消え、上式は

Jrcε一川=JO

となる。従って、 (2.11-1)式は

ャ26+ (:'r 6 +仰)口。
のヘルムホルツ方程式に変形できる。

三次元のグリーン関数

(2.117) 

(2.118) 

前節で求めた三次元へルムホルツ方科式のグリーン関数((2.10:1)式)においてんコ

ωjcとすると、 (2.118)式の解は

。(川口年L
':1 ii1' 

となる。これをフーリエ逆変換すると、三次元のグリーン関数仇が

G3(1'， t)コ去に55L+川
ロム土 fhr(f-f)rん=土o(t -~~ 
4πl' 2ii J-∞ 4 ii7、 ¥c)

と導かれる。

二次元のグリーン関数

(2.120)式を円筒座標表現して、 zijljlJに沿って積分する。

r+oo 1 r (. VP可ヲヘ 7

Gっ=I --~←一-=:;.81 t-一一一一一 Id“ J-∞ 4iiyp
"2 + zz¥c  ) 

コ2fhh6(t一平)dz 
ここで、 zをdこ変数変換する。

l' = r;可フ
Z口マ;?会予言dr
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(2.120) 

(2.121 ) 

(2.122) 

(2.12:3) 



を用いて、

G2(ρ日 fか(t-~) 1 、I
 

V

，，
g
 

p

，，、

r引o

:示 / 8(ct-r)一一一dr.!.Ii J p 

= 一三一一U(ct-ρ)

が導かれる。ここで、 Uはへヴィサイドの階段関数である。

波動方程式のグリーン関数の物理的な意味を考えてみる。

三次元の場合、時刻0に原点 (1'= 0)から放出された場は、時刻tには、半径 γロ ct

の球商幻こ到達し、その大きさは、 1/1'のオーダーで減衰する。この持、この球而

以外の点では0となる。この様子は、大きさを別とすれば、粒子の運動と等価であ

(2.124) 

る。つまり、速度 Cでr栴IJ方向に移動する粒子は、時刻 1にはx=ctに達する。

それに対して、二次元の場合には、波の先頭はρ=ctになるものの、その円筒よ
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図 2.11:二次元波動方程式のグリーン関数
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りも内側の全領域にその解が存在する。これは、時刻 Oで zjMI上で一斉に放出され

た場が、遅れて点Tに到達する事を意味する。民2.11にこの様子を示す。ソース点を

z荊!J(0、o.ご)上にとり、観測点を (ρ.0‘0)に置き、 t= 0でインパルスが同時に発生し
たと考える。このインパルスは、三次元空間を z~41J上の各ソース点を中心とした球

状に広がっていく。観測点に最も早到達するものは、 (0.0，0)から放出されたインパ

ルスで、その後、時間とともに zコ Z土1 ‘~ - ~土2から放出されたインパルスが、次々

と到達する。最初のインパルスが到達した瞬間には、 ρ<ctの内側のヨきるところに

インパルスが存在する。

境界要素法は、 2.1節で述べたようにグリーンの積分公式により、解析次数を一つ

落とすことが可能である。波動方程式の三次元問題は時間期IJも考躍すると、四次元

問題となるが、この性質と、グリーン関数にデルタ関数が含まれることで、計二次

元低い解析次数で解くことが可能となる。

それに対して、本論文で扱うニ次元波動方程式は、時間柄lJを含めた三次元から、

グリーンの公式から下げられる一次元のみで、計二次元である。

:31 



第 3章

解析ニ佳子、jレ

本論文では共振器法によるプラズマの計測に対する、境界要素法による解析手法

の問題点、の克服を目的としている。

この章では、解析対象であるプラズマと、共振器形状、境界条件について記述

する。

3.1 プラズマ密度の計測法

プラズマ密度の測定を行う方法にはプロープを用いる方法と、電磁波(光を含む)

を利用する方法がある [13]。プロープ法は、プラズマ中に誼接プローブを挿入し、

プラズマとプロープの電位差により電流を得る方法であるが、温度および密度が

低い状態の測定に限定される。また、プラズマに対する擾乱も大きい。一方、電磁

波を用いる方法は、外部からプラズマに電磁波を入射し、その反射波あるいは透過

波を測定する方法であり、大電力の電磁波を入射しない限りプラズマに擾乱を与え

ることは無 ~'o

プラズマと電磁波の相互作用[1:3]には、屈折、損失、分散、共鳴、異方性、非線形

等の種々の現象が存在する。プラズマの密度計測には、上記の内、屈折を利用する。

大別すると、透過法と、反射法、共振器法に分類できる [1-1，15]。損失を考慮、しない

プラズマに対する正常波モードの屈折率κは、電子密度を 11e、質量を meとすると、

E
M
W
 

(3.1 ) 

川 2 11εe
2 

--pe EOmε 
(3.2) 
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で、与えられる。電磁波の周波数を、高周波から低くしていくと、 ω:ωpeで、 κコ O

となり、電磁波は伝搬できなくなる。この状態をカットオフと呼ぶ。

透過法はカットオフ周波数より高周波の電磁波(光)を用いる。その代表的な方法

が干渉法である。プラズマを通り抜ける透過波は、参照波に比べ、ムφの位相変化

を受ける。この位相変化は光路に沿った屈折率の積分として

ムφコJ"./"0 dr (3.3) 

で与えられる。透過光を参照光と干渉させれば、出力はプラズマが無いときに比

べ、 cosムφの出力の低下が起こる。

しかし、出力がムφの周期間数となるため、密度と干渉出力を一対ーに対応させ

ることはできない。プラズマの生成消滅過程を、計測した場合の密度の増加から減

少に転じる時刻、あるいはその逆の時刻を決定するのは容易ではない。

これを、避けるために参照光と透過光の周波数を、ムωずらしておく方法等 [14，

17，18]が採用されている。

反射法は、カットオフを利用した方法である。周波数が、 ωpeより低周波の波の屈

折率は純虚数となり、入射した波は減衰する。減表した波のエネルギーは、プラズ

マに与えられるわけではなく、逆向きに反射される。これを応用した例として、密

度分布を有する不均質なプラズマに対して、あらゆる周波数成分を有する電磁波

を入射し、反射波が戻ってくるまでの時間を測定することにより密度分布を求める

方法 [19‘20]が報告されている。

本論文では、共振器法を用いたプラズマ密度計測のシミュレーションを行う。共

振器の共振周波数は鏡間関の距離によって決定される。つまり、鏡面開の位相差が

ηπとなる周波数が共振周波数となる。共振器中にプラズマを挿入すると、プラズ

マにより、波長の伸長が発生し、そのため鏡面拐の位相差が短くなり、共振周波数

が高周波側にシフトする。また、プラズマ内の粒子同志の衝突がある場合には、

磁波の損失が発生し、共振の鋭さを示すQ値の低下につながる。この共振周波数の

変化と Q値の変化を測定すれば、プラズマの密度と衝突周波数の両方が陪時に測

定できる。

3.2 プラズマの誘電率とヘルムホルツ方程式

本節ではマクスウェル方程式と電子の連動方程式から、誘電率テンソルおよびへ

jレムホルツ方程式を導く。
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電磁界の満足するマクスウェル方程式は以下の式で与えられる。

ヤ.D=p

ヤ.B= 0 

θB 
ヤ xE=一一一。t

eJD 
ヤ xH=J十一一

δt 

ここで、電束密度D、磁束密度Bはそれぞれ、

D コヱヲ今・E= EoE十P

B=コpH=二poH十M
θp 。tー守P
土ャ xMロ JM

(:3.4 ) 

(:3..5 ) 

(3.6 ) 

(:3.7) 

(:3.8) 

(:3.9) 

(3.10) 

(3.11 ) 

と表される。ここで、 Jp，JMはそれぞれ、分極電流、磁化電流を表している。

プラズマ中は、巨視的にみると電気的中性であり、また真電流Jも存在しない。さ

らに、プラズマの反磁性は無視でき非磁性体と近似できるものとする。

p =コO

J=O 

M=O 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

分極電流は、電子とイオンの移動によって定義でき、さらに、電子がイオンより

高速で移動することを考慮すると

Jp =二 nie旬 - neε旬ε三一nee旬e (3.1.5 ) 

と与えられ、電子の速度が決まれば求められる。

電子は、電界、磁界および衝突による外力を受けるので、運動方程式は、

m生ヱロイ(E十叫 xB)一川l/eVe
e dt 

(3.16) 

となる。ここで、 1々 は電子のイオンに対する衝突周波数である。上式右辺の第二項

中の磁界による力と、第一項の電界による力を比較してみる。磁界を外部磁界Bo

と電磁波の磁界Blと分けて、

B=二Bo十Bl (:3.17) 
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と表す。

まず、 Blによる力を考える。単純なモヂルとして、平而波を考えると、電界強度

Eと磁界強度Hの間にはインピーダンス〈が次式の様に定義できる。

ぃ旦~= ，fE-
IHll V E 

(3.18) 

磁束密度Blの絶対値を電界強度Eで表すと

|トllH11=lOトIv0iEぃl:pEI (3.19) 
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となり、電磁波の磁場Blによる力は考慮する必要が無くなる。したがって、

運動方程式は

η 金三口-e(E十 VeX Bo) -me//eVe 
e dt 

子の

(:3.23) 

となる o
fε(-ε) 静

両辺九一一一ーを掛けて旧流と電界の関係を導く。
1ηe 

lJ p 
~ = u':~pEoE -0.εαz x Jp 十 //eJP dt --pe-v (:3.2-1) 

ここで、プラズマ周波数ωpeおよびサイク口トロン周波数を仏として次式で与え、

また外部磁界は z方向を向くものとした。

つ
弘、2ηce-

-
pe 
Eome 

Q fEE 一ε 嶋一
1ηε 

(:3.2.5) 

(3.26) 
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さらに、ベクトルの回転オペレータを

αご×口 (ανα.r αrαy)・ (3.2i) 

で表すと、

十一一令。eコ Qε(αuαI一αzαy) (:3.28) 

となり、これを用いると (:3.2"1)式は
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一一
川
町
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(3.29) 

を得る。ここで、 Jpの時間全微分は

dJ p dvp / ovp _ ¥ 
ε11一二 =-enA Iニふこ十旬ε・ヤve1 dt ~"e dt ~"e ¥δt I ve • ve J (:3.30) 

と表すことが出来、上式の右辺第二項は微小量叫の二次の項なので無視すると、

dJp {)Jp 

dt {)t 

となり全微分と偏微分は一致する。時間企微分は時間偏微分のjωに置き換えるこ

一、、
a
，，ノ

守

iゐ
q
A
d
 

q
J
 

J''az

司息、、

とが出来る。
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導電E率率F存:テンソ jルレv令が

(3.32) 

Jp二宮t.E (:3.3:3) 

で定義できるとき、(:3.32)式より、
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となる。ここで中は複素周波数を表し、
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(3.:34) 

w ω十)I/e (:3.35) 
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とした O この導電率テンソノレV歩と等価な誘電率テンソルヲ今は

一一 1'--'-'E' = eO '1' +でーげ
Jω 

で与えられる。 (:3.3，*)式より

( 5 +jD 0¥ 

7 = eO I -j D 5 0 I 
¥o  0 P / 

S :;(R叫)

D =j(R-L) 

ω1 
R=1--，-.-}Jc 
ω(心-ne) 

ω三
L = 1 _ }JC 

ω(中十日ε)

ω三
P=  1-2 三

wいJ

(3.36) 

(3.37) 

(3.:38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(:3.42) 

が導かれる。なお、磁界が存在しない場合には当然のことであるが、 5= P，D = 0 
となり、異方性は無くなる。

(3.6)式の両辺の回転をとり、同様にEの時間偏微分をjωとし、 B.H.Dうp守Jpを

順次消去すると

ーで2E= -ll()竺主コ μ()(ω2E_ど引 :μ()(ω2E_笠寸
t'v θt2 ，'V ¥ -V- - fJt2 J r'v ¥ -v- - fJt J 

円 lo(EoJ7-jωγ).Eり OEOLJfE (3..13 ) 

となり、ベクトルヘルムホルツ方程式が導かれる。

この方程式の、 x，y成分は誘電率テンソルの非対角項の影響でお互いに結合され

ているが、外部磁界の方向(z成分)はz成分のみで独立な方程式を形成している。外

部磁界の存在しない問題、または外部磁界と同じ方向に電界変化を持つ電磁波(正

常波)を考える場合には、

ャ2E::十 172EZな。 (3.H) 

なる、スカラーヘルムホルツ方程式を得る。ここで、れま波数を表し、 ω~ z.々とす

ると

ん2匂1'0(ω2-4 一品~) (3.4.5) 
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1. 0 じ与三位ぷ~~

ε0.5 

0.0 

で、与えられる。

:3.0 x 1011 

5.0 X 101 

6.0 7.0 8.0 9.0 
F REQU E1VC}T[GH z] 

図 3.1:プラズマの分散関係

正常波の場合には異方性は無くなるものの依然分散性は残っている。無衝突プラ

ズマ(lJe口 0)の場合には、 ωpeがカットオフ周波数となり、それより低!荒波の電磁波

は伝搬できなくなる。解析対象のプラズマ密度を orv 5 X 1011 [#/ cm3]とするとき

の、分散関係を図 3.1に示す。

衝突の影響を考慮するために、被素誘電率を導入する。

ん2コELf; (3.46) 

EコピーjE" (:3.47) 

どな lーニ川Z2E 
ω2 

(3.48) 

2 
11 い二pelJe (3.49) E =二一一一一一

仏、2 u) 

と表される。但し、上式の Eは全て比誘電率である。衝突項は、誘電率の虚数部に

現れ、損失項として評価できる。

この、複素誘電率を用いて、平面波について考える。

E ご=E。εj(wt-kr) (3.50) 

上式の波数れま

1.: = k' -j 7/' ~ R -令 (3.51 ) 
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図3.2:カットオフ状態、の誘

この複素波数を考慮、すると、となり、

(3.;'52) 

磁

E=Eoεj(d-k'Th-k~ 

と表される。これは、衝突周波数が大きくなるほど、減衰が大きくなることを示し

ている。無衝突プラズマ中を電磁波が伝搬するとき、竜磁波のエネルギーを電子に

運動エネルギーとして与え、電子が移動させられる。その電子は、電磁波と逆相に

なったとき、運動エネルギーは電磁波にポテンシャルエネルギーとして戻される。

この過程を繰り返しながら、電磁波は減衰せずに伝搬する。この時、電子は電界に

対して位相が遅れ、これが波長の伸長につながる。周波数が、十分高いときには、

電子が移動する前に逆相になるため、エネルギーの授受はほとんど行われず、波長

の1tll長が起こらず、真空中の伝搬と大きな違いは無くなる。

衝突がある場合には、電子が加速される途中で、電子はイオンおよび中性粒子と

衝突し、運動エネルギーの一部を熱エネルギーとしてイオンと中性粒子に与えてし

まう。その結果、逆相になっても、電子から戻されるエネルギーは少ないため、

磁波は減衰してしまう。

カットオフ以下の電磁波の場合は減表するが、エネルギーを損失しているわけで

はない。図3.2のように、 Tが正の方向に密度が緩やかに増加している場合に、

波がの方向に入射するモデルを考える。， 'cで‘カットオフとなり、 T> 'cで‘は k
は純虚数、， < 1'cで・はんは実数となる。 Tコ 'cで、の反射係数rは、

(3.53) r = lim Ve(1'c 
- 61') -Ve(叶針)

ト oV e( 1'cー 61')+ゾe(，c十61')
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で与えられる。 T土台における、密度を ηc士8neとするとき、

Jφμμ作d小仇(れ1九C一6白作I

ゾ件卯肘此ん吋叶仇川(什仇一r九叶山山川c+川A川十刊什州山6心州作rけr)=片=，1十νト ( η叫c? ロ可j岬存
と与えられるので、反射係数は

1-) 
Fローーでごーj ， IfIロ l
1 -トJ

(3.54) 

(3..).5) 

(3.56) 

となる。この結果から、カットオフでは、全反射が発生することが解る。つまり、電

磁波のエネルギーは、進行方向を変えるのみで、電子に与えられるわけではない。

3.3 ファブリ悶ペ口一共振器の特徴

ファブリ・ぺロー共振器(以下FPRと略す)は、ファブリとペローにより干渉計と

して考菜された。それは、二枚の平而ガラスを対向させ、内面に光線の一部のみを

透過させるようにメッキしたもので、高い分解能を有する。現在FPRはレーザ発振

用、あるいは高調波発生用の共振器として広く用いられている。なお、ガラスの鏡

面を金属板に置き換えると、電磁波に対する共振器と考えることができる。

FPRの大きな特徴として次の 2つが挙げられる。一つは開放型共振器であるこ

と、もう一つは高い Q値を有することである。開放型共振器の利点は物質の出し

入れが存易であり、出し入れによる共振器の形状や大きさの変化は起こらないこと

である。一方Q値が高いということは共振特性が鋭く、共振器中の位相変化を敏感

に検出することができる。以上の特徴から、 FPRを精度の必要な誘電率測定やプ

ラズマの密度測定に対する応用 [21-24]が提案されている。 FPRのような開放型共

振器の損失には、鏡而周辺部における回折損失、鏡面での熱損失あるいは透過、及

び媒質中での誘電体損失などが挙げられる。ミリ波、マイクロ波帯での電磁波の場

合、金属鏡面での透過は少なく、抵抗も小さいので、鏡面による回折損失が主にな

る。この回折損失は平行平板反射鏡を対向させた場合よりも rth而鏡の方が遥かに

小さく、特に両鏡而の焦点が一致する共焦点型共振器で、最小になることが知られて

いる。鏡面にrttP:容を持たせた共按器はさらにQ値が高くなり、精度の高い測定の他

に加熱器としても有効になる。
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二次元ファブリ・ペロー共振器

FPRのうちで最も Q値が大きいのはおわん状の回転放物体をニつ合わせたFPR

であるが、単純化するために奥行き方向い方向)に無限長の二次元FPRを考える。

核融合の閉じ込め容器の主流にトカマク、ヘリオトロンなどのトーラス状のものが

あるが、炉壁を鏡而とみなして巨視的にみると三次元FPRよりも二次元FPRの方

が妥当であり、プラズマ計測や加熱目的には適したモデルと考えられる。

二次元FPRでQ依の最も大きいものは共焦点型放物筒FPRである。光の伝搬荊1I

をz軸上にとり、放物線を、

Z =17Y2+q (3..57) 

とするとき、その焦点座標は、次のように与えられる。

z=よ+q ， yロ 0
4p 

二枚の鏡而をbの間隔で配置し、雨鏡而の焦点を原点に選ぶと、

(:3..58) 

r=土(か2-;)
となる。

FPRの両鏡間関で定在波を立たせた場合、 z軸上あるいはx!¥i!1Iと平行に数列の山

(3..59) 

が幾っかできる。 z車111上にできる定在波を基本モーにその他を高次モードと呼ぶ。

一般に各モードに対する共振燭波数は異なるがこれらが同一周波数で共振する状

態をモードの縮退と呼んでいる。共焦点 FPRではこのモード縮退が起こり、 FPR

内に誘電体やプラズマをいれることによって縮退が解けることも知られている。

本論文では楕円筒型FPRを選んでいるが、この理由として、既にE-LINE表示法

で理論的に解かれている [3.5]こと、基本モードに関しては共焦点型と同様に高いQ

航が得られること、さらに媒質の有無に関わらず縮退が解けているため、各モード

の変化を比較しやすいこと、等が挙げられる。

楕円は、

1
1よ

一一
内，，
M

Uυ 
1
一du
十

勺，
b

q
J
H
 

ー一
ρ

(3.60) 

と与えられる。 Q儲を高くするために、基本モードが共焦点型になるよう条件を選

ぶ。上式は、 y，，-， Oでは

x=平rV1-:2y2 :::: =r=r (1 -か2)=土(か2_ r) (3.61 ) 
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関 3.3:導波管を結合したニ次元FPR

となる。 (3..j9)式と比1Etして、

b b 
i=ー s =ご…勺之
~、l'ヲ

が求められ、基本モードが共焦点となる楕円筒共振器は

(:3.62) 

4η2  ~ 
-f+-EY4ぉ lb2 . b (3.63) 

のrttl面上に鏡而をとる。

FPRの鏡而は完全導体と仮定し、図 3.3のように一方の鏡市の中央に穴を開け完

全導体の導波管を結合する。導波管の他端から Ezによって TElO波で励振する。こ

の共振器の特性については、第5章で論ずる。

なお、このモデルのようにE，のみを考える場合、内部の媒質が異方性媒質でなけ

れば、 ziMI方向に無限長をとる必要はなく、有限長にしてその断而に金属板を張る

ことで代用できるので、比較実験を行うことも可能である。

3.4 境界条件

(3.-lcl )式で導出した、電界のヘルムホルツ方程式に対する境界条件は、境界上で

の電界、あるいは境界上における電界の法線方向偏微分(磁界)、あるいはそれらの

一次結合で与えられる。本論文で採用している境界条件の内、共通なものについて

述べる。
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3.4.1 FPR鏡面の境界条件

FPR鏡而を完全導体と仮定する。電界を鏡而に対して、垂直成分Enと接線成分

Et.Eごとに分けて考える。完全導体上では、無限大の導電率を有する。その結果、

接組成分は 0となる。詳細は損失援に対する境界条件と共に .5.3.1節にて導出して

いる。

E勾 =0 (3.64) 

3.4.2 プラズマ領域と自由空間の界面における境界条件

プラズマを誘電体とみなして、境界条件を導出する。二つの媒質が接する境界上

の点では、それぞれの媒質に対して、 Ez，撃が変数であり、合計四変数となる。ま

た、それそれの領域に対する独立な積分方程式が、計二つ導かれる。従って、この

問題が解けるためには、独立な境界条件が二つ必要である。

図:3A(a)の積分路に沿って、ファラデーの法則を適用する。

J E. ds = -J jωB .tdS (3.6.5) 

左辺の積分路中のηの成分および右辺の間積分は、 n方向の長さを 0に近づけるこ

jwlB 

1廿7T#異門ζ L 
ー一一一一ーさh

E 

( b ) J Wむ
fl 

'"、

間重2 () ヘ 〉 t
“一一一- T乙z;

お

図 3.4:二媒質の境界における積分路
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とにより 0となる。従って、

E匂 1 - Eη=ヱO

となる。

同様に、図 3.-l(b)を考えて、アンベールの法則に対して、積分を行うo

J B. ds = J jωD.zd8 
その結果、

Ht1 - Ht2 = 0 

が得られる。ファラデーの法射のt成分

(ヤ XE)tコーj叫，Ht

を、 n，ιzなる右手系で求めると、

βEn δE侮
一 一一二二=-JωflHt 
δZ 871 

となり、さらに去コ Oとおけば

H+ = 1 8Ez -

Jωl'θn 

が得られる。従って、もう一つの境界条件として、

(旦i (~竺
fl 8n ) 1¥l' 8n ) 2 

が得られる。 η を媒質の外向き法線方向にとれば、

1θEZ1 ， 1 8Ez2 (¥ 

一 一一
Jl1 8111 ' P2 8n2 

と表される。自由空間の透磁率とプラズマの透磁率が等しい場合には、

θE角1θEZ2 " 

一 一一一
θ111 8112 

を得る。
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3.4.3 導波管の入射条件

導波管内で、 TElOモード以外の高次モードがカットオフ状態の周波数を考える。

導波管と FPR結合部から数波長離れた点、では、高次モードは十分減表しており、

TElOモードが形成されているとする。

この時、入射面での電界は入射波と反射波の合成として与えられる。

r
t
d
 E
 
+
 

η
 E
 

一一E
 

(3.75) 

導波管の帽を、 hとすれば各々は

耳目αC08(子)εJ山 x)
Effれ 08(子)εj(wt+sx)

(3.76) 

(3.77) 

と与えられる。ここで、 9はz軸に対する伝搬定数で

s2口ん6-(Ir 
を満足する。

法線方向を-，T方向に取ると、法線方向微分は

δE今 δE~ ~， _，_ __~， 
一一二口一一一二口 jß(E~π _E;eJ) 
δn o，r 

と表される。上式と、 (3.7:3)式から、 E;efを消去すると、入射条件として

δE-
j!iEz +五二 =2j13E~η 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

が導かれる。ここでは、既知数はE:nのみで、 Ez告は共に変数となる。但し、上記

の入射条件と積分方程式の二本の方桂式が与えられるので、この問題は解析可能

となる。

3.4.4 放射条件

境界要素法では、グリーンの積分公式を使うため、解析領域は閉じている必要が

ある。しかし、グリーン関数およびその法線方向微分が、無限遠で収束する場合に

は、無限速に仮想的な境界をおくことにより、閉じた空間を形成できる。ヘルムホ

ルツ方程式は、この場合にあてはまるので、あえて領域を閉じるための放射条件を

必要としない。但し、厳密には住意を要する点もある。これについては第4章で論

ずる。
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図 3.;'):反射係数計算のための内点の配置

3.5 反射係数の導出

本論文では境界要素法解析の結果から、反射係数を求め、手法の妥当性を評価す

る。そこで、反射係数の導出法についても本節で述べることにする。

境界要素法では、まず境界上の全ての節点に対する Ez‘争が求められる。このEz

を(:3.7.5)式に代入すれば、 E;nは入射条件として、最初から既知なので、 Effが決定

できる。

しかし、線形要素を用いた境界要素法解析では、角点の誤莱の影響を受け易い。

そこで、反射係数の導出には角点から離れた導波管内の二点の Ezから求めること

にする。

観測点の条件として、高次モードが十分減衰するために FPRとの結合部から一

波長程度離れること、さらに角点の影響を避けるために入射而からも一波長以

離れていることのこつが挙げられる。

この条件に合う二点を図3..5のように、伝搬方向にムz離して配置する。これらの

間隔は、導波管内のモードがTElOのみになっている場合には、微小で‘ある必要は

ない。

それぞれの点での電界は、共に入射波と反射波の重ね合わせとなる。

Ez(:c) = E~n( ;1・)+ E;ef(x) 

Ez(;c十ム.1')= E:n(x +ム:r)十E;ef(;1'+ム;1') 

(3.81) 

(3.82) 

二点聞の入射波と反射波のそれぞれの位相差は (3.76)式より

E~n(;1' +ム.1')= E~n(;c) ε-Jβムz

E;ef (.1'十ムτ)=E;ぺ;1:)e+jβムz
(3.83) 

(3.8，1) 
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と表される。一方、反射係数は以下のように定義できる。

E;eJ (:1') 
R(;T) =一十一一 (:3.8.5) 

E~n(.T ) 

以上から E了、E;eJを消去すると、反射係数として次式が導かれる。

2jE:;(:r) sin (sムγ)ejsムr
R(r)2nr.、、川市竹/、一 1 (3.86) 



第4章

開放型問題に対する境界要素法の適用

境界要素法は、積分方程式の導出で述べたように、グリーンの積分公式およびグ

リーン関数に基づいており、領域内部に節点をとる必要がない。そのため、領域法

に分類される解析手法に比べ、開放型問題に対して大きな利点を有する。

グリーンの積分公式では、閉領域に対してのみ適用できるので、開放型問題も問

領域として扱うためには、解析領域の外側iこ任意の境界を設ける必要が生じる。境

界積分方程式の積分核中に現れる場およびその法線方向微分、あるいはグリーン

関数およびその法線方向微分のいずれかが、無限遠で0となる場合には、その境界

を無限遠に依想的に置くことが可能である。そうでない場合には、放射条件等を有

する真の境界を設定する必要が生じる。幸いなことに、ヘルムホルツ方程式および

波動方程式のグリーン関数およびその法線方向微分は共に無限遠でOに収束するの

で、特別な考慮を必要としなし'0但し、問題ごとにどのような仮想的な積分路をと

るのかは、意識すべきである。一方、二次元のポアソン方程式では無限遠でグリー

ン関数が発散してしまうため、特別な考慮が必要となる。

この章では、この二次元ポアソン方程式における開放型問題の扱い方と、後輩で

用いるヘルムホルツ方組式の開放割問題に対する境界の取り方について論ずる。

4.1 ポアソン方程式に対する開放型問題

二次元ポアソン方程式に対する例題として、導体柱を考える。この積の問題は、

ポテンシャルのを与える問題と、表面電荷σを与える問題に分類できる。

導体表面に帯電した σは導体表面をSとすると、ガウスの法則およびガウスの積

48 



( o ) 

o W+o  

)
 

ヘi
l
Ji
 
(
 ô-r:-寸 f~ô'

(c) 十10V 十30V

図 4.1:二導体柱の解析モデル

分公式より、

J， D.n町~d8 = 

が得得.られる。ここでアsは表面S上の点を示している。境界Sが滑らかな場合には、

ぴロ D n=1ャφn
E 

( L1.2) 

と表すことが出来、ポテンシャルφを変数としたポアソン方程式

てi2φ- p 
E 

(4.3) 

のノイマン条件となる。但し pは領域内の電荷分布であり、境界上のσで・はない。一

方、ポテンシャル φを境界値として与える場合には、ディリクレ問題として、定義

できる。

本節での議論は、どちらのタイプの境界条件でも同じ扱いが可能なので、ディリ

クレ問題に限定して話をすすめる。

ディリクレ問題として、境界条件を与える場合には、ポテンシャルの任意性が発

生する。すなわち、ポテンシャルの基準電位をどこに取るかによって、境界も含ん

だ領域全体の電位がシフトする。
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図4').ニ導体柱の通常の方法による誤った解析結果

例えば、無限遠に基準点を置いた場合、図 4.1(a)ぅ(b)‘(c)のモデノレを考えたとき、

ポテンシャルの空間分布は、(いa)と(作b)の間で1叩01-べ(何a)と(c吋)の間では2却011のシフト

が見られる iはまずず、でで、ある。

通常の境界要素法解析では、グリーン関数として

r
 

j

ょ一一八
一一つ】一

一G
 

(4.4 ) 

を用いる。一定要素を用い、一つの導体柱を 32分割した場合の、解析した結果を

図4.2に示す。横前Irは、図4.1中の断問。 -a'を示しており、縦r~1rはポテンシャノレ。をホ

している。この図から、全体にシフトした様子は見られない。

この原肉を明らかにするために別の例を示す。図4.3のように、半径rの導体柱に

ポテンシャルを与えたモデルを考える。導体が一つの場合のモデルは物理的には考

え離いが、導体に電荷を与え、無限遠に等量の逆符合の電荷を置いたモデルに相当

する。この場合、導体の付近では電界は0となり、ポテンシャルは一定となる。ポテ

ンシャルを 1011.2011とした場合の結果を、図4.4に示す。さきほどと同様、シフトは

現れなし1。また、ポテンシャルをニ1tiにする事により、あたかも表部電荷が二{きに

なったように見える。しかし、最初に述べたように、電荷はポテンシャルの法線方

向微分(電界)に比例するが、無限遠に基準点を置いた場合には、電荷とポテンシャ

ルは比例しない。

上の結果は、閉領域問題の例であるコンデンサや同軸ケーブルの結果と似ている。

同じモデルで、半径 γを変えた場合の結果を図4..5に示す。スケールを変えただけ

で、ポテンシャル分布が大きく変わってしまう。つまり、路標変換によりフィールド

が変わってしまうことを示している。
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図 4.3:一導体柱の解析モデル

-1.6 -0.8 o 
r 
+0.8 十1.6

。:φ 口十10V
・:φ コ十20V

図 4.-1:ー導体柱の通常の方法による誤った解析結果

これらの原閃を考えてみよう。 2.4.1節で、導いたグリーン関数は

G口子1111T十C
ぷπ

( 4.5) 

で表された。今、考えている解析モデルの解析空間は開放型問題なので、園4.6の

ように、解析体系の外側に仮想的な、境界を必要とする。

境界要素法では、この仮想的な境界Y上で、積分がOになることを前提として、そ

の境界上には節点を取らない。仮想的な境界Sfからの積分l'が0となるための条件

を考えてみよう。l'は、

λ 口 fμμG(付〆，ぺ';Tげ o仰(ケゲT〆川，
ιな fヤG(〆;Td6(T').n' dS' 

と与えられる。

境界SFを無限遠(R→∞)に選ぶと、

でG(〆:Ti).n'=-(町立(よ〕バム}
¥ ar J \2ií7、 JR~∞ \2πRJR→∞¥ / R~∞、，、，

51 

(4.6) 

(4.i) 

( 4.8) 

U.9) 



+20ト

φ 。

。。

-1.6 -0.8 。
T 

。:φ=10V 

¥、
¥¥。:
¥ 
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:導体柱半径=0.2 
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:導体柱半径=0.8 
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図 4.5:一導体柱の通常の方法による誤った解析結果(半径依存性)

より、 12= 0となる。 11は

ムコ Jimr (:-1 ln i十C)V<t(〆).n' CIげ ( 4.10) 
liー∞ J ¥Zii / 

となり、ヤ<t(r')・n'= 0とならない限り、発散する。

今まで示した、通常の境界要素法での解析結果は C= 0の例であり、 Sの寸法が

十分小さい場合には、 R= 1においてんは0となる。逆に、 12は、ゆ =0にならない

限り 0とならない。図 1.4.4..5の結果では、 i= 1においてポテンシャルの値は0となっ

ている。(この間の解析体系の寸法が十分小さくない場合でも、 1より十分小さくな

くても、。に落ちているのは、軸対称の問題なので、原点に集中電荷を置いた場合

と等価になったためである。)つまり、グリーン関数に何も考慮、しない場合 (Cコ 0)

の積分方程式は、自動的に半径 lの仮想的な境界 SF上に、境界条件。 =0を置いて

しまう。
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図 4.6:IJ号放型問題の解析領域

その結果、開放型問題にも関わらず、コンデンサや同期hケーブルの解析結果と似

た結果が得られたと考えられる。

この境界の半径は常に lであり、解析モデルの寸法に関わらない。つまり、解析

体系を大きくした場合でも、場は相似とならない。い七、かえると、座標系の取り方

に依存してポテンシャルの解が変化してしまうことを意味する。

このような、条件を自動的に置かせないようにするためには、グリーン関数の積

分定数Cを適切に選べば良い。グリーン関数を

G工芸(1ni - 1n R) 
ぷπ

!、l
，r
T
i
 

--晶• l
 

J
 (
 

とし、解析対象となる領域(解析領域ではなし¥)よりも十分大きなRを選ぶ。この時、

仮想的な境界ダは半径R上に置かれ、そこからの積分は、

( -1.12) 

( -1.13) 

11 = 0 

然、 SF上に節点を取る必要もない。

んど O

となる。
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園 4.7:グリーン関数の積分定数を考慮した解析結果(二導体柱)
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間 4.8:グリーン関数の積分定数を考慮した解析結果(一導体柱)

Rを無限大にすることが理想、であるが、計算機の制限により、 Rは一般に 10100程

度が上限となる。しかし、幸いなことに対数で与えているので、原理的には logR 

として、 10100程度を与えられる。但し、 Rを極端に大きくすると、グリーン関数の

節点簡の距離依存性が消えてしまい、節点の結合が見えなくなってしまう。すなわ

ち、連立方程式

(4.14) 

の条件数(第6軍参照)の低下あるいはランクの低下を招いてしまうので、極端に大

きな値を入れることはできない。

log lOR口 1000としたときの、関 4.1.4.3のモデルの解析結果を、図 4.7，4.8に示す。

これらの結果は、境界条件として与えたポテンシャルの差の分だけ、全領域に亘っ

てシフトしており、予測した結果と一致している。

以とを、境界要素法による開放現問題に拡張してまとめる。開放担問題では、仮

想的な積分路を考えることにより、閉じた領域とすることが可能である。この仮想、

Aa = b 
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関 4.9:解析モデル

的な積分路からの積分が0となるようにとれれば、この積分を方程式系に組み込む

必要はなくなる。通常は、この積分路を解析体系より無限遠に取る。但し、ニ次元

のポアソン方程式のように、無限遠で発散してしまうタイプのグリーン関数を持

つ場合には、グリーン関数の積分定数を適切に選ぶことにより、十分遠方に仮想的

な境界を有する条件を決めることができ、その結果、無限遠での条件を模援するこ

とが可能となる。

境界要素法には、本論文の様に境界上にポテンシャルおよびその微分慌を置く直

接法と、これらの代わりに電荷および電気双極子を置く間接法がある。間接法の場

合には、全ての境界上の電荷の積分値が0となるような付帯条件 [1]により、グリー

ン関数の任意性の考慮をせずに正しい解析が得られるが、開放問題に対する直接

法の場合には、この任意性を正しく評慨しない限り、暗黙の内に任意の境界条件が

課されることにより、解析結果が、物理的に全く意味を持たない解となる。

4.2 ヘルムホルツ方程式に対する開放型問題

ヘルムホルツ方程式のグリーン関数およびその法線方向微分は、無限遠で0とな

るので、開放型問題に対しでも前節のような取扱いをする必要はない。

しかし、本論文で用いる無限に長い導波管から入射する電磁波を扱う場合は、仮

想的な積分路の取り方について考慮を要する。第3章では、連続条件、金属板の境

界条件、入射条件について個々に論じたが、本節では、境界の配置について論ずる。

改めて、プラズマを含む解析モヂルを図4.9に示す。この問題はプラズマ領域と自

由空間領域に分けて、別々の支配方税式(へルムホルツ方程式)を解けばよい。

プラズマ領域に対する方程式は、閉領域になるので特に考慮することはない。

自由空間領域については三つの散乱体があると考える。一つはプラズマであり、
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思'1.10:プラズマおよび反射鏡面に対する積分路

他の二つはFPR鏡面である。密中の左側の鏡面および導波管を入射鏡面と呼び、右

側を反射鏡聞と呼ぶことにする。

まず、プラズマと反射鏡面について考える。鏡面の厚さを有限とすれば、これら

の境界から無限遠の境界につながる仮想的なカットを、鴎 4.10のように入れれば、

往復部分 .)1、らは積分方向が逆向き(法線ベクトルが逆向き)なので消える。また、

グリーン関数は 2.3節で示したように、

G口子可)(わ) ("1.15) 

と表されるので、境界積分l'は無限遠で

1'=JμμG(什〆山川fヘv川;汁川川Tη刊i)問阿ヤ刊刊川o州仰(ケゲT〆川f
となる。従つて、これらについては、プラズマ領域と反射鏡而の内部を除く領域全

体が解析領域となる。

次に、入射鏡加について考える。入射鏡罰はFPR、導波管壁および入射面より構

成される。 FPRおよび導波管壁は、反射鏡ITnと同様に有限の厚みとできるが、入射

町は有限の厚みを持たせることはできないため、先ほどとは違う扱い方をする。本

来なら無限に続く導波管を入射而で代用することにより、有限長の導波管として扱

うことができたが、解析領域は入射而より右側のみに制限される。
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図 4.11:解析対象領域

この状態では、無限遠に延びるカットを入れることは不可能なので、開放領域と

して扱えない。そこで、解析対象の領域(境界も合む)すなわち観測点riをおく場所

を、図 4.11のように両鏡面開の領域及び導波管中に限定する。この領域に対して、

入射鏡而の境界を、図 4.12のような積分路を考える O

解析対象領域から、放射された電界及び磁界は鏡面の裏側の領域では0となる。

磁界は争と表されるので、 E:;， 争の両方を0とおくことができ、 83からの積分は

Iロ JG(〆:Ti)ヤり(r').n'd九-J vG(r';rdゆが).n'd83 =。 ( 4.17) 

とできる。また、無限遠の積分l'は先ほどと同様に0となる。従って、この仮想的

な境界は、入射鏡面と無限遠の境界によって形成される閉領域を作るための、妥当

な選び方であることが解る。但し、積分方程式を満足する点は閉領域のすべての点

ではなく、解析対象領域のみである。なお、完全導体の裏側は、完全導体が十分大

きい場合には電界、磁界は0となるが、端点がある場合には、その付近では回折の

影響で0とはならない。この影響を考慮するために裏側の境界を数波長分延ばして

いる(関 4.10.関4.12中の 8T)。

反射鏡而についても、解析対象領域を限定することにより、裏側の境界を省くこ

とができる。
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図 4.13:自由空間領域の解析対象領域と積分路
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図-!.13に入射鏡面、反射鏡面、プラズマ領域を考慮した自由空罰領域の境界の選

び方および解析対象領域を示す。
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第5章

開放型ファブリ溺ペ口一共掠器の共掠

特性

共振器を理解するためには、共振器の共接特性と内部の電界分布の関係を明らか

にする必要がある。

共披特性は、実験により求めることが出来るが、内部電界分布は実験では容易に

求めることは出来ない。従って、電界分布を求めるための数値解析の位置付けは重

要なものとなる。

本軍ではプラズマ等の媒質を挿入しない状態における、開放型ブァブリ・ペロー

共振器の共振特性および内部電界分布を、境界要素法によって求め、開放型共振器

は閉じた共振器と共掠のメカニズムが異なることを示す。

さらに、共振器を扱う場合には多重反射を起こすため、表而における壁面損失を

考慮する必要がある。境界要素法における壁面損失の条件を導出し、最も損失の影

響が現れる閉じた共振器を例に取り、この境界条件の妥当性を評価する。

5.1 完全導体壁面の場合の共振特性

図:3.:3に示した導波管と FPRの結合部における反射係数の周波数特性の計算結果

を図 :3.1に示す。上の図には複数の共振が見られる。その一部を拡大したものを下

の図に示す。図中の丸および四角はそれぞれ反射係数の絶対値と位相を示してい

る。図 5.2には、反射係数を複素平而にプロットしたスミスチャートを示す。さらに

図5.:3"，図 5.10には電界強度(Ez)の空間分布を示す。この践の等高線は、見やすくす

るために、共張器中の最大絶対値で規格化している。また、図.5.11は、導波管から

nu 
cυ 



。 。

-1 

。 。

R
 

mmd 

o

ロ

-1 
6..5.5 6.4.5 

F REQU ENCY[GH z] 

図 .5.1:反射係数の開波数特性
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1mαg(R) 

1 

εαI(R) 

図 5.2:スミスチャート

最大強度を lの入射波で励振した場合の、共振器内部の各内部分布における最大

界(絶対値)を示している。

図5.1，図 5.2、図 .5.11中の白抜きの記号は内部電界分布を求めた周波数を示して

おり、これに付した番号は、図 5.3"-1鴎 :3.10中の通し番号と一致する。また、図中の

R.S、Aはそれぞれ共振、準共振、反共振であり、共振と準共振は反射係数が極小の

状態を表しており、逆に反共振は反射係数が縄大の状態を表している。これらの詳

細についてはこの節の後半で述べる。

結合部での皮射係数は、 3.5節で述べた方法により、導波管中での反射係数を求

め、それを結合部の反射係数に換算したものを用いた。結合部で高接求めないの

は、結合部付近では導波管モードがTElOモードのみならず、高次の減衰モードも瀧

夜するためである。

結合部での TElOモードに対する反射係数への換算は以下のように位相の補正の

みで与えられる。

E吋 (X2) ETef(:l'dε-js(.r2-.r1l 
R(X2)口一一一一= =R(Ilk-2M(I2-rI) 

打明(.1'2) Ein (;1'1)ε+.is(.T2-.Tl ) 
(:3.1 ) 

ここで、結合而の座標を句、結合而から一波長以上離れた導波管中の点の座標を X1
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とし、 (3.76)、(3.77)式を用いた。

反射係数は負荷インピーダンスを線路の特性インピーダンスで規格化したイン

ピーダンス Zを用いて

R= ~ -1 
口一一一 (.5.2) 
Z + 1 

と表される。 IZIコ∞すなわち負荷が開放の場合には反射係数は 1となり、その位
相は 2nπとなる。逆に ZコOすなわち負荷が短絡の場合には皮射係数は-1となり、

その位相は (2n+ 1)πとなる。
開放型共振器の共振は閉じた共振器の共振とメカニズムが異なる。

導波管と孔が結合した閉じた共提器において、共振器内にきれいなモードが形

成されている場合を考える。この時、多重反射により空洞共振器内全体に電磁界の

そードが広がっており、また内部の電磁界のエネルギーも大きくなっており、その結

果、壁面に流れる電流nxHも大きくなる。壁面に損失がある場合には、電磁波の

エネルギーを壁面でジューjレ損として失うので、反射波のエネルギーは低下し、結

果として反射係数が低下する。モードが立っていない場合には、電磁界の空間分布

は共振空洞の一部のみでかっそのエネルギーも小さいので、ジュール損も小さく、

反射係数の低下は小さい。また、壁面の損失により、壁面表面上での電界は0とな

らず、表部より深いところで0となる。そのため、電界が0となる共振器の見かけ

の形状は、本来の形状より若干広がり、その結果、共振周波数は低周波側にシフト

する。なお、控而の損失が小さくなるに従い共振は鋭くなり、壁面損失が全く無:い

場合には、反射係数の落ち込みは見られないはずである。これについては、.5.3節で

論ずる。

一方、開放型共振器の場合には、形状にもよるが、一般に、電磁波の損失の原因

は壁面のジュール損よりも、関口部からの間折損失が支配的である。したがって、き

れいなモードが形成されているときには、損失は回折損失が小さくなるのでジュー

ル損のみとなり、反射係数は閉じた共振器とは逆に極大となる。逆に、モードが形

成されていない時には関口部からの放射により、反射係数は小さくなる。

以上の様に開放型共娠器と閉じた共振器の、共振とそード形成の関係は完全に逆

転している。この様子を、図.5.1"'"'図.5.11から確認する。

No.1では、導波管結合部において、回折の影響により電磁波が関口部に向かつて

広がっていく様子がみられる。結合部から放射された波は反対側の反射鏡面に達

し、反射され入射鏡面に戻って来る。この時、結合部における反射波と入射波の位

相は揃っていない。
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周波数が大きくなるに従い入射波と反射波の位相が揃い、 No.6では結合部が短

絡面となり、反射係数が極大 (ALI)となる。結合部から放射された波は反対側の反

射鏡聞に逮し、反射される。この鏡而は z指h付近では、両鏡面の中央に焦点を結ぶ

形状となっているので、導波管に戻っていく。反射鏡面にて、 2・車lhから離れた点で反

射された波は、入射側の導波管のすぐ横の入射鏡面で反射され、反射鏡面の中心付

近に戻り、さらに反射の後、導波管に戻ってし、く。この時、反射係数が1に近く、さ

らに短絡而となっていることから、導波管に戻っていった波と悶じ振幅で逆相の入

射波が、あたかも入射鏡而で再度反射を繰り返したように見え、きれいなモードが

形成される。

このモード分布はz軸方向に定在波の山が14:911、それと直交するば~I方向に 1 列

であることから、共振器のモードとして(14守1)モードあるいは 14次の基本モード

と呼ぶことにする。なお、共焦点型楕円筒ブァブリ・ペロー共振器の基本モードに

ついては、榎戸 [2.5ぅ3.5]により解析的に解かれており、エルミートガウシャン関数と

なる。

No.7ではモードが崩れはじめ、 No.8では反射係数が極小川if)になり、結合面が
短絡する(但し、反射係数が小さいので結合商の電界は小さく、結合間の状態、はほ

とんど意味を持たない)。この状態、では、反射係数が小さいことから関口部からの

漏れはあるものの、 r車lh上の反射鏡面よりの場所で、電界分布の集中が見られる。

この様子は図 5.11からも理解できる。結合商から入射した電磁波は両鏡面聞を複数

回繰り返した後、結合部に戻らず、その電界成分がその両側に集中するモードを形

成し、最終的には、関口部から漏れて行くため反射係数は低下する。また、 y方向

の山の数は、入射鏡市側で 2列、反射鏡面側で 3列となり、矩絡面(定在波の節の

商)も r期hJ二の分布と z軸から離れた分布の位相がずれており単一モードではない

ことが判る。

さらに、周波数をよげると、 No.10で反射係数が極大(Aむ)となり、結合面が短絡

となる。この分布は r事II上の分布と r桶IIから離れた列の分布の位相が一致してお

り、 (13，3)モードであることが判る。 No.6の分布と比べると z方向の山が一つ減っ

ている。

本節の冒頭で‘述べたように閉じた共振器で-は、モードが立っている状態と反射係

数の念、激な低下がほぼ同ーの周波数で発生する。一方、開放型共振器では、反射係

数が低下する状態と内部でモードが形成される状態、は異なる周波数で発生する。反

射係数が低下する状態では、多重反射を繰り返し内部にエネルギーを蓄える形と

なるので、この状態を共振と呼び、反射係数が極大となりモード‘が立っている状態
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を反共振と呼ぶことにする。これらの性質については次節にて述べる。

以上から、 No.8の共振は、 No.6の反共振モード (14，1)から No.10の反共振モード

(1:3宅:3)への移行の途中の分布で、一時的に多重反射を繰り返しながら関口部から

放射するモードとなることが判る。

さらに周波数を上げていくと、 No.11で入射鏡面側で 3列、反射鏡面側で 2列の

分布となり、 No.12では中央より反射鏡面側で-'1?fljとなり、反射鏡閣の端から電磁

波の漏洩が起こりはじめる。 No.13では両鏡面の端まで電界分布が現れ、反射係数

が傾小 (Rr4'.5)となり、電界の集中が見られる。

No.15で、反共振モード(12，5)が形成されているが、スミスチャートから判るよ

うに、結合面の位相は短絡にはならない。これは、基本モードおよび3次モードの

共振と、 5次モードの共振が独立でないためと考えられる。つまり、低次のモード

が非共振状態になる前に5次モードの共振が重なるためであり、次節で述べる低次

モードのサセプタンスが、 5次モードのアドミタンスに比べ十分大きいとは言えな

いためである。この条件が成り立てば、短絡するのみならず反射係数が1に近づく

はずである。また、 No.16の反射係数が極大の状態(Ar4)とは、周波数が若干ずれて

いることも、この理由によるものであるが、両鏡面のサイズが (12，5)モードが形成

されるのに充分な大きさでないことにも起因している。

No.l6"，-，No.29までは分布が変化しながら、関口部からの放射が見られる oNo.25は

結合商が開放で反射係数が極小(814ー1けとなる。この状態、も、次のモードへの移行

の途中の放射パターンと考えることができるので、周波数変化に対する反射係数

の変化は緩やかなものの、共振の一種である。しかし、図 .5.11から判るように、電

界の集中は見られないので、他の共振と区別して準共振と呼ぶことにする。

No.30では再び基本モード (Ai.5)に戻る。この時、定在波の lL!の数は 15列に増え

ており、モードは(15、1)となっている。以下、 No.34で共振 (Rif)、No.36で(14，3)

モード (Ar.s)、No.39で共振(Rif)、NoAO付近で (13，.5)モード(Af.s)となる。
次に、共振器の電界集中について改めて考える。図5.11から、きれいなモードが

形成されている反共振よりも、関口部からの放射が発生する共振時の方が電界の集

中が発生することが判る。この理由を関 5.12~こより示す。導波管と入射鏡面の結合

部から放出された波は、回折により広がり、反射鏡面側に伝搬する。この図では、

ある方向に放射された波の伝搬の向きを模式的に示したものである。反共振の場

合には、反射鏡iliiから直接あるいは数回の両鏡面間の反射の後、導波管の結合面に

戻ってくる。一方、共振の場合には、結合宿には波は戻ってこずに、結合面のすぐ

横に反射波が到達し、反射鏡面の中心付近に到達し、その反射は、 z軌をはさんで
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定在波数

電界集中 伝搬方向 f 垂直方向 m

6 極大 無し 14 1 反共振 Ai4 
8 極小 有り 共振 R!:;3 14 

10 極大 無し 13 3 反共振 Ar4 
1:3 極小 有り 共振 R3-5 

14 

15 ほぼ極大 無し 5 反共振 Ai4 

25 極小 無し 準共振 S14~15 

30 棋大 無し 1.5 1 反共振 Ai.5 
31 極小 有り 共振 R!~3 

1.5 

36 極大 無し 14 3 反共振 Ar.5 
39 極小 有り 共振 R3-5 

1.5 

41 ほぼ機大 無し 13 。 反共振 Af.5 

表 5.1:共振器内の状態、の変遷

逆側に達する。これを複数回繰り返しながら、徐々に関口部に近づき、やがて放射

される。このあいだに、 z車UI上の中央より反射鏡面側を何度も通過するため、電界

の強度が強められる。

内部電界分布の変化を改めて表:3.1に示す。

No.6--No.15の反共振時の定在波の数は、周波数の増加と共に、伝搬軸と垂謹方

向に二つ増え、それと同時に伝搬方向の数は 1減っている。そこで、伝搬方向の定

荘波数を f、それと垂直方向の定在波の数を m とすると、

η=付与i (.5.3) 

を一定としながら、状態、が変化している。さらに、準共掠状態(No.2:'5)を越えると、

この nが一つ増え、 m が 1に戻る。それ以降も同様なので、この η を基本定在波数

として定義し、各状態の記号(AぅS.R)の下付添字とした。上付の添字は霊z蘭方向の

定在波の数 m を示している。

po 
po 



No.l 

FREQUENCY = 6.300000[GHz] 

IRI = 0.52i202 ARG(R) = -26.498[DEG] 

No.2 

FREQUENCY = 6.350000[GHz] 

IRIな 0.59i232 ARG(R) = -64.i81[DEG] 

¥ 

/ 

No.3 

FREQUENCYロ 6.420000[GHz]

IR I = 0.83028'1 A RG(R) =-125.254[DEG] 

、、
仏、i

No.4 

FREQUENG'{ = 6.440000[GHz] 

IRI = 0.914664 ARG(R)之町145.534[DEG]

No..5 

FREQUENCYコ 6.460000[GHz]

IRIコ 0.9824iO ARG(R) =-168.251[DEG] 

No.6目
FREQUENCY口 6.470000[GHz]

IRIコ 0.998459 ARG(R) = 178.626[DEG] 

丸、 ρJJ 

国 :3.:3:内部電界分布(1)
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No.7 No.10回
FREQUENCY = 6.480000[GHz] FREQUENCY = 6.486000[GHz] 

IRIな 0.924865 ARG(R) = 153.49i[DEG] IRI = 0.982230 ARG(R)コ1i0.648[DEG]

No.8 I Ri己 No.ll 

FREQUENCY = 6.482200[GHz] FREQUENCY = 6却 OOOO[GHz]

IRIコ 0.249i86 ARG(R) =-li6.l35[DEG] IRI = 0.9i6481 ARG(町=160.3i6[DEG] 

No.9 No.12 

FREQUENCY = 6.48.1000[GHz] FREQUENCYご 6..S00000[GIIz]

IRI = 0.93468i ARG(R) =-lii.551[DEG] IRI = 0.862340 ARG(R)コ 142.300[DEG]

図 5.4:内部電界分布(2)
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No.13 I R{己
FREQFENCY = 6.508000[GHz] 

IRIな 0.606330 ARG(R) = 144.090[DEG] 

No.14 

FREQFENCYコ 6.512000[GHz]

IRI = 0.692i86 ARG(R) = 154.523[DEG] 

No.l:ぅ巴司
FREQl'E]¥，CYコ 6.51GOOO[GHz]

IRI = 0.i8i184 ARG(R) = 152.l5i[DEG] 

No.16 

FREQUENCYご 6.520000[G廷z]

IRI = 0.85i191 ARG(R)コ 144.240[DEG]

No.17回
FREQUENCY = 6.526000[GHz] 
IRIコ 0.8i1308 A RG(R)コ 135.80i[DEG]

No.18 

FREQUENCY = 6.530000[GIIz] 

IRI口 0.866062 ARG(R) = 130.99S[DEG] 

図 5.5:内部電界分布(3)
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No.19 No.22 

FREQUENCYコ 6.5'10000[GHz] FREQUENCYロ 6.580000[GHz] 

IRIコ O.83i912 ARG(R)コ 120.695[DEG] IRI = 0.i1 i434 ARG(R)コ 88.893[DEG]

No.20 No.23 

FREQUENCY = 6.550000[GHz] FREQUENCYコ 6.600000[GHz]

IRI = 0.804989 ARG(R) = 111.819[DEG] IRI = 0.6i0836 ARG(R)コ i4.96i[DEG]

No.21 No.24 

FREQUEN̂CY = 6.560000[GHz] FREQUENCY口 6.650000[GHz]

IRI = 0.ii3290 ARG(R)コ 103.i42[DEG] IRI = 0.586362 ARG(R)ロ 41.i59[DEG]

図 5.6:内部定界分布(4)
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No.2.5 ~ヨ
FREQUENCY = 6.i15000[GHz] 

IRI = 0.541045 ARG(R)ご-1.444[DEG]

No.28 

FREQUENCY = 6.850000[GIIz] 

IRIな 0.758349 ARG(R) =-103.568[DEG] 

No.26 

FREQLTENCYコ 6.750000[GHz]

IRIコ 0.550709 ARG(R)ご倫25.792[DEG]

No.29 

FREQUENCY口 6.900000[GHz]

IRI = 0.949136 ARムG(R町)=-152.764[DEG] 

/ ¥  

¥ 

k人

¥/  

No.27 

FREQFEl¥CYご 6.800000[GHz]

IRI = 0.616777 ARG(R) = -62.666[DEG] 

No.30百
円lEQUENCY= 6.922500[GHz] 

IRI = 0.9978，10 ARG(R) = 179.847[DEG] 

/ 

N
j
f
 

、4
1 
h 

図 5.7:内部電界分布(.5)



No.31 No.34 I Ri己
FREQUENCY = 6.930000[GHz] FREQUENCYコ 6.935600[GHz]

IRIコ 0.989078 ARG(R) = 167.l59[DEG] IRI = 0.106612 ARG(R) =-175.i77[DEG] 

，、

/¥  

No.32 No.3.5 

FREQUENCY = 6.932000[GHz] FREQUENCY = 6.937500[GHz] 

IRI =.0.973427 ARG(R) = 161.383[DEG] IRI = 0.965242 ARG(R) =-li9.299[DEG] 

No.:3:3 No.36回
FREQPEXCY = 6.934000[GHz] FREQUENCYコ 6.940000[G lIz] 

IRI = 0.8!19308 ARG(町=148ど175[DEG] IRIこ 0.987752 ARG(R) = 167.490[DEG] 

図 .5.S:内部電界分布(6)
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No.37 No.40 

FREQUEj'{CY = 6.950000[GHz] FREQUENCY = 6.9iOOOO[GHz) 
IRI = 0.909i03 ARG(R) = 146.000[DEG) IRI = 0.8iii69 ARG(R)二 148.832[DEG)

No.38 No.41回
FREQUEj'{CY = 6.955000[GHz) FREQUENCY = 6.9i4000[GHz) 
IRIコ 0.ii0012 ARG(R)ロ 135.l03[DEG] IRI = 0.88i316 ARG(R)口 141.643[DEG)

N039EE No.42 

FREQrEN"GYヱ 6.9oOl00[GHz) FREQUENCYご 6.980000[GIIz) 

IRI = 0.48644:1 ARG(R) = 148.566[りEG) IRIコ 0.8i3041 ARG(R)コ 133.448[DEG)

図 5.9:内部電界分布(7)
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No.-1:3 No.-16 

FREQliE!¥'CY = 6.990000[GHz] FREQUENCY = 7.l00000[GHz] 
IRI = 0.835273 ARG(R)コ 123.028[DEG] IRI = 0.606203 ARG(R) = 42.473[DEG] 

No.-11 

FREQUENCY二 7.000000[GHz]

IRIコ 0.801128 ARG(R) = 114.413[DEG] 

[¥0.-15 

FREQFENG'{ = 7.036000[GHz] 

IRI口 0.715462 ARG(R)ご 86.988[DEG]

図 .5.10:内部電界分布(8)
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図 .5.11:内部電界の最大値
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図 .5.12:電磁波の反射パターン
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さらに、別の例を示す。共振器の鏡面の幅を基本モードしか立たない幅にする。

鏡TIii帽を30cmから 18cmに変更した場合の共振特性、スミスチャート、電界分布を

図5.13、図5.1-1、図.5.1:)に示す。将が広い場合と比べ、鋭い共振は見られない。この

場合には、モード (1よりから (1.5、1)への移行の途中の、反射係数が栴小となる準共

振(.5'14-1.5)のみしか現れず、電界の集中を伴う共振は起こらない。
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No.l 

FREQUENCY = 6.400000[GHz] 

IRI = 0.451738 ARG(R)コー100.589[DEG]

No.4 

FREQUENCY = 6.710000[GHz] 
IRIコ 0.290159 A RG(町二ー1.256[DEG]
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No.2 

FREQUENCY = 6.470000[GHz] 

IRIな 0.964960 ARG(R)コ 178.865[D EG] 

No..5 

FREQUENCYコ 6.800000[GHz]

IRI = 0.344321 ARG(R)コー62.181[DEG]
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No.3 

FREQCENCY = 6.600000[GHz] 

IRIコ 0.388285 ARG(R) = 62.616[DEG] 

No.6 

FREQUENCY = 6.925000[GIIz] 

IRIヱ 0.9753'10 A RG(R)こ 176お4[DEG]

レi

国 .5.1:j:内部電界分布(鏡面|縮18cm)
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5.2 開放型共振器の等価回路

本節では開放型共振器の等価回路が、閉じた共振器の等価回路と河様に表すこと

が出来ることを示し、また、共振および反共振の性質を述べる。

一般に閉じた共振器の等価回路は図 5.16のように表される[l1J。本来は、このよ

うな集中定数回路ではなく、空間スケールを考慮、した分布定数回路で定義すべきで

あるが、定性的な評価を行うには、これで十分である。

本節では、直列共振回路と並列共振回路の共振時および非共振時の位相に着目し

て議論を進める。

5.2.1 種々の共振回路の周波数特性

負荷インピーダンスを ZL、線路の特性インピーダンスをZ。、負荷アドミッタンス

を託、特性アドミッタンス YOとすると反射係数Rは次式で与えられる。

R一生二五一九一九一一
ZL十Zo YO十Yi:，

寵列共振回路

(.5.4 ) 

まず、図 .5.17の直列共振回路を考える。この同路の負荷インピーダンス ZLは、

ZLコ RL+j (ωLL -~ i = RL + jXL 
¥ wしノL/

と与.えら~'lる。

Jきt十

害車十

号車+

図.5.16:閉じた共振器の等価回路
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図5.17:i直列共振回路

共振状態、を、インピーダンスの段部が0(X1= 0)の状態、非共振状態を、共振周

波数から十分離れインピーダンスの成部が実部より十分大きい状態、 (IXLI~ IRLI) 
とする。

共振周波数ω。は

ー一川
(:3.6 ) 

と表され、この時のリアクタンス )(Lは0となる。したがって、反射係数Rserは

l子T.- Zn Rser(ωコ ω。...~L -v  
RL十Z。

となり、反射係数の大きさは極小となる。

Z。は実数なので、反射係数の位相は、

( 2n7i (RL > Z。密結合)
arg (R附 (ω=ω。))= ~ 

L (2n十1)π (RL < Z。疎結合)

(5.7) 

(:3.8) 

となる。

非共振状態では、リアクタンス IXLIが大きくなり、抵抗RLおよび線路の特性イ

ンピーダンス Z。が無視で‘きる。この時、反射係数は

R1十iXr，- Z。
RSH(ixL|》 RLZo)=nUJ LJ J 21 

RL十jXL十

となり、位相は

(.5.9) 

arg (Rser(I.YLI ~ RL. Zo)) ::= 2n (:3.10) 

となる。
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図0.18:並列共振回路

並列共振回路

同様に、図 .5.18の並列共振回路のアドミッタンス九を、

ト↓+j(ωCL一ートドGL+ jJh 
.tiL ¥ 仏JんL/

とすると、共振時および非共振持の反射係数は

(.5.11 ) 

}'~ -οr 
Rpαr(ω=ω。)口」一一二

九十 GL
(2ηπ(九 >GL 

arg (Rpar(ω=ω。))口〈
l(2n+1)ii (九 <GL 
3O-GL jsL 

R附 (lBLI~ GL~ i'o)コ 九十GL+ jBL 
ar・g(RpバIBLI>> GL， io)) = (2η 十 1)ii 

(:3.12) 

密結合)

疎結合)
(.5.13) 

(.5.14) 

(.5.1.5) 

となる。

複数の共振回路の接続方法

今、考えている共振器は、前節で示したように複数の共振周波数を有する。これ

を実現するには、上記の誼列共振回路および並列共按回路を複数接続すれば良い。

二つの共振回路を接続するのみでも、以下の 4通りの方法が考えられる。

(a)二つの直列共振回路を臨列に接続

(b)二つの直列共振回路を並列に接続

(c)二つの並列共振問路を直列に綾続

(d)二つの並列共振回路を並列に接続
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図.5.19:二つの直列共振同路の並列接続

上記の内、 (a).(d)は集中定数回路として扱う場合には、合成抵抗、合成インダクタ

ンス、合成キャパシタンスに対する共振が、一つだけしか発生しないので扱わない。

残りの (b).(c)について反射係数の特性を求める。

直列共振回路の並列接続

まず、図:'5.19の直列共振回路を並列に接続する場合を考える。この回路に対して

は、一方が必ず非共振状態、である。いま、 L2の直列共振回路が非共振回路と仮定

すると、

ZL2 ~ jXL2 

となり合成アドミッタンスは、

1 1 1 1 j)(L2 + ZL 1 3t口一一十一I"V一一十一一一之 官一一
ZLl 'ZL2 ZLl' j目λL2 j ZLl XL2 - ZLl 

となり、直列共振回路L1の状態により周波数特性が決まる。

つまり

ZLロムコZLl
lL 

の直列共振回路の結果と同じものが得られる。

82 

(5.16) 

(5.17) 

(.5.18) 



IRI 
~3¥ λfーす一~下、 λ-~寸十ll 

ト

。 r-------
尚一← ロ ?= 

、、E
E

，，R
 

/
t
t
、

i
i
i
Q
d
 

目
前
o

g

 

。
31¥ 

¥~ー-1
FREQUENCY[GHz] 

Jmσg(R) 

g¥¥ 

¥ 

9久¥ 
/一一¥¥

-1 

国 5.20:二つの直列共娠回路の並列接続に対する共振特性
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図 5.21:二つの並列共振回路の誼列接続

逆に、 L1が非共振状態のインピーダンスは

ZL = ZL2 (.5.19) 

となり、間路L1の影響を考慮する必安・は無くなる。

以上は、一方の回路が非共振状態、の時に開放状態、となり、他方の回路にのみ電流

が流れるため、非共振状態の影響を考慮する必要がないことを示している。同様

に、両方の回路が非共振状態、の時にも、負荷同路全体が開放になることから直列共

振問路が一つのみの取扱いですむことが理解できる。図 .5.20にこの回路の共振特性

とスミスチャートを示す。

並夢Ij共振回路の直列接続

次に、図 .5.21の並列共振回路を直列に接続する場合を考える。先ほどと同様に並

列共振回路L2が非共振状態、の時には、この回路のアドミッタンス 1ムが

}'Í~2 ~ j BL2 (:3.20) 

となり、合成インピーダンスは、

1 1 1 1 js['2 +九 1
Zr，=ーァ十一ーとど一一十一一一一"-'
D 1"L1'}'ム五1 'jBL2 j1'IJlβ[，2 - YL1 

(5.21 ) 
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となり並列共振回路L1の状態のみに依存する。

間列共振回路の並列接続とは逆に、一方の回路が非共振状態の時に短絡状態、とな

り、他方の回路にのみ電位差が生じるため、非共振状態の影響を考慮する必要がな

いことを示している。両方の回路が非共振状態の時にも、負荷回路全体が短絡にな

る。図 5.22にこの回路の共振特性とスミスチャートを示す。

5.2.2 開放型共振器の等価回路

上記で示した関.5.20可図.5.22のスミスチャートと、解析により得た開放型共振器の

共振特性(図.5.2)を比較すると、共振に近づきはじめる位相が πで・あることから、開

放型共掠器の等価回路は、本節の冒頭で述べたように、並列共振回路の直列接続で

表現できることが判る。

ここで、非共振状態について、再度考察する。二つの並列共掠回路の直列接続を

例にすると、共振周波数を ω1，仰とすると、園 5.22から判るように、非共振状態は

ω=  O.∞および ω12ε(ω1，ω2)の、三つの周波数で発生する。それぞれの位相は、

ω=0、∞では (211十1)πに漸近するのに対し、 ω12で‘は(2n+ 1)πを跨ぐ形で存在する。
この状態、を反共振と定義する。前節では、反共振状態でそードが形成されることに

ついて述べた。ここでは、反共振における等価回路の振る舞いとモード形成の関係

を述べる。

規格化したインピーダンス Zとその複素共役Fを用いて反射係数を表すと、

R=互ニ1_ Z-l)(Z定十 1)口 ZZX-1十 (Z-Z家
一 -
Z十1 (Z十1)(Zx+1) ZZx十l十(Z十Zつ

となる。反共振では位相が rとなるので、

1m(R)口 O

より、虚部である Z-Zxが0となることから、次式が必要条件となる。

1m(Z) = 0 

反共振も、非共振状態の一つなので、 IG11~ 1万11，IG21 ~ IB21から

( 1 1 ¥ /  
1m (2)= Im (ーァ十一 1= Im I 十一一

¥Yi' J';) ----¥(;I+j81 ' G2+jB2 
B1 B2 1 1 B1十B2

輸側鵬
嶋倫蜘制蜘蜘倫明働制ω- --占ー ーー白幽鵡帥悶輸輸働側側仰ー司四四_ r、J 田町田- ~田 町四四回目白 ーーー --自由ー田町田町四司自由一

-Gi十βiI G~ + Bi -B1 I B2 B1 B2 
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図.5.23:反共娠状態、の等価回路

となり、

1 (1 1¥ 
β1十B2ロ ω12(C1 + C2)一一(7-+7-)=0 ω12¥L1 . L2) 

8C 

(.5.26) 

となる。この条件は、それぞれの並列共振回路を並列に接続した場合の、合成キャ

パシタンス C12と合成インダクタンス L12による共振条件に一致する。

反共振状態、では図 5.23の共振回路L1.L2が、共に非共振状態、となり、それぞれの

アドミタンスが大きくなるだけではなく、図中A.B.C点の電位が等しくなりお互い

の素子間で、エネルギーの授受を行う。但し、通常の共振と異なり、抵抗やコンダ

クタンスの影響がないため、反射係数は十五.小にはならない。

共振器と対応させると、結合面で全ての共娠にたいして短絡状態となることを意

味している。

この反共振周波数は、

与な C12L12=(C1十C2)l-+-l:C1L1」L 十C2L2T 
L
1 

( 1 1¥ 

ω ?2¥L1 'L2) -'--'L1十L2 ' 
-..-.. L1十L2

と表されるので、 C1L1> C2L2の場合には

C1L1 > C12L12 > C2L2 

となり、反共振周波数ω12は

ω)1く ω12<ω2 

8i 

(5.27) 

(5.28) 

(.5.29) 



となることが解る。

5.3 壁面損失を考慮した開放型共振器の共振特性

有限の導電率を有する導体と誘電体が接する場合、それぞれの媒質を解析空間と

する二領域問題を考える必要がある。しかし、導電率の波数に与える影響が、誘電

率が与える影響に比べて十分大きい場合には、導体表面に境界条件を置くことが

でき、導体領域を解析空間から除くことができる [26-29]。

本節では、有限の導電率を持つ導体段(損失壁)の境界条件を導き、閉じた共振器

に対してその境界条件を適用し、その境界条件の評価を行い、開放型共振器に適用

する。

5.3.1 損失壁の境界条件

ここでは、任意の媒質定数を有するこつの媒質が接する場合の境界条件を導き、

完全導体壁および損失壁に対する境界条件を導出する。

関 .5.2-1のような、媒質 lから媒質2へ入射する波を考える。電界は、境界に平行

なz成分のみを有し、平面波近{以が可能であると仮定する。
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これらの媒質中における波数は、時間微分を jωとしたファラデーおよびマクス

ウェル・アンベールの法則

ヤ XEiコーjWfLiHi

ヤ XHi = (σi+jωEi)Ei 

より得られるヘルムホルツ方程式

で2Ei十(ω2JlzEi-jωIli町)E= 0 

から、

".? = W2 ωfLiei -Jωfliぴi

と表される。

(5.30) 

(.5.31) 

(5.32) 

(.5.33) 

平両波の入射角を0とし、電界の反射係数をR、透過係数をTとするとき、それぞ

れの媒質における電界は、

E
1zコ
Eoze-j(k1sinOx-k1 cosOy)十 RE

ozε一jU'lxX+slyY)

E
2z二
TEoごe-j(β2xX-s2YY)

(5.34) 

(.5.3.5 ) 

と表される。ここで、んは入射波、 Aは皮射波、 s2は透過波のそれぞれの複素波数

を示す。電流が空間的に分布する場合(表而電流ではなし、)には、 :3.4.2節と同様に、

ファうヂーの法則とマクスウェル・アンベールの法則の積分表現より、境界y=oに
おいて

E1z = E2z (y口 0)

H1xロ H2x (yロ 0)

なる連続条件が導かれる。さらに、 (:':).30)式の r成分を用いれば、 (5.37)式は

1 oE1z 1θE2z 

1'1 θl! 1'2 θグ
(yコ 0)

と置き換えられる。

(5.:34)ー(5.:3.5)式を (.5.:36)に代入すると、

e-jklsinOx十Rε-j/hxx= Te-js2xX 

となり、全ての rについて上式が満足するためには、

s1x = ，82r =二 1・1si n () 

1 +R = T 
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(5.37) 

(.5.38) 

(.5.:39) 

(.5.40) 

(.5.41) 



が得られる。又、 s1、島はそれぞれの媒質における波数んちんと

Fir +3iu=L? 

FL+9ju=月

の関係を満たすので、

sly = ゾρ内k行?ト一(什k'l附削1刊川5討山11州 2ヱ k~l cos 0 

s2y口 jq-(k~l sinO)2 

(.5.42) 

(.5.43) 

(.5.44) 

(.5.4.5) 

を得る。 (.5.40)，(5.44)式より反射波の反射角は、媒質1，2のそれぞれの媒質定数に依

存せず、常に入射角と一致する。しかし、透過波の角度は (5.40)う(5.45)式のように、

媒質定数および、入射角に依存することが解る。

さらに、 (5.38)式に、 (5.34)，(5.35)式のν偏微分を代入すれば、

;1hsofMK-91yhづいinBx}士山-(k~l sin 
となり、 (.5.4-1)式より

土{k'lcos 0(1 -R)} =士山一(ん1sin 0円
が求められる。これと、 (5.41)式を解くと、

R = P2k'l COS 0一川-(k:1 sin 0)2 
一

川 1COS 0十 111ゾ時一(k:1sin0)2
Jl2k:1 cos 0 -fL1 ，/k:i -(kl sin 0)2 

T = 1十 ¥
Il2k・1COS 。十fLl，/q-(k'l sin 0)2 

を得る。

媒質 lが誘竜体、媒質2が導体であるとすると、波数は

k'~ = W2 1ω fL 1 E1 

k:，~ = W2 2ωP2E2 - JωfL2σ2 

となり、さらにω2jI1EI，JJI2匂<f:.jω1120'2 と置ければ、

ん2~-JωJl 2σ2 

となる。
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完全導体の場合には、 Ih:il叶∞となり、

Rコーl

T = 0 

となる。従って、完全導体の境界条件として

E1ご =E2z = 0 

が導かれる。

有限の導電率ηを有する場合には、透過波の角度は、

ctan (た)=…

(.5.:"5:3) 

(.5..14) 

(.5..5.5) 

(:3.56) 

となり、伝搬方向と法線方向が一致する。よって、導体中の電磁波の境界における

法線方向微分(n=一円)は、

βgh θEっー
一」二=一一」ニ = -j，s2yE2z ~ -j・1・2E2zθη 8y J'-"Y 

となる。上式に、 (.5.36)、(.5.38)式の連続条件を適用すると

lδE1z j J，.~2E2z j J，.'2E1z 
一一

111 8n 112 112 

が導かれる。ここで、んは(.1.:3:3)式より

んな土日Wll20"2=土(1-j)f-芋

(.5..5i) 

(.5)58) 

(:3..59) 

と表される。符合については、導体中で γの方向に伝搬するときに、ジュール損が

発生し、減衰する符号を選べば良し1。つまり、 e-jk2Tの指数部が

Re(-j J，.~2 7')<0 (7'>0) 

となるには、

-jJ，.:27' =土j(j-1)f1子7'= :f:( -1 -j)f-芋r
より、正の符号を選ぶ。従って、んは

んご (1-j)¥/今生

となり、損失壁の境界条件として、

土年三コー(1十j)
fL1 on 
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(.5.61 ) 

(.5.62) 
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が導かれる。

座標系を(九t，z)系とすると、 (.5.30)式の f成分より、
1βR 
-Ti口 jωH1・t=-Jωnx(nxHd.t 
fll un 

が得られ、一方 E1zは

(5.64) 

E1z = E1・zコ E1.(nxt)=(E1xn).t (:3.6;3) 

と表され、これらを (:3.6:1)式に代入すれば、

-jl.t..-'n x (n x Hdい一(川)，/詑(E1x n). t (.5.66) 

となる。 Elはz成分のみを有し、 H1はそれと直交するので n，t成分のみを有する。

従って、上式の.tを除く部分は両辺共 f成分のみとなるので、一一d← (1十j)直(E1Xη) 
となり、 Elx nについて整理すると

(.5.67) 

El x n=市tn×n×H1二(1十j)直nx n x Hl 
と表される。ここで、

Z戸 (1+ j)直
なるインピーダンスんを定義すれば、

(.5.68) 

(5.69) 

E1 x n= Z2 n x n x H 1 (.5.70) 

と記述でき、インピーダンス境界条件(IBC)と呼ばれる。なお、時間微分の jωの

符合および法線の向きnにより、最終結果が上式とは異なる [26-29]ので、注意を要

する。

5.3.2 壁面損失による Q値

次に、壁面損失による Q値 (Qw)について考える。 Qf直は共掠器内部に蓄えられ

ているエネルギー uの一周期あたりの平均と、壁面からの損失Pwの比により定義

される。

ν'
一
C
J

d

一

ι

υ
一

町

f
f
一
p

l
一

T
7
l
J

一一匹ハV
(.5.71) 
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ここで、共振器内部のエネルギーは、

1 1 の

ll=ヂE"十三11H"' (5.72) 

で与えられ、共振状態、では、 EとHI土佐相がずれているのみで、それぞれの領域積

分は等しく、

11 = EE2 = pH2 (:3.73) 

とも表すことが出来る。一方Pwl土壁而からの電磁エネルギーの流出を表すので、ポ

インティングベクトルの実部で表される。

P山口 Re(Ex H. n) 

壁市上でのEとHの間には(.5.70)式の関係があるので、

Pw二 Z2H2

(.5.74) 

(:).r.J) 

よって

Qw =伊 P2(J2J H2 dV 
w - J H2d8 (.5.76) 

となる。共振時には、体積積分と表而fti積分はそのまま VとSの比に置き換えら

れる。

{ た一一一-1/ 21/ 
Qwコy2ω1'2ぴ237:IF(517)

(.5.78) 

ここで、 6は表皮厚さである。

誘電休および導体の透磁率をμ1= fl2口 110とするとき、壁面での反射係数は(-5.48)

式より、

A
O

一一A
V

n
一一
n

/
V一/〉
一
一
+

Aυ
一ハ

σ

O

一
O

R
 

ん? m 2 0 十q -2"-'1 cos eVi，:~ -(μ".1 叶向山11州1
k吋?一k将? 

2去;(日-2"~1"~2 cos e) =一1+十令Oωs
2kι1 COS 0 

= -1十 γ ームーセ一三一1+ jl，'18 cos 0 
(1 -j)ゾ吟呉 U 

(.5.79) 
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となる。反射係数の大きさは IRIe:::: 1なので、反射係数を位相のみで表す。

R = eJゆ (5.80) 

誘電体中の電界が同じ波数のまま導体中まで延びているとし、電界がO(短絡)とな

る見かけ上の境界は、 (5.34)式より

-jkj cose(-y) I ~jφ 一jkj cosey _ n 
十eε=u (5.81 ) 

を満足する。移項して、両辺の対数をとれば、

-k1 COS O( -y)口。-Ã.~1 COS Oy一作 (.5.82) 

となり、 υについて整理すると、

φ-π 
y=一一一一一

2 J..~1 COS 0 
(.5.83) 

となる。さらに、 φ2πより

。-7r:::: sin (π-ゆ):::: sinゆI'Vtan 9 (.5.84) 

の関係、および、 (.5.79)式を用いて

xu 

l
一2一一

A
O

一一AH
V

Q
d
町
、Jm
P

3

0

一O一FL

P
λ
U

一
ん一
'h

一一つ山一一
Uυ (5.85) 

を得る。上式は、入射角。には依存せず、常に表皮厚さの半分が見かけ上の境界とな

る。これは、 (.5.77)式の、共振器における損失がり2の厚さの全表面Sで発生するこ

とと一致する。

この、見かけ上の境界位置から共振器の共振周波数の変化を求めるためには、厳

密には、共振器を悶有モード関数展開し、その各モード電圧に対する微分方程式を

解く必要がある。ここでは、結果のみを記す [11，12]0

ωα = Wo (1一本J (5.86) 

5.3.3 損失壁の境界条件の評価

関;').2:')に壁苅損失の境界条件を評価するための、部じたオーバーサイズ導波管型

共振器のモデルを示す。

この共振器の、特定のモードに対する同有周波数付近の共振特性を、図 .5.26に示

す。問中の白抜きは、導電率をσ=5.8 X 10i[f2-1mーっとした場合の解析結果を示し
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図 .5.25:閉じた共振器
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図 5.26:限じた共娠器の共振特性
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FREQUENCY = 6.957870[GHz] 
IRIα0.67670.1 A RG(R) = 1 i9.778[DEG] 
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E55.27:共娠時の内部電界分布

ており、損失壁面の境界条件には、(:'5.63)式を用いた。黒印は、 σ=∞の場合の結

果である。

この共振周波数のモードは図.5.2iの電界分布から判るように (.5、13)である。この

モードの間有周波数んは共按器形状のみで決定される。 E:;のみのαxbの寸法を有

する矩型共振器の悶有周波数は、 α=b = 0.3[171]， (η，m)ロ (5、13)とすると

(5.8i) r--A 
I
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となる。

また、 Q値(QIV)は導電率がわかっているので、 (.5.ii)式より

レ同二三十1.89X 10.5 (.5.88) 

となる。共振周波数.んは、このQtL'のために固有周波数より低下する。 (.5.86)式より

(.5.89) ι=ん(1一本)= 6.959:l5ii 
となる。

これらの理論怖と解析結果から得られる悶有周波数、共振周波数、 Q値を比較す

る。共振周波数日は反射係数が極小となる周波数なので、共振特性が得られていれ

ば求めることができる。 Q値はスミスチャートもしくは複素インピーダンスを反射

係数より求めることにより得られる。

(.5.90) 
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この複素インピーダンスの位相が土π/-!(実部および虚部が等しくなる)周波数 f~の

差で回有周波数 f~を割れば、負荷 Q となる。

f~ _ f~ 
(.5.91 ) 

ム['一ムA‘f
ムf' 口 f凡;一 fλ.~ = If六(ar唱gZ口ず可/4吋)一f六(い何a訂r培gZな一π吋/4刊)1 (σ.5.9幻2)

最1後麦に、回有周波数は (.5.86)式より

(1 ， 1 ¥ r' ム['
ト ι 1 If内ハバ川1+碍:)=ん+了 (.5.93) 

となる。共振周波数の近傍で、位相変化が対称とすれば、

f~ ~ f~ (.5.94) 

である。

図.5.26より、これらの値を求めると、

江口 6.9:37870土1X 10-6 [GH z] 

ムf'= 4.96 X 10-5土1.4X 10-6 [GHz] 

Q~， 口1.40 X 106土4.0X 104 

f~ コ 6.95789:3 土1.2 X 10-6 [G lJ.::] (.5.9.5 ) 

となる。

上式と(.5.87)、(.5 .88) ‘ (5.89) 式で与えられる理論経を比較する。一見、 f~ラおはほぼ一

致しているように見えるが、ムf'のスケールで比較すると、u-f')/ムf'は数百倍以
上の大きな差を有している。一方、 Q"./まオーダーで一致している。なお、 (.5.95)式

の誤差は解析時の周波数のサンプリングによる誤差を示しており、‘にう f~lf~のそれ

ぞれに独立に発生するものとした。

ところで、鴎 5.26の完全導体に対する特性を見ると、共掠が見られる。理想的な

完全導体であれば、共振器内ではエネルギーの損失は無いので、皮射係数の絶対値

は常に 1となり共振は見られないはずである。この疑似的なヂィップが、境界要素

法の誤差であることは明白である。この誤差が壁面損失と同様な原因と仮定して、

固有周波数を求めると、

f~(σ= ∞) = 6.9:3789-11土1.2X 10-6 [G FI z] (.5.96) 

となり、(.5.95)式の回有周波数とほぼ一致する。
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導電率を先ほどの半分のぴ1/2= 2.9 x 10'とした場合も同様に求めると

f~(σ ヱぴ1/2)= 6.95i620土1X 10-6 [GJJZ] 

Q~(σ=σ1/2) = 1.0-1 X 106土2.2x 10・1

五(σ=σ1/2)= 6.95i895土1.2X 10-6 [G JJ z] (.5.9i) 

となり、固有周波数は一致し、 Qwもほぼ1/V2倍になっている。

境界要素法による誤差の原因の一つに境界要素サイズが考えられる。以上の例は

境界要素サイズを1c1η(波長の1/4程度)とした。表5.2に境界要素・サイズをO.正0.2:)cm

とした場合の回有周波数と Q値を示す。

同有周波数およびQ簡は要素サイズを細かく取るに従い理論聞に近づく。また、

サイズがlcmの;場合と同様、回有珂波数およびQ八((iは導電車.に依存しないことも

解る。

理論値からのずれが境界要素サイズのみに依存する事から、 (5.63)式で与えられ

る損失壁に対する境界条件は妥当であると結論できる。
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固有周波数ん [GHz] 

導電率

要素サイズ σ=コcxコ ぴ=コ :').8x 101 ぴ =2.9 X 10i 

(理論慌) 6.9.50:1762 6.0593762 6.9593762 

0.000 0.000 0.000 

1cm 6.9.578941 6.9578948 6.9.578951 

0.0014821 0.00148込 0.0014811 

0.5cm 6.9589.132 6.9589430 6.9.589442 

0.0001330 0.000.1332 0.0004320 

0.25cm 6.9590666 6.9590673 

0.0003096 0.0003089 
」

上段:悶有周波数品‘下段:ん -f~ 

Q fi直(Qw)

導電率

要素サイズ ぴ =αコ σ=ヱ.5.8X 10i σ= 2.9 X 10i 

(理論値) cxコ 1.89x10.5 1.34x10'') 

24.86 24.86 

1cm 5.6x10" 土0.6x10'~ 1..10 x 1 O'~ 土0.04x10.5 1.05 X 105土0.02xlO.5

18.4土0.:') 19..5土0.4

0..5C111 15.4 X 10.5土4.8X 10.5 1.6:') x10.5土0.0.5x10.5 1.19x10')土0.0:3x10"

21.7土0.7 22.1土0..5

0.25cm 21.3x10"土9.2xl0δ 1.71 xl0"土0.06x10;'

22.4土0.8

上段 :Q値 (Q~，) ，下段 :Q~/J否

表 .5.2:回有周波数と Q航の境界要素サイズ依存性

ハ
リ
n
u
d
 



5.3.4 開放型共振器の壁面損失

図3.3のモデルに、損失壁の境界条件および完全導体の境界条件を与えた場合の、

共娠特性およびスミスチャートを悶5.28、図:").29に示す。また、この共振特性から求

めた共振問波数と Q値を、表.5.3に示す。表中の Q値は共振特性に複数の共振が重

畳しているため、 (:").91)式の f~を求めることができないので、電力反射係数 (R2 ) の

半値全 11屈をムfとして求めた。

関5.28、図 .5.29からは極小値の反射係数の絶対値に若干の差はあるものの、反射

係数の特性はほぼ一致している。表.5.:3からも、共振周波数およびQ値は周波数の

サンプリング誤差の範踏に収まっていることが判る。

これらの結果は、開放型共振器は、閉じた共振器と異なり、壁而の損失に比べ関

口部からの電磁波の鴻れによるエネルギーの損失がはるかに大きいことを示して

いる。従って、開放型共振器の解析において、壁面損失の寄与は小さく、考慮の必

要は無:いと結論できる。

ぴ=00 σ= .5.8x107 

6.4821土1.0X 10-4 6.4821土1.0X 10-4 0.0000土1.4X 10-4 

Q 396.5土343 3898土3:31 67土447

6..5080土1.0X 10-3 6.:")080土1.0x10-3 0.0000土1.4X 10-3 

Q .543土64 .5.12土64 1土91

6.7200土1.0X 10-3 6.7200土1.0X 10-3 0.0000土1.4x10-3

Q 23.6土0.1 23.6土0.1 0.0土0.14

6.9356土1.0X 10-4 6.9356土1.0X 10-4 0.0000土1.4x10-4

Q .5267土.566 .5134土5:37 133土779

6.9601土1.0X 10-4 6.9601土1.0X 10-4 0.0000土1.4x10-4

Q 762土12 760土12 2土17

表.5.3:導電率による共振周波数と Q値
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。:σ コ .5.8X 10I， IRI 
ロ:σ=.5.8 X lOI， arg(R) 

.ぴヱ∞‘IRI
回 :σ=∞.αrg(R)

7.0 
FREQUENCY[GHz] 

図 :).28:開放型共振器の共振特性の導電率依存性

Imag(R) 

図 5.29:開放型共振器のスミスチャートの導電率依存性
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第 6章

多媒質問題に対する非物理解の発生とそ

の除去法

筆者は、一つの媒質が他の媒質を取り図む場合には、従来の境界要素法では、物

理的に説明出来ないスブリアス解が、本来の周波数特性に重畳することを報告し

た [30]0このスプリアス解は森田、本同等によっても報告されており [1，31]、その解

決策として、領域の内部の点に関する積分方程式を拡張境界条件として、境界点に

関する一連の積分方程式に加える方法等があげられている。

本論文では、別のアプローチによる、スプリアス解の抑制方法を仮想的な境界の

採用によって実現する [32]。

波動方科式に適用する境界要素法は、ソース点と観測点の問がグリーン関数ある

いは伝搬関数で結合されるため、ホイへンスの二次波源の原理に基づく方法と理解

できる。ある媒質が別の媒質を包合する多媒質問題を考えるとき、境界要素法にお

ける従来の領域分割法では、外側の媒質の光路には異なる媒質を跨ぐ場合が生ず

るが、ホイヘンスの原理ではこのような光路のとり方を許してはいない。そこで、

この光路を避けるために、同一媒質を仮想的な境界によって分割し、その境界では

連続条件を与える“仮想境界分割法"を提案する。この仮想境界分割法と従来の領

域分割法に基づく境界要素解析法を、共振器の周波数特性により比較し、スプリア

ス解発生の原因を条件数を用いて究明する。

また、仮想境界分割l法はスプリアス解を除去するのみならず、計算コストの低減

が可能なことを示す。
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支配方程式および解析モヂル6.1 

支配方程式および境界条件には、第3章で述べた、自由空間およびプラズマ領域

のヘルムホルツ方程式、完全導体の条件、連続条件、入射条件を用いる(図 6.1)。

プラズマは無損失・一定密度とし、異方性を生じる外部磁界はないものとする。

入射条件により、外部からの強制項(励振電流)は評価されているので、第2章で

述べた離散化後の境界積分方程式は、 Ez= 11，ヤEz・nロ qとおくと、

Hu -Gq = 0 

と表される。

H.Gにはグリーン関数が含まれており、その要素 hijぅgijは節点 iと節点jの結合

を示す。グリーン関数が、二点聞の距離が Oのときに発散することから、 H‘Gの

対角成分 hii，giiについては解析的な取扱いが必要になる。線形要素を用いた場合の

(6.2) 

(6.3) 

hij‘
gij Iま、

h;りJコ 九んJ十C;d;ん6んん1υj口ご AM好げjtグ.♂O+h何j一斗1，1十C;υ仏仏;diんんi

giυj=gdj0十 g(-l，l

ここで、上付きの添字は要素とそれに対!志する内持関数を示していと表される。

1，¥ 

口
一
口
口
寸

./ 

¥¥ / 

/一一1
入射UTI 3.485 

t
t
t
t

、

/
/
/
f
 

H
J
 

¥!I 

'I! 

山
一
川

「可
、

7川一つ

図 6.1:解析モデル
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る。要素に節点iが含まれるとき、すなわち 1コ jあるいはi口 J-1のときには、

針。ゴプi.O安心Ayvo芸(n仏叫り)い「心 0
か Lかμψ仇tι心 Aレか4ψ仇'iιi
gd許r:f戸?冷O斗 ω dSii 

:千[法HJ2)(んた)一(止)2Z

(6.4) 

(6..5) 

ぶ(ー1)8 ( Hi ¥ 28 (1 ， 2j (If ，1 ¥ L Hi， 1 ¥ i 1 
Yl-i{l  +-|ψ(s+1)-1nー+"~， 1 ) ~ I (6.6) 
お (s!)2(2s十1)¥2} l ' 7r¥223十1JJ I 

g:1=Ag仇lGd 

: 一千[ 走削Il叫昨I4rP仰jrP門川川川2勾引叩伽2)(ldi帆(什仰似ld叫州Ciωi)一( 去) 
2 

2!l (6.7) 

ψ山)=-γ+ (1 + ~ +イ) (6.8) 

寸:Eulerconstant 

となる[:3:3]。ここで、 Ciは要素iの長さを示す。

この対角項は、節点の間隔を十分細かく取れば数値積分によって代用は可能であ

るが、本軍では、スプリアス解の発生原因の追求を行うので、誤差を含むものはあ

らかじめ除去するために、上式を用いる。

6.2 条件数

スプリアス解を向定するために条件数を導入する。条件数は連立方程式の解き易

さの目安となる畳、あるいは誤差に対する方程式系の強さを示す量で、他の数値解

法でも導入されている。

本節では連立方程式に対する連立方程式の次数で規格化した条件数の導出を行

う。連立方程式を

A♂ =b (6.9) 

と表す。

この方程式の次数が2の時の解♂は、同 6.2のように、二本の直線の交点として表

すことができる。直線の太さは数学的にはOであるが、計算機による数値解法では
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、

ームレ

ム

、¥Aψ 
F
t

、、、、、
1
1

、ht
l

白、ー、
l
l

↑ムO

図 6.2:有限太さの直線の交点

丸め誤差のため有限の太さム。が生じ、数(直解法における誤差となる。なす角度をφ

とすると、重なった部分の面積は、

^ 2 
σ(2)一三旦一
sm φ 

(6.1 0) 

と表される。この面積は二直線が直交したときに最小となり、 φがOに近づくにつ

れて次第に大きくなる。さらに角度が小さくなり、 φロ Oになると無限大となるが、

この場合、方程式のランクが一次下がっており、解は不定あるいは不能となる。

次数が3の場合について考える。三次元空間において連立方程式中のそれぞれの

方程式は平面を表している。これらの面は有限の厚さム。を持っており、互いに共面

でない場合には、交点は平行六面体となる。平行六面体の体積は二辺がなす角度を

向、それらが作る平田と残りの一辺がなす角度をのとすれば、

へ 3̂ σ(3) _σ(2)一三L ご ムムO

sin 92 sin <Pl sin仇
(6.11) 

となる。

同様にN元連立方程式に拡張すると誤廷は次式で与えられる。

A A lV 

σ(入!)ご庁(N-l)一一竺o 一二三巴一一
v sin OJV-1ivt 

I I S111 (j)i 

(6.12) 

条件数を連立方程式のf拝き易さとして、誤差をム。λTで‘規格化した逆数として次式

のように定義する。

ワ(入T)コ Hsi116i (6.13) 
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官
れ

U

X21 

a2 X i 

民 6.3:斜交座標系における任意のベクトル

ここで角度φは、行声iJAのみに依存し、 bは単に平行移動を与えるのみで、。つまり

条件数には依存しない。従って、 Aのみから条件数を導くことができる。

(6.9)式の意味を改めて考える。行列Aの行ベクトルを町とすると、 (6.9)式は

:rlα1十 X2α2“ト...十 Xnα人T= b (6.14) 

と表される。これは、図 6.3のように、 αtを基底とする斜交鹿標系で、ベクト jレbを

作るときの、基底ベクト jレに対する各成分がベクトル♂となることを示している。

基底ベクトルが張る N次元平行六面体の体積を求める。二次元の場合には、 α1‘α2

とこれらのベクトルのなす角をゆ1とすると、

F(2)ロ |α1Xα21 = det A(2)コ 0102sm ο1 (6.1.5) 

となる。この体積(面積)を大きさに持ち、 α1‘α2が作る平面に共而なベクトルをα;

とする。三次元の体積は、この罰とα1がなす戸1をのとすれば、

F(2)コ iα;×α31口 dctA(3)ご 010203SII1仇 sin92 )
 

F
H
U
 

--ムハハU〆
，
a
，‘、

となる。これを繰り返すと、 N次元平行六面体の体積は、

1・(N)= 1αi74 ×αNI=仁letAコ αげ2・・・ O;vsin 91・・・sincfN-l (6.17) 

これを、 (6.13)式と比較して、

l/(N) 
7l7V)口
α102・..αN 

detA 
(6.18) 

α1α2 . . .α入7

を得る。さらにαiが複素ベクトルであることを考慮すると、

η(川一一
dct Adet A定

日i玄jOijαち
(6.19) 

Rυ nu 

句
E
E
A



/」一寸

(問境界分311法従来型分割法

図6.4:従来の領域分割法と仮想境界分割法

が導かれる。

次数Nは節点数あるいは平行六面体の次元を示しており、一点あたりの条件数あ

るいは一次元あたりの条件数として

(6.20) η=(P)1/~(rtJf)赤
を定義する。この条件数を用いれば、異なる解析モデルでも、連立方程式解法の誤

差あるいは基底ベクトルの直交tl:を評価できる。

ニ媒質問題6.3 

ニ媒質ニ領域分割法

媒質定数の異なる媒質を含む場合に、幾何学的形状を考慮して解析する例は少な

く、一般に領域の分割数を媒質の数と同じにして、閤6.4(左)のようにー媒質一領域

として解析される。郎ち、自由空間の領域が、プラズマ領域を取り回むように分割

し、その境界では、 11，qの連続条件によって結合する。

真空領域における境界積分は、共掠器および導波管面上を反時計まわりに、プラ

ズマとの境界はプラズマのまわりを時計まわりに積分する。これは自由空間領域

からプラズマ領域を引いたものと理解できる。

6.3.1 
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自由空間領域、プラズマ領域についての境界積分方程式の離散化結果はそれぞれ

lHji Hin 4(;|=[G11 

H?~u~っ G~"a~12'""12 -'--'12'112 (6.21) 

と表される。ここで上付き添字は領域を示し、 1が自由空間領域、 2がプラズマ領

域である。下付き添字は境界を示し、 1111がヂィリクレ条件の境界、 11Bが入射条

件境界、 12が自由空間とプラズマ領域の間の境界を表す。また、連続条件と入射条

件は (3.66ト(3.74)、(:3.80)式より、

U~" 'lι2 12 -'""12 
q12=-qi2 
qiIBコ js( -Ui1B十2uijZ))

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 

となる。ここで添字*は積分路が逆向きからくる、逆JI債を示し、 (in)は入射電界を

示す。 (6.21)"'( 6.24)式の未知数を左辺にまとめると、次式が得られる。

[ 
G~'A 一HいF叫G叫i
o 0 一J

源G?L2一-XHi2I 

= [て1..1γ:，8][出)1 
6.3.2 仮想境界分割法

q11A 
uilB 

q12 
U~ 12 

(6.2.5) 

境界要素法は、節点と積分要素を結ぶ直線を光路と考えるとそのこ点聞をグリー

ン関数で結合した、ホイヘンスの原理と等価な手法であるといわれる。ところが異

なる媒質を含む場合の、二媒質二領域分割l法ではホイヘンスの原理を応用したも

のとは言い難い。即ち、励披側鏡而に節点をとった場合の積分路には反射側鏡面も

含まれており、その光路上には屈折率の異なるプラズマ領域が存在するにも関わら

ず、直接結合しているからである。もちろんプラズマ領域のまわりを自由空間の媒

質定数を用いて逆まわりの積分をすることによって、この影響を補償しており、原

理的には問題は生じないはずである。
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上記の場合でも光路がプラズマ領域を跨がないように、自由空間領域を仮想境

界によって図 6A(右)のように、複数の領域に分割する仮想、境界分割法を提案する。

仮想境界分割法では、入射鏡面から伝搬した波動は、仮想境界およびプラズマ領域

との境界で二次波源を作り、さらに自由空間およびプラズマ領域に等方的に伝搬し

て、反射鏡面への透過波および励振鏡間への反射波を形成する。数式を用いて表現

すると、観測点iが自由空間内にある場合の、従来型の分割法ではグリーンの積分

公式の領域積分は

hout 口hムムムしlalα011吋I
のような領域演算のヲ引iきき:算と評価でで、き、一方仮想境界分割j法では、

(6.26) 

hout = hl + h3 + h4十hs=EAJ f(r 山)dD. (6.27) 

のように領域の加算で表される。

一方、仮想境界分割法により角点が増えるため、線形要素特有の角点付近の誤惹

が推定されるが、角点付近の節点の間隔を小さくすることによって対処する。これ

でも不足な場合には、1lと qの節点の位置を別々にとる 0-1次要素の採用等が考えら

れる [:34]。

もう一つの角点の誤差の要因として、仮想、境界を加えた場合には三領域の交点が

存在し、この点では法線方向偏微分を定義できない。図 6.5のように仮想境界の接

合点を三点に分散させることによって、間中の qのように定義することはできる(向

きはこ等分角にならなしサが、斜線部がどこにも含まれない領域となり誤差を生ず

る原因となる。本論文では、この誤差に対しでも角点付近の節点間隅を小さくする

事により無視できると判断している。

自巾空間を四領域に分割したときの境界積分方程式は次式で与えられる。

all 

[All G33 GJF -HJF] q.33 I = [Bll 
-

&

q

d

 

Z

M

U

 

H
 

(6.28) 
qJF 

UJF 

Gi144 -HilBーjsGilB iで1.4
-2js 

。 。 。
All = 。 。 。。
。 。 。。
。 。 。。
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1¥1 

q24 

E 

関 6..5:ニ領域の交点における法線方向偏微分の定義

。 。
。 。

G33口 IG~3 H33 = HL  。 。
。 。
_XG~ 12 
。_xG~ 14 
。 。一'"G~1.5 

。 。
GL G~3 。一双G~24 

。 。一涜G~2.5 
。

GJF = I 。 。 GL GL G;4 。 。 。。 。 。 。 。 G;5 G;5 G35 。-*G~ 23 
。 。一XG~34 

。 。_XG~ 
3.5 

紙H~12 。定H~14 。。定H~1.5 O 。
HL  H2 23 
。定H~24 。。XH~ 2.5 

。
HJFコ| 。XH~ 23 

。。旗H3
:34 
。。驚H~3.5 。。Hii H;i H;.I 。。。。。。。。H~.5 H~.5 H35 

T(Xll) = [T(qiL4) T(包i1B)1 
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T(引1)= [T(叫14)T(uiZ))l

T(qIF)口 lT(qb)T(qi3)T(qjdT(qL)T(qL)T(qL)T(qL)T(qL)]

T(UIF) = [T(包も) T(包23) T(ujd T(uL) T(uL) T(ub) T(ui5) T(包3.5)1 

uiJ工、b qiJ=-qjJ 耳障

(6.29) 

式中の*は(6.22)、(6.23)ぅ(6.2.5)式と同様に積分路が逆向きからくる逆JI聞を示し、上

付き添字は領域、下付き添字は境界を示している。また、 All'Bnは(6.2.5)式の第1，

第271Jを、忽:1・41は(6.2.5)式の第 1，第2行を関 6.4(右)の入射而と入射鏡面に対応す
る要素としてまとめたものであり、逆側の反射鏡面に関する要素はG~3 ぅ Hi3133AL

にまとめた。 GJF，HJFは全て連続条件を表しており、一見複雑そうであるが、規則

的である。即ち各列には必ず2つの領域に非零行列要素があり、その一方は積分路

が逆向きでGに関しでは符号を変えるだけでよい。

6.4 解析結果

前節で述べた二つの領域法による解析結果を反射係数の周波数特性により評価

する。プラズマ密度は.5X 101l[cm-3]とし、この時の屈折率はおよそ 0..5である。そ

れぞれの方法で連立された境界積分方程式 (6.2.5)守(6.28)式を解く。連立方程式の解

法にはLU分解によるガウス法を用いた。

特定の周波数fに対する境界要素法解析により、導波管内の二点の電界Ezを求め、

それを用いて、 3..5節で示した方法により反射係数を求める。

悶 6.6に二媒質二領域分割法、図 6.7に仮想境界分割法の解析結果を示す。

各閣の横車Ihは周波数を、縦取hは反射係数の絶対値および位相、条件数ヮの自乗を

示す。黒丸は計算点を示し、実線は計算点をつないだものである。点線は二つの方

法で大きく異なる周波数を示している。

図6.6と図6.7を比較すると、 7..501GH::と7..579GH::付近に反射係数の絶対値および

位相に特性の違いが見られる。図 6.8に導波管に共振器を結合したときの等価回路

とその反射係数の周波数特性の一例を示す。関 6.6の特性はこの図 6.8の特性と比較

して位相の反転が見られることから、物理的に説明できない解、即ちスプリアス解

であると考えられる。

図6.6と図 6.7の条件数からは、仮想、境界分割法のほうが、ベクトル列の直交性が
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よいことが理解できるが、雇接スプリアス解との関連性を議論することはできな

い。そこで、二媒質二領域分割法の (6.2.5)式の条件数をさらに細かく分析する。節

点iの所践する境界を自由空間領域の同有の境界[1(11)](入射鏡而、導波管壁、励振

部、反射側銃部)、自由空間の伝搬定数を与えた自由空間とプラズマ領域との境界

[1 (12)]、プラズマの伝搬定数を与えた自由空間との境界[2(12)]の3通りに分けると、

(6.2;3)式の左辺の係数行列は

-Hi1B -j/3GilB Gi2 。 一抹G2 -*H~ 12 12 

[A(} 
G!~l1) 

H(}| Gi2 
1 I ~11 12 -1112 

G!~12) H!~12) 
一*G~ -*H~，> I I ~11 12 -1112 
12 12 J 0 XG2(12) H2(12) 

一 12 一 12

(6.30) 

と書き直せる。上式の小行列Aii11)5212)H17)司G212¥およひ百五日)は正方行列で・あ

り条件数を求めることができる。図 6.9に各小行列の条件数を示す。この図から、

Gi;川およびHiY2)の条件数が、共に極小となる周波数とスプリアス解の発生周波数

が一致していることが解る。

つまり、従来の二媒質二領域分割法でのスプリアス解.の発生原因は、自由空間の

積分時に逆向き積分によってプラズマ部分の領域を減算するときに行列の直交性が

局所的に低下するためである。これらの条件数が極小となる周波数は、プラズ、マ領
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図 6.9:小行列の条件数

域を取り閤む境界を短絡控(1l= 0)または磁気壁(q= 0)として、自由空間定数を用
いた場合の固有値問題の解と一致する。図6.10に極小値に対応する TTvIモード(z軸

を伝搬方向とした場合の x-yの矩形モード)を示す。

また、スプリアス解が(:3，2)モード時の周波数で発生しないのは、励振篭界およ

びFPR鏡町が子z而に而対称としたため、中央部の電界も面対称となるためと考え

られる。

lH 



図 6.10:小行列の条件数が極小となる Tl¥Iモード

6.5 計算時間

仮想、境界分割j法は、スプリアス解の除去のみならず、計算時間の低減も

が出来る。

ること

境界要素法における計算時聞はおもに境界積分に必要な時間71と連立方程式を解

くのに要する時間72に費される。

境界積分に関しては、総積分回数N1に比例すると考えられる。 N1は(6.25)，(6.28)

式の非零要素数を数えることによって求められ、領域niの節点数を町、境界Cjの要
素数を (ijとすると次式で与えられる。

べ(mipHm?
mi ~:2ンlJ

(6.31 ) 

( 6.32) 

尚、線形要素を使用した場合、節点数と要素数は若干異なるが、ここでは無視

し7こ。

一方、連立方程式の解法はガウス法で密行列を解く場合には、計算時間は未知数

の数の3乗に比例する。未知数の総数λbは(6.25)，(6.28)式の総列数を数えればよく、

総節点数に一致する。

山口L1i7i (6.33) 
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1 fij η1・
1 

115 63 。10 10 198 
つ 63 。6:3 11 11 148 

1 f lJ 7i7i 3 。63 .59 10 10 142 
1 li4 148 322 4 10 11 10 。。31 
つ 1-18 。148 :) 10 11 10 。。31 
total 470 total 5.50 

従来型分割法 仮想境界分割法

表 6.1::境界上の要素数

従来の方法 仮想境界分割法

総積分数 N1 125588 83194 

総未知数 N2 470 5.50 

計算時間ァ 1:')..5 sec 11..5 sec 

表 6.2:計算速度の比較

と表される。

よって、計算時間ァは次式となる。

ア=ア1十乃口 O'lNl十α2AT;

=α1 ~ m} + 0'2 (判3 (6.34 ) 

従来の分割法と仮想境界分割法の、各境界上での要素数(節点数)と未知数を表

6.1に、表6.2には総積分数N11総未知数人、と計算時間ァの関係を示す。

この結果より、仮想境界分割法は未知数が増えているにも関わらず、計算時間が

続くなっていることが判る。この理由は、以下の二つが考えられる。第一に連立方

程式の解法に必要な時間i2は未知数の総数の3乗に比例するというものの、仮想境

界分割l法は (6.28)式のように零要素が多いため、 3乗までは効いてこなし'0次に、

仮想、境界によって一つの領域を小領域に分ける場合、仮想、境界の節点数分だけ未知

数は増加するものの、一つの小領域に含まれる節点の数はもとの領域の節点数よ

り少なくなり、総積分数はそれらの自乗和で表されるため、明らかに小さくなり、
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ηには大きな短縮が見込まれる。

この計算時間の短縮は、スプリアスモードの除去を罰的としていない場合にも同

様に期待できる。

6.6 まとめ

境界要素法において、一つの媒質が異なる媒質を包含する問題の場合、従来から

用いられてきた領域分割法ではスプリアス解が発生する。このスプリアス解の周

波数は、外側領域を境界積分する特に現れる境界の一部である内側領域に cutをい

れた逆回りの積分によって形成される小行列の簡有周波数と、一致することを確か

めた。これは、森田等の結論と一致する [1]が、全ての密有周波数でスプリアス発

生するとは限らず、外部領域の界の分布によって発生しないことも示した。

また、このスプリアス解を除去するために、依想境界分割法を新たに提案した O

仮想境界分割法は上記の小行列を避けるために、外部領域を仮想的な境界によって

複数の小領域に分割して、それぞれの仮想境界に連続条件を置く方法である。この

方法を用いてスプリアス解の除去が可能なことを示した。

さらに、この方法はスプリアス解の除去のみならず、計算時間の短縮につながる

ことを示し、これはスプリアス解を伴わない、一般の問題にも期待できることを示

し7こ。
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第 7章

平板状プラズマを含むファブリ繍ペ口一

共振器

本章では、最も簡単な例として、平板状プラズマをFPR中に閉じ込めた問題を

考える。 FPR中に誘電体板を挿入した問題の基本モードについては、榎戸[:3.5]によ

りE-LINE表示法を用いて既に解析されている。プラズマを誘電体と見なせば、上

記の方法と境界要素法解析の比較が出来る。

平板状のプラズマをFPR内に挿入した場合は、鏡面間隔がプラズマ中の波長の

伸長によって狭められたような状態、になり、共振周波数が短波長側にシフトする。

共振周波数の変化量とプラズマ密度の関係を求めることにより、プラズマの密度

の推定が可能となることを 7.1節で示す。

一方、プラズマの衝突周波数は電磁波にとって減衰項として働く。 7.2節では境界

要素法による損失媒質の解析について述べ、吏に減衰による Q値の変化からプラ

ズマの衝突周波数が推定できることを示す。

7.1 プラズマ密度の推定

図 7.1のモデルを考える。プラズマは平板内に一様分布していると仮定する。密

度が0，1，・ぺ5X 1011 [cm-3]の場合の、前章までで述べた手法を用いて解析した共振

特性を、図 7.2に示す。これらの図から密度の増加とともに共振周波数が増大して

いることが判る。この共振周波数の増加量と積度の関係を求めれば、実験において

同じモデルの共振特性の測定により、窮度を決定することができる。
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図 7.1:平板状プラズマを合むファブリペロー共振器

プラズマを挿入しない状態の、基本モードに対する楕円筒FPRの共振条件は [:35]

い (e+~)π(7.1 ) 
で与えられる。ここでbは鏡面間隔、 fは定在波の山の数を表している。

厚みdのプラズマを挿入した場合、プラズマ表面での反射による、モード分布の

大きなズレがないとし、平溜波の伝搬と仮定すれば、上式の左辺にプラズマの屈折

率八Tを考慮することにより、プラズマを含む場合の共振条件は、

付(b-d)十州= (e 十 ~)π (7.2) 

となる。

ここで、屈折率λTは(3A.5)式および伺 :3.1で与えたように密度および周波数に依

存し

(f w~_ 
八「之が =¥/1 _P"E = 1十日 (7.3) 
V eOω“ 

と与えられる。この非線形方程式を解くことにより、プラズマを押入した場合の共

振周波数を求めることができる。 (7.2)ベ7.3)式から(e+1/4)介を消去し、さらに両辺

を光速 Cで割ると

(ωゃん)(h-d) + (ω 十6ω)(1+ 8N)dヱ ωb (7.4) 

となり、さらにんについて整理すると、かなり粗し、近似ではあるが

一ω(8N)d
(7..5) 

b十(仏T)d
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図 7.2:プラズマ筏皮による共振特性の変化
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を得る。

以上は、位相を基に共振周波数を扱ったが、内部電界を評価するために、共振器

内に蓄えられているエネルギーに着目して、共振条件を求める。

一般に、共振状態、では、共振器中に蓄えられている電界のエネルギーと磁界のエ

ネルギーは一致する。

メ(μH.H¥ eE.E"') dl' = 0 (7.6) 

体積Vを真空領域%とプラズマ領域らと考え、プラズマ領域に誘電率変化5eが発

生したとする。

上式の変分をとると、

Aμ{い5(pH.Hつトい一-5仰 EX劃町xつ勺)リ}dl'

となり、積分内の各項は

5(/IH . HX) = IlH'" . 5H十μH・8HX

5( eE . E"') = E . E減5e十eEX.8E + fE・8E定

となる。

マクスウェル方程式とその複素共役は

ヤ xH=jωeE

ヤ xE=ごーjω/IH

で xHX口一jい)eE涯

で xEX = j0.-'pHx 

と表される。 (7.11)，(7.13)式を (7.8)式に代入すると、

8(/IH. HX)口土(ヤ xEX. 5Hーヤ xE. 8H"') 
Jω 

となる。一方、 (7.10)式の変分をとれば、

ヤ x8H =jεE5ω十九JE5e-トjωe8E

となり、

5E=よ(ヤ x8 H -j eE8w -jωE8f) 
JωE 
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(7.11) 

(7.12) 

(7.1:3) 
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(7.1.5 ) 

(7.16) 



が得られる。同様に (7.12)式の変分から、

8EXコ」一(ヤ x8Hx十jEE"8ω十jωEX8E)
-Jωε 

が導かれる。この (7.16)ラ(7.17)式を (7.9)式に代入して、

EX 
8( EE . EX) =E . Ex8E十十・(ヤ x8H -jEE8ω-jwE8t) 

Jω 

-~ .(で x8Hx + jfEX8叶 jωEX8E)
JW 

(7.17) 

bw _ __ _ 1. 
口一2EE.E繁一 -E.E挺6ε十十{EX.ヤ x8H-Eヤ x8Hx} (7.18) 

Jω 

となる。

(7.14 )今(7.18)式を (7.7)式に代入すれば、

片付 xE拭 8Hーマ xE. 8Hxーヤ x8H. Ex +ヤ x8Hx. E} dV 
十r(2EE. Eど十E.E"8E) dV = 0 (7.19) 
JV ¥ W 

となる。さらに上式の左辺第一項はガウスの積分定理により

よI{ヤ (E"x 8H)ーマ (Ex 8Hx)} dFコ土I(E" x 8H -E x 8Hx) . n dS 
J ωJγJω JS 

(7.20) 

と変形できる。共振器の壁面が完全導体とすれば、境界S上でE，E寸ま 0となるの

で、上式は0となる。

従って、共振条件は (7.19)式より

25El EE EX d汎dV=一 IE.E"寓(付8t州Eけ)(l"V 
L午んυ J¥γ J¥γF 

が得られる。さらに、一次元モデルを考え、プラズマを置くことによる反射を無視

できる(真空中とプラズマ中の電界の振幅が同じと仮定できる)とすると

6ω=一ωArE . E"(8E) dV ωdh  
-
2 IvξE . Ex dV 2 beo + d 8 E 

を得る。8cは8Nとの間に

6hr-lロ円-1=去
の関係があり、これを用いると

6ω コーω(8λT)d
b十2(五人T)d
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を得る。左辺の分母は共振器内の電界によるエネルギーを示しており、誘電車が変

化しでも大きく変わらないとすれば、つまり、分母の第二項が無視できるとすれば、

プラズマ密度が増えるとともに8N(8E)は負の簡となり、 6ωが正となり共振周波数が

増大することが解る。また、この結果は位相により導いた共振条件、つまり (75)式

の分母の第二項を無視した結果と一致する。

さらに、 (7.21)式の右辺の積分の中にはれのみではなく、&の存在する局所での

E.E械も入っているので、場所による電界のエネルギー強度の影響も考慮する必要

カ〈ある。

プラズマの押入位置をFPRの中央とし、電界分布の影響を考える。第5主主で述べ

た共振状態、と反共振状態は照波数が近いところに存荘しているので、反共振状態、

のんで・共振状態、のんを代用できると考えられる。反共振状態、では、電界の分布は両

鏡而において 0となるので、図 7.3の犠に、電界分布が原点に対して対称となる場

合と、反対称の場合の二通りが考えられる。それぞれの寵界分布は

Eα = Eo cos J..';r:c 

Eb = Eo sin J..'J.':c 

(7.2.5) 

(7.26) 

と与えられ、それぞれの体積積分は

f m E ) d 1 = ;ド伊抑W尽硝耶;計ω(付刊6
f何E巧削;計仰(付川8E州Eけ)

(7.27) 

(7.28) 
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近似式(
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ぷ
グ

4 5 X 1011 ハ
U
nu 
nu 2 3 

ηε[cm-3] 

関 7.4:共振周波数変化と密度

と表される。さきほどと同様に、ルを求めると、

一ω(5入T) (7' sin /'~xd ¥ 
2 1 d土一一一一 l
b + 2(5N)d ¥ ん/

(7.29) 

を得る。電界分布が対称、反対称の場合を、それぞれ奇関数、偶関数となることか

らoddモード、 eyenモードと呼んでいる。

上式は、 y方向の波数んを無視し、また真空中とプラズマ中の電界の振幅が同じ

と仮定しているので、近似式である。しかし、定性的には、 (7.2:1)式で与えられる

共振周波数の周りを、語度変化とともに正弦波状に波打ち、電界の分布が対称であ

るか反対称であるかにより位相が反転することを示している。

図7.4に、 (7.29)式から求めた近似的な共娠照波数変化と図 7.2により求めた共振

周波数変化を訴す。但し、後者は反共振周波数の変化で代用している。この図から

境界要素法解析の結果と近似式が、定性的に一致していることが判る。また、同一

密度でも e¥-enモードと oclclモードにおいて傾きが異なることが判る。これは、共振

周波数変化による密度推定の分解能の速いを意味しており、傾きが急な方が分解能

が高くなるので、対象となるプラズマの密度に応じて、 evenモードと oddモードを

使い分けることが可能である。この傾向は、高密度プラズマの方がより強くなって

いる。
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7.2 衝突周波数の推定

プラズマに有限の衝突周波数が存在するとき、電磁波のエネルギーがプラズマに

与えられることを、 3.2節で述べた。

本節では電磁波のエネルギーの減衰を考慮、した境界要素法解析を示し、その結果

を用いて衝突周波数の推定について論ずる。

媒質に損失がある場合には誘電Z容を複素誘電本とすれば良い。この虚部E"と実部

どの比はタンデルタ (tan8)として、

tan 8 =三
e 

で定義される。 gft:部E"は(3.49)式より

ω:̂ //0 
E"ロが e一一ωゐ ω

と与えられる。従って、 tan8を用いて衝突周波数を表すことができ、

， .3 

Veコ三戸'tan8 
--pe 

となる。

(7.30) 

(7.31 ) 

(7.32) 

一例として、弱電離プラズマを仮定すれば、衝突周波数Iノeは電子が中性粒子と衝

突する頻度は、

νeコ=//en = Vεσenηn  

で与.えられる。平均速度己はマクスウェル分布を仮定すれば、

ぃ(判1/'2
π1ηe 

として温度Te[J{]の関数で表される。又、衝突断面積σmは

{ ，、'2_ ， _，，2 
σel π~ T' e十 T'ir 7iT'i 

となり、一般に定数として扱われ共に1Q-1，5[cm'2]が用いられる [16]0

ηε 
α=  
7?e十η'n

と定義され、これを用いると (7.33)式は

1-αηe  
//ε=二九ぴεl1e一一一一-~ l'eσe一一
αα  

12.5 

(7.3:3) 

(7.34) 

(7.3.5) 

離度αは

(7.36) 

(7.37) 
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図 1.5:tandによる共娠特性の変化
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tan 8 Ql-3 Q3-.5 νe[Hz] Te x[J¥] 。47.51土4.5 -1-18.8土0.4 。 。
1 X 10-.5 4680土43 4-18.2土0.4 2.1x106 1.2 X 103 

1 X 10-4 4122土34 41-1.6土OA 2.1 x 10' 1.2 x 1 0.5 

1 X 10-3 19.56土 8 408.7土0.3 2.1 X 108 1.2x10' 

1x10-2 2-1-1.7土0.1 2.1 X 109 1.2x109 

牢:電離皮 α=0.001の場合

表 7.1:tan 8と負荷Q

となる。 (7.37)、(7.34)式からιを消去すれば、温度を衝突周波数の関数で表すことが
出来る。

T. πm. f 1/α¥20mlノα
一一一一 i 一一一一一~ z.¥) X 1 一一一一
8k ¥ぴen1?eJ 1ie 

さらに、 (7.32)式により街突罰波数をt引16で表せば、

Te = 2.6 X 1030 (守ω)'
となる。

(7.:38) 

(7.39) 

密度hを 1X 1011 [cm-3](屈折率"-'0.9)として、 tan8= 0今10-.5‘10一七10-3，10-2の場合

の、境界要素法解析の結果を図 7.5に示す。

なお、損失媒質の境界要素法による解析は波数kを複素波数にするだけでよいの

で、グリーン関数の kを複素数とするのみで他の考慮、の必要は無い。

図7..5の共振特性から求めたQ値を、表7.1に示す。表中の誤差は5.3節で述べたよ

うに、周波数のサンプリングから起因するものである。また、 Qの添字 (i-→j)は皮

共振モードがi次のモード、からj次モードに移行する時の共振を意味する。この表に

は(7.39)，(7.32)式から求めたTe，lノε も記した。温度および衝突問波数を見ると、実験

室で得られるプラズマのtan8はo"-' 1 x 10-4の間であることが判る。 tan8 =二 1X 10-4 

とtan8 =二 OのQf直の問に 1.5%程度の差が見られるので、観測可能であると考えられ

る。つまり、 Q慌の測定が可能であることは、衝突周波数の推定が可能であり、さ

らに、電離度が判る場合には温度の推定が可能である。

次に、負荷Q(Qtlをもとに tan8による Q値 (Qtano)を求め、境界要素法解析の妥

当性を示す。負荷Qは共振器内に蓄えられている内部エネルギーを一周期あたりの
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損失エネルギーで割ったものである。損失エネルギーは、 tan8による損失と、壁面

損失、開放端ーからの放射による損失の合計で与えられるので、それぞれの Q慌の逆

数和で与えられる。

一
'
h

一ハハ
V

1γ 一伽
一一
1
一命

(7.40) 

tan 8の損失によりモードが大きく変化しないと仮定すれば、 Qo仏げは、 tan8コ Oの

時のQ(と見なせる。従って Qtanoは

Qtano公示-Fi620)
により求められる。

Qtanoを別の方法で近似的に求める。 Q1院の定義より、

Q ιコ A(~éE2 十 ;μH2つ) dVI JJ¥しFεE2d
ta叩nb占 r _1川，円つ即 k e"E2 dV 

、、as
，F
1
2
i
 

4
吐

同
，

t
〆，sa
、、

(7A2) 

で与えられる。この式の体積積分が一次元近似できるとし、さらにEの分布が一様

であると仮定すると、積分は鏡面間隔 bとプラズマの厚さ dの比に霞き換わり、

Q; ~ーと-ano -d tan 8 (7.43) 

と近似できる。

(7.41 ).(7.43)式より求めた Qtanoを表7.2に示す。

tan 8 Qtanol→3 Qtano3…5 Q~anó 
1 X 10-':> 3.1 x10.s土2.7xl0'~ 3.7x10.s土e1.0xl0.s 5..jxl0.5 

1 X 10-4 3.11 x104土0.27x104 4.78x104土0.6.jx104 5.5x104 

1 xlO-3 3:324土31 4572土58 5.5x103 

1 X 10-2 5:38.4土0.8 5.5 X 102 

表 7.2:Qtano 

この表から、境界要素法解析と近似式のそれぞれの結果はオーダーで一致してい

ることが判る。又、 (1→3)共振の方が (3→.j)共振よりも Q値が低く、大きな損失

を受けていることが判る。これは、プラズマ密度が低い場合には、図 5.1、図 5.3----

関:').10および岡山lから判るように、プラズマが配置される場所での電界集中が、

(1→ 3)共振の方が強L、(体積積分で比較)ためと考えられる。
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第 8章

不均質密度分布を有するフラズマの解析

前章まではプラズマの密度を一定と仮定した。しかし、プラズマの筏度が一定の

モデルは実際には無い。本章では、既知の密度分布を有するプラズマに入射する電

磁波の挙動を、境界要素法を用いたこ積類の解法を示す。一つは、領域内に節点を

おく方法であり、もう一つは境界積分のみから、解を求める近似解法である。

一般に、不均質媒質を含む問題は、境界要素法をはじめとする境界法のみでの解

析は難しく、有限要素法等に代表される領域法との結合解法が用いられる。これは、

境界要素法では領域内の情報を境界に置き換えることが難しいことに起因する。

領域内に節点を置く方法 [36，37ぅ39Jは、この結合解法に分類できる。不均質項を

未知のソース項として空間に分布させ、領域積分を離散化し、境界節点および領域

節点により代数方程式を導く。この方法は、非常に単純ではあるが、領域内の節点

に関する未知数が増えるため、境界要素法の有する計算コストに関する特徴は充

分に生かされていない。

境界要素法(境界積分)のみで、不均質媒質を扱った例として、領域内の不均質媒質

項を級数展開し、その各項を境界積分に変換する方法が報告されている [40J。しか

し、不均質項が複雑な形の場合には有限項の級数展開での表現は難しい。

境界要素法における波動方程式の基本解は、振幅と位相に分離できる。フェルマー

の原理によると、不均質媒質中の光路はr!llげられ、さらに光路がr!llがるため、ソー

ス点から等方的に放射されたエネルギーは、たとえソースからの距離が一定の観

測点であっても、観測点での受光エネルギーは一様ではない。境界積分のみによる

方法では、出1がりを考慮した光路上の波数の線積分を位相とし [36，37J、受光エネル

ギーの光路依存性を考慮した振幅を用いる [:37J。但し、この振幅は、ソースと観測

点、聞の光路中での反射が無視できること、つまり波長に比べ伝搬定数の空間変化
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図8.1:解析モデル

が緩やかであることが必要である。なお、この方法と似た基本解の補正方法とし

て、複数の平板状の均質媒質に対して単一の基本解を用いた方法[41]が報告されて

いる。

8.1 解析モデル

不均質媒質として、密度分布 η(T)を有する円筒状のプラズマを考える。軸方向・

回転方向には一様分布とし、半径方向には次式の放物分布を与える。

作)コ町(1-j) (8.1 ) 

コールドプラズマを仮定し損失は考慮しないものとすると、波数は次式で与えら

れる。

(8.2) 

このプラズマを図 8.1のように二枚のrtll率を有する金属板を対向させたファブリ・

ペロー共振器(以下FPRと呼ぶ)中に置く。 FPRの鏡面は共焦点楕円筒とし、一方の

中心には導波管を結合し、導波管の他端(左端)を伝搬方向が r南liとした TElQモー

ドで励振する。

不均質媒質における支配方程式は文献[:38]に述べられている。同様の導出を以下

に記す。ファラヂーの法則、電流を合まないマクスウェル・アンベールの法則、およ

1:)0 



びプラズマの電気的中性を考慮したガウスの法刻は次式で与えられる。

θJ10H 
ヤ xE=一一一一

δt 
θεE 

ヤ xH=十一一。t
( 8.:3) 

(8.4) 

ヤ・ (eE)= (ヤε).E+ε(マ.E) = 0 (8..5) 

(8.3)の両辺の回転をとり、 (8.4)式をこれに代入し、磁場に関する項を消去し、さら

に時間微分をjωに置き換える。

で2E ーで(ヤ • E) + EpW2 E = 0 

上式に (8..5)式を代入し

ヤ2E十ヤ(ぞ E)十μ E=O
を得る。

(8.6) 

(8.7) 

図8.1では、励接部から TElOモードで入射された電界はプラズマ柱の車!IJ方向成分

E_のみがプラズマに入射される。プラズマに異方性を与えない場合には、プラズ

マ内部の電界もやはり )1411方向成分ιのみを有する。一方、プラズマ内の密度分布は
半径方向のみに与えられているので、ヤEは半径方向のベクトルである。従って(8.7)

式の左辺第二項の内積は零となり、最終的に次式を得る。

ャ2Ez十 f，:(r)2Ez=コO (8.8) 

また、真空領域における支配方程式は、均質媒質のヘルムホルツ方程式として

ャ2Ez十l伊z= 0 (8.9) 

で与えられる。この真空領域は、第6草:と同様にスプリアス解を徐くために、仮想

境界により二領域に分割して解析を行う。

8.2 領域要素を用いた境界要素法

本節では不均質媒質中の媒質変化を、分布を含むソースと考え、線形化・離散化

する方法を示す。

前節の (8.8) 式中の波数んを、真空中の波数んと位置に依存する項J.~l にわけ、さら

にEごを uと置き直す。

ャ2U+ (/'-6 -J.'1(r)2)u = 0 

J.:1(r)2ご占三三 (1ーの
131 
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グリーン関数v*には、境界が無い場合の自由空間でのへルムホルツ方程式のグリー

ン関数を選ぶ。この関数は次式を満足する。

ャ2(パT;Ti) 十 J..~ðVX(T;Ti) 十 8(T -Tdこ O (8.12) 

ここで、 Tiは観測点を示す。このグリーン関数およびその法線方向微分は次式で表

される。

l(X (T:山子可¥J..~O e) 

qX(T;Ti)=η ヤ1(口千Hi2l(J..'oC) cos 0 
Cロ IT-T;I 

。ロ arg(札 (T-Ti))

(8.13) 

(8.14) 

(8.1.5) 

(8.16) 

第2章と同様に、 (8.10)式に1[Xを、 (8.12)式に 11をそれぞれ掛けて、グリーンの積

分方程式に代入すると、

か1(r )21/.*11十仇)dn口1r(ll"'q _llqX) df (8.17) 

となる。左辺の積分内第二項のデルタ関数は、観測点の位置を考慮することにより

容易に計算できる。さらに、積分を離散化すると

去m+FAfiuxtldQコエ(jblxqflF-klqzflr) (8.18) 

を得る。ここで、 ψは観測点Tiにおける、領域を臨む角度である。上式での領域積

分、境界積分は共に線形要素を仮定し u，qを積分からくくり出せる。

A人上レレ〆〆〆11ぜザ印{羽. (8.19) 

L上刊=ご寸= (8.20) 

レ171xll dQ = [ Vkl Vk2 山川3 (8.21 ) 

境界積分にはガウスの四点積分を用いる。領域積分は、三角要素に分割し四次の積

分公式 [9]を用いる。

なお、 (8.18)，，-，(8.21)式は、ソース項を考慮、して離散化された積分方程式((2..54)お

よび(2.59)，，-，(2.62)式)と異なり、領域積分内の uが未知数として残っている o

1:12 



観測点Tiを、プラズマ表面の境界上および領域内の節点にとり、 (8.18)式を計

し、 h，g，v司1I， Vのそれそれの行列表現を、 H.C‘V，'lムqとすると、

[H出IC:;:l[ttrpl IGh ， i l l-l{♂I [qfJ 
Hr:+VU V5:十1J L unp J L Gr; J --. p 

(8.22) 

を得る。ここで、上付き添字fp，Opは観測点、Tiの位置を表しており、下付き添字は、

積分に対する節点を示している。また、 V~p ヲ V~pは境界と接する領域要素の節点

が、境界上の節点と一致することに起因している。 (8.22)式中の払qは全て未知で‘あ

るが、第6章と同様に自由空間中の方程式および境界条件と、プラズマ表面におけ

るu，qの連続性により、方程式の本数と未知数の個数は一致し解くことが可能とな

る[:32J。

なお、この方法による誤謹は線形化・離散化による誤差のみで、要素のサイズを

小さくすることにより、解析の精度は向上する。

8.3 フエルマーの原理を考慮した境界要素法

前節の方法では不均質媒質内に節点を設定する必要があり、境界要素法のメリッ

トが減少する。本節では、不均質媒質の境界積分のみによる定式化を示す。

境界要素法における波動方程式およびヘルムホノレツ方程式は、ホイヘンスの二

次波掠の原理に基づいている。媒質が不均質の場合には、この原理は最終的にフェ

ルマーの原理と置き換えることができる。フェルマーの原理では、不均質媒質中の

ニ点を結ぶ光路は誼線ではなく、二点問の位相差が最小になる光路を選ぶ。本節で

は、均質媒質での基本解に、光路の曲がりを考慮、し、位相と振幅のそれぞれに補正

を行う。

均質媒質におけるヘルムホルツ方程式および基本解の満足する方程式は、

てi2u十ん2U= 0 

ャ2U~(T;Ti) 十 1・2 Zl~(T; Ti)十8(T-Ti)=O

(8.23 ) 

(8.24) 

と表される。ここで Voは、均質媒質中のグリーン関数を表す。前節と向様にグリー
ンの積分公式を用いると、

1;' r 
: Vi = I (U~q- 叫)df
ょcπJr

となる。このときの、基本解1[oは次式で与えられる。

ll~(川)"=子H62l (H)
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(8.26) 



まず位相について考える。上式のハンケル関数の"51数Mは、ソース点と観測点の

二点問の位相差を示している。そこで不均質媒質を扱うにあたり、

rTi 

Jd= I k(T)d.s 
JT 

の、光路に沿った積分に置き換える。

(8.27) 

次に基本解の接幅について考える。ソース点から放出されるエネルギー仇は、均

質媒質・不均質媒質に関わらず等方的に放出される。図 8.2に均質媒質と不均質媒

質のそれぞれの場合の光路を示す。点。から放出された波は、同一境界drの両端に

到達する。不均質媒質における放出された微小角度。1(境界を臨む角度)は、光路

の曲がりのため、均質媒質における微小角度dO。とは、同ーの境界にも関わらず異

なっている。つまり、同一境界で受け取るエネルギーが異なっている。

空間中のインピーダンスが波長に較べ緩やかに変化していると仮定すると、伝搬

の途中での反射が小さいと見倣すことが可能であり、このモデルを適用することに

より、境界におけるエネルギー密度が評価できる。

なお、一般には dr上にソース点を置き、点Oに観測点を撞くが、基本解の相反性

によりソース点と観測点の立場を入れ換えることが可能である。本節では dr上に

観測点を置いて議論を進める。

ソース点から放出されたエネルギーを凡として、光路と直交する境界drょ上で‘の

単位長さ当たりの受光エネルギー密度d九は、

dO Und(} 
d81 仏一一口一二一

u 2ifT 2π 
(8.28) 

と与えられる。また、任意の境界 dr上のエネルギー密度d8と光路に直交する境界

dr上上のエネルギー密度d8ょの関係は、境界の法線ベクト jレ日、伝搬方向の単位ベク

トjレd、これらのなす角度。を用いて

d8上=汗 .ei，d8コ cos(} d8 (8.29) 

で表される。従って、均質媒質における微小区間 drを通過するエネルギー d8。、お

よび不均質媒質のにおける同一寝間を通過するエネルギ-d81は、

dO" 
d兆二=Uo~

COS 110 

dOl 
d81 =九一

COS 111 

と与えられる。

1:3-1 

(8.30) 

(8.31 ) 
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図8.2:境界におけるエネルギー密度
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図 8.:3:スネルの法則による光路の計算

(8.24 )式から判るように、基本解は電界の性質を持っており、エネルギーの 1/2乗

に比例する。 (8.30)式の比の 1/2乗によって、均質媒質中の基本解に対する補正を

行う。
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(8.:32) 

(8.33) 

(8.:32)式中の01を0として、不均質媒質r!1の基本解 U
X

およびその法線方向偏微分「

を改めて示すと

zt'" 子JJ~2)(日)明
l θUX 

r二百・ヤVX =二一一cos0十一一-:-sinOeJr ---- ， r eJO 

jY(2)j  (2)θll'(0) 
ロ -II1(山)11'(0) COS 0 - ":f-;，IJ~ .c. 1 (山)一一:--f-sin 0 

4C θ0 

(8.34) 

(8.:3.5) 

1:3.5 



ν仰ιルルfトかe=lT 
fトわわe=ご

が得得烏られる。この修正した基本解を用いた境界積分方程式

(8.36) 

(8.:37) 
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一計

(8.38) 

を、離散化し (8.19)ぅ(8.20)式の線形化を行うと、

[HF;+去1][Urp 1 = [G~=][ qγp 1 (8.:39) 

が導かれる。

放物鰭度分布プラズマ中を伝搬する波の光路は、フェルマーの原理から解析的に

求めることは難しいので、プラズマを問状に離散化しスネルの法則を繰り返し適

用することにより、光路を求める。図8.3において、始点(町，YI)から01で・放出された

光は、半径が R1::S;r::S; R丑内では屈折率 111が一定と仮定すると、光路は誼線をとる。

半径九上で・の交点 (;rrrラ抗)は容易に求められ、入射角。fは、

日 (8.40) 

となる。ここで、スネルの法則

111 sin 0'コ η耳目inOrr (8.41) 

を適用すると、透過波の角度。Eは

。
n…(20f) (8.42) 

が得られる。これを繰り返すことにより、任意の位置および角度で放出された光の

光路が計算できる。

8.4 解析結果

第8.2節、第8.:3節の方法による結果を比較する。これらの結果は、導波管とFPR

の結合点における反射係数により評価する (3.5節)。

解析結果を関 8.4、図 8.，5に示す。横車hは周波数を示しており、縦取hには反射係数

の絶対値(白抜き)および位相(黒塗り)を示す。図中の DOl¥L-¥IN(四角形)は 8.2節で

述べた領域積分を用いる方法を、 FERl¥fAT(丸)は 8.3節のブェルマーの原理に基づ
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く方法の結果をそれぞれ示す。反射係数の絶対値は、プラズ、マ密度が大きくなるに

従い二つの方法の速いがみられ、特に密度と共に共振時の差の増加が見られる。一

方、位相には顕著な差は見られなかった。最大密度が5X 1011 [cm-3Jの時には屑波数

がiGIl::で、屈折率(比誘電率の 1/2乗)はおよそ 0.4となる(函 3.1)。プラズマの直径

10cmは4波長松皮であり、プラズマ中ではさらに長くなる。この状態ではプラズ

マrl'の空間インピーダンスの変化は波長に較べ、充分緩やかとはいえず、領域内部

での反射あるいは散乱が発生する。

空間インピーダンスの変化と皮射に関する考察のために、プラズマの直径に沿っ

た光路を例として平面波で伝搬するモデルを考える。インピーダンスが緩やかに

変化する媒質における微小区間ムrからの反射係数dRは

Z(r +ムr)-Z(γ1θz  
dRロ
Z(r +ムl')十Z(r) 2Z Or 

と表される。規格化インピーダンスは、誘電車の 1/2乗に反比例するので、

(8.43) 

Z口町
E(rH1-3F(l-(山

川口一士宮;d1
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図 8.6:プラズマによる反射
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図8.7:光路・エネルギー補正と光路補正のみの比較

と表される。点、-rcと点 Tの二点間の反射係数は、

ム町r)= J:Tr e-2jct dR(r) 

ぃιA'(γ)

(8.48) 

(8.49) 

と与えられる。この結果を図8.6に示す。最大密度が.5X 1011では、およそ20%の反射

が予想され、他の節点からも大きさこそ小さくなるが反射がありさらに位相が異な

ると推定できる。しかし、 (8.34)式には、この影響は考慮、されていないため、プラ

ズマ密度の増加とともに今回提案した方法の近似が悪くなっていると考えられる。

図8.7には、 (8.31)式の光路長のみを考慮、(u.'コ1)した結果と、振l簡と光路長を考慮

した結果の違いを示す。光路長のみを考慮した場合(図中 FERr¥'IAT(PHASE))の絶

対慌がlを越えており、受動媒質であるプラズマからエネルギーを受け取っている

ように見え、明らかに解析法の誤りであることが判る。但し、位相についてはほぼ

一致している。

以上より、反射係数の絶対値については、エネルギーに関する補正が有効であり、

位相については、光路長の考慮のみでも充分であることが推定される。

また、これらの共振特性をもとに求めた Q簡を図 8.8に示す。この Q値の計算に

は、共振特性に複数のモードが重畳しているため、インピーダンスから求める事は

出来ないので、 5.3.4節と同様に電力反射係数の半値幅を用いた。

図8.8から、二つの方法に対する結果は、最大詰度が3X 1011までは、非常に良く
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領域要素 ブェルマーの原理

総節点数 i39 318 

総積分数 1.010.864 8.5.412 

計算時間(秒)

積分 10i 23 

連立方租式解法 19.5 28 

全計算時間 302 .51 

表 8.1:計算コスト

一致しており、それ以上では追いが見られる。領域要素を用いた方法では4X 1011 

で共按が見られるが、 5X 1011では見られない。逆に、フェルマーの原理に基づく方

法では:1x 1011では見られないが、 .5X 1011では共振を示している。

領域要素を用いた方法では4X 1011で、それ以下で密度と共に減少していたQ値

が増加している。この理由を示すために、関 8.9に共振潤波数における電界分布を

示す。電界分布は、領域要素を用いた方法により解析した。この図から、 4X 1011は

他の分布と異なり、導波管とFPRの結合部で基本モードの分布(:c荊h上の電界分布)

は見られていない。逆に高次モードの分布(慕本モード以外の分布)は最大密度が

1 rv 3 X 1011ではプラズマ領域を通っていないのに対し、 4X 1011以上ではプラズマ

内部まで入り込んでいる。これは、低密度においてFPR鏡面での反射が支配的だっ

たのに対し、高窮度ではプラズマ表面(放物分布では表面付近の誘電率変化が激し
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し))での反射が支配的となったためと考えられる。

最後に計算コストに関する比較を行う。表S.lに総節点数、総積分数および計算時

間を示す。これから判るように、フェルマーの原理に基づく方法が、領域要素を用

いた方法に比べ、メモリー(節点の自乗に比例)に関して約 1/12、計算時間に関しで

も約 1/6と大きく優れている。本論文では扱わないが有限要素法等を用いた方法も

領域内部に節点を持つため、領域要素を用いた方法と同様に、計算コストは大きく

なると考えられる。
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FREQUEI¥CYこ 7.010000[GHz]

max clensityこ1.000X 101l[cm-3] 

FREQUENCY = 7.080000[GHz] 
max clensi 

FREQUENCY = 7.170000[GHz] 

max clensity = 3.000 X 101l[cm-3] 

FREQUENCY = 7.270000[GHz] 

max cl巳問tyご 4.000X 1011 [cm-3] 

FREQUENCY = 7.330000[GHz] 

max clensity = 5.000 X 1011 [cη")，-3] 

悶 8.0:内部屯界分布
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8.5 まとめ

本章では、波長に較べ媒質定数が緩やかに変化する不均質媒質中の電磁波の伝搬

問題に対し、フェルマーの原理に基づく基本解を用いた境界要素法を新たに提案し

た。この方法は、境界積分のみから方程式が形成されるので、計算コストの削減が

期待できる。

不均質媒質中の一点から放出された電磁波の別の点までの光路は、フェルマーの

原理により曲がる。また、受光されるエネルギー密度は光路の変化に依存する。フェ

ルマーの原理に基づく方誌は、均質媒質中の基本解に対して、位相について光路の

曲がりを、さらに振幅に対してエネルギー密度を考慮、した基本解を用いる。このと

き、不均質媒質中での反射や散乱を考慮、していないので、屈折率の変化が緩やかで

あることが必要となる。

また、比較のために、不均質項を領域中でソース分布として与え、領域内部の点

で線形化・離散化した境界要素法の定式化も示した。

このこつの方法告、密度分布を有するプラズマを含む開放型共振器モデルに対し

て適用し、反射係数の周波数特性により解析手法の評価を行った。

その結果、プラズマの密度変化あるいは波数の空間変化が波長に較べ緩やかな場

合、共振特性の絶対値および位相の両者が、二つの解析方法において一致し、筆者

の提案した近似解法は有効な方法であることが確認できた。また、密度が大きい場

合(近似が悪くなる場合)でも、反射係数の位相はほぼ一致しており、絶対値も非共

振状態ではほぼ一致した。

この結果から、プラズマ密度推定に対しての、この近似解法の有効領域は、位相

を用いて共振周波数を求める場合には、密度Oからカットオフ密度 (6X l0l1[cm-3] 
程度)までの、ほぼ全域にわたると推定できる。また、位相が正しいことから、内

部電界分布を求める場合にも有効である。しかし、 Q値については低密度の場合に

のみしか、適用できないので、プラズマの衝突周波数測定のシミュレーションには、

共振周波数近傍のみを、領域節点を用いる方法や有限要素法のような、別の領域法

との結合解法に頼る必要がある O

また、計算コストについてもメモリー・計算時間の両面において数倍以上、フェ

ルマーの原理に基づく方法が優れていることを示した。
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第 9章

境界要素法におけるニ次元波動方程式の

解の安定性

境界要素法を過渡応答問題に適用するとき解の不安定性の問題が指摘されてい

る向。電磁界問題は、境界の形状に応じて、散乱問題と多重反射問題に分けられ

る。散乱問題は、一様媒質中に導電率あるいは誘電率の異なる媒質があり、外部か

ら入射された電磁界は、一度の散乱だけでその後は散乱体との相互作用を起こさ

ない問題である。一方、多重反射問題は、共振器や導波管で代表されるように、境

界に入射した電磁界は向かい合う別の境界に伝搬し、それが元の境界に再び戻って

くる問題で、入射波の影響は長時間にわたり持続する。この結果、多重反射問題の

方が不安定解の発生が起こり易いと考えられる。

この多重反射問題では、内部にプラズマ等を合まない場合でも、解の安定性に問

題があり、本軍:ではプラズマを含まないモデルに限定して議論を進める。

境界法における過渡応答問題の解の安定性に関しては、二次元散乱問題では文

献 [2‘42]に、三次元散乱問題では[43-45]に示されている。一方、共振が生ずるよう

な多重反射問題では、報告は少なく三次元の例で文献 [44]が挙げられる。これらの

論文での解の安定生に関する結論は、文献 [2，42-44]では安定条件としてcムt<ムR

が必要とされており、文献 [4:')]では不安定は見られなかったとされている。

境界要素法では二次元問題に於いて観測点および世界線上で、三次元問題に於い

て観測点、で、それぞれ特異積分が発生し解析的な扱いが必要になる。三次元に対す

る文献 [4:3，44]では、解析的な扱いをしており、また線形化の結果が直前の境界値を

もとに現時刻の境界値を決定するので、差分法と同様な cムt<ムRが必要となるこ

とが理解できる。一方、二次元問題に対する文献 [42]では観測点の特異積分が解析

14:') 



的に得られているが、世界線上の特異点は数値積分をしており、さらに基本解の性

質から無限の過去の時刻の境界値が現時刻の境界値に寄与するので、三次元と同

様の cムt<ムRが成り立つものかどうかは疑わしい。

本章では、線形要素を適用し解の精度を保証するために、観測点、と世界線上の

両方の特異積分は解析的に行う。特に、観測点を合む要素に対しては、観測点まわ

りの節点と世界線の関係により二つの線形化方法を考える。境界条件については、

ヂィリクレ型、ノイマン型、および両者の混合型の3種の条件を取扱い、上記の各

線形化方法と各境界条件での、時間ステップと境界要素サイズの比と解の安定性に

ついて論ずる [46Jo

9.1 支配方程式と基本解

場の支配方程式には損失を考慮、しないスカラー波動方程式を用いる。また、モヂ

ルを簡単にするために、ソース分布はTsの一点に置く。

ヤ2トシ州-Ts) (9.1 ) 

この支配方程式に対する境界積分方程式は (2.37)式より

fte f ( θuδlLX¥ 1 f r ・，te._ fte 

rCtU(To' to) = I I I UX ~ -- - 11-"，- I dr dt一一 II1lXU-1l1lX I:dn-1 山 dtJt， Jr ¥δn --811 J --. -- c2Jn L---- ----Jt， -.. Jt 

(9.2) 

と与えられる。また、 ts、ieは厳密には干∞であるが、ソース項の開始時刻および終

了時刻と定義できる。 (9.2)式の右辺第一項は空間に関する境界積分の時間積分、第

二項は時間に関する境界積分の空間積分、第三項はソース項の時空領域積分(空間

積分はソース項に6関数分布を与えたので落ちている)を表す。

波動方程式のグリーン関数11'"は(2.12-1)式で与えられ、その空間・時間偏微分q'"，1lX 

は以下の通りである。

1l
X

コ2770(ιR)

qX =生::=cos砂金∞sゅr.__ cR~{) (cT -R)一一三8(cT -R)l 。n -_.， ， a R ---T L 2 Ii 8.3 -¥.- . -I 2 Ii 8 -¥ -- --I J 
auX c3T _ . _ c2 

[.X 一ーコ一一言。(cT-R)一一-8(cT -R) 
θt ムハ3 2rs 

T = to -t 

R
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仁
h
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一
一
一
川
い

R
f
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一
一
一
一

R
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(9.3) 

(9.4) 

(9..5 ) 

(9.6) 

(9.7) 

(9.8) 
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t 
t=to-x/c t = t 0十x/c

(xo， t 0)観泊IJ点

r ( x) 

函 9.1:観測点と世界線

ここで、 6はDiracのデルタ関数を、。は IIeavisideの階段関数を、。は境界F上での外

向き法線方向単位ベクトルηとRのなす角を示す。

(9.3)、(9.:3)式のOヲ6の性質により、 UX，UXはtご teで全空間において0とでき、 t= ts 
における初期値を 1l= 0， u = 0と置くと、 (9.2)式の右辺第二項は0となり

MtIM41(4-4)fluff-JJ川 t (9.9) 

が導かれる。

9.2 線形化 m離散化

時間・境界のそれぞれに線形要素を適用する。

基本解vぺ「巾の Heavisideの階段関数。は因果律に起因しており、図9.1のように観

測点(:1'0‘to)を通り傾きが土l/cである世界線を境にして斜線部のみで値を有する。

二次元空間での時空境界要素(時間jl~h十一次元境界)と観測点 (;TO ，to)および世界線の

関係は図 9.2の様に6種類に分類される。 (9.9)式右辺第一項の積分順序を入れ替え

時間積分を先に行うと、時閥横分は解析的に積分できる。 Rを同定した場合、上の

6種類に対応する時間積分の区間は、世界線と時間要素の関係により、以下の 3通

りの組み合わせに帰着する。

1. tj} < th < to -R/c 

2. tj} < to -R/c:S; ti2 

3. to -R/c:S; tj} < th 

上記の他に、 uぺ「中の特異点を合む場合として
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(9.12) 

と定義し、以下にそれぞれの場合の積分計算を示す。

ただし、図 9.2のa.d，fは上記のし2..3.のみで計算できるが、 b，c，eは個々の合成と

して表される。この場合、境界riをさらに細分化し、各々の積分結果の足した結果

を用いる。

以下 1..2..3.の非特異要素と 4.の特異要素に分けてそれぞれの場合の要素の計算

を行う。

非特異要素9.2.1 

(Gq)の非特異要素

(Gq)の非特異要素は時間積分のみが解析的に積分できる。時間前hの積分区間に注

意すれば容易に計算できる。空間車hについては数値積分を用いる。

(9.1:3) (Gq)口利E判:11会川=平早川J
の(Gq)i.iを時間指h上の積分区間で分類する。
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Otれくらくら-Rjcの場合 まず、時間要素内のqを積分区間の両端の値で練形要素

として定義する。

っ-t ，t-t1 T-T2 ， T1-T 
q(t) = -~t -% +すqj2=寸「qけゴ-tqj2 

f内のOは常に lなので・積分要素(Gq)は

州=川示がltdf =出品dT%イ背叶df
〈誌{[一九i吋-:)-3〉1十 [T11仲-~)づ]::qj2 } df 

(9.1.5 ) 

(9.14) 

を得る。さらに、 Fに対して無次元昭擦とを導入し、境界積分内の qfl.外の項をαとお

くと次式が得られる。

ql1 

(9.16) 
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(9.17) 

(9.16)式中の ql1は qi1・j1を略したものである。後述の 1lについても同様とする。

o t j1 < to -Rj c 5:: t j2の場合積分区間内で、 Hcavisideの階段関数Oが lになるのは、
t<to-Rjcの場合のみなので、上述の場合の積分の上限thをio-Rjcと置き換え

れば同様に計算できる。

(:D =古川logtγ~} (9.18) 

o to-Rjc5::tjJくらの場合 この範聞では、 Hea¥'isideの階段関数Oは常に零である。

(Gq)ij = 0 (9.19) 

(Hu)の非特異要素

この積分も場合分けが必要であるが、離散化後に部分積分を行うと境界項の特異

性が発生する。これを避けるために、離散化する前に部分積分を行う向。

(IIu) = 1 cos ct (9.20) 
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。UX cR 
一一=一二30(cT-R)一一'-8(cT-R) 
θR ー7rS0 ¥ 27rs 

(9.21) 

ここで‘

。f1¥ 今一 1 
δt¥7/1c-i S3 

eJ (1 011 ) c2 _ 1 0 U C811 0 U 
-::;-:-<一一一>=二-:::f) u十一一一一一一十一-
eJt 1sT I 83

マ

ST2 sT' 8T 

を用いると、 (9.20)式の時間積分は

(t-. θUX • r cR 110 1 te rt-. r cR (110 118 UO i Cll J 
/ 11 ~，:).~ dt 叶一一~I -/ 1 一{一一一+~什()~~'_81 dt (9.2:3) 
Jt実 eJR--. l2ir8C2TL， Jts l2πs I c2T2 cT' c2T I ' 2π8 -I 

と表される。上式の第一項は初期値およびOの性質により零になり、積分内の第二

(9.22) 

項および第四項は6関数の性質によりキャンセルされる。よって (9.20)式は

( (te 1 r -ll - Tu 1 
(II u) = '-/ R cos作一卜τ丁-=-10(cT-R) dtdf 

Jf Jts ぷπδ L Cl ~ J 

r"" rtnR cos ct r -'11 -Tul 手仔人1古 γlにつT2~ "J 0 (げ♂ι…R削)ド川凶d山1t
=2ε=2工二(仰J[u川u吋1)仏)ij (9.24:) 

J 

と変形できる。なお、時間微分台は、線形要素を用いた場合、

一一J
一
一
れ

-
N
U

大」表と

(9.2o) 

O らくらくら-Rjcの場合 Oは常に 1なので積分要素は、 (9ユ1)式より、

rRi2 rn R cosゆ1(f2-t)Ujj 十(t-t1)llj ，-ul 
(Jft小j=t-/ ---;一一卜 十一 1dt df 
JRij Jt}J 2i日 l L1tcT2 ' cT J 
rRi2Rcos <t rfT1 fT1 ¥ rtJ2 1 1 
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r Ri~ r ~ rro<: A 1 t 12 
:斗:/ iドこニニ工L一1 (仇T九2刊11九I
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1111 

(9.26) 
l' L1R r1 r1-C"， 1ーと l+c " 1+ご
ヲ 7ム(7917927917h)clf U12 

1121 

7122 

(::)コ平岩(~:)(号-~) (9.27) 

1:30 



o t)1 < to -R j c $. t 12の場合 (Gq)と同様に次式を得る。

(;D =平岩(わす (9.28) 

o to-Rjc$.t)} <t12の場合 (Gq)と同慌に次式を得る。

(JIu) ijヱ O (9.29) 

(PV)の非特異要素

ソース項の積分は、境界とソース点が一致しない場合には非特異積分で表すこと

が出来る。

州予と2uxudt=平川 (9.30) 

この積分は時間のみの関数として表すことが出来、 (Gq)に関する空間積分の無い場

合に等しく、以下の三通りの結果を得る。

o tj1くらくら一九jcの場合

(~:) =4=古川)log生子千) (9.:31 ) 

o tj} < to一九jc$.t12の場合

(:;ト古((;:)hgtγ4) (9.32) 

o 10 -rsjc $. tjJ < t12の場合

(PV)j = 0 (9.:3:3) 

9.2.2 特異積分

時空要素の中に観測点を含む場合は特異要素となる。

この積分にあたり、特異要素のまわりの四節点を用いる通常の線形化方法と、四

節点、のうち明らかに因果律を満足しない一点を除いた線形化の二通りを考え、そ

れぞれの要素を独立時空線形要素、時空平間要素と呼ぶことにする。
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園 9.3:特異点まわりの時空境界節点と因果律

独立時空線形要素では、時間軸および空間境界のそれぞれを独立に一次近似する。

(斗R-R)T RT . (斗R-R)(L1t -T) ，R(L1t -T) 
q目、T) '--:.， ~'- qll +一一;-r:;q21 + '，.， n ' q12 + q L1t斗R ，... L11ムlRl"" . L1tL1R '1"，. L1t斗R '1 

(9.34) 

関 9.3~こT 1 Toとした場合の、各節点と因果律の関係告示す。図中のO印は因果律

を満足しており×印は満たしていないことを表す。また、 Pのよ付添字は特異点と

一致する節点の境界節点番号を示し、下付添字は境界節点番号と時間節点番号を

示している。この図から明らかなように、 P]2点はcL1tとL1Rの大小に関わらず因果
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図 9.1:独立時空線形要素と時空平面要素
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律を満足していない。しかし、独立時空線形要素は、この P]2点と観測点の結合を

許している。また、独立時空線形要素は、時間を岡定した場合の空間変化、あるい

はその逆は線形であるが、世界線上あるいは世界線と平行な変化は線形ではない。

そこで、因果律を常に満足しない P]2点を除き、世界線上あるいは世界線に平行

な変化に対して線形となる要素、即ち時空平面要素を考える。この時空平面要素で

は、内挿関数に qll，q21， q12の三点を通る平而を選び、次式で与える 0

4RT -RiJt ::1t -T R 
q(R，T) = ---~， I n q11 +一一一-q12十一一q21

1iJR :1'" ::1t :1'~'::1 R (9.:3.5) 

独立時空線形要素および時空平面要素に対する要素内の q(R，T)の分布を図9.4に

示す。

特異要素の場合、 (Hu)は観測点から境界上の点を結ぶベクトルRが、境界の法線

ベクトルnと直交することから、 (9.4)式中の COS9が常にOになるので、独立時空線

形要素、時空平而要素に関わらず、

(Jh九=0 (9.:36) 

となる。

観測点 Okt(e = 2)(ん:空間，C:時刻)に対する特異要素の節点Pij(i:空間，):時刻)の(Gq)
に対する特異積分gbを

gjl=gL=gl 

g12=gi2=g2 

g;1=gL=g3 

g;22gi2コ g4

と表し、それぞれの要素に対する、 gnを求める。

独立時主要素の特異積分

c::1tと::1Rの関係で積分JI慎序を変更すれば良い。

c::1t < iJRの場合には先に空間積分を行えば、

gl 

g2 

g3 

g4 

c2.:lt2 I cLlt 
一一一617.JR I 8 

c2.:lt2 ， cLlt 
-一一12;r.JR I 8 

mトc2Llt2 -
6;rLlR 

c2.:lt2 I c2.Jt2 
一一一一6;rLlR ' 4;rLlR 

を得る。詳細な導出は、文献 [47]に示されている。

]53 

(9.37) 

(9.38) 



逆に cL1t>L1Rの場合には時間積分を先に行う。その結果、

十3L1Rムσ2al叩翌十 (2ムα2十L1R2)ムs-2sa3 

+3L1Rム([2alω111告十3L1R2ムαlog会芳立十ムS3ームα3

十2ムα3_2ムS3

十3L1R2ムalog会設立一 (2L1R2十ムα2)ムs十ムa3

一R一4
-
1
 

一
r
，、

1
一ム
一
一
八

一
向
ノ
】

一1
i

91 

92 

93 

94 

(9.:39) 

を得る。ここで、ムムムαはムロゾι[2_ L1R2ムαロ d で・ある。

上式で94は観測時刻の隣接節点(図 9.3のPl2点)の白に対する係数を志しており、

山 #0は因果律を満足しない点からの等与が、観測点に及んでいることを意味する。

時定平苗要素の特異積分

(9.40) 

の場合と同様に、 cL1t<L1Rの場合には、

c.:¥t c2.:¥t2 

8 4;:-.:¥R 

c.1t 
8 

c2.:¥12 

4π.1R 。

独立時空要

91 

92 

93 

g4 

となり、 c.dt>斗Rの場合には

4πムαL1R
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ムα2.dRarcsinま?ームa.dR210g金時三十ム([2sS + .dR2 ~s -sa3 

ムα2L1R arc山翌十2ムaL1R21og企営立一斗却R2込ム5

ムσ叫斗Rが附内2勺切Iog塑幣立一ム幻fα仙l

0 

× 

93 

g、1

(9.41) 

上式は独立時空線形要素とは異なり 9"は0となっている。しかし、 cL1t< L1Rの場

合には図 9.:3から判るように、 93# 0として、因果律を満足しない点との結合がま
だ残っている。但し、 cL1t>L1Rの場合には全ての結合は因果律を満たしている。
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9.3 結合行列

前節の離散化の結果により、全時空の節点 (h'.e)に対する積分方程式は以下の連

立一次方程式に表される。

fICtttji-GiiqiJ十PZ(Vj= 0 (9必)

ここで、上下に同じ添字が現れているものは Einsteinの総和規約を使用している。

この式中の H.G.Pは境界形状(時間刺lを含む)により決定する量、 Vはソース源と

して与える量で既知である。また u，qの一方、あるいはそれらの一次結合は、境界

条件として与えられ全時刻において既知である。 u，qの内の未知数およびそれに掛

かる係数行列を‘x，Aとし、既知数を x'.;1'として、既知数を右辺に未知数を左辺に

まとめると

A品川口 AFZirFiji-PIEtyJ (9.43) 

と表される。空間取h(添字 h¥i)についてベクトル表現し、既知項を一つにまとめ

ると、

A12J=AFjeFji-Pμjコ bc (9.44) 

を得る。境界上の節点数を Kとすれば、上式のA~は J( x J(の行列であり、 mJうんは K

次のベクトルを表している。各々の時刻e(eE[l，L])について行列を展開すると次式

を得る。

A! 1 O O al b1 

A~ A~ O a2 b2 
(9必)

2 2 

A; L A~ L .. . A1 aL bL 
上式を解くことにより解は得られるが、着目すべき点は、因果律によって対角の小

行列を除く上三角の各小行列が、全て零行列になっていることである。一段目の方

程式は他の.段に影響されずに一段目のみで解くことができ、その結果を逐次代入

することによりすべての解が得られる。よって、連立方程式を解くための行列の寸

法は境界の節点数 J(のみによって決まり、時間軸上の節点数には影響されない。ま

た、当然のことながらA‘A'は観測点の時刻t。と要素の時刻tの差の関数である。そ

こで以降はAt= Ak-jと表すことにする。
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to = tLに於いて未知数aLについて解くべき方程式は、 (9.45)式の最下段の方程式

である。 t:::; tL-1の境界値ac(e<L)は既に解が求められており右辺に移項すると、

L-1 
AOaLコ - L AmaL-m十bL (9.46 ) 

m=l 

となる。三次元問題の場合は上式の級数和は rn= 1の一項のみとなり、 11tが小さ

いとすると、その同次方程式の岡有値を調べることにより、解の安定性が議論でき

る[-4:3]0 しかし、二次元問題では級数和の各項が互いに相殺あるいは増長しあうの

で、この評価は無意味である。そこで、より直接的な方法を考える。まず、

五エコーAo-1 Am 石工ヱ十Ao-1bL (9Ai) 

と行列を定義し、 (9.46)式の両辺にAO-1を掛けると、

一L了。+
 

L
 
m
 
一ι
μ
玄L

 
m
 

(9.48) 
m=l 

を得る。さらに、 aL-1刈 Lーか・・， alについても同様な関係を求め、これをb(について

整理しその係数行列をCm とすると、

alロ b1= Ib1コ COb1

a2コ A1al十b2口 A1(Cob1)+ b2コ (A1CO)b1十b2

コ C1b1十 COb2

忽3=Al忽2+ A2al十九 =A1(C1b1十COb2)+ A2(Cobr)十九

= (A1C1十A2CO)b1十(A1CO)b2十Ib3

=二 C2b1-トC1b1+ COb3 
(9A9) 

L-l 
aLコ丈 CmbLコ
m=l 

Cm= LApCm-p CO =コ I (9..50) 

が導かれる o このCmはt= toで‘の解aLとt= toーらに於けるソースb(強制励披項お
よび境界条件項)との関の結合を表しており、この行列を調べることにより解の安

定性に関する議論が可能である。以降この行列を結合行列と呼ぶ。
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国 9..5:解析モデル

9.4 解析モヂル

二次元多重反射問題での解の安定性を論ずるために、鴎 9.5に示す解析モデルを

例にとり議論を進める。 2枚の金属板を対向させ、その中心柄h上の S点に竜流Jーを

流す。解Ezの時間変化の評価点を、中心車111上の P点とする。このモデルは二次元で

あるがzコ const面に平行な二枚の完全導体板を置いた z方向に長い矩形導波管に

TEモードで励振した結果と等価である。なお、 Jzを流す導体の境界条件は考えな

いものとする。このとき波動方程式は

<) _ 1θ2E守 θJ守
ヤkE-一一一一一二 l[-_-ニ

c2δt2 r δt 

で与えられる。

(9..51) 

金属板の境界は、臨 9.6のように金属板を有限な厚さ6の散乱体と考え、その厚さ

を零にすることにより、境界積分は片側の積分の2倍と表され、さらに境界上の任

の点における領域を見込む立体角も 2倍になる。

んr2=21F Cr = 2c~ (9..52) 

これは、境界が磁気壁の時にも同様なので、 (9.42)式は

2Hu' -2Gq'十P旬 =0 (9..5:3) 

と表される。上式は，，'守q'はりを 1/2fきしたときの解に等しく、境界節点数は半減さ

れ計算コストの低減に有効である。

ソース 1・に関しては高周波成分が発生しにくいように考慮、したガウス分布を与

える。

hLifi竺 =f exp { -1n 2 (守)
2 

~ COS (7i tt~，:c ) 
2 2'-al l 0
、，

(tc = O..5nsec， t叫に O.12nsec今t11'2コ O.8nsec)

1.57 

( It -tcl <半)
( It -tcl三半)

(9..54 ) 
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国 9.7:三積類の境界条件

境界条件には図 9.7に示すように次の三種類を考える。

(a)ヂィリクレ境界:二枚の金属板上で電界を零とする

(b)混合境界:一枚の金属板を中心和h上の対称面にする

( c)ノイマン境界:金属板の代わりに対称需を与える

(a)と(b)は物理的に同じ問題であり、 (c)の境界条件は物理的に意味はないが、ディ

リクレ境界とノイマン境界に対する解の安定性を論ずる上で重要である。なお、 (b)

では、ソー・ス上に対称面の境界が置かれるが、先ほどと同様に淳みを零とした境界

では、 (9.2)式の領域積分は、領域を見込む角度が領域内部のソースと同じ 2iiの立

体角を有するので、特に考慮する必要はない。
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9.5 解析結果

図9.:)のP点における解の時間変化と、 (9.50)式の結合行列を求めた。他の文献の

結果との議論のため、時空境界要素比 h= ci1tj i1R(i1R = 0..5cmとする)の値による

解の安定性を次の条件のもとで調べる。

@境界条件(図 9.i)

母特異積分要素の二通り線形化モデル(図9.4:独立時空線形要素，時空平面要素)

まず、境界条件の与え方を評価する。図 9.8にヂィリクレ境界(図 9.7(a.)に相当)、

図9.9に混合境界(図9.7(b)に相当)のそれぞれの電界の時間変化を示す。図 9.8では、

時空境界要素比 h口 0.60，hコ1.00で明らかな発散が見られ h= 1.80においても

t = 2.8nsec近傍で発散が始まりかけている。図 9.9では、 h= 0.60で発散が見られる
が他は安定しているように見える。

園 9.10および関 9.11にそれぞれの場合の結合行列Cmを示す。横柄lJは観測時刻と

ソースの時刻の差を示しており、横t4~lJが大きくなるほど過去の状態を表す。縦軸は

各結合行列Cmの最大値を対数で示している。対象としているモヂルは開放型であ

るため、結合係数はソースが境界に到達した時間にピークを有しその後は減衰す

るはずである。これらの図からは混合境界の場合のh= 1.38を除いて全てが発散傾
向を示している。図9.8.図9.9において安定にみえた解も解析時間をより長く取った

場合には発散すると考えられる。

図9.12にt=九(=3nsec)における hと結合行列の関係を示す。境界条件がヂィリク

レ境界 (a)の場合には hに関わらず安定な解は得られない。また混合境界 (b)の場

合には h"'v 1.4と 11"'v 2.2近傍に安定な解が存在する。また、ノイマン境界 (c)の場

合にはんに関わらず解は常に安定である。

(9.46)式のAoには各条件における特異積分の結果、即ちヂィリクレ境界の場合に

はGoが、ノイマン境界の場合にはH。が入る。 Hoには線形化方法に関わらず領域を

見込む角度 Crコ 0.5が対角成分に入り、単位行列を Cr倍した結果になるのに対し、

G。には、特異積分の結果が帯行列として、対角成分およびその隣に分布する。積

分は積分時空領域は小さくなる程積分精度が保証されるため、この特異積分は Cr

に比べ小さな値を持つ。また、 6.2節で述べた条件数を考慮すれば、単位行列は帯行

列に比べ直交性が優れていることが理解できる。これらから、ノイマン境界の方が

(9.-16)式の解の精度は良くなると推定される。混合境界の場合には、雨者の中間的

な結果となる。
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次に特異積分の線形化モデルの違いによる結果を示す。図 9.8'"'-'図9.12はすべて、

特異積分に対して同時刻の隣の節点を除いた三点による時空平而要素を用いた結

果である。図。.1:3に (9.3-1)式による独立時空線形要素を用いた場合の結果を示す。

国9.12と比べると混合境界の場合でも、関 9.13には安定な解を与える hは見られな

い。図 9.3で説明したように、独立時空線形要素による離散化は時空平面要素によ

る離散化と比べ、因果律を乱す節点との結合を有しており、これがA。に入るため、

解全体への誤差を増大していると考えられる。

また、時空平田要素を用いた場合で、も、 c::1t< ::1R( hくりでは因果律を満たさ

ない節点の結合が存在する(図 9.3の Pil点)。このため、国 9.12の (a)、(b)のように

c::1t <斗R(h< 1)において不安定となり、逆に c::1t> ::1R( h > 1)では安定な傾向を示

す。但し、二次元境界要素法でも、 (9.46)式のm コ lの項が大きな値となるため、三

次元と等価な安定条件(c::1t< f1R) [43，4.1]も必要となり得る。そのため、 cf1t>f1R 

を満たしていても常に安定な結果は得られないと考えられる。
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図 9.8:ディリクレ境界時の電界(時空平面要素を用いた場合)
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図 9.10:ディリクレ境界時の結合行列(時空平面要素を用いた場合)
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図 9.11:混合境界時の結合行列(時空平面要素を用いた場合)
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図 9.13:独立時空線形要素に対する結合行列
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9.6 まとめ

本章では、特に解が不安定となり易い多京反射の問題を例に二次元スカラー波動

方程式を、二週りの線形(一次)時空要素による離散化を用いた境界要素法によって

解析した。積分による誤差を軽減するために、観測点(特異点)まわりは時間・空間

の両者に対して、他の要素については時間割lJに対して解析的な積分を行った。この

積分には、単純に時間軸と境界iMrの両者に線形変化を仮定した独立時空線形要素

の他に、観測点と同時刻で因果律を満たさない点を除く三点による平面変化を仮

定した時空平問要素を新たに提薬して計算した。また、安定性を論ずるために、任

の時刻のソースと現時刻の境界値との結合の強さを示す結合行列を新しく定義

し、その最大値によって安定性の評価を行った。その結果、以下の結論を得た。

@全境界がヂィリクレ型境界の場合:常に不安定

@全境界がノイマン型境界の場合:常に安定

@ディリクレ型境界とノイマン型境界が混在する場合

一独立時空線形要素を使用した場合:不安定

一時空平面要素を使用した場合:cLlt > LlRで安定

但し、混在型の境界条件で時空平面要素使用時の安定条件は、必要条件であり、

これを満足していても常に安定な解が得られるとは絞らない。

また、一見解が安定に見えてもより、長い時間スケーんでは発散する場合があり、

本軍で採用した結合行列の時間変化による安定性の評価が有効である。
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第 10章

結論

本論文では、共披器法によるプラズ、マ計測の、境界要素法解析の解析手法の確立

を目的とし、幾つかの独創的な手法、変数の導入を行った。

本研究により得た知見を以下に列記する。

@ポアソン方程式の開放型問題に対する境界要素法において、一般に使われて

いる基本解を用いると、誤った解を与えることを示した。これは、器本解が無

限遠で0とならないので、無限遠の仮想的な境界における積分を無視できな

いためである。解析体系より十分に大きな仮想的な境界上で、基本解がOに

なるように、基本解中に残されている未定の積分定数を選ぶことにより、正

しい解が得られることを示した。

@開放型楕円筒ファブリ・ペロー共掠器に導波管を結合したモデルについて、共

振特性と内部電界分布を、ヘルムホルツ方程式に対する境界要素法により求

め、共振状態と反共振状態の定義を行い、開放型共振器の共振のメカニズム

を明らかにした。反共振状態は共掠器内に単一のモードが形成されている状

態であり、反射係数は極大になり、導波管結合面は短絡状態になる。これに対

して共振状態はあるそードから別のモードに移行する途中に反射係数が梅小

になる状態、である。この様子は、閉じた共振器と明らかに異なる。つまり、閉

じた共振器では、壁面損失が共振の原因であるのに対し、開放型共振器の共

振は、関口部からの放射が支配的なため、共振時にはそードが形成されない

ためである。

なおこの解析にあたり、有限の導電率の金属板に対する境界条件を採用し、そ

の有効性を確認し、開放型共振器には、この境界条件の考慮、は不要であるこ

16.5 



とを導いた。

留一つの媒質を他の媒質が取り臨む問題の場合、非物理解が発生することを確

認した。その発生の条件を条件数の採用により、非物理解の原因は、外側の媒

質の境界積分の一部に含まれている、内側媒質と外側媒質との界面の積分で

あることを明らかにした。

非物理解の除去のために、外側媒質を仮想的な境界により多領域に分割する

仮想境界分割法を、提案しその有効性を確かめた。また、この仮想、境界分割

法は、非物理解の除去のみならず、計算コストの低減に有効な方法であるこ

とを示した。

@仮想、境界分割法を用いて、平板状プラズマを合むファブリペロー共振器の解析

を行い、共振器法によるプラズマ密度の推定が可能で‘あることを示した。さ

らに、プラズマに損失を持たせた解析も行い、 Q{，車の変化から衝突周波数の

推定も、共振器法により可能であることも示した。

@密度分布を有する不均質プラズマに対して、二種類の境界要素法解析を適用

した。一方は、不均質項をソース項とみなす領域積分を含んだ解法であり、こ

れは有限要素法や差分法のような領域法の一種で、正しい解は得られるが、

境界法が有する計算コストの低減が損なわれる方法である。他方は、フェル

マーの原理に基づき基本解の振幅と位相を補正する近似解法である。この近

似解法では、プラズマ内部での散乱を考慮、していないにも関わらず、共振特

性の位相等において広い密度範聞に亘って有効な手法であることを示し、か

っ、低計算コストの利点が失なわれないことを示した。

@二次元波動方程式の時間増分型境界要素法において、結合行列を新たに定義

し、様々な境界条件、特異積分の方治、要素サイズに対する解の安定性につい

て検討した。その結果、ノイマン型境界条件は上記の条件に関わらず常に安

定であり、逆にディリクレ型境界条件は不安定であった。ノイマン型とディリ

クレ型の混合問題の場合には、本論文で‘新たに提案した時空平面要素を用い、

かっ、特定の要素サイズ比(時間要素と空間要素の比)の場合にのみ安定とな

ることを示した。この条件には、従来から雷われている安定条件は合まれて

おらず、従来の条件が誤りであることが判明した。

なお、常に安定な条件は得られなかったものの、特定の条件が安定かどうかを

決定するには、結合行列を調べることにより、可能であることを示した。
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