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第1章 序論

天体写真や C1'(Complltcr Tomographけの画像など.多くの画像は何らかの原由によ

る劣化を受けていると考えられる.天体写真の撮影では大気の擾乱による影響.C1'ス

キャナの投影像では被写体の微小な動きの他に.投影図が有限価の検出器よって構成さ

れることによる離散化も劣化のーっとみなすことができる.さらに.得られた画像は雑

音が加わったものであることが多い.

このような画像の観測モデルを数学的に定式化しその定式化の下で.画像の最適な

復元を行なう多くの手法が提案されている.その手法は大きく

( i )観測画像以外の知識を(ほとんど)仮定しないもの

(i i )観測過程(劣化).雑音などの性質が既知であることを前提とするもの

に分けて考えることができる.得られた観測画像以外に知識を仮定しない手法は.多く

の場面に適用が可龍である反語‘復元に利用できる情報が極めて限られるために、高精

度の復元が難しい.一方.観測過程や雑音に関する知識があれば.それらを有効に利用

して.より原画像に近い復元画像を得ることができる.しかし.現実の画像観測におい

ては観測過程などが正確にわかっている場合は少ない.したがって.原画像が受けた劣

化と画像復元を行なう際に用いた観測過程に関する知識は必ずしも一致しないと考え

られる.

観測過程や雑音の性質を既知とする復元手法においては一般逆フィルタ.ウィーナー

フィルタ.射影フィルタ族など‘前提とする知識や復元する際の基準の設け方によって

数多くの復元フィルタが提案されてきた.これらの複元手法においては観測過程など

の知識は正確であり.画像観測のモデルは原画像が受けた劣化や加わった雑音の性質を



正しく反映したものであることが前提である.しかし前述したとお i)観測過程に関す

る知識は原画像が受けた劣化とは一致しないことが多いことから‘仮定された観測モデ、

ルは真のものとはわずかに異なっていると考えられる.

本論文においては.復元に用いられた観測過程や雑音の性質が真のものと異なってい

る場合に.復元画像にどのような影響を及ぼすかを考察しその結果に基づいて復元に

用いられる観測過程や雑音の性質の微小な差異に対して安定な復元手法を提案する

第2章では本論文で用いる画像の観測過程を数学的に定式化する.

1章では第 2意の定式化の下での復元に必要となる作用素の一般逆に関する諸性

質を述べる.ここで述べられる性質は以下の章の基本となるものである.

第 l章と第 5章では本論文で扱う画像復元手法である一般逆フィルタと射影フィル

タ族.パラメトリック射影フィルタ族の導出を行ない.その諸性質を述べる.従来の研

究において.射影フィルタ族は.画像復元の枠組の中で議論されてきた.本論文では第3

章で述べる作用素の一般逆として統一的に導出できることを示す.また.射影フィルタ

族の一つである部分射影フィルタの応用例として.共通部分がある画像を復元する手法

について述べる.パラメト 1)ック射影フィルタ族は従来、個別に議論されてきたが.第

3章ではある作用素方程式の解として統一的に導出する方法を示す.

第G章では画像観jRljモデルについて.観測過程や雑音に関する知識がない場合の復元

方法とJ，j、下の章で前提とする観測過程の性質などをまとめる.

第7章では射影フィルタ族について.画像観測モデルとして仮定した観測過程や雑音

の性質が真のものから微小に異なっている場合.そのモデ、ルに基づく復元画像がどのよ

うな影響を受けるかを考察する.

第序章ではパラメトリックフィルタ族について同様の考察を行なう.その結果とし

て.これらの手法による画像復元が真の観測過程からの微小な差異によって大きな影響

を受け.安定した復元ができない可能性があることを示す.

それらの知克に基づいて第り章において正別化手法をとり入れた手法である正則化

パラメトリック射影フィルタ族を用いた画像復元j去を提案する.さらに.提案された手

法が観測モデルの微小な変動に対して安定であることを示しその有効性を数値実験に
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より検証する.

10章では本論文の結果をまとめ.さらに.画像復元問題において今後解決するべき

問題について述べる.



第I音s

画像復元に用いられる最適復元フィルタ



第2章線形推定理論に基づく画像の観

測と復元の定式化

1章では画像の観測及び毎元過程を鴎数解析の枠組の中でどのように定式化される

かを述べる.この枠組の中では原画像および観測酒{会雑吾.復元画像は適当なヒルベ

ルト空間の要素であるとみなす.また‘観測過程はヒルベルト空間の作用素として表現

する.この定式化によって画像の復元問題だけでなく.平滑化.補間.ニューラルネット

の学習なども統一的に扱うことが可能になる(小111[2i‘:31].小111.山崎[:刻、山崎・小

111 [;:51] など)• 

2.1 画像観測の定式化

観jEiの対象となる原画像 fが属する空間を冗1・観測画像(劣化画像ともいう )gが属

する空間を?むとする.ここで、?布、?もは共に可分なヒルベルト空間で.それぞれ原、

画像空間.観測画像空間とよばれる また‘行1から行1への有界根形作用素の全体を

B(行ト行けで表す.特に.行チイヰ=行の場合を単に β(冗)で表す.原画{像象空間およびび
、

観i混測E則1酒{像象空間が有限次元空間カか、無限次充空隣カか、によつて.連続

モデル‘離散連続モデル、離散離散モデルの J通りの組合せがあるが.関数解析を用

いることによりこれらを区別せずに扱うことができる.観測画像がディジタル画像で

あれば.連続離散モデルと考えることが適当である.また.離散離散モデルは統計的

推測理論においてガウスーマルコフ型モデルとよばれ多くの研究があるけい0[10]). 

京



2.1.画像観測の定式化 9 

雑音の影響がない場合.画像観測のモデルは

クニ .l.f.f E行i・gE冗2・ (2.1 ) 

と表され.加法的な雑音がある場合には

9 = Af十 n、fEチゼ1・g、n巴Hょ、 (2.:2 ) 

と表される.ここで iは観測過程を表す作用素で.観測作用素(または劣化作用素)と

よばれる.また.11は確率分布関数F に従う確率変数である.確率変数 11の平均、相関

作用素をそれぞれ

どιι幻ωyηn(川(J何1η心1

'~， (いJ川1.)い:冗2 ラy 円 E バ( ( 11 一 E れ (い何1υ川iけ)け)，-' (n 一 En(何Iη1.)川)け)y引)ε 行2. 

で定義する.ここで..1'三lIEβ(H)は.I'，l/E討に対して

(;/' .~， .I!)ニェ(ご、外

で定義される作用素で.シャツテン形式とよばれる.本論文で扱う画像復元問題では.相

関作用素は有界作用素であることを仮定する.すなわち‘ Q= ¥;，(n)εβ(行2)とする.

相関作用素は分散共分散行列の一般化であり‘これが有界作用素であるという仮定は 2

次のモーメントが有限であることに対応する.さらに.確率変数ではない οε 討に対

して.

.I(いαnけ似判)μ川dω/←i
/ (a， (n n ) a) d F" (a • .1 ( nこη)ad凡)

などが成り立つものとする.これらの式は有限次元空間において

E(α'X十b)=α'f，'(X) + b . 

. V(α'X)二 α'l"(}仁川.
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が成り立つことの自然な拡張である.

観測画像gε 万立が式(:2.1)または式(:2.:2)で与えられるとき.観測画像ρに基づいて

原画像を推定することを画像復元といい.推定された画像を復元画像という.

2.2 線形劣化と非線形劣化

酉{象観測モデル (2.1)において.作用素が有界線形作用素の場合には線形な劣化『非

線形作用素の場合には非椋形な劣化という.本論文にでは線形な劣化を受けた画像の

復元問題のみを扱うが.現実には劣化の多くは非線形であることから.非線形な劣化を

受けた画像の復元問題も重要である(小JII[:30]) 

)"011la[60]では原画像のもつ性質が凸集合の共通部分で表される場合に‘凸射影を反

復することにより与えられた制約を満足する画像が得られることを示している.この

方法では反復による収束は弱収束であるが、宮腰他[2:31では 131'0引 1('1の定還を凸射影

に適用することにより.収束を強めて強収束する列が得られることを示した.

これらの方法においては不動点定理が基本であり.したがって恥作用素は縮小作用素

であることが要請される.ただし、作用素 A:行→討が縮小作用素であるとは

11 A.r -AU 11<11‘r -.y 1卜

がすべての .I'，.IJE冗について成り立つことである.Y011la[60]‘宮腰他[:2:3]では m附子

paTlS1Ve写{象

11 A.r -.¥.11 11<11 .t -.lJ 11， 

を仮定しているが画像観測モデ、ル(:2.1)において、観測作用素がこれらの条件を満たす

場面は限られる.また‘原画像空間行!と観測画像空間行2が異なる場合には.不動点定

理や反復法そのものが使えない.また、一対の原画像と観測画像が与えられたという条

件のもとでボルテラ級数を用いて復元作用素を構成する研究も行なわれている(近藤・

松尾[:20J.谷口他 [46J). 
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推測統計の立場から見ると観測作用素が非線形である画像観測モデル (2.1)は非線形

回帰モデルと同等であり.その中で捷供されている数多くの手法が適用できると考えら

れる(恥hcra11(1 ¥Vild[n]). しかし非線形回帰モデルのパラメータ推定は最尤法に基

づいて行なわれることが多く.京画像空間と観iRIJ画像空間の次元が大きい場合には推定

のアルゴリズムが問題になる.

2.3 線形モデルにおける母数推定と画像復元

本論文を通じて.劣化は根形であることを仮定し復元作用素も様形のものを考える.

第 i章以降で扱う菌像復元問題では.観測画像は式 (2.2)(加法的な雑音がある場合)で.

復元画像は

f二 lJg= H(ペ/0十n)，I E行l‘

で得られるものを対象とする.ここで BE B(チゼト河川は画像の復元過程を表す有界作

用素であり.復元作用素とよばれる.また BAん Bnをそれぞれ復元画像の画像成分.

雑音成分という.

雑音がないモデル (2.1)の場合においても観測画像gに対して

g二 Af.gε行2・

をみたす解IE行1は一般には一意に定まらない(第 i章参照).加法的雑音がある場合

には原画像が同じであるにもかかわらず.雑音の影響によって観測するたびに異なる観

澱覇像が得られることになる.

これらのことからわかるように、観測画像から唯一つの復元酒像を推定するためには

( i )原画像空間での制約条件‘(i i )観測画像空間での雑音の抑制.が必要になる.この一

つの条件を適当に設定することによって、その条件をみたす復元画像を唯一つ定めるこ

とができる.これらの条件を評価基準とよぶことにする.

原酒{象空間での評価基準は二通りの立場が考えられる.一つは得られた観測画像の

性質だけに関する評価基準を与えるものであり.もう一つは原画像空間の構造を加味し
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た評価基準を用いるものである.後者の立場では原画像空間の確率構造に関する事前

知識が必要である.この事前情報を適切に用いれば平均的に良い復元画像を得ること

ができるので、頻繁に現れる画像は精度良く復元できる.しかし.出現確率の小さい画

像が原画像である場合.復元画像の精度は相対的に悪くなる.

評価基準は復元画像の優劣を判定するものであることから.ヒルベルト空間の汎函

数として表現されることが多い.ここでは汎函数の値が小さいほど良い画像であると

する.複数の評価基準がある場合には再方を同時に最小にすることは一般にはできな

い.評価基準が二つの場合には (i)一方の評価基準を最小にするもののなかから.他方の

評価基準を最小にするものを選ぶ.(ii)再方の評師基準の重みつきの和を新たな評価基

準として.それを最小にするものを選ぶ剛の二通りの方法が考えられる.前者をみたす

ものの例として、不備推定量のなかで最小分散をもっ最良線形不偏推定量 BLUE(Best 

Lillear r llbias明JEstimator)がある.後者の基準で得られる解は多E的最適化において

パレート解とよばれる((了haukougaud IIaimes[.:!]).パレート解は両方の評価基準を同

時に改善するような解がないとし寸意味で最適である.本論文では.画像復元において.

ある評価基準に関して最適な復元画像を与える作用素をその基準に対する(最適)復元

フィルタとよぶ.第4章で述べるー殻逆フィルタおよび射影フィルタ族に寓するフィル

タは前者の基準をみたす画像を、第 3章で述べる各種のパラメトリックフィルタは後者

の基準を満たす繭像を与える作用素である.

観測作用素が根形である場合.原画像空間と観測画像空間が共に有限次元であれば.

画像観測モデル (2.1)は線形回帰モデルと同等であり、復元画像を求めることは‘得ら

れた観測画像gからの母数推定問題とみなすことができる.したがって.推測統計理論

における母数推定に関する膨大な研究結果を利用することが可能である.

原画像空間が共に無限次元である場合でも.観測作用素が適当な条件を満たす場合に

は.母数推定の方法を拡張することができることを第 :1章で‘また.従来提案されてい

たの画像復元手法を母数推定の問題として統一的な観点から理解することができるこ

とを第1章で示す.このように.観測作用素が線形の場合には既存の枠程を効果的に使

えるため.精殺な理論を畏関することが可能である.



第3章 擬ノルム最小の最小ニ乗解を与

える作用素

3.1 はじめに

第 ;i章ではヒルベルト空間の作用素の一般逆の基本的な性質について述べる.これ

らの性質は線形代数の一般逆行列に関する多くの結果 (Raoand .¥Iitra[11].榔井・竹内

[!)8] )の中の一部をヒルベルト空間の作用素に拡張したものである.

第 3章で述べる諸性質は値域が南部分空間である作用素について成り立つものであ

る.値域が間部分空間とは限らない一般の作用素のー殻逆に関しては Groctsch[7]など

に述べられている.

本章以降では.ヒルベルト空間?もの内積を(¥・)日1・この内積から定義されるノルム

を11・II.Hlで表す.ただし前後の関係からどの空間における内積(ノルム)であるか

が明確である場合には‘単に(・‘・)(11 . 11)のように表すものとする.また.線形作用素

/¥ E B(行1・7も)の核および値域をそれぞれ.

!日札

山口(ぺ)二 {A..lξ 行21~rEHI} ‘

と表す.

q
J
 

l
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3.2 方程式の解を与える作用素

未知の」、 ε行1を含む方程式

A.r = b. b E冗ト (:3.1 ) 

を考える.ただし線形作用素 Aεβ(行1.冗2)は値域が'H2の南部分空間であるものと

する rau(ぺ)ニ行ト ker(止)ニ {o}であれば方程式 (:3.1)は任意の bξ 冗2 に対してた

だ一つの解をもっ.ran(斗)=行上 k('r(A)ヂ{o}の場合は {.rE 'HI I A;rコゐ}は空集

合ではないが方程式(:1.1)の解は一意にはさまらない.また rail(.4)#?むの場合には

h fJ. ran(斗)であれば方程式 (:1.1 )に解は存在しない

第:1章では.ら εran(斗)のとき方程式 A;r、コ bの解が.1'= Ghと表されるような線形

作用素 G E s(行2'行1)の性質について述べる.このような作用素が存在することは次

のようにして石室かめることカ主できる.

値域 ran(斗)は可分なヒルベルト空間の(開)部分空間であるから.ran(A)の可算個

からなる基底{("}に対してへι C，(! となる{ム}を選ぶことができる値域 ran(斗)が

間部分集合であることから ran(A)= {グ 1 ，1)= L~I ()rJn}である.任意の bEran(A)を

h=工二IO."C" と表し G:h=Li二10"九日 γ ニZL10JJtとすれば‘ GE s(行2・行1) 

で..'¥.1・ェらを満たす.

定義 3.2.1.1佳壬意の bモr問、'a羽a剖1川1

きοιβ町(1行イ:2.冗1け)をイ作宇用素 4斗4の i逆といい.A一でで、表す.

補題 3.2.1(BenωIsrael and Greville[2]).有界作用素(，'E B(冗2・'H1)が有界作用素

A E s(行1.1も)の l逆である必要十分条件は

.tGA = ..i. 

である.

定義からわかるように作用素の l逆は一般逆行列の拡張である.作用素の 1逆も .'t

が可逆である場合を除き.一意には定まらない作用素 .1の i逆の集合を A.{l}で表す.

作用素の l逆は値域が間部分空間でなければ定義されないことに注意する.
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作用素 ιEBi行1，行けの i逆が存在すれば AXE B(冗1・'}-{1)の i逆も存在することが

次の補題から導かれる.

補題 3.2.2(Groetsch[7]).作用素」 εβ(行1・千七)に対して‘値域 ran(斗)が行zの間部

分空間であることと値域 ran(AX)がHIの間部分空間であることは河値である.

作用素の 1逆は一意には定まらないが‘次の定理は i逆を含む作用素の積が一意に定

まることを示す.

補題 3.2.3.作用素斗 ξβ(行1.行2iの l逆が存在するとき.

(i) AX{l}二 {GXεβ(1ゼ1，冗2)IGε ぺ{l}}. 

(ii )企l(A'".1) .Y.1ニ.'1.

である.

[証明]

補題:3.2.2から作用素 f のl逆も存在する.(j)はl逆の定義から明らかである.また

f3 = ..1(.¥x..¥)-.y..¥ -.¥. 

とおくと‘ BxBニ Oであるから.任意の.1'E行iに対して.

(B.r.庇r)二 (BXB‘い)=0、

が成り立つ.したがって.B二 Oである. 口

解をもっ方程式よrニ bの一般解は l逆をもちいて表すことができる.

補題 3.2.4.値域l'ei日(.' 1 )が行2の間部分空間であり ，b E rall(.i)とする.このとき.方

程式 Al・=bの一般解は，¥-ε A{1}をもちいて

」・ニ .l-b十 (1-.1¥'1).::. "ξ 行1・

と表される.
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[証明

方程式 .'Lr= bの任意の解を :1'モ行lとすると‘

.1'ニーi¥1.i'十 (1-. i -.1) .('ニ .1-b十 (1-.1-.1).('. 

と表すことができる.逆に

，1・二 .l-b十(!-.l-.l)ニ'" ご ε冗i‘

が方程式.1.1'ニ bの解であることは明らか. 日

1 J主Aーが一意に定まらないのは

(i) ran (斗)の補空間の定め方吋

(ii) kcr(.-I.X

) の補空間の定め方.

に任意性があるためである.したがって日n(.-1.)の補空間と kcr(.-I.X

) の 聞を指定す

ることにより i逆が一意に定まることになる.第 :i.:)節ではそれぞれの直交補空間を指

定することにより得られる l逆(一般逆)について述べる.

3.3 一般逆

作用素.-1.E B(行1，行:2)に対して

，lG.4ェ」‘

G.lCiニ G.

(.'lG)'"二 :lG.

(n.-l.)* =仁r'A‘

を満たす GEB(冗2.冗!lをそれぞれ作用素止の l逆、 2逆.:3逆.4逆という.式を全て

満たす Gを一般逆または ..¥1001、ぞ-Pem・osぞ一般逆といい Jで表す.一般逆止Tは一意に

定まる.
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ker(八)

ker(Alー 印刷八)

図 :3.1:作用素の値域.核と一般逆

一般逆の作用素としての性質を以下で述べる.線形作用素ペ εB(行1.行三)の値域

rall( .1)が間部分空間であるとき.ヒルベルト空間 "HIと冗2は宜和分解

冗1= k<叫

チゼ三ご ran(斗)二 ran(A)へ

のように産和分解できる.任意の bε 冗2の分解

hコ b[十 b2，hl E ra.n(A)， h2 E ran(斗)ム.

に対応して rE {;r E行1I /¥.1' = bd，を

1、ご;1'1+ ;1'2・.1'1 E kC'r( A)1-. .1'2 E kC'!・(A).

と分解する.作用素 /tのkcr(，.¥ )よへの制限

..-lkcr(ペ)ム :kぞr(.1)ムヨ X f---+ b E rall(.l) 

が一対一対応であることからハ εkC'r(Aいは に定まる.一般逆は対応、

Atbニ .l'l

で定義される作用素である(悶 :-U).

これらの性質から.次の補題を得る.
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補題 3.3.1(Ben-Israel and Greville[2]).作用素 AE B('Hト'H2)の値域ra.n(斗)が間

部分空間であれば.一般逆 .VE B(行l'冗けが存在し次の (i)，，-，(iv)が成り立つ.

(i)lffr(Ji)=ITIll(Jl)ムヱ i伏、r(.i"'). 

(iil rall(， it) = kcr(.4)ムコ rem(.r).

(iii)Pran(λ) = :L¥T. 

(i v) Pran(..l.')二.'¥T .¥ • 

さらに.一般逆に関する次の定理は である.

定理 3.3.1(Groetsch[7]，榔井・竹内 [58]).II.Lr -bllを最小にする ;l'= A-bのうち

Ilxllが最小になるような .tーは .• 1ーニペ?に限る.

3.4 作用素方程式を解くためのいくつかの補題

第:3.5節以降では方程式の解の中である性質をみたす解の一般形とその解を与える作

用素の一般形を示す.一般解の表現は補題:3.2.4で与えられているので.第 :3.4節では解

を与える作用素の一般形を導くのに必要な補題を述べる.

補題 3.4.1.作用素 AE B(行ト行けに対して‘

ran(.¥)二 rall(.Lf'). 

である.ここで.吉は部分集合 3の閉包を表す.したがって、値域 rei.ll("1 )が間部分空間

であれば

rallしi)二 rall(.Ll"').

である.

補題 3.4.2(11リ11[26]).緑形作用素 AEβ(行ト 'H2)、HE B('H1 • 冗:.d と未知の線形作用

素 XEB(行1・冗:3)について、次の各条件は同値である.
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(i)作用素方程式 XA= Bは解を持つ.

(11) h叫.'¥)C kCl目(lJ). 

(iii)白‘¥-.¥ニ EJ.

さらに.このいずれかの条件がみたされるとき‘作用素方程式 X‘iェ β の一般解は任

の作用素 wεβ(冗ト行けをもちいて

X = 13..¥-十 ¥F(!-..L¥-j， 

と表される.

補題 ;'LI.::?から直ちに次の補題を得る.

補題 3.4.3.線形作用素.'¥E B(行ト 'H3)、EJE B(冗1.行3)と未知の作用素Xεβ(行1・行2) 

について.次の各条件は同値である.

(i)作用素方程式

(ii) 1'all(.I)コl'an(日).

(iii )品Ll-Bニ B.

さらに.このいずれかの条件がみたされるとき.作用素方程式命1Xニ Bの一般解は任

の作用素 H'Eβ(冗ぃ行けをもちいて

xニー 1-B十 (1-A -A ) lT'. 

と表される.

さらに補題の;>.1.2から導かれる次の補題も重要である‘

補題 3.4.4(小JII[26]).作用素 .LBに対して Bが半正かつ rall(.l)C ra.u( B)であれ

ば .lxB-..1は BE B{l}の選び方によらず一定の半正の作用素となり‘

kゃr(.AXB-A)=kぞ1・(.--¥.)，

ran(晶仁β-.l.)二 ran(.lX). 
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となる. ただし‘作用素」 ιβ(行けが半正であるとは.任意の .r E 行1 に対して.

(.4.1・， .r)三0であることをいう.

3.5 最小二乗解を与える作用素

第:3.:3節では一般逆が11.'Ll-b -b 11を最小にする l逆の中で 11.1-bllを最小にするもの

であることを示した.第:3.5節では全ての.rε冗1に対して 11.1Gh-bll三11.¥.1'州、bι 万三

となる作用素 GEβ(冗ト'Htlについて述べる.このような作用素は線形モデルにおけ

る推測理論などにおいて重要な役割を果たす.

定義 3.5.1(Groetsch [7]).不等式 11.1.i'-bll S; 11..1.1' - hllがすべての Iε 冗1 につい

て成り立つとさ， .1. E 71.1を方程式 .l.7・ =bの最小二乗解(1<、川jsqllares soll1tioTl)とよぷ.

最小二乗解を与える作用素は次の定理によって特徴づけられる.

定理 3.5.1.方桂式斗 r 1>と作 (/ E B(万三.万rlに対して.次の i条件は向値で

ある.

(i) 11ぶ :b-1>11三11.4.r-hll. for ¥f.rε H1. 

( i i )斗n l~'an( .4)・

(iii) .4x.4G =斗文

(iγ) .4n.A =.4、(.4(，'r=斗n.

[証明]

( i )キ (ii)を示す.

11 .tGb -b 11出1A.x -b 11ニ 11.1/- b 11. .tI εl'eill( A). 

から

.，1 ぐ(il!= 1-πL 之a叫叩n旧n叫1

である.
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( i i )キ(i i 1 )を示す. 1'éll\(.'~)が冗2 の間部分空間であることから1"<ì.ll(ι 什= ker(AX)に

注意すると

‘.，t"γ仁x三".1σ 二 .t"γ"~'a剖an川1( .4叫) 二 .1"γ"(I 一I只1しLa剖叩n叶1

である.

( i i i )工会 (iv)を示す.任意の一般逆について.'1 ( /1ぺ1)ーペへ1= Aが成り立つことに注意

すると

.V;.' 1二:l{: 1ぺ1)一.，1'・¥IG.1= A(A"A)-.，I"A = A. 

がいえる.また

AG = .l(.rA)一AX.，¥G=ぺ(.，1".¥ )一.1ぺ

(ACr = Cr.'-L4(A
X

A)一斗ヱ =A(Aへ4)ーペペ

から .iG= (AGl¥カ九五える.

(iv)中(1)を示す.

より

11斗r-l711221!4fJb-blf十1R('((AG -I)b、A(;t-Gb))十 11.4(.1' -(;h) 112 

=11 .4(，'b -b 112
十1R('(.r(A(，'- l)h..r -Gb)十 11.4 (.1' -G h) 112. 

11 Aω_ b 11
2
三11.11' b 11

2
， 

が成り立つ.

定理の条件(iv)から次の系を得る

口

系 3.5.1.線形作用素直iEβ(行l、行2)の値域1'an(ーi)が間部分空間であれば‘方程式

.LI'ニ bの最小二乗解を与える作用素は作用素 .1の1，:3逆である.

これらの定理および系から1.:3逆を最小二乗型l逆とよぶ.最小二乗解は!日1'(.1)ニ (O}

である場合を除いては一意には定まらないため、最小二乗型 l逆も一意には定まらない.

しかし条件(ii)より作用素 .iGは である.
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定理 ;-L7i.lの(i i i )および補題 ;-L2. 1.補題 :-L4.;-~ から最小二乗解および最小二乗型 i 逆

の一般形は以下の定理で与えられることがわかる.

定理 3.5.2.線形作用素 4εβ(Hト行2)の値域 ran(A)が間部分空間であれば方程式

ιr んの最小二乗解を与える作用素は常に存在する.最小二乗解の一般形は任意の

ご EH1をもちいて

4・二 (AXA)-.-lxb十 (1ーしlぺ1)一(.YA))工、

と表される.さらに.最小二乗型 i逆の一般形は任意の作用素 ll-E s(チイシ行1)をもち

いて

G=(.rA)一斗x 十(!-(斗へ4)ー(斗¥-¥) ) ¥'-， 

と表される.

半正の作用素 JJに対して‘:1]=がとなる半正の作用素万が一意的に存在する.こ

の作用素 HをJ/の平方根といい、:¥l1/2で表す.画像復元問題においては半正の自己共

役作用素 JJによる擬ノルム

11 Jfl/2(A(:b -h) 11
2
ヱ (:¥l1/2(A/:h-b). (JJl/'2AGh -b))コ (JJ(AGh -b). AGb -h)、

を最小にする作用素が重要である，この擬ノルムをヒルベルト空間の内積から導かれ

るノルムと区別して

11 .I! 11，吋 JJ1/2.11 IIH2= If可石:、
で表す. 自己共役作用素 JIが可逆であれば， 11 . 11.¥fはノルムになる. 根形作用素

ぺεβ(冗1.冗2)に対して.11 .Li' -b 11.¥[:::;11 .Lr -b 11九fがすべてのもIξ 行lについて成り

立っとき ;1'を方程式 "1:1'ニbのJI-最小二乗解よぶ.

定理 3..5.3.止ξ 行 iが方程式.Lrニ bのJJ最小二乗解であるための必要十分条件は

ι"'JJ斗，十 =.rJlb. (:-;.2 ) 

である.
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(証明]

まず必要性を示す.II Ai. -b II:¥Jの.1"についての変分は

IIA.(.L十 ιt)-b 11 ~l = 11 . Li' -b 11
2
十2Re(JJ(.Li'-b). _'lO.t)+ II Ab.t 11~1 ‘ 

であるから如、pl(.'1，i'-h)， Ab，r)ごりが必要であり‘同様に変分.1'・十ib.rを与えることに

より Im(;¥l(ιi. -h). Aiuうご Oも必要であるから.結問 A"':¥1A去=A'" ;¥1hが必要条件で

あることがわかる.

次に十分性を示す • A'" Jl止ト =A"'JJhが成 i)立っとき司任意の rε 冗lに対して

I1心 -b II~[ニ I1 .U -b II~f 刊Rぞ (J1A.( 巴(' - ;I:).A)--b)十 11A(.l・ーハ II~[三 11 ぶ

が成り立つ. 口

定理:1.:).:1より.方程式の JJ-最小二乗解を与える作用素は次の系で特徴づけられる.

系 3.5.2.椋形作用素.'¥E !3(行1.万立)に対して、作用素CiE !3(行1・?イrlが方程式.¥.1'二 b

の Jl-最小二乗解を与える作用素であるための必要十分条件は

A…1'" J1/10二 "1'"J1. (:3.:3 ) 

である.

方桂式.'¥.1'= bの Jl-最小二乗解を与える作用素は必ずしも l逆にならない.しかし.

自己共役作用素 JJ1J'逆をもっ場合には式 (:3.:3)から次の系を得る.

系 3.5.3.値域ra.ll(.，1 x J1 A)が間部分空間であるとする.自己共役作用素J1が可逆であ

る場合、心'εβ(冗2‘!日1)が方建式 _'Lt= bのJ1-最小二乗解を与える作用素である必要

十分条件は

斗(;.'1=斗‘ (AGr:il= Jl.'1n. )
 

1
 

• ‘〈2
•• 

(
 

である.
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[証明

条件式(:3.1)が式(:3.:3 )の十分条件であることは容易に確かめられるので‘必要条件で

あることを示す.式(:3.:3)の両辺に左側から (:l/1/2.4){(:lI1/2A((JJI/2;¥l}ーをかけて

(JJ1/2 .-1) {( JJl/2 .1r( .;iJ1/2 .-1)}一(JJψ.'1((JJ1/人1)0

ニ (JJ1/2A.){ pJl/2 .1. n JJl/2 _-1) } -(.;1J1/2 A. r JJ1/2 . 

を得る.したがって.補題 :3.2.:3の (ii)より

;¥I1/2.-¥.G = (;¥Jl/2.-¥.) {( :¥/11立川X(.¥/1/:!....J.)}一(;¥Jl/2ArJl1/2
‘

が成り立つ.両辺の右側から • tをかけて再び補題 :3.2.:3の (ii)より JJ1/2 Aιt = ;.iJ1/2，t 

を得る.自己共役作用素_i.I1が可逆であることから .AC;.'1二 .1である.また.両辺の左

側から λJl/三をかけることで JL1Gが自己共役作用素であることが導かれる.

この系から自己共役作用素λfが可逆である場合には、方程式。LrニbのJJ-最小二乗

解を与える作用素は l逆であることがわかる.さらに.観測画像空間行2をノルム 11.11:¥1 

によって定義されるノルム空間であるとみなせばM叩最小二乗解を与える作用素は1，:3

逆である.

定理 :3.0.:3および系 :3.0.2.補題 :3.2.ふ補題 :3.':1:.:3から次の定理を得る.

定理 3.5.4.値域 re1Tl ( .' ¥つJA)が間部分空際で、あれば方程式 A.t= bのJJ-最小二乗解を

与える作用素は常に存在する.Jl-最小二乗解の一般形は任意のご ξ 冗1をもちいて

.r = (...J.ぺ¥l...J.)-X'，¥lb十(1ー (A
X

;¥I.-¥.γ(...J.X ;¥1.-¥.))ご、

と表される.さらに.最小二乗型 i逆の一般形は任意の作用素 H-E凶行シ行Ilをもち

いて

G二しI.XJJ .1)¥¥.X JJ + (1ーし1x~ìJ‘\.)一 (.rJJ-!.) )n-. 

と表される.

自己共役作用素 JJが可逆であれば.方程式.Ltニ bのλJ-最小二乗解の一般形の表現

は簡略化できる.
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系 3.5.4.自己共役作用素，1/が可逆であるとする.値域 ran(AX :¥1 A)は南部分空間.

Gモβ(行2・行1)を任意のJf-最小二乗解を与える作用素とすると方程式 .4γ=二 bの ，¥1叩

最小二乗解の一般形は任意のご ε行1をもちいて

;1' = Gh十(l (んi).: . (:3.:5 ) 

と表される.

[詑明)

式(:3.;))を満たす」目モ行lは系 :3.5.2から

AXJJ.'Lt' ニ A~λJ.1Gb 十 .rJL1( 1 -GA)工二 d 仁Jlb.

を満たす.したがって定理 :3.5.:3より ;t'E 'HIはJJ-最小二乗解である.

逆に自己共役作用素 JJが可逆であるから.系 :3.5.:3から

G.1ニ心¥1C;.1ニ GJJ-1(λ1.1GL1ニ Gjf-1(alcrjfAi ニ G~ìJ-IG三 lXJJA. 

が成り立つので .t'ε行iを任意の JJ叩最小二乗解とすると、式(:3.2)から

G.LI'ニ GJJ-1G~ A x Jl .Li'二 GJJ-1(AG( JJbニ οAGb.

である.したカ言って.

.t'ニ Gb十(1-GA)(i -Gbl， 

と表すことができる.

3.6 擬ノルム最小の最小ニ乗解を与える作用素

第三.:)節では

ー 11.1Gb-bll三II.Ll'-bllがすべての、rξ 行lについて成り立つ作用素Cεβ{行2・行Il

の一般形と.その作用素が1.:3逆であること
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• IIAcr'b -blLu三 11.4.1'- bll，¥]がすべての rε 行1について成り立つ作用素(;E 

凶行2・行1)の一般形

を示した.

:3. ()節では:¥1ゅ最小二乗解の中である擬ノルムが最小となる解とその解を与える作

用素について述べる.これは‘H.e¥Oemd .¥1 i t 1'a[11ト:¥Iitr・aand Hω[2:2]の諸結果の無限

次元空間への拡張である.

定義 3.6.1.作用素 XEβ(冗!lを半正の自己共役作用素とするとき、 JI-最小二乗解の

中で X による擬ノルム Iklh- を最小 lこする ;['ε 行 l を ~!Ll・ニ b の入'最小の JI叫最小二乗

解とよぶ.

定理:LLlから ι最小の 1-最小二乗解は一般逆になる.したがって九最小の JJ蝋最小

二乗解は一般逆の拡張と考えられる.

定理 3.6.1.:i' E行1が方程式 A.l'= bの入に最小の JI-最小二乗解であるための必要十

分条件は.ある入 ε冗1が存在して

J." JI"ti'二 AXJlb tυ 、，J

入¥{・十 "lXJI~1入ニ O (:3.7 ) 

が成 1)立つことである.

[誌明;

r Eチゼ1が方程式 .LI'二ゐの J¥二最小の ;1/-最小二乗解であれば.ラグランジェの未定

ベクトル入をもちいて

ペゴI~Li' = "r Jlb. 

(入-.1'，i) + Re(~rJLLî- -.rJJb，入)ニ 0，

が成り立つことが必要条件である.去の変分を与えることにより式(:~.7)がi尊かれる.
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逆に(.i' ，入)を式(:1. G) . ( :1.i )の解とする.任意の ;¥1-最小二乗解を.1'E行1 とすると『こ

の .1・は .， t~:\fA.1' = .lxJ1hを満たす.さらに.

(川 r-J-LP)=(.r-i九人会)= (.1' -去、-.rJiA入)= (斗 X :¥lA(;r -5;)，一人)= o. 

から.

(九 ;1‘・1')= (.¥'(.1' .i・)十:¥.1'， (.1一行十全)= (:¥'(.1' -.i:)，;/' -.i-) + (入'i，;1')三(九'T，.1') 

が成り立つ.これは止が九二最小の J1時最小二乗解であることを示す. !コ
定理 :Uj.lから.作用素 G E B('H:2‘'Hrlが :v-最小の :¥f叩最小二乗解を与える作用素に

なる条f牛を得る.

系 3.6.1.作用素 GE B(行ト行Ilに関する次の(i )と(i1)は同値である.

( i )作用素 Gは方程式 .L1'ニ bのλ乙最小の JJ最小二乗解を与える作用素である.

( ii)ある作用素 Yεβ(冗2.1ゼ[)が存在して、

AXJ1.1Gニ .rJf.

九'G= .rJJ..IL 

(:3.8 ) 

(:1.9) 

が成り立つ.

自己共役作用素 Jl.:vが共に逆をもっ場合には.作用素 GE B('J九行Jlが九三最小の

:11-最小二乗解を与える作用素になる条件は次の系で与えられる.

系 3.6.2.自己共役作用素 :¥f.;Vが共に逆をもっ場合.次の三条件は同値である.

(i)作用素 fJξβ(1七、河川が方程式 A.I'= bの i¥三最小のJl-最小二乗解を与える作用

素である.

)
 

-
1
 

・
1(
 

. t円lLtG=γtx :¥/. GX:¥'(;:1 = GX:V. ( :3.1り)



3.6.擬ノルム最小の最小二乗解を与える作用棄 28 

)
 

-
1
 

・
1・lit 

.1(;.1ニA.(..lG(JIニJL1G.(;.1Gニ(，'.(心二l(;Vニ入:(;.1.

(:3.11 ) 

[誌明j

(i)件 (ii)を示す.

自己共役作用素 JIiJ'f志郎である場合には.系:3.;:'5.1より‘;¥/-最小二乗解 .1・EH1は

1・二 Gb+ (1 -G.¥)ご・二 E冗1 と表すことができる.

まず.(.，'''' ;VG.¥コC;"';yが成:')立たないとする (:V Gb1・( / -(.，'.'1)ご1)ヂOなるん ε行シ

ご1E行lが存在するので、 11(/-仏¥)二1Ils= 1であるようにご1をとると.

11 Gl>1一(1-ιi)((λ:Gb1、(I-0.1 

となる.したカ言って.(.，'x :VC.，'.'¥ = (.，'x:¥，カ=必、要であることカfわかる.

逆に.GX，¥'G.¥:ヱ G'"九'が成り立つとさ、.1'ニ Gh十(1 G.¥)ご巴チゼ1を任意のJ1-最小

二乗解とすると.

(XJ¥.1' )ニ (;Y(Ol>十(1-0.1).z). 0 b十(I-0.'1).::) 

ニ (λ:Gb.Gb) + UV(I -0..1)工、(1-ι'.1)工)と(入:Gb.b). (3.12) 

から‘作用素 Gは九二最小の :¥l-最小二乗解を与える作用素である.

次に (ii)仲(i i i )を示す.

系 :1.0.:.H式 (:1.1))から (:1.1())の第 l式と (:Ul)の第 1.)式は向値である.また.(:Ul)

の第 :.LI式から.

GX:V = (ア(fL4)xJ¥"= GX:¥'GA. 

を得る.逆に‘(:3.10) の第 2 式の両辺に左i~ij から

(λ-1/20)( (入.1/2σド(入.1/2G))人



3.6.擬ノルム最小の最小二乗解を与える作用素 29 

を掛けて.

(入~1/2G)(( 入~1/2G ド (λ~1/2G) )↑(入~1/2G ド(入~1/2GU 

ニ(入了1/2G)((入~l/2Gn 入.~1/2G) )↑(入~1/2Gr入cl/ '2

を得る.したがって.補題 :3.2.3の (ii)より

。r
d，，，

r
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、、守

が成り立つ.両辺の右1~IJ から G をかけて再び祷題 :3.2.:3 の (ii) より λ~1/2G..1G =λ~1/2G 

を得る.自己共役作用素 Xが正則であることから、 ι，1.G= Gである.また.両辺の左

側から λ~1/2 をかけることで入~C;A が自己共役作用素であることが導かれる. 口

この系から自己共役作用素ょ¥I‘ Nが共に逆をもっ場合には.九二最小の ;¥1-最小二乗解

を与える作用素が存在すれば、それは1.:2逆になることがわかる.さらに原画像空間

冗lをノルム 11. 11入ァによって定義されるノルム空間.後元画像空間'九をノルム 11. 11.1f 

によって定義されるノルム空間であるとみなせば九三最小の J1-最小二乗解を与える作

用素はー殻逆になる.

定理 3.6.2.値域 ran(，¥'十 AxJ[ペ).ran(AX J[)が共に討1の間部分空間であるとき、方程

式 A.rご bの九三最小の :¥J司最小二乗解を与える作用素は常に存在する.九三最小の Jl申最

小二乗解の一般形は任意のご巴冗1をもちいて

」‘=[:-.r jn--.rJJb十(J- [~-U)z. 

r二人命十 .1X JJ .'!.， 

rニ AX JI.，1.U-AXJJ‘ 

と表される.さらに;V-最小の ;¥1-最小二乗解を与える作用素の一般形は任意の作用素

lf E B(行シ行1)をもちいて

G = ('-A x;¥1 ¥守-AX J[十(1-(.' (.ア)lL

と表される.
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[証明

方程式 Al'= bの:¥-最小の :¥1-最小二乗解を与える条件式(:3.削.(:).9)は

(九'十 .TM..1)Gニ ，4'"Jf(f十AV). 

.-l "':¥1 .-lC = .-l'" J1. 

と同値である • r' 二ご (S 十 A~Jf.-l.)とおくと.ran( (')コ ran(AX;\1.-l) コ ran(A~;11)であ

るから.補題:3.1.:3よりこの連立作用素方程式は解をもっ.一般解は

G = (γ-， L¥J(I十 A}')+ (! {'-{' )lF. vn'ε B(1イ2・Hd‘

と表され.さらに

.r:11十一[.'=斗~Jf. 

..\~;\1.H.'-{' = .¥"'JfA. 

が成り立つ.また‘補題 :3.1.1より作用素 :1/， ¥ {' -A ~ :1/は下一 ε{'{l }のとり方によらず

に定まり

1'an (;¥1. ¥('-.'L¥/)コ1'an(:¥I.¥)，

である.したがって十ヱペ向:11，¥C-.， \X~\1 とおくと

G=C-.l七¥1(f十.1}' )…ト(I-{'-C)tL

..r:¥1 =十(J十 .'IY).

となる.1'an( V)エ ran(.1ぺ¥1A)ヱran(.r:¥1)から補題 :3.1.:3より

，，¥X:11¥'-¥' = ，lx:¥J. 

が成り立つことから.

Cニ{ァ-.'ix JI1 '-.ix J1十(1-[~-[')n 叩

である.九二最小の JJ-最小二乗解の一般解も同様に求めることができる. 口
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系 3.6.3.値域 ran(，r:¥lA)C ran(:V)であれば.方程式 A，I'= hの J¥乙最小の J1-最小二

乗解を与える作用素の一般形は

G = :Y-

となる.さらに.自己共役作用素九7が逆をもっとき九二最小の :¥1-最小二乗解を与える

作用素は一意に定まる.

[証明]

一般形の証明は定理と同様である.また入ーが逆をもっとき.rall(Ax~ìJA) C rau(入ア)ニ

万iであるから J一二入ー 1 となり.作吊素は一意に定まる， 口

自己共役作用素人「が逆をもてばGは一意に定まるが、入ーが逆をもたなければ自己共

役作用素 λfが逆をもっ場合であっても σは必ずしも一意に定まらない.しかし、値域

を適当な部分空間に制限すると入'擬ノルム最小の J1-最小二乗解が一意に定まり‘こ

の解を与える作用素も一意に定まる.

系 3.6.4.去 Eran(九'十 .. rJIA)であるような，y品tノルム最小の ;¥1骨最小二乗解は唯一

つである.

[証明j

fニ λー十 A三iLl(土.

rall( C)二 rau(入ナ)U rall(.，r'JL1). 

kcr( [ー)= kcr(:Y)内 kcrCγJ/.1 )‘ 

をみたす半正自己共役作用素であることに注意する .i'l‘J・2εrau([ア)がともに方程式

よr二bの入f最小の.:.11叩最小二乗解であるとすると式 (:3，2)から

/l. x .:.11.1.( .l-1 - .i・2)ニ O‘

が成り立つ.また.

(川、tl-;['・:2)、 Xl-.l.'・2)二(入2一入¥..'l.xJLl.(.t'l -.t':d)ニo、
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も成り立つので.

5'1 -.i・2Ekc1'(，¥)η 如、1'(:¥X:¥I:¥)二 kcr(( γ). 

である.したカまって

，1・-.7・2ε l'e11l(C') n k('1'( (')、

から‘九=んを得る.

系 3.6.5.自己共役作用素 JJ.Sは共に逆をもつものとする.方程式 A.l'= hの N蜘最小

の jJ-最小二乗解を与える作用素が存在する場合.その一つをどJとすると‘{「は方程

式 :¥"'.IJ= aの JJ-I-最小の :V-I-最小二乗解を与える作用素である.

[証明]

作用素 Uが方程式 ..L['二bのλ二最小の λJ-最小二乗解を与える作用素である必要十

分条件は系 :3.G.2から

A(r'A = A， (AGt M = JI AG. GAG = (;. ((;.-1γ:V =九'(:A‘

である.;¥ 1ぃ¥γ は共に逆をもっとき.これらの条件は

jマjぺ¥X二/¥ぺ (.¥"'(;'" r九一1= :¥，-1 ，rcr. G再rGX1Gf(G挺 .rr:¥I-1= :¥rIGxAぺ

と同値である.これらは U が方程式 A.X .1} 二(1の~ìJ -1 最小の入~-1ω最小二乗解を与え

る作用素であるための必要十分条件である. 口

九三最小の ;¥{ω最小二乗解を与える作用素は表現が複雑である.計算機でこのような作

用素を計算させるときには.表現はできるだけ簡単な方がよい.そこで.:V-最小の ，¥1叩

最小二乗解を与える作用素がみたす必要十分条件を以下のように書き直す.

補題 3.6.1.作用素 GE!3(行:2.冗1)が方程式.4:1‘コんの :V-最小の :1l時最小二乗解を与え

る作用素であるための必要十分条件は作用素 γε !3(冗:2)が存在して

J11 1/241GzyymiMl/21}11 1/2. )
 

今
、
リ1

 

3
3
 

•. 
(
 

:VG= ，4ぺ1I1/2}' ( :).11 ) 

となることである.
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[証明]

式(:3. 13 ). (:3. 1 1)が系 :3.6.1の(ii)

.t"'JL1G 二.'1"'.::11. 入~G ニ‘ l"'JLD しむ ξβ( 1{2 、1{ I )‘ 

と同値であることを示す..4'"‘:¥J斗(;ご.-1."，つ宇:lIの両辺の左{領側買前i肋カか、ら(川a斗-1.'"‘J/1げψ/μ2)t↑をカか冶けて定理

;i弘仁i.:iλ:u州(い11尚iり)カか、ら(μ.-1.* 文 λ;¥/1巾/ρ2)六?可(.4'"づJ/1ψ/μ2)= f凡n:午いa叫叫l日I

る.逆に式 (:).1:1)の両辺に左側から JfI/2A'"をかけることにより..4x :¥J.-I.G =.4淀川を

得る.

また.1'<lll(.¥ぺ¥L¥)= 1'(1 n (.¥'" ;¥1 1 /2 )から九'GニペX ;¥1‘¥hが式 (:3.11)と同値であるこ

とがわかる. 口

この補題をもとに九二最小の:¥1-最小二乗解を与える作用素のー殻形が以下の定理か

ら求められる.

定理 3.6.3(小出他 [17]).式(:3.1:3)， (:3.14)をみたす作用素 GEβ(行2.行Ilの一般形は

任意の作用素 H-εβ(冗2‘行IIをもちいて

G = {' A七¥11/2¥寸J11/2_ト(f-C' U )¥¥'. 

[.: = ，V十 .4x ;¥ 1.4、

i-ニ Jj1/2..H~-.1 x .::111/2‘ 

と表される.

小出{塩 [1i]によるこの表現は定理:3.(;.2による表現よりも簡単になっている.また十

は自己共役作用素であるから‘1'an(J/1
/
2
..¥)が実有限次元空間の場合には転置行列にな

り計算が容易であるという利点がある.



第4章 一般逆フィルタと射影フィル

タ族

4.1 はじめに

第 l章では一般逆フィルタおよび射影フィルタ族(小川 [29])に属する三種類の最適

復元フィルタの定義と導出方法について述べる.射影フィルタ族に属する後元フィルタ

として.射影フィルタ(中村・小I11[21]， Og;awa and Oja[:日n部分射影フィルタ(小111. 

原[:-~:). :31]).平均射影フィルタ(山下・小ill[:"S>Lむいがある.一般逆フィルタが観測画

像空間での雑音の抑制をしていないのに対して、射影フィルタ族に寓する復元フィルタ

は.原画像空間において適当な制約条件をみたす画像の中から.雑音による影響が最も

小さくなるものを選ぶ復元作用素である.雑音を抑制することで‘より精度の高い復元

が可能になる.一方‘一般逆フィルタは観測作用素だけが既知であれば導くことができ

るのに対して.射影フィルタ族による復元を行なうには観測作用素に加えて雑音の栢関

作用素なども既知でなければならないという制約がある.

4.2 一般逆フィルタ

一殻逆フィルタは観測画像空間内で観測画像に最も近い画像となる原画像の中で.そ

のノルムが最小となる復元画像を与える作用素である[1]• 

定義 4.2.1(一般逆フィルタ).観測画像タモ行2に対して

11 A.f -g 11. 

:31 
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を最小にする fE行1の中で.ノルム Ilfllが最小である復元画像を与える作用素 BGlFE

B(行三、行1)を一校逆フィルタとよぶ.

一般逆フィルタは.その定義から方程式.1.1二 gの子最小の 1-最小二乗解を与える作

用素である.したがって定理 :L~.l より.次の定理を得る.

定理 4.2.1.一般逆フィルタは値域1"el.1l(.1)が間部分空間であれば存在する.一般逆フイ

ルタは

BOlf ニ A↑.

である.

一般逆フィルタの評価基準では観測画像空間内の距離が最小であるものを選ぶこと

になるが.薗像復元では原画像に最も近い復元部像を選ぶべきであると考えられる.ま

たノルム 11f"が最小という基準は復元画像を一意に定めるための制約であり.覇像復

元において適切な基準とはいえない場合がある.これらの点を改善しより精度の高い

復元を可能にするために以下で述べる射影フィルタ族が提案された.なお.雑音の相関

作用を qE B(7{:2)で表す(第 2章を参照).

4.3 射影フィルタ

射影フィルタは復元画像の画像成分が reln( .-r")への射影であるものの中で.雑音成分

の分散が最小になる復元画像を与える作用素である.

定義 4.3.1(射影フィルタ).原画像IE冗1に対して

11 RAf -f 11‘ 

を最小にする作用素の中で.

五n 11 BII 1/2 

を最小にする作用素 BpF巴β(冗:2.行tJを射影フィルタとよぶ.
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定理 4.3.1.射影フィルタは値域 ran(A).ran(Q十 AAX)が共に間部分空間であれば存

在する.射影フィルタの一般形は任意の作用素 WEs(冗1・冗1)をもちいて

IJj'F =ニ¥.↑.rl"一一ト H"(! CC--ド }
 

1
2

，‘
 i

 
(
 

ここで

(' = Q十 AAX.

1- 二必l'・'[~Î.L

である.また ρξra.ll([~)であれば復元画像は に定まる.

!証明]

原画像空間行iの可算儲からなる正規直交基底 (CONS){II，}を用いて

/3ぺF=2二(仕tf.II;}Uド

f=工(f.ll;/U;.

であるから.

11 HAf -f 11ヰヱエ IU.AXH川

l~'n 11 1Jn 11
2 =工(Qlr 11/， lT 11//ご工 11lr 11 i 1品、

句

a

一=一
1=1 

が成り立つ.したがって各 jについて

11 .f< 1J川

を最小にするものの中で

11 /3川 IIQ，

を最小にする B~Ui を求めればよい.このような作用素 BX は方程式 .1ま Bx u / ニ U/ の

Q-最小の 1-最小二乗解を与える作用素である.その一般形は定理:3.(j .:3により佳意の



H-巴β(行ト H2)をもちいて

と表されるから.

βxニ下-AVi十(I-f7-f111: 

rニ Q+.1..1ぺ

十二 .4寸寸.4.
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Bn  = i寸.yr:一十 1l"(1-UC-). lr E B(行ト行tl‘

である.また.復元密像は

f=工(g，8勺li)lI; 8g. 

となる. 日

証明の過程からわかるように射影フィルタは原画像空間の CON日{11 ; }に対して (f.lli)

の推定量 (ρ.bi)を与える作用素であることがわかる.さらに

11.ぺ正._lXγ芦担x可<

が最小であるという基準は u二u;)と(ιめのバイアス

五‘"IU崎町)一(ク‘ h，)I、

を最小にすることに対応している.これは線形モデルの推定論において Hao[10 J. l{ eiO 

ancl ¥1 i trれ [11]などで述べられている最良報形偏り最小推定量 BLl¥IBE(Bcsl LiIlCill 

Mininmm Bi川 Estilllator)のヒルベルト空間への拡張である.

4.4 部分射影フィルタ

実際の画像復元においては、原画像に関する何らかの知識を事前に得られる場合が

多い.天体画像の復元では背景が黒いという知識がある.また.ある物体を特性の

なる複数閣のセンサーによって観測した場合に得られるマルチチャンネル画像の復元(
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Galatsanos and Chi叫1トGalatsano日付 al.[(i卜Ozkanct al'[:-~~l ，菊地i也[t fi]) も原画像が

等しいという条件がある.このように原画像がある部分空間に属している場合.その

知識を有効に使うことによって.より原画像に近い復元画像を得ることが可能である.

入:を原画像空関の部分空間とし原画像に関する制約条件

FE入=c 冗1・ (1.2) 

があるときには復元画像は式(4.2)をみたすものの中から選べばよい.

定義 4.4.1(部分射影フィルタ).原画像空間の部

して

間を κとする.面像 rEλ:に対

11 HAf -fJran(J' 

を最小にする作用素の中で.

土'，，(IIH叶1
2
) 

を最小にする作用素 J3l'lPFモB(1七.冗1)を部分射影フィルタとよぶ.

定理 4.4.1.部分射影フィルタは値域1'illl(Px.:-¥x)， 1'em( Q 十，，¥Px.:.'lX)が共に閉部分空間

であれば存在する.部分射影フィルタのー殻形は任意の作用素 WEB(行2・'Htlをもち

いて

HpTPIアコトI!)x.:A'・'('一十 ¥r(l-('{'-)， )
 

2
p
 

a

-
-1
 

(
 

['二 Q十，ぺlP

1下@二 Pλ:A%[~tAP^: 、

である.また 9E ran(C')であれば復元画像は一意に定まる.

[証明]

11 B.1I -Pran(P，八一円f11
1

， jξκ 件 11B.1P，人J-Prrm(凡f)PA:li12. jε 冗ト
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と.

Pran(1)心nPI( PI(:Pran(l)lC'cド}ニ Yλ:・

から.

ljH4lkf-lkf iy 

を最小にする作用素の中でEn11β1/ 11
2を最小にする作用素βεβ(行2・行Ilを求めれば

よい.原画像空間行!の可算問からなる正規宜交基底 (CO:¥S){Ui}を用いて

β， 1PK:J ニエ (B.'1~λJ. U;)1Ii' 

lkj==工(P，'Cf.111)11け

であるから.

11 H.tんr-Px.J 112 =工I(f，凡.'t
X

ITu; -P人1I1)12::;:2二 11f 11211 .f' 13川
;=1 1=1 

E" 11β1/ 112 =乞 (QBX Ui • B川)二I:11 BX u， Ilb 

が成り立つ.したがって各 iについて擬ノルム

11 ，y BXUi- 叫 IIpκ

を最小にするものの中で擬ノルム

11 BXUi IIQ 

を最小にする B"'Uiを求めればよい.したがって求める作用素 β文は O同最小の p，¥;知最小

二乗解を与える作用素である.。佃最小のlν最小二乗解を与える作用素の一般形は定理

:-l. G.:1より任意の ll'Eβ(行!、H:2)をもちいて

lT = C'-A fJ，¥; ¥ ・↑J¥;十(!-C'-{')W 

(' = Q十 .4./¥:.4%

I下-二 Fλ心>'1γ翼 u-一¥占λPλκ: 
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と表されるから.

HpTPF = PI¥:十I1)1¥:.4寸'一十 W(1 -CT-)， H" E B(H2、行tJ‘

である.また.復元画像は

l二芝(夕、 Irll;)Ui 玄(13円 l-'Fg.lli)Ui 13r'Tl-'fι 
1=1 i=l 

となる. |コ

4.5 平均射影フィルタ

定義:U.lおよび :3.:2. し:1.:3.1からもわかるように.一殻逆フィルタおよび射影フィル

タ.部分射影フィルタの最適基準では一枚の原画像ん ε万lに対するものであった.一

方.原画像空間が確率構造をもっ場合には、個々の画像ではなく原画像空間全体に関す

る最適基準を用いることが考えられる.まれにしか現われない画像よりも.頻繁に現わ

れる画像を忠実に復元したいという場合である.ウィーナーフィルタはこのような B

的に用いられるものであるが.原画像の期待値と雑音成分の分散との関係が明確ではな

い.平均射影フィルタはそれぞれの期待値の役割を明らかにした基準をみたす作用素

であり.以下のように定義される.

定義 4.5.1(平均射影フィルタ(山下・小}II[54ぅ 56])).原画像の相関作用素を Rとす

る.すなわち

H:行1:3 .1' f---+ V ( .r ):1¥ 

だたし.

¥ltlr = }，'.d (f一五(f )) -， ( t" -}，'仁f')l.r}、

である.このとき.

Ef{11 (s，l-J)(} -EU)) 112) 

を最小にするものの中で

E，，¥II sn 112) 
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を最小にする作用素 βAFF εβ ('H2 • 冗d を平均射影フィルタとよぶ.

定理 4.5.1.平均射影フィルタはl"aTl(H 1 /2 ‘ l~ )， nm(ο 十 .1HAつが共に間部分空間であ

れば存在する.部分射影フィルタの一般形は任意の作用素11"ξβ(冗2.冗dをもちいて

13..t}'Fコ H1
/
2Vt H1

/
2 .4X

(γ一+IF( J UC-). )
 

1
 

• i
 

(
 

U=Q+斗RAぺ

十三 R1/2A x ('t AR1/2. 

である.また gE ra.ll( [了)であれば復元画像は一意に定まる.

[証明]

原田像空間空関'HIの可算憶からなる正規直交基底((，():¥S){udを用いて

Ej( ((s.i -I)(f -E(f)). (s.t -1)(/ -EC/')))) 

= L I:'j( CT-l~ (.fT Ax 13川

=玄 Ej(((.rB"u;-U i • ‘r -E(f))(‘r -E(f). AX B"III一川)) 

コエEj(((/ E(f)).， U -E(I))(.'l"Jrui lf，)..lx13"ui -11;)) 
1=1 

ニエ1irrtlt-tltllit-

であるから、条件をみたす作用棄 β弐は方程式 .1XJ]"ui IIjの Q-最小の H-最小二乗解

を与える作 である.一般形は定理 :1.G.:3により任意の trE l3(行ト行けをもちいて

15" = ('-.¥1'11/2¥寸H1/2+ (f -('-{')W. 

l'=q十斗RA".

トコ RI/2AX['-AH1/2.

と表されるから‘

B.¥FF二 RI/21寸RI/2.yU一+lqI -U下一).11'巴 β(冗シ行Il.
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である.また.復元闇像は

f二 L(g， fT 11 i) 11， =工(13..11' Fg， U;)U iご 13..11'1ク・
i=l ，=1 

となる. ロ

4.6 部分射影フィルタを用いた共通部分を持つ画像の復元

本節では部分射影フィルタの正、用として共通部分をもっ複数個の画像の復元につい

て述べる (Illlaiet a1.問).例えば.航空撮影による連続した写真は層辺が重なっている

画像であることが多い.

ここでは画像はディジタル画像であるものとする.したがって原画像.観測画像は

実ベクトル、観測作用素‘雑音の相関作用素、射影作用素は適当な型の実行列で表現で

きる.

行列F[、...、 Fpはそれぞれ¥lIl[XII[)、...、 (tllpXlIp)画素の原画像を、行列G[・・・・、ιp

はそれぞれ (m~XTI~) 、... .(mI' X 11ト)画素の観測画像を表すものとする.また.画像観

測モデルは

'.('ぞ(行il= Aiwc(fi) + ni.i = 1....、p.

であるものとする.ここで..-¥.，は観測作用素を表現する (m;X n;. lii; X n;)型行列.n; 

は雑音を表す 114×14次元ベクトル、また， vcc(.l)を(川、 n)実行列 .1= [α1・・.Q.I!Jの弼

ベクトルを*i'Eに並べた 11X rnベクトルを表すものとするはlagll1lSe1nd Ncud刊 kcr[:21])

すなわち.

¥'cc(.4) = [α ・α;J.

である.また.行列‘iのー殻逆行列を .1+で表す.

これら P鱈の観測モデルをまとめると.

¥'ec( G [ ) 1
 

6
2
1
 

o I I ¥'ec( F[ ) η'1 

十 ( 1.:".;) 

Vぞc(Gp) 。
ー1pI I ¥'町(Fp) np  
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と表すことができる.ここで.雑音凡と niの共分散行列を C]，.!コ F(ηtn;)とする.雑

音凡と π/が独立であればC];.i二二 Oである.原画像九、" .、 1"1)に関する知識がない場

合ヂ jのとき (22JzOであれば.観測モデル(1.:5)に基づく射影フィルタ 131'1"は

H1 0 

βPFニ

β
 “υ

 

ここで.

ß， 二 l~人 l~U十

cニ ..1;.17十 Q，i

1; 二二 .1i[忙i円 1 ニ i‘.. • 、P

となり.個々の画像をそれぞれの観測過程に基づく射影フィルタで復元することと同等

である.しかし.いくつかの原画像の中に共通部分があるという

その知識を有効に利用することにより高精震の復元が可能である.

以下では.記述を鯖単にするために画像が2枚の場合を扱う.これを p枚の画像復元

の知識があれば.

に拡張するのは容易であるが.行列が大規模になるために計算機で画像復元を行なうこ

とが難しくなる.画像の共通部分を線形制約で表現するために次の補題を用いる.

補題 4.6.1(lVlagnus and Neudecker[21]).行列の種 .1l3(プが定義されるような 3憾

の行列.1.13. ('について

vec(ぺsC)ニ((".... ¥A)vec(s)， 

ここで.A .... Hは行列の h:1'011('(' k('1'穣を表す.

2枚の原画像を r;= (/1:;.1)， 1 :S; i S; n11・IS; j < 111、fii= (ん:i.i)， l:S; i S; lil2・l三jS;

172とする.まず¥原画像の中の一つの画素が共通である場合の制約について考える.図

l.lのように画像 Flの画素 fl:i1.iiと画像九の画素 /2日ヱυが共通であるとき.

e~.. . F，e ニ e'
'1 ‘~，...... ¥ '-"Tll ・il ....... 7ii:2‘12 ~・ n2 ・ p ‘
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図 4.1:一繭素が共通である 2枚の画像

が成 i)立つ.ただし、 e".iは第 i成分が iでその他の成分はりである単位ベクトルを表

す.補題 Ui.lから制約式

(eJ21・/1z;eJn1JI)1W(九)一 (eL.j」 4efnziょ)Yf'c(ι)= O. i
 

ρhυ 
• 1

 
(
 

を得る.したがって‘ I'~ の中の l 惜の画素 I1:i11.ill、...‘ 1"1:川 III と I'~ の中の l 闘の画素

/2:i21 川、 •. .‘jシ:1山 I
が共通であるときは.式(し6)から

)
 

f
4
L
 一一

司

l
i
t
B
2
3
1
1
1
1
1
1
1
」

T

I

-

-

f

、，み

ι
I
ι
ー

(

(

 

p

-

L

P

・、

ハ

札

口

、

可
、
ー
、

「
l
1
1
1
1
B
1
1
1
1
1
1
1
L

よy
f
 

f
L
 

である.ここで

e' e -e'.' e' rq九111 -- ~1T' 1.1 1l 'fIヱヘ121 思， 円 i2 .l21 

('pi.r. 

e' ー， e' e' e' 
"1..111 - ~ml.1 Jl J!2‘!2l {Ii 2・121

( 1. i) 

が成 i)立つ.

つぎに.図 1.)のような 2枚の原画像の長方形の領域が共通である場合の制約式を求

める.ディジタル画像の共通部分はいくつかの盟素の集合であるから.式(l.i)からど

のような共通部分の制約式も書くことができるので.この制約式も式(4.i)の特別な場

合になるが.航空写真の掠影などでは図 4.:3のような共通部分があることが多い.した

がって.このような場合の制約式も明示しておくと実用上有用である.
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国1.2:長方形の共通部分をもっ 2枚の画像
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函 4.:3:角が重複している 2枚の画像
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長方形の領域が共通である場合は.式(1.i)から
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ここで、行列 Iぃ。川れはそれぞれ (n.n)型単位行列.(111，1/)型零行列を表す.である.

式 (4.8)と補題 4.G.lから制約条件
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である.図1.:1のような共通部分がある場合は特に 1112 ml2二 n21ヱli721= 0になる.
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条件

[川(F1)1 E ran(I -C+C) 
γcc(F2l 

(ま

と表すことができるので.これらの制約式から.共通部分を持つ 2枚の画像を部分射影

フィルタ

H = V+A'{"十.
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下二(I-C;Cx ).1'[六 1(1-C;Cx). 

f.'=斗(!ー
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ここでには画素が共通である場合は (~fp!'，r. ~長方形がを用いて復元することができる.

また.部分射影フィルタは一般式(1.:3)において一般逆共通である場合は仁川・である.

として :¥1001'、トp守en川川1刊刊l'、os町守一般逆行列を用しいi.n" = 0としたものである.

射影行列([-C;Cx ) の計算は特異値.特異ベクトルによって求めるのが普通である

が.(f -(τ('1ζc. )はC，ζい C;.f<. = :2f川n であることから、簡単に計算することができる.
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である.

サイズの小さい画像を用いて.本節で述べた手法の有効性を確認する.図 4A(川、 (b)
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( a.) )
 

)
 

!
 

(
 

図上 1:原画像

は‘ともに縦‘横とも 10商素のおG階調モノクローム画像である.図，1.1(a)の右下，1x1 

画素と図1.1(h)の左上 1xl盟素が共通である.これらを原画像円.九とする.

観測モデルは観測画像を C1，cらとして

G;コ仁'4/';'('-1十ι 1= 、工

とする.ただし.

4 4 4 4 

。
C1ニ

4 4 4 

() 

。
り

.加法雑音を表す (10‘10)型行列εの各要素は互いに独立に正規分布 λア(0，ポ)，こ従うも

のとする.この行列仁川ま縦方向(横方向)に 4IOO素を平均する観ill作用素の表現であ

るから‘この観測過程は斜め方向の流れ画像に雑音が加わったものである.補題4.6.1

から

[:::::;|=[;:l[:::::ト
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図1.示観測画像

で.n rv :¥-(0、ポ[.，υυ)である.図l.;j(a)，(b)はσ2=:3としたときの観測画像である.

一枚の原画像の共通部分の制約条件は式(1.9)から

iγ肘 (Flll
('1 1 1 = o. 

1¥でc(九)1 

~-っ、，、~ ~ 

l"めゐ'-'--l". 

1
1
1
E
E
B
E
E
t
-
4
 

吋
，

B
B
s
a
s
s
a
-
-
J

X
 

ハUr
i
 

「
l
B
B
I
B
I
B
B
a相

句

i
l
l
l
1
」

X
 

ハリ7
J
 

F
E
E
E
E
E
Z
'
E
E
L
 

-
-
'
1
1
1
1
S
4
 7-X

 

ハU

P
-
-
E
B
-
-
E
E
B
B
L
 

『
.. 

-a--gSEE

・E・-d

γ
'
i
 x

 

ハU

T
I
l
i
-
-
L
 

w
t
a
l
i
a
e
B
E
B
-恥

一一
f
L
 

である.したがって式(1.11)から

1 I JI11 

Pran(l一寸C'i)ご/一仁了山-/ーヲ|
.;.， I-JJ21 
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(a) )
 

〕l
 

(
 

図1.6:部分射影フィルタによる復元酉像

ここで.

(OM06X41 (0041 JJ11 ヱ

04Xb J4 04X6 14 

ー [OG10“jlOG201，il12 一

L1 04X(i 

121 = [~叫ん| 14X 141 
。山606X4 6x6 0以 4

[ム九]e[ムい|λ1")") 二

UGX'I O(iXG I IOr;x.1 O(iX(i 

である.この制約条件を用いた部分射影フィルタ(1.1 0)による筏元面像が図1.6である.

比較のため、それぞれの観測画像を個別に射影フィルタで復元したものが間l.iである.

図1.6と図I.iの違いを明確にするために.ポ二l.3.:')の 1通りについて笥原画像

FI・L と復元商(象円、九との差 E二三tuzfzl(Vぞ仁川)-，-ec(F)'( ¥-川氏)-¥-ec(Fi)) を

計算したものが表4.1である.この表から本節で述べた部分射影フィルタを用いた復元

画像の方がより原画像に近いことがわかる.
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( a) )
 

、Jl
 

(
 

図 4.1:射影フィルタによる復元商像

表 4.1:景画像と復冗画像の差

E 部分射影フィルタ 射影フィルタ

σ2 = 1 150.1826 18i.002ろ

σ2 =:1 110.1ilG 1 i:j. ï:3~n 

σ“二:) 6~n.0162 860. i61宗
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4.7 一般逆フィルタと射影フィルタ族の統一理論

各種の最適復元フィルタを統一的に扱うことはフィルタ間の相互関係をより詳細に知

る上で重要である.小111[:WJ.小出他 [1i]では射影フィルタ族をある作用素方程式の解

として統一的に導くことができることを示しその表現を与えている.山下・小111[!)!)] 

では一般逆フィルタ及び射影フィルタ族.第 3章で述べるパラメトリックフィルタ族の

相互関係が研究されている.

また.山下・小J11 [!)6]では一般逆フィルタ及び射影フィルタ族と観測作用素の 1逆と

の関係について詳しく述べられている.

第 l章では一般逆フ fルタ及び射影フィルタ族をある方程式の九二最小のJf-最小二

乗解を与える作用素として統一的に理解できることを示した.結果を整理すると表 1.) 

のようになる.ただしい;}は原画像空間行lの完全正規直交基寝である

この結果をまとめて‘次の定理を得る.

定理 4.7.1.射影フィルタ族のー殻形は.任意の作用素 n'Eβ(行2・行tlをもちいて

と表される.ここで.

Hl'l・5 ご RF'寸RFAマ了一十 W(!-{'('-). 

(' = q十 .4HLr.

十 =RF.rr'-ARp: 

Rp 二 Pran(‘.¥")のとき射影フィルタ.

Rp ニ Pλーのとき部分寄せ影フィルタ.

Rp ニ R11立のとき平均射影フィルタ‘

である.また.ク ξ ni1l(C)であれば、復元画像 131'Fsgは一般逆および作用素 lrの選び

方によらず一意に定まる.

この定理から次の系を得る.
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表1.2:一般逆フィルタ及び射影フィルタ族の相互関係

|最適復元フィルタ| 方程式 ~ì~~ 
l 一般逆フ fルタ .lIヱク / 

射影フィルタ 」市、 11; l 

部分射影フィルタ ペサyι11; y人

l平均射影フィルタ x hi 11 ム\~

系 4.7.1(山下・ /J¥}II[55]).射影フィルタ族に属する最適復元フィルタについて次の

(i )"-'( i1i )が成:)立つ.

(i) R = 1であれば平均射影フィルタは射影フィルタに等しい.

( i i )に =Hlであれば部分射影フィルタは射影フィルタに等しい.

(iii) (2ニ/であれば射影フィルタは一般逆フィルタに等しい.

[証明]

(i)， (ii)は表 1.)から明らかである.定理:3.:3.1から一般逆フィルタは 1-最小の L最小

一乗解を与える作用素であり.系 :.Hi.5からその作用素は ..1x の 1-最小の ι最小二乗解

を与える作 に等しい.したがって (iii)が成り立つ. 口

定理4.i.1および系 4.i.1は山下・小川 [55].小出他 [1i]でも示されている.山下・小

川 [55]では具体的な復元フィルタの式から、また小出他 [li]では射影フィルタ族が満た

すべき作用素方程式からこれらの性質を得ている.一方.本章では一般逆フィルタおよ

び射影フィルタ族を JI-最小の入人最小二乗解として統一的に導出できることを示した.



第5章 /¥ラメトリックフィノレタ

5.1 はじめに

i意ではある制約条件を満たすものの中から他方の を最小にする画像を与え

る作用素について述べた.これらの作用素はいずれも第 :1で述べた九三最小の ;¥1-最小

二乗解を与える作用素として統一的に扱うことができた.

5章で述べるパラメト 1)ックフィルタは二つの最適基準の重みつきの和を新たな

最適基準としそれを満たす画像を与える作用素である.一つの汎函数を最小にする解

を求めればよいので、作用素の表現は比較的簡単になる.また.二つの最適基準の重み

を適当に与えることによって、どちらの基準をより重視するかを主観的に決めることが

できる.

パラメトリックフィルタの最適基準においては作用素のノルムを以下のように定義

する.

定義 5.1.1(ヒルベルト・シュミットノルム).作用素 .1lこ対して

11.-¥ 1 /:Jご(工 (.-¥"'.-¥u川町)) 1 /2. 

<::::::1 

を作用素ぺのヒルベルト・シュミットノルムという.ここで {Ui}は冗iの任意の正規

直交基底である.

作用素 Aが半正であれば

2二(ペU;・川、

は正規直交基底の選び方によらず一定である.したがってヒルベルト・シュミットノル

ムも矛盾なく定義される.
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5.2 パラメトリック一般逆フィルタ

第1.:2節で述べたように.一紋逆フィルタは IIAHg-gllを最小にするものの中で IIBglI

を最小にする作用素である.パラメトリック一般逆フィルタはパラメータ可を用いて二

つの基準の重みつき和

IIABg -glド十ゥIIHgl12剛

を最小にする作用素 Brど~JJ;-( ワ )εβ(行2. 冗Ilである.

定理 5.2.1(山下・小JII[55]).任意の作用素 AE B('日1・冗2)に対してパラメトリック

一般逆フィルタ街地1F(勺)が存在し

Hp(;rP(ゥ)= (AXA +ゥ/)-1Aぺ

である.

パラメトリック一般逆フィルタと一般逆フィルタの関係は以下の定理により得られる.

定理 5.2.2(田中他 [4.5]).作用素 /lがコンパクト作用素でρεrei.ll(.4)= rall(.l)ムであ

れば

11 13PG1F(づ)g- 13w Fg 1ト→ 0、ウ---0-0、

である.

作用素ぺが有限階でないコンパクト作用素の場合は‘一般逆

.'¥t :冗2→ 'H1‘ 

は定義域がnm(:l)，=ran(/l)よ(c行三).である間作用素になり.定理.).:2.2は .4tの定義域

に属する ρε 行2 に関する収束を保証している.行2全体に対してこの性質が成りずつ

のはコンパクト作用素.'¥の領域 rei.Tl( .¥)が有限次元部分空間である場合に限られる.こ

のような作用素を有限階であるという.

有限階の作用素に関して次の補題が成り立つ.

補題 5.2.1(Riesz and Nagy[42]).作用素 .1E B(冗1・行けが有限階であれば、作用素

AXξβ(行ゎ行Ilが有限階である.
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5.3 パラメトリック射影フィルタ

第七:i節で述べた射影フィルタは IIBAf-fllを最小にするものの中で En11Hn11を最

小にする作用素である.パラメトリック射影フィルタはパラメータヮを用いて二つの基

の重みつき和

11 B."l-~印刷 (5.1) 

を最小にする作用素 f3FFdゥ)εβ(行2.行Ilである.

パラメトリック射影フィ ルタは復元画像の画像成分が原画像の射影になるという射

影フィルタの条件を少しゆるめることによって.雑音を大きく抑制することを目的とし

ている.

定理 5.3.1(Oja and Ogawa[37]).値域 ran(ゥQ十AA")が南部分空間であればパラ

メトリック射影フィルタは存在しその一般形は任意の作用素 II・巴 β(7七、Hllを用いて

BFF!-(ゥ)二 .rc(ゥド +lqI -U(-r)U(ゥ)一). (5.2) 

nゥ)ニゥQ十 ..-.i/:lX • 

である.また.g E ran( {"(づけであれば.復元画像はー逆および作用素 wの選び方に依

らず.一意に定まる.

パラメト))ック射影フィルタと射影フィルタの関係は以下の定理により得られる.

定理 5.3.2(山下・ IJ¥JII[55]).作用素川づ)=ゥQ十 AAXが有限階であるとき.

11 BFF!-(づ)-Bn' 11----* 0、 可 → 0‘

である.

5.4 パラメトリック部分射影フィルタ

第4.40節で述べた部分射影フィルタは IIB.i/-Pra川九 ¥")/11を最小にするものの中で

E"IIBnllを最小にする作用素である.パラメトリック部分射影フィルタはパラメータゥ
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を用いて二つの基準の重みつき和

1113.¥ -Pr叫 h..n，，~十づ E" " lJn 11
2
‘ 

(.3.:3 ) 

を最小にする作用素 13PPTPfイゥ )εβ(冗2・冗tlである.

パラメトリック部分射影フィルタは復元画像の画像成分が原画像のl'etu(r，λ;.r)への

射影になるという部分射影フィルタの条件を少しゆるめることによって.雑音を大きく

抑制することを目的としている.

定理 5.4.1(杉山・小)11 [44]).値域1・au(づQ+ .1FK:Aつが関部分空間であればパラメト

リック部分射影フィルタは存在し.その一般形は任意の作用素 n'ξβ(H2、Htlを用いて

BpPTPd~1 )ニ Pλ>lAF(;)↑十 111I-FhH7(づ)-). (5.4) 

下(ウ)ニづQ+必 lPλ;.r.

である.また.9 E ran(l'(;))であれば.復元画像はー逆および作用素1¥'の選び方に依

らず.一意に定まる.

パラメトリック部分射影フィルタと部分射影フィルタの関係は以下の定理により得

られる.

定理 5.4.2(山下・小)11[55]).作用素 C'(づ)=ゥQ十 AP;;:.rが有限階であるとき、

I1 HJ'l) Tl)d~;) -Brr川

である.

5.5 /'¥ラメトリックウィーナーフィルタ

第1.;')節で述べた平均射影フィルタは ¥j(" 13. ¥f -f ，，)を最小にするものの中で

EnllBnl1を最小にする作用素である.パラメト 1)，)クウィーナーフィルタはパラメータ

「を用いて二つの基準の重みつき和

1j(11 BAI -I 112)十ゥE))11 B 1I 11 2
• (5..) ) 
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を最小にする作用素 Hl'IFF(i)E l3(冗1・'H1)である.

実数勺二 lのときパラメトリックウィーナーフィルタはウィーナーフィルタ[!')1] 

になる.

定理 5.5.1(小JII[28]).値域l'an(~iq +ぺR.tつが間部分空間であればパラメトリック

ウィーナーフィルタは存在しその一般形は任意の作用素H"E l3(行2.行1)を用いて

Bplrp(ゥ)ご R.rl'(ゥ)l十 lr(!-C'(ゥ)l ，'(ゥ)-). (ろ.(i)

C(づ)ニゥQ十 .1R.I.". 

である.また‘ク εnm(l'(づりであれば.復元商像はー逆および作用素 H'の選び方に依

らず.一意に定まる.

パラメトリックウィーナーフィルタと平均射影フィルタの関係は以下の定理により

得られる.

定理 5.5.2(山下・小)11[55]).作用素l'all(-JJ十 _lR.l")が有限階であるとき‘

11 HFI¥"1'(;) -H，'ll'F 11-→ O.ゥ→ O.

である.

5.6 パラメトリック射影フィルタ族の統一理論

パラメトリック射影フィルタおよびパラメトリック部分射影フィルタ.パラメトリッ

クウィーナーフィルタはいずれも射影フィルタ族に属する最適復完フィルタの最適基準

の重みつきの和を最小にする作用素であることから.パラメトリック射影フィルタ族と

しミつ.

Imai et aL[ 12]ではパラメトリック射影フィルタ族をある汎函数の最小値を与える作

素として統一的に導くことができることを示し.その表現を与えている.
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補題 5.6.1(Imai et al.[12]).パラメトリック射影フィルタ族は

(lJ.¥ -f(r)H}.r十ヮ U(!= O. 

の解として与えられる.ここで、

である.

[証明;

Rr: ニ丸山(.¥つ.RTニ Iのとき Bppp(づ).

Rr: ニ Pλ:‘RT二 Pra川P入手 4つのとき BpPTPlア(づ).

Rr: 二 RI/2， RT= 1のとき Bpl!・p(ゥ)、

(，)，I) 

(ろ.京)

パラメトリック射影フィルタ族の最適基準である式 (5，1)ベ，).:町、(;).5)からこれらの作

用素は

.J(づ)二 tr((BA-RT)Rf.(B.l-RTn +ゥEη11B" 11
2

• 

をみたす.ただし作用素 K¥J. RT は式(:).~)で定義されたものである.作用素 B に変分

bHを与えることにより J(ゥ)の変分 bJ(ゥ)は

め.J(ゥ)= 2Rdtr(( HA -RT)R~.AxbH 十ゥ BqbH)) = O. 

となる.変分613は任意の作用表であるから.

Rぞれr((B.l-RT lR}A X 十づBQJJニ O.

となる.変分 ibsを与えることにより.同様にして

Im(t州 HA-RT)RiAX十ゥHqll=0. 

が成り立つ.したがって作用素 Hは

(ι HTlU}.¥X +ゥuq= O. 

の解である.

この補題からパラメトリック射影フィルタ族の統一的な表現として次の定理を得る.
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定理 5.6.1(Imai et al.[12]).式 (G.i)を満たす作用素は常に存在する.その一般形は

任意の作用素 H'εβ(万三、冗1)を用いて

ß}-'PFs(-J) ニ RJ，"r[~( づ)一十 H"(J -ChVー(づ)-). 

l/(てl)=.1ffLr+づQ.

である.

[証明]

式(九.i)から

sC(ゥ)二 13713LAr-

C(ゥ)ェ .4R}，'i'"十づQ.

である.式日.8)より NTH:， =Riであるから任意のづ >0に対して

kcr( l/ ( -tl) C kcr( H~. γ) ， 

が成り立つ.したがって補題 :3.4.1により方程式 (.J.i)は解をもち、その一般解は任意の

作用素 11"E B(行ゎ行Ilを用いて

となる.

f3l'FFs(ワ)= n~-.，\去十 ha)一十 W(E -U(ゥ){-h)-L

l'(ウ)= AR}，.r十 1・Q.

結果を整理すると表 :).1のようになる.この結果から次の定理を得る.

系 5.6.1.パラメトリック射影フィルタ族に属する最適復元フィルタについて次の(i). 

( I I )が成り立つ.

(I) R = !で、あれば、パラメトリックウィーナーフィルタはパラメトリック寄す景5フィル

タに等しい.
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表弓.1:パラメトリック射影フィルタ族の相互関係

最適復元フィルタ RF 

ノfラメトリック射影フィルタ PranC'l *) 

ノfラメト 1)ック部分射影フィルタ P}(‘ 

ノfラメトリックウィーナーフィルタ H1/2 

(ji )κ ニイ行1であればパラメトリック部分射影フィルタはパラメトリック射影フィルタ

に等しい.

定理.).:3.2.5.4.2. .).5.2と定理 .).6.1をまとめて.射影フィルタ族とパラメトリック射

影フィルタ族に関する次の定理を得る.

定理 5.6.2.作用素 C(づ)=4Ri守f 十ゥQが有限階であるとき、

IllJpPf¥hl -13PFs 11-: 0，ゥ→ O.

が成り立つ.ただし作用素 HFは式 (;").8)で定義されるものとする.



第11部

摂動に対する最適復元フィルタの性質と

正則化パラメトリック射影フィルタ族



第6章観測過程と画像復元

第2章で述べたように.画像観測および画像復元のモデルはそれぞれ

ク = .'¥I十 1/.. I E行1・ク・ 11E行2‘

f = Ug， fξ 行ト

と表される G ここで.復元作用素 Bはある最適基準を満たす復元画像を与える作用素

であり、最適化基準の設定によって種々の最適復元フィ ルタが得られることを第 i

およびで第ろ章で示した。

これらの最適復元フィルタは観測作用素および雑音の相関作用素、原画像の相関作

用素から構成される D つまり、第 1章およびで第 3章で示した復元フィルタは原画像と

雑音の統計的性質および観測過程がすべて既知であるという前提の下で構成されたも

のである。しかし、カメラの一様な移動(横への等速運動など)による観測や大気の

擾乱のように劣化の要困が物理的に明確なもので、観測作用素がそれに基づいて求め

られる場合や、天文学においてぼやけた星の像から観測過程を推定できる場合を除け

ば観測作用素の正確な推定は通常図難である C したがって、現実の画像復元において

は観測過程や画像空間の統計的性質は未知であるか、あるいは経験的知識や観測の繰

り返しによって近似的に得られているか、のいずれかであると考えられる c

(i:) 
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6.1 観測過程が未知の場合

観測過程や画像空間の統計的性質が未知の場合には、観測作用素と復元画像を同時

に推定することになる O 加法的雑音がないと仮定すると、観測モデルは

タ二 .1r rξ 行1・gE行2・

で、観測画像gのみが既知である。このモデルの下で」と fを同時に推定するために

は何らかの先験的知識あるいは仮定が必要になる o (‘han a.nd ¥Vang(:せでは観測作用素

の対称性を仮定してブラインド・デコンボリューション法 (BD法)と正則化を組み合

わせた復元手法を提案している。また、梅山 [1~) 、ろ0] ではぼけた画像を様々な方向にず

らした画像を用意し、それらの画像に対して I(λ(InclcpcnckntComponcnt AnaJysis) 

を適用することにより復元する手法を提案している c

BD法、 ICAのいずれの手法においても、ある評価関数の最小値(あるいは最大値)

を求めるために非線形最適化を行なう必要がある O このため、効率的なアルゴリズム

に関する研究も多い (Chelnand ¥Vong[:3]， Il‘W 

6.2 観測過程が推定できる場合

観測過程が推定できる場合には‘推定による精度が復元画像に及ぼす影響を評価する

必要がある D 観測作用素および雑妥.原画像の相関作用素などが推定されたものであれ

ば.それらは真の作用素とは微小に異なっていると考えられる.また.とルベルト空間

論を画像復元理論に用いる場合.原画像空間および観測画像空間の内積も既知でなけ

ればならない.しかし画像間の距離には心理的な要素も含まれており.それがヒルベ

ルト空間の内積から定まるノルムと一致する保証はない(小JIIら[:32]).ヒルベルト空間

の内積を変更したときに最適復元フィルタにどのような影響を与えるかは山下・小)11

[!)l]で検討されている.その結果として‘異なる最適基準に基づいて構成された最適復

元フィルタが.内積の選び方によって同等のものになる可能性があることを示している.
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第G章.L-j、降では.観測過程に現れる作用素が真のものと微小に異なる場合、その差異

が復元画像に及ぼす影響について考察する.第 l部において画像観測および画像復元を

一般のヒルベルト空潤論を用いてモデル化し種々の最適復元フィルタを導出した.第

II部においては観測作用素として値域が閉集合であるコンパクト作用素を用いる.その

ため.原画像空間と観測画像空間が共に有限次元ベクトル空間であることを仮定する.

したがって.有限次元の実ヒルベルト空間として行i二二 R7¥行2 ご R問、を用いることに

より.画像観測および商像復元のモデルは.

g ニー1f十n. f E R".g.n E Rrr
¥ 

fυ ニ sg. fuξ Rf¥ 

と表される.ここで.斗.Bはそれぞれ(川、 n)型および (n、m)型行列である.いま.同

ーの観測過程に対して、，y組(:¥fと 1)の涼画像と観測闇像の組 (fi.g，).iコ1.• • . .九三

が与えられたとき‘これらの画像の組から .1.q. Hを推定することを考える.推定量

よ Q.Hとして一致性を満たすものを選べば‘ N→ χ のとき(すなわちキー→ Oのとき)

/¥→ A.q→ Q‘H→ Hが成り立つ.このようにしてぺ、 Q.Rを推定した後に、原画像

が未知の観測画像を g からの復元問題を想定する.これを.L-j、下のように定式化する.

原点を含む領域 f)C Rl:の上で定義された連続な行列関数/¥(s)‘q(s)‘H(s).s E D 

が条件

.'1(0) = ..1. Q(O) = q. H(O) = f仁

を満たすものとする.ただし.(111. n)型行列関数.¥ (♂) = (Oi.l(a))の連続性は (fi.l(a)を

R川の点とみなし、その点列の収束性によって定義する.

この Ji(s).Q(s).R(s)から得られる最適復元フィルタ s(s)による復元画像s(s)gは.

s → 0のとき.真の作用素 .LQ.Rから得られる最適復元フィルタ Bによる復元画像

sgに収束するかが問題になる.

次章以降で一般逆フィルタおよび射影フィルタ族.パラメトリック射影フィルタ族に

ついてこの問題を考察する.



第7章 摂動に対する射影フィルタ族の

性質

7.1 はじめに

本意では.第 7章での定式化のもとで、観測j島根に表れる作用素の摂動が一般逆フィ

ルタおよび射影フィルタ族に与える影響について考察する.第 1で述べたように‘一般

逆フィルタおよび射影フィルタ族は;¥I静最小の :v-最小二乗解を与える作用素として統

一的に表現できる.本章ではぬ¥1-最小の J¥二最小二乗解を与える作用素の摂動に対する

性質を述べてから.それを鰐々の最適復元フィルタに適用する.まず、次の補題を示す.

補題 7.1.1.行列.¥と原点の近傍を含む領域 Dで定義された連続な行列関数.'¥(8).8E D 

がともに (111.n)型で

ぺ(8)→.¥. 8 → O‘ 

あるとき‘次の (i)べii)が成り

(i)原点の近傍で

1・auk(A(8))とra.uk(.l).

(ii)原点の近傍で rallk("i(8))> rallk(Alであれば

'-¥"'(8)b(s)→ O‘ S → O. 

となる単位ベクトル b(8)εra.n ( . t( 8 )) n r a.ll ( .1 )ょが存在する.

ここで， 1'eUl k( .，1)は行列 Aの階数を表す.すなわち.rallk(..¥)=ヱ dim(ra日(.¥))である.

ρ
りto 
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[証明]

rallk(.'t) = /'とすると、行列.tの n個の列ベクトルの中から r個の一次独立なベクト

ルαト・..、αJを選ぶことができる.これらをもちいて.

ムニ (α1....，α，.] 

とする. さらに‘ αト・・・‘ αJ に対応する斗(8)の γ胞の列ベクトル α1(8)‘・・・司氏、(8)に

よって

.-:-1，.(8)ご {α1(8)...ι，.( 8)]‘ 

とする.

( (i)の証明)

ベクトル αトー・・、 αJが一次独立であることから‘

市iし11'A;l:1り.

行列式の連続性から

detし¥.，.(8) .¥.; (8))→det(諭 1{'.'1;)チ O. 8 → O. 

したがって.原点の近傍では dd(A，.(引A;(8)):1りとなり.原点の近傍で 1、個の一次独

立なベクトル α1(8). . . . .α，.( 8)が存在する.

((ii)の証明)

原点の近傍で単位ベクトル b(8)モra.n(A( 8)) n ran(九(8))ょが存在する.したがって

(αj(8).b(8)) = O.ゆえに.1三j:::; rに対して‘

|α河川)1三iα;(8 )b(8)1十 I(α，(8)-α，)市(8)1→ o 

が成り立つ.

ロ
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補題 7.1.2(i¥llagnus and Neudecker[21]).行列 4と原点の近傍を含む領域 Uで定

義された連続な行列荷数 .1(8)，8Ef)がともに(rn‘n)型であるとする.

11 A ( 8) - .1 11→O. 8 --:-0、

のとき.次の(i ) "-' ( i i i )は向値である.

町、‘.Ea
，，2

・官ヨ・・
/，，‘、、

.¥+(8) .¥+. 8 →O. 

、1
E

，r
.，，

.a 

-
官
ヨ
-a

，，，，‘、、

Prall(..¥(日))→ R・all(.¥)、 8 叶 O.

(iii)原点の近傍で rank(.1( 8) )ニ ra叫.;:(.1). 

(証明1

( (i )中(ii )の証明)行列関数.1.(8 iの原点での連続性から 11 .，1(8) 11は原点の近傍で有界

であることに注意すれば.

11 ~尺rれ山.、ιU凶叫u山1刈(勾ぺ1川川川(作川$吋)川) 一 円九之a叫仙叫11山n川1川(.ぺ刈iり)11 二二::11 ‘ 1 (は川S判)ト.1ド十(8) 一 4λA .. ポφ

三引11卜&斗4剖(8剖)1山11山11.4ド+(8剖)一 .4+ 11 時十ト 11.4剖(8副)一 .41川11川11.4+11 → (りl. 8 → 0 、

である.

( (ii )キ(iii)の証明)

対{需を示す.原点のいかなる近傍においても rallk(.1(8))ヂraIlk(.l)とする.補題

1.1.1から rallk(A( 8))とrallkし1)であるから.

α(8) E rall ( .l( 8))丹1'ei1l(.'¥)よ‘

なる単位ベクトル α(8)E RfIIが存在する.

11 (fら刷(s))- Pra削
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であるから.原点の近傍で 111仏外t(s))- Fran(A) 11と!となり.九州(ぺ(5))は Pran(ぺ)には11又

しない.

( ( i i i )キ(i)の証明)

任意の bεR'" に対して.;¥+( S)の特異値f!i(s)と特異ベクトル Uj( s ). V j ( s )を用いて.

"l+(s)bニナーに(b"v;(s))仏 (s)・

fzTllJ(s)f J 

ここで.{171(s)....・V，.(S)}は部分空需 rau(ペ(S))の正規直交基底.{uds).... .U，.(8)} 

は部分空間ker(.i(8) )ょの正規産交基底で.μi(8)> 0である.行列 "1+に関しでも向様に

i+bニ富士(VWJ

とかける.ここで./' = rank(.i)二 rallk(.'i(s))である.条件斗(s)→.4‘s→Oから

メ/;(8)→ fl，・

りj(s)「 E71・

u)S)→ zι，. 

が成り立つ [l!].したがって任意の bεR'''(こ対して

.'i+(s)b → i+b. s →O. 

である.
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7.2 摂動に対する擬ノルム最小の最小ニ乗解を与える作用

素の性質

第:3.G節で述べたとおり.入ー最小の JJω 最小二乗解を与える作用素 Gの一般形は定理

:3.G.:3より

(，' = (.'-"r :1/1/2¥寸J11/2十(!-('-C)lL 

('ご ;V十斗七¥/斗、

トコ ;¥11/'2A(--A X J/1/2 

である.行列 Uは一般逆と任意の作用素H'の選び方に任意性があるため‘一意には定

まらない.しかし、系:1.6.:3で述べたとおり.:i-E 1'an(九「十 /¥xJ/.'I)であるような九'-最小

の Jl-最小二乗解はこれらの選び方には依らずに に定まる.この場合.行列 Uは

股逆と¥¥・の選び方に依らず問ーの解を与えることから‘一般逆として .¥1001'('-PC11 rOfiC 

一般逆行列をとり.また.11'=0とする.したがって

n = (.'-AXJ11/2V十‘¥11/2

{ナニ入ア十 "iXJLL

l'二 JJ1/'2AF-"rλJ1/2‘ (i.1) 

である.これからは混乱がない限り行列関数の積 A(s)H(s)C(s)を(斗β仁川s)のよう

に表す.

定理 7.2.1(今井伯 [11]).原点を含む領域 J) C Rk上で定義された連続な行列関数

:¥ ( s)， :¥1 ( s ). :¥' ( s )が条件

.1( 0)二 .L.:1J(O)ニ.:1J.人ー(0)ニ入三
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を満たすとする.行列心を式 (7.1)で表される (1人 m)型行列『行列関数 G(8)を

σ(8 )ニ ([C-.1~ ..:111/21"+ J11j"2 H 8). 

['( 8) 二九γ(8) 十し\~AI .¥ ) (S)‘ 

¥ '( 8)ニ(:¥1l/l..¥C-/l" JI 1/2)( 8). 

とする.このとき.次の(i )‘ (ii)は同値である.

)
 

-
i
 

d1 

心(8)→行、 S→ o. 

( i i )原点の近傍で

l"emk( (JI A)( s))二 I"ewk(J/.l)‘ (7.2) 

かつ

({.-十.¥XJ/1/2)(8)→{' (7.:]) 

[証明1

( (i)二会(ii)の証明)

対偶を示す.

まず.原点のいかなる近傍においても式(7.2)が成り立たないとする.このとき.補題

'i.l.l(ii)から

(ぺxJ1)( 8 )y( 8)→ O、S→ o. 

となる単位ベクトル

Y(8) E ran((:¥1.4)(8)) n kcr(AX;¥I). 

が存在する.式 (7.1)から kf'r(C;)コkf'r(.-¥.x;1l)が成り立つので.

GY(8) = o. 
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一方.行列 (;(s)が方程式 A(s)x= bの ;¥(s)信最小の "1(s)-最小二乗解を与える行列で

あるから.系 :3.().lにより

(GX.iXJ1.l.)(s) = (J1.¥.)(s). 

を満たすことと.適当な x(s)εR"を用いて

ν(s) = (:lI.l)(s)x(s). 

であることから.

((;X.r)(s)y(s) ::ご υ(s). 

が成り立つ.したがって

(.ns)y(s)、(，'(s)y(s))ご(((にド)(s)y(s).y(s))ごし

より.条件 (i.引が (;(8)→(;.s → Oの必要条件であることがわかる.

次に条件 (i.:Z)は成り立つが条件 (7.引は成り立たない場合を考える.性質

1・allk(JJ A)二 rallk(;¥11!2il)= rank(.4九1l1(2)，

と条件 (i.わから.原点の近傍で

relllk(.-1"':lI1
/
2
) = rallk(.rJJ1

/
2(s))， 

が成り立つ.したがって補題 7.1.2から

(;¥[1/2 ¥'十)(s)→ :¥[1/2¥・+ S → 0、

を得る.また.条件 (7.:3)が成り立たないので‘原点の近傍で

(;¥/1/2A{'+j(s)x(s)→ XI・

λ]1/九tU+x(s)→ x')

(7.1 ) 
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かつ alラt:.a2となる単位ベクトル削s)εR"が存在する.もし、 λJ1/21-+がrall(JJ1/2A) 

上で単射であれば.

II ，¥/1/2十十J/I/2Alマ+a(s)一(:¥11/2v+)( s)( J/1/2.-¥U十)(s)♂(s) II 

とIIJJ 1/2 ¥-+ {J/I/2 A下+a(s)一 (J/1j2AC+)(s)a(s)}II 

一 11 (J11/~\-+ :¥J1/2川市)(s)a(s)-:¥11/1¥勺:¥Jψ Ar-+)(s)a(s)/1. 

から G(s)7んfiが示される.実際‘

ra川 i-)二日ll(λJ1/九1). 

_lXJJl/2i-+下ニー1xJJl/2‘ 

が成 t)立つので.

JJI/2i咋 (i-a)ニ O. ♂ εR'¥

とすると.

/¥X ;¥11/2 ¥.-+十a= .-¥x:¥J 1/2a = O. 

から

z εk('r( A X ~\l 1/2) = ran ( :¥11/2 A )ムヱ ran(¥・)土=kn( ¥)， 

となり .¥-a = 0から :¥JI/2¥・十が 1、れn(JJ1!2A)上での単射となる.以上により (i)中 (ii)

が示された.

( ( i i )中(i )の証明)性質

ra.n( JI A)エ nill(:¥J 1!2.'¥)‘ 

ran( ¥-)コ 1・an(:¥1 1/2/¥ i‘ 

から.原点の近傍で

rauk(i-)ニ rallk(i-河川、
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が成り立つ.したがって.条件 (7.2)と補題 7.1.2より

1ャ+(8)→，.十、

を得る.さらに条件 (7.:討により.

(;(8)→ G. 8 → O. 

が成り立つ. 口

系 7.2.1(今井他 [11]).行列関数斗(8)，:11(8)‘庁(8).G(8)および行列 A.:11.:V. G を定

理 7.2.1と問様のものとする.行すiJ:Vが正則であれば次の条件(i )と (ii)は問値である.

(i)原点の近傍で

l'e1Tlk(T¥Ll)( 8)) = 1"el1lk(Jl.l). 

i
 

l
 

-
-(
 

(::(8)→ G. 8 →O. 

[証明

行列九一の正則性と行列関数人'(8)の連続性から ;¥'(8)は原点の近傍で正期である.し

たカ古って

l'eHl( C( 8))二 ran(( .Y JJ ) (8) )て ran(:V(8))，

より.("(8)は原点の近傍で正則であり、

C+(8) = [ァー1(8)→ fナ+= ["-1.8 → O. 

が成り立つ.ゆえに.，¥ーが正則であれば定理 7.2.¥の条件(，11)は満たされる.よって条件

(7.2)が G(8)→ G.8→ Oであるための必要十分条件である. 口
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7.3 摂動に対する一般逆フィルタおよび射影フィルタ族の

性質

定理 i.2.1および系 i.2.1から‘真のものから微小に異なる作用素に基づく一般逆フィ

ルタおよび射影フィルタ族の性質を導くことができる.ただし‘一般逆フィルタおよび

射影フィル夕方矢は

HC7l1マ =.'1+ (i.:)) 

日l'Fsコ HF¥・十 Hl'・4X

{'十. (i.G) 

{'ご Q十4Rif.

下ニ RF.r[γ 十RF‘

とする.射影フィル夕方矢については

RF' 

Rp 

Rp 

1"のとき射影フィルタ‘

Pλのとき部分射影フィルタ‘

Rl/立のとき平均射影フィルタ

を表す.これらは射影フィルタ族の一般形である式(1.1)， (1.:.q， (1.1 )において一段逆と

して :¥1001'('-PC11 1'Of;C一般逆行列を用い.11" = 0としたものである.射影フィ ルタ抜の場

合.画像観測モデル (6.1)のもとでは‘観測画像gは1'all(C)= ran(.lRr)己1'an(q)の元

であるから.定理1.:3.1，定理1.1.1.定理1.:'5.[で示したように.復元画像は一般逆および

作用素 wの選び方によらない.したがって‘射影フィルタ族として特に式 (i.6)として

よし¥

射影フィルタ族は方程式，，¥X a= bのοm最小の H}-最小二乗解を与える作用素である

ことから次の定理を得る.

定理 7.3.1.行列 .1.Rf 、Qをそれぞれ (11/， 11)型， (ll、llj型‘ (11/.111)型の行列‘原点を含

む領域DCRJ: された行列関数ーl(s).Rp(s). Q(s)をそれぞれ行列 .1.R，ア‘Qと向
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じ型で.

.i(O) = .L Rr(O) = Rj¥Q(O)=Q
‘ 

をみたすものとする.さらに.行列関数.t(8).RP(8)， Q(8lに基づく一般逆フ fルタお

よび射影フィル夕方矢を

BGII-'(8) = .1+(8). 

lJ!-'rs(S) = (RF¥・+R/-"，¥X{'+)( 8)， 

['(8) = Q(S)十(AR~A'" )(s)， 

¥ '( 8) = ( R F ..i 
X (γ十R}司 )(8)‘

とする.このとき.次の(i )、 (ii)が成り立つ.

( i )一般逆フィルタに関して

Hc;[p(s)→ Hr;r[¥S  → O. 

となる必要十分条件は.原点の近傍で

1・auk(.l( 8))二日nk(‘i)‘

が成り立つことである.

(ii)身す景5フィル夕方矢に関して

!J円、(8)→ !JJ-'Fs‘
S→ O. 

となる必要十分条件は.原点の近傍で

rank( ( R1¥4"')(8)) = rank( RFX")、

かつ

(Rp..il寸 )(8)→ Rp.i
X ['+. 8 -+ O. 

が成 r)立つことである.

( 7.7) 

(7.8) 
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[証明]

(i)は補題 1.1.:2より明らかである.(ii)は射影フィルタ族が.¥，"a= bのq-最小の R}-

最小二乗解を与える作用素であることと

rauk(Rr.r) = rallk(Rj...r). 

が成り立つことに注意すれば定理 1.:2.1を用いて示される. ロ

定理 1.:).[から.推定された作用素止此Qが真の作用素止日、Qに十分に近い場合で

も.斗.R.q，こ基づく一般逆フィルタおよび射影フィルタ族民;11・.H]'ハは Hca!-¥H}，Fs

に近いとは限らないことを示している.

定理 1.3.1と補題 1.1.2から次の系を得る.

系 7.3.1.原点の近傍で

rank((HF.r)(s))コ rれnk(HrAX). 

rallk( [ア(s))二 raぱ((C).

が共に成り立っとき.

IJp]冶(s)→ Bl'Fs・ S → O. 

である.

現実の画像復元においては雑音の相関作用素(分散共分散行列)は正別であること

が多い.この場合には次の系が成り立つ

系 7.3.2(今井他 [10]).行列 Qが正員IJである場合.次の (i)と(ii)は同憶である.

( i )原点の近傍で

1・ank((Rr.仁川s))ニ rauk(Rr.1 X). 

)
 

-
1
 

・
1{、

Hrrs(s)→ Hrrs・ s→ O. 
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7.4 数値例

本節では摂動が射影フィルタ族に与える影響を数値例によって検証する.以下の数値

実験では.最適復元フィ ルタとして射影フィルタを用いる.したがって.定理l.:-uから

Hp1守 =¥"十.r{'十、

(' = q + AAx. 

¥.二=AX{'+ ._¥.. 

である.本章以降の数値例で用いられる(1仏 16)型行列 (177を次のように定義する.

(1 (2 ・・・ (J(j 

一一
{
 

〉l
 

f
、

CIろ

(2 C:，. ・・・ <'1 

'--'--で.

I 1 
‘ I Ti. 

Ciニ 1

10. I=n十1... . .1G. 

とする.

以下の数値実験では.真の観測作用素はじであるものとする.この観測作用素は縦

方向の i画素を平均するものであり.縦方向の流れ画像が観測画像として得られる.ま

た.雑音の相関作用素は C2(':;とする.

実験 7.1.実験 i.1においては

I4()一一仁)εR

Qdバェ Q，

とする.実数 8が0に近付くとき.行列 "lds)も.¥.に近付く.また.

rau( C，，，) C rau( C1 )、
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PF. PF.true一一一一

0.8 

0.6 
{
の
)
凶
』

0

由。o-ohcコ
ぢ
的

0.4 

0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 

s 

0.04 0.03 0.02 0.01 

0.2 

。。

図 7.1:摂動が射影フィルタに与える影響(実験 7.1)

から.原点の近傍で.

nmk( '.¥1い))= rank(A)、

が成り立つので.系 7.:3.1から

A → O. 13Pl'( 8)→ 13jJF・

が成り立つ.

-->-
ぐ苧油

、ーー摂動の

ι(8)コ tr( 13l'J-.(8) - 13l'F l( Bl'I'(.~) -131'1マ)ソ(IGxlC). 

で評価する.

このグラフから、原点の近傍ではどい)図 i.lの横軸はベ縦軸はJEい)の値を表す

の値はほぼ.Jのオーダーであることがわかる.

C.1十・S(C':l- Ctl‘ぷ E R、

Q. 

実験 7.2.実験 7.2においては.

(Qds) 
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(川二
Q:l(δ) ニ

仁1十ぷD‘.';ER‘ 

(Q十ぶ(Cr;- ('2))(Q十 .，;(CC-(2))ぺ

とする.ただし.

1) = (d，.I)‘ 

~ぞt

L 

/
1
1
1
1
1〈
1
1
1
1
1
1

一一
I
'
t
 

J
t
 

iごしJごろ.G. 7.1-¥. 

その他.

である.

実数与がりに近付くとき、行列 "12(8)‘A，，(・s)とも」に近付く.しかし /12(δ)は定理

7.:3.1の条件式(7.8)を満たすが、条件式 (7.7)を満たさない.また."1~(δ) は定理 7.:.3.1の

条件式 (7.7)を満たすが.条件式 (7.8)を満たさない.したがって.いずれの場合も sが

Oに近付いても βpd叶は Bppには近付かない.このことを実験 7.1と同様に

L(パ)二 tr(IJp;.(川一 β円)(BpF'い BpF'f/(lGx 1G)， 

の振韓いによって確かめる.

図 7.2の横軸は・官、縦軸は何日の値を表すこのグラフからもわかるとおり原点の

近傍においてどちらの場合も 81'F(8)とHpFの値は大きく異なっており .8n'(λ)→ 13J>F

とはならない.

縦軌を 1/戸市としたグラフ措くことにより原点の近傍では1:'( ，~ )の値はほぼ

s-2のオーダーであることカまわかる.

実験 7.3.ここでは実際の画像を用いて‘観測作用素の微小な差異が復元画像に与える

影響についての数値実験を行なう.

図7.:3が実験に用いる原画像‘図 7.4は観測作用素 Aこじと相関作用素C2ど';をもっ

加法雑音による観測画像である.それぞれ‘縦.横とも 1G画素の :2;j{j階調モノクローム

画像である.



3000 

25∞い

2000ト日
什
竹

μ 日
叫。 I ~í 

g 150∞凸ト i
蜘白 u

"、 4 、
‘ =添
凶 4 時

凶凶時 1 噌

号 l 司

的
E ‘ 

1∞口ト i 
‘ 

500 

。。 0.01 0.02 0.04 0.05 

s 

0.06 0.07 

PF.A2 -PF.true一一一一
PF.A3令 PF.true…剖ーー

0.08 0.09 

函 7.2:摂動が射影フィルタに与える影響(実験 7.2)
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0.1 

最適復元フィルタとして、真の観測作用 および雑音の相関作用素に く射影フイ

ルタ BPlァを いて復元した護元画像が図(.)である.

次に. の観測作用素と微小にことなる行列を観測作用素として構成したパラメト

1 )ック射影フィルタによる画像復元を行なう.

図 7.Gは実験 1.1で用いたーし(0.01)，QdO.01)に基づく射影フィルタによる復元画像

である.図 1.5と図 1.6を比べてみるとわかるとおり.二つの復元画像にはほとんど差

がなし¥

一方.図 1.(は実験 1.1で用いたん(0.01).Ch(O.Ol)に基づく射影フィルタによる復元

画像である.一つの復元画像、図 i.;)と図 1.1 は大きく異なっていることが確かめられ

フ
0.  この実験において.8の値を吏に小さくすると、復元画像の差は更に大きくなる.
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函 7.:1:原画像(16 x 16ピクセル.:2ろ6階調)

図 7“1:観測画像 lGx ](iピクセル.]!)(j階調)
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図 i..J:射影フィルタ BpFによる復元画像

回 I.G:品 11(0.01)に基づく射影フィルタ B円による復元画像
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函 1.1: .12(0.01)に基づく射影フィルタ 13PFによる復元画像



第8章 摂動に対するパラメトリック

フィルタの性質

8.1 はじめに

本章では第 3章で述べたパラメトリックフィルタ族の摂動に対する性質について述

べる.以下で司パラメトリックフィルタ族をパラメトリック一般逆フィルタとパラメト

リック射影フィルタに分けて考察する.

ここで.第 7章.第 K章を通じて用いられる基本的な補題を示す.

補題 8.1.1.行列 .1.lJが共に (111.rn)型の非負定値行列とすると.実数 O<bSlに対

して

+
 

ー
ィ
ノz，z

 

!
一
!

ーム一
t
n
u

<一+
 

3
〈
ノ，，L

 
-tc 

である.

!証明)

任意のベクトル aE Rm に対して

a
X

( .-l.十 bH)a= bæX( .-l. 十 β)æ-(l-(~)♂X .-l. æ 三 bæ"'( .-l. + 13)ι 

が成り立つ.

!日r(ぺ十 6s)= kぞ1・しi十β)ニ kerし1)n ker(s). 

から.

æ~(.l + bs)aヂO特 aX(A-トB)aラ1:.0 

おろ
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であるから，11A I1が行列」のりでない最小特異値であることに注意すると、

1(.1什β)+11寸11(.1十 B)+

である. ロ

補題 8.1.2.行列.iが(111. rn )型の非負定値行列であるとき、

11し1+ 1m)一111三1.

である.ここで.1"，は (m.η1)型単位行列である.

i証明i

a
X
( /¥ト lm )a> aXa 

から(.¥十/川)の最小特異値は lより大きい.したがって.

11 (止十 1m)-1 11三1.

である. 口

8.2 摂動に対するパラメトリック一般逆フィルタの性質

第 .3.2節で述べたとおり.パラメトリック一般逆フィルタは観測作用素のみで構成さ

れる.その摂動に対する性質は次の補題から導かれる.

補題 8.2.1(Imai et al.[13]).行列 .L.iを共に (nLn)型で， 11 . i .¥ 11< ~を満たすも

のとすると.実数o< (i < 1 ，こ対して

i|(NHlJ-lk-(41朴正，)-1AX "行+手"A W~ +o(会) 一一→ O.
0 

である.
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[証明

トiぺl+ 6f，，) 一(ぺ~ .，.l十61")ニム.¥.

ただし

ム.'l= ，n-，l -.l) + (.¥ -A)ぺi十 (.1-.'¥)"'(.¥ー:¥)‘

とおくと.

11 ~:\ ¥¥三:2¥¥ .l ¥¥ご十さ¥

である.したカfって

¥1し1~ _ i十 6I13)-1dlx一 (..Ll十 H")-l"y 11 

到し ì~"1 + 61))十ムペ)-1r

十 11(AX‘i + oI，十ム.，1)一11111 (ぺ-/1( 11 

壬11(.¥x.¥十b1" )一11111 .¥ 

<二十 2弓-;¥1 : l 112十o(二一}
ーの のお

A 11十 11(ー iぺi十61")-1 11
2
11ふ lllllA 

τ→ O. 
の

A 11 

観測作用 Jおよびぺ(s)に基づくパラメトリック一般逆フィルタをそれぞれ

13jJ(nr(づ)二(.lX.¥+づ frt)-141へ

Hl'GIF( I. s) = (斗(srA(s)十ゥ 111)一l斗(s(

とするとき.次の定理が成り立つ.

87 

口

定理 8.2.1.行列べを (1Il‘川型.行列関数A(引を原点の近傍を含む領域DεRkで定

されたいn.lI)型行列関数でよ(0)二 A.を満たすものとするとき.実数。<ゥ ::;1に対

して.

HpG1p(午 s)→ Bpmrh)， S → O. 

である.
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[証明]

条件から

11.¥(s)一.'¥ 11→ 0 

であるから.補題ホ.2.1において.実数0<へ:::;1を回定することにより

βPGIf'( ~J ・ s) → βP(;j}-( づ)‘ s → O. 

を得る. 口

したがって‘推定された観測作用素」が真のものに十分に近ければ.Aに基づくパラ

メトリック一般逆フィルタによる復元画像は真の観測作用素に基づくパラメトリック

射影フィルタによるものに十分に近いといえる.

8.3 摂動に対するパラメトリック射影フィルタ族の性質

本節ではパラメトリック射影フィルタは

とし

HF 

HF 

Hr 

BpPFs(ゥ)= R~~-l"'C(Î)+' 

C(勺)二 JllfLix十づQ

lハいい:は山山a剖叩1日叫1

fJ元，κにのときパラメト lリjツク音部口元分、寸完す景影5フイル夕、

H1/ρ2のときパラメト 1リjヅクウ f一ナフイル夕

(~.1 ) 

を表す.これらはパラメトリック射影フィルタ族の一般形である式 (;"').2).(5.1).(ろ.6)に

おいてー股逆として :¥1001'ゃPCIll・0同一般逆行列を用い.H" = 0としたものである.第

T.:1節でも述べたとおり‘画像観測モデル (6.1)のもとでは‘観測画像gはl'ein(('(ゥ))コ

rall( .1RF)ふ rall(Q)の元であるから.定理 .).:3.1および定理，).4.1.定理 5..).1で示した

ように.復完画像は一般逆および作用素n"の選び方によらない.したがって.パラメト

リック射影フィルタ族として特に式同 1)としてよい.
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原点の近傍を含む領域 f)C Rkで定義された連続な行列関数.¥(刻、/む (s)‘ο(8).8εD

をそれぞれ(川、川型.(11. 川主~， (111， rn)型で .1(0)コ A.II}-'(O)二 111-・q(O)ご Qを満た

('(-;/.8) = (AHf，-.r)(8) + ')q(8). 

すものとし

(8.2) 

(京，:J) 

入山>O.φ。εRm
.

λベ8)> O.φο(s)εRm
. 

['(づ)ニ玄人口φ日φ;

['(;， 8)=2二九 (8)φj8)Ø~， (8

とおく.また • Ch).{ナ(ゥ.8)がそれぞれ

ここで..Nl二 rallk([:いi))、入:2ニ rauk(C(').8))であり、 '¥2の値と展開できるとする.

この展開に関して以下の仮定をおく.は SεDに依存して決まる.

入山(8)，φ，(8)は f)上で連続仮定 i

S → Oのとき仮定 2.

入。(s)→入0 ・

φ凸 (8)→φっ・

これらの仮定の下で.次の定理が成り立つ.

定理 8.3.1.行列{'(刊、{'(ゥ‘ 8iが式(仁川.(8.:1)のように展開され‘仮定1.2が成り立

っとき.次の (i)と(i i )は向値である.

)
 

-
l
 

(
 

S → O. 11 HpPFs(小 s)→ HpPFs(づけ→ O.

s → O. 

( i i )人口(8) -o-O. 8 → 0なる九'1十 i三ハミ:¥:2に対して

-L(ltLr)(S)φ)8)→ 0 
λ日(8) 一



8.3.摂動に立せするパラメトリック射影フィルタ族の性質 90 

ここで¥

IJJ)1'Fs(-J， 8) = (H~.1~)(8)C(i ・ 8)+.

下(小 8) ニ (.tli~ ， .lX)( 8)十ヮ(2(8)、

である.

[誌明)

行列 C(けの九個の固有ベクトル {φ1・・・・・ φ:V
j

} ，こ適当な (m-:¥'I) f国の単位ベクト

ル{φ丸 +1-....φ11? }を加えて R川の正規藍交基底を構成することができる

まず(i )中(ii)の対偶を示す.

条件(i i )が満たされないとする.ある(> 0と01モ{:¥1十 1. . . .‘:V:Z}が存在して、任

意の sεDに対して

かつ

が成り立つ.したがって

入(.， (8)→ O 

II~プ(HL418)φ"'j (8) 11> (・

¥"j (8) 

11 81'J)1冶(小 8)-Hpl'Fs(守)11と118/'PFs(づ・ 8)φ"1(s) -8J)打、(ゥ)φげよ (8)11 

とi|-i-(R111(S)φ(8I11 ー

入。1(8) ¥ ~ '1 

を得る.各 Q ごし" ，、川に対して

φ~'I (8)φけ→ U.

より.

|芝 -L(RjJ)(φ:，(8)φ凡
出入。(8)

S → O. 

11 fJPPFs(づ.8) - fJ P P Fs (;) 11とf

である.

次に(ii )キ(i)を示す.



8.3.摂動に対するパラメトリック射影フィルタ族の性質

任意の g=ε:二l町

1 B(入.s)g-B(入)g11=11 (R~AX)(s)l'(;.s)+g - R}.AX{'(;)+g 11 

→ 工む{α叫川任l七¢tぺι{εε」ニ一(岬R巧:;μμ川川aιr川川i仁引円川x勺X)(
2叶 l 口戸判=1入九九川"(川川S剖) コ八

から.

である.

入N笥'1

三到叫11工むUα叫lエ工I:{一一(川H~μμ川川r刊円x勺)(叫
エ l 白 =1λλι.(8) 

十liLltd市 (lfLix}(引い)}11→ o 
'-=1 ，.=X1+1パ (t1， d J 

II B]'1'F，，(小 s)- Hl']'Fs(刊 I1→り. S →O、

s → 0‘ 

91 

口

定理計.:1，1から.推定された作用素 ι九Qが真の作用 斗.H. ()に十分に近い場合

でも .A、H.q(こ基づくパラメトリック射影フィルタ族 B]'l'FsはHl'l'Fsに近いとは限ら

ないことを示している.定理8.:1，1の条件(i i )は

U(ゥ.s)+→ (fh)+. S → O‘ 

であれば成り立つ.したがって、補題 7.1.2から次の系を得る.

系 8.3.1.原点の近傍を含む領域刀 εR)))において

rank({'(ゥ‘ s))= rankU'(;))、

が成り立つ場合

11 Bl'J>1、s(小 s)→ 8}'}'1討ち)11→ O. S → O. 

である.

現実の画像復元においては雑音の相関作用素(分散共分散行列)は正別であること

が多い.この場合には原点の近傍で U(~" s)も正別である.したがって系().:3.1から次の

系が成¥) つ
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系 8.3.2.行列。が正別である場合、

11 Hrrps(てI、s)→ Hrr日(づ)11→ u‘ S → O. 

である.

8.4 数イ直例

本節では摂動がパラメトリック射影フィルタ族に与える影響を数値例によって検証

する.数値実験では、最適毎元フィルタとしてパラメトリック射影フィルタを用いる.

したがって.定理5.:3.1から

JJpp戸(づ )=ード[fh)+.

C(づ)=づq+ .1:1ぺ

である.実験抗l.ド.2.示.:1においては.真の観測作用素は式 (i.~))で定義された( 1 (i， 1 G) 

型巡回行列 ('4であるものとする.この観測作用素は縦方向の 1画素を平均するもので

あり.縦方向の流れ翻像が観測画像として得られる.また.雑音の棺関作用素は CH:;C'i()

とする.

実験 8.1.実験8.1においては.

円

、

、

L
1
J

f
l

、
〆
、

」
J
O
u

〆
I
l
i
l
t
-

、1
1
1
1
1

、

= C4十バ((ミ -C.d..~ E R. 

ニ Q‘

とする.実数内がOに近付くとき‘行列‘11い)も .1に近付く.また‘

rel 11 ( (プ1(， )亡 ran(仁、)Creln(('..j)、

から.t'(i常兵)=...t(バ)斗 (.~r 十ゥ(2 (8) とすると.

rall( nゥ、 δ))二 rall(仁tl+ rall(仁川)二 rall([.~ (~l))' 
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0.06 
gamma=O.05 -→一-
gamma=O.5 ---x-
gamma=1.0 

0.05 

0.04 

0.03 

(
の
}
川
ご
。
旬
。
。
』

ο』勾
Z
C
出

0.02 

0.01 

0.1 0.09 0.08 0.07 。口60.05 

S 

0.04 。口30.02 0.01 

。。

図式1:摂動がパラメト 1)ック射影フィルタに与える影響(実験氏1) 

が成り立つので.原点の近傍で

rank( Uh，λ)) = rank({"(;)) 

したがって.この場合には系 8.:3.1からである.

q→ O. βrrP(ゥ.吊)→ HrrP(づ).

つが成!)

摂動の影響を

ど(;..q)= tr( HrrP(ゥ.. ~) -HrrP(ゥ))(BrrP(づ司式)- Hppp(ゥ)ド/(lGx l()). 

また.実数ちとして OJF:i.0.5、1.0のニ

で評価する.

酌 lの横軸は%酬は何万の値を表す

いた(F(A;、川の値がづを変えてもそれほど変わらないためグラフが重なって

このグラフから.原点の近傍では !:'(i.s)の値はほぼJのオーダーであることが

種類を

わかる.

いるし
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実験 8.2.実験g.:2においては.

一

%

、

i
l
J

4
4
5
1

、

M
J

J
J
Q
 

r
l
i
l
-
-

〈、it
-
-
1

= C4十・s(('.5 - ('4)' 8 E R. 

ニ Q.

とする.実数.、が0に近付くとき‘行列 A2(吋)も.¥¥こ近付くが.定理 fU.lの条件 (ii)は

満たさない.

したがって.この場合には河がりに近付いても LJN'F(j.川は LJ}-'f-' l-' (づ)には近付かない.

このことを実験8.1と同様に

f.' ( j. .s) = t r( H p p r h . .s) -H p P 1ァ(づ ))(βPPP(i.バ)-Hppp(ゥ)ド/(j6 x 16). 

の振舞いによって確かめる.

即日 横 軸 は 吋 縦 軸 は 伊r可の値を表すまた実数ゥとして実験8.1と同様に

O.O!). 0.."5. 1.0の三種類を用いた (E( i、川の値がゥを変えてもそれほど変わらないためグ

ラフが重なっている).このグラフからもわかるとおり.原点の近傍において fJppr(~!・ sì

とn仰 F(什の値は大きく異なっており .!3PN→h.バー→!3Pl-'l-'hlとはならない.

縦軸を j/JE(~).s) としたグラフを描くことにより原点の近傍では L'(i 汁の値はほ

(ま σ-2のオーダーであることカTわかる.

実験 8.3.ここでは実際の画像を用いて、観測作用素の微小な差異が復元画像に与える

についての数値実験を行なう.

図 ~.:3 が実験に用いる原画像、図 8.4は観測作用素 A ニムと相関作用素 cvi(〉〔-rL をも

っ加法雑音による観測酉像である.それぞれ‘縦‘横とも 16画素の:Z.j(j階謂モノクロー

ム南if象である.

最適復元フィルタとして.真の観iElj作用素および雑音の相関作用素に基づくゥ=O.山

のパラメトリック射影フィルタ HpP1ァを用いて復元した復元画像が図示.三である.

次に司真の観測作用素と機小にことなる行列を観測作用素として構成したパラメト

リック射影フィルタによる画像復元を行なう，
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600 

500 

qamma=u.05一一←-
gamma=O.5 ---)(---
gamma=1.0 ."?医

400 
安
)
凶

ハυnυ q
u
 

-。}。。
w
o
h
M
M
コ
吉
出

200 

100 

0 
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 

図示.:2:摂動がパラメトリック射影フィルタに与える影響(実験示.:2) 

図 8.Gは実験8.1で用いた .il(0.01)に基づくづニ 0.05パラメトリック射影フィルタ

による復元福像である.図 8.5と図 8.Gを比べてみるとわかるとおり‘二つの復元画像

にはほとんど差がない.

一方.図 8.Tは実験8.2で用いたぺ2(0.01)に基づくゥニ 0.05パラメトリック射影フィ

ルタによる復元画像である.二つの復元画像.図 8.6と図 8.7は大きく異なっているこ

とカ可itかめられる.
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図 8.:3:原画像、 16X 16ピクセル.2ろ6階調)

図メ.1:観測画像 (l(jxl(jピクセル.2!)(j階調)



8.4.数値{1u 97 

図示..):パラメトリック射影フィルタ BpPF(C川 ;j)による復元画像

図 fUi:ペ1(O.U 1 )に基づくパラメトリック射影フィルタ Bj)PF(O.U;))による復元画像
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図示.I: .ll(O.Ol)に基づくパラメトリック射影フィルタ β1'1'1'(0.0・.))による復元酉像



第9章 正則化パラメトリック射影フィ

ルタ族

9.1 はじめに

7章および第メ章で述べたとおり、多くの最適復元フィルタは推定された観測作用

素などが真のものとわずかに異なる場合にも‘大きな影響を受ける可能性がある.実際

の繭{象復元においてはこれらの作用素が経験的な知識や事前の実験に基づいて決めら

れることが多いことを考えると.この性質は決して望ましいものではない.

さらに.この性質が計算機を用いた画像復元を行なう場合にも悪影響を及ぼすことが

考えられる.一般逆フ fルタ.射影フィルタ族.パラメトリック射影フィルタ族を構成

するためには行列の !¥[oore-PCl¥l'Ose一般逆行列を求める必要がある.弘!¥Ioor<ト〈

般j逆主行列を数イ億恵的に求めるためには特異値分解を用いてすべての(仰Oでなしい1汁)特異値と

特異ベクトルを求めなけれはならない.特異値が0であるか否かの判断は.行列の大き

さなどを考慮して適当な関値を設定しその関値以下であればoであるとみなすことが

普通である.しかし画像復元においては観測作用素は大規模で疎な行列になることが

多く.0でない最小の特巽値は極めて小さい債になることも少なくない.一般逆フィル

タによる復元を考えると.そのような場合は.画像観測モデルを真の観測作用素，¥，こ近

い作用素.'¥によって.

g二 ..¥f.f εH，、gε行2・

とみなしていることと同様であり‘一般逆フィルタに及ぼす影響が大きいことが考えら

れる.したがって.作用素の微小な摂動に対して安定な最適復元フィルタの構成は.計

算機内部の数値誤差に対する頑健性の観点からも重要である.

)
 

t-)
 

t-
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9.2 正則化

正則化手法を画像復元に採り入れた研究は数多し¥(Poggio けれI. [:~q]. 近藤・熱田 [I~. 19]. 

I¥: el t日開ゃlosけ ell.[ 1可、 Thompsonct al -f'li]. 横矢・坂上 [;)~)L 中田他[お)など).また.パ

ラメトリック射影フィルタ族も射影フィルタ族の正員Ij化とみることができる.

(11人 n)型行列.¥(こ対して‘汎関数

J(忽)二II.ia-b 11. 

を最小にするベクトル♂を求める問題の代わりに.汎関数j凡関数

Jパ忽)=11 Aa -b 11 +6 11ぉ 11.

を考える方法を Tikhono¥"正期化という (Tikho川 γandAr日('nJ 吋 l~]. 田中他[1ろ]l

j凡関数 .J(♂)および.1"(a)を最小にする E およびのにはそれぞれ

a = .¥+ι 

ac' = (.¥へi十五I!ι)-1γι

である.この恥を .l+bの TikholluVJ5:初、という.本章で述べる正刻化パラメトリック射

影フィルタ族もこの正則化を用いている.Tikllullov近似の精度を評価する補題を示す.

補題 9.2.1(Imai et al.[13]).行列」を (m.n)型.実数(1< b::ミ!とする.このとき.

11し¥x.  ¥十 61"j一1.¥X _ .¥+ 11< 26 11 .¥+ 1111 (.L¥X)+ 11 

[証明]

Jγ ェ.¥X( A.'¥十)‘

斗+= .r(A.r)+. 
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から

(.lXA十 b1ρ)-I.y二 (.Y.1十 o1n)-'.r(.Ll +) 

こしiぺi十 f，1 ri )一I(.r.¥十dirti-i+ 6(A lx.1÷6174)-141+ 

= .1+ -f，(.1ぺi十 (，f，， )-I..¥+

二.¥+-f，(.¥ぺi…ト 6fftj-1.ix(JLlx)+

= A+ -b(斗X44+bln)-14x」寸+(A.r)+

= A+ーの(ペへ4十の/パ)一I(AX

ペ十 AIr:i-4÷(」.41+十02(4X4十bl")一
la4+(4ar)+ 

=三 A+-OA+(.-tAX)+十ポ(AXA_トム111)-1」十(AAX)+‘ 

である.したがって補題 8.1.2から

11し仁i十bI)))-l.t
X-.t+ 11 

三b11 .t+ ¥111 (.LY)+ 11十ド 11(.Y.t十 O1n)-11111.，1+ 1111しLYj+11 

三b11 .1+ 1111 (.'LY)+ ¥1付 11(.YA十 In)一11111.1+ 1111 (.LY)+ 11 

三2611 
.1+ 1111 (よ¥X)+11 . 

ロ

補題~.2. 1 と補題~).2. 1から次の定理を得る.

定理 9.2.1.行列ふ斗を共に(川、川型で.11A -A 11<εを満たすものとすると.実数

。く b<lに対して

1 (よi刊 IJ-ij誕 -.1+ 11三ヤ2会11.1 11
2 +2b 11 .1+ 1111 (.LY)+ 11 +u( 

系 9.2.1.関数刊さ)がさ→ oのとき条件

ゥ(ε)→ 0.

)
 

-
i
 

(
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)
 

-
l
 

-
l
 

(
 

一一一一→ U刷

づ三(E)

を満たすとき.11 ~l .，t 11 <ε であれば

11βrGrp(づ(=))-BmFII→ O.ε---;-O. 

である.ただし.

B 1-'(; If-'(; )ニ(ペペi十づ1n)一l.r、

である.

この系によれば.関数ゥ(ε)が適当な条件を満たせば司推定された観測作用素」による

パラメトリックー殺逆フィルタが真の観測作用素 .1による一般逆フィルタの十分に良

い近{以になることがわかる.しかし 11.1 .1 11の値は一般に未知であり.最適なパラ

メータゥを決定する方法はない.個々の問題に応じて交差確認法(じ1'0日日 ¥'alidat.ioll)な

どを用いて適当なぺを選択するのが一般的である.

9.3 正則化パラメトリック射影フィルタ族

正則{ヒノfラメトリック射影フィルタ族はパラメトリック射影フィルタ族の ¥loo1'('-

PC、n1'os('一般逆行列を TikhollO¥"近似で置き換えたものである.したがって一般形は

BnrrF8(ゥ.6)二 BYWl'Fs(づ・o)十 lq1山一{ヤi)T(;.b))‘ 

B;)山 Jish.6)二 R].-.YT(;.O). 

C(-/) =二 .'IH~.r 十づ，C2.

J'h. b) = {('h)2 + Mru}一1f'( ，，;). )
 

-一
)
it-(
 

で.0<づ.b::;LHーは任意の(71. 111 )型行列である.一般形(9.1)において.(川、 n)型行列
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Hrを.L-J、下のように選ぶことにより最適復元フィルタを得る.

Pnlll(A' )のとき正別化パラメトリック射影フィルタ.-
y
 ，a

，‘
 

》
】，，a

 

凡のとき正郎化パラメトリック部分射影フィルタ.Hl-

H1/立のとき正則化パラメトリックウイーナフィルタ.

行列よRl-・Qをそれぞれ(川、 1/)型.(11.1/)型、 (lII.m)型とし

HF 

max( 11 A.ーA.II.IIHr-HF 11.11 Q-Q 111ヱ乙

さらに.式 (9.1)において :t‘ Hl-‘Qをそれぞれ .LHF.Qに置き換えたものとする.

で.iE則化パラメトリックをT(づ、が).C'(づ)， !3~rrr8h. b)、!3RPPFs(~J ， b)とおく.以

射影フィル夕方矢BHf'円、(づ、 o)と射影フィル夕方矢B円ドパラメトリック射影フィル夕方矢

Bf'l-'Fs(づ)との関係について述べる.まず次の補題を示す.

Rrlト11Q-Q 11)二乙

補題 9.3.1.実数0<へ.O < 1に対して

n川 (11.t -A 11.11 RJ. (0.2) 

一→ O.11'(づの)-ffh)+!|<jlIこ十 1ι+:11:ιd
一 b M r 向:¥ 'oν 1 

であれば

ここで.が成り立つ.

，¥/1 = 2 11 Hr 1111 A 11 +ト

λんニ 411c 1111 Rr 1111 A 11 +211 下 W1 •

λLニ 211c+ 112 

である.

i証明j
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式 (9.:2)と

ムnづ)ニ nづ)-nづ)ニ(..iR F:2 j x - .1R 1-' 2 .Y )十 (Q一切.Q)

ヱ (:¥HfーペlfF2)(iltF-aINLY÷ifむし¥Hr-.¥U}γ 

十(ality.1ltF2)(Jiltyr十((2-Q) 

から.

11ムUhJII=IInづ)-nづけ|三子十 2ε11Rr 1111ぺ11+乙

である.また.補題 8.1.1から

I {"(勺)+11寸 (4Rihづ(2)+11ι11 (.-\.R~_Ax 十(2)+ 11= ~ 
" 

{十

であるので.定理 9.2.1を用いると.

IT(ゥ、ふ :1 - {"(づけ 11=11((勺づ)十台1m)
1 (マ-(¥;)+11 

!iム{"(;)11，""1ムC(-y)11 
11 (' (-，) 11

2
十'2b11 (' (づけ 1111U"(;)2)+ 11判(

〉
Jd-γ''a一)

 
三戸11Rr 1111.¥.11行)十会(411Rr 1111.-1 

十示(111 
(γ+ WO)十o(会) 一一→ O.

6 

口を得る.

補題 ~).:).1 は.適当なパラメータ 6 によって下(ゥ)+は Th.b) によって近似、できること

この補題から次の補題を得る.これは正別化パラメトリック射影フィルを示している.

タ族 sHf'f'd-i、む)の第 2項目ー(1m -
下(ゥ )T(;.o))の収束に用いられる.

。のとき‘補題 9.3.2.実数 0<へ<1に対して関数引き)がご

i
'
 

・
l{、

の(=)→ O. 

一一一一→ O.
b2(ご)

)
 

-
1
 

・
1(
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を満たせば.

下(ウ)Th・剖ご))→ C(ゥ)U(づけニ U["+

[証明i

補題~.1. 1 と補題。 .;-Ll から条件

11 {" (守rf'(守、引さ))一{" (ゥ)("(;)+11 

三11l'(づ)1111 F(-;.ei(ε))-C(;)+II十 11ト(ゥ ) Ch) 1111 T(;.f，(c:)) -Fh.ei(ご))11 

+ 11ト(ゥ)ート(ゥ)1111 T(下ぷ(c: )) 11 

三11c 1111 1'(小川ε))-C(づけ 11十(三十 2ε11HF 1111 A 11十3:)11 T(小川ε))-T(守、8(ε))11 

十 (ε2HzllNi1114!iH)7Ljill→o 
O(ε! 

を得る. 口

定理 9.3.1(Imai et al.).実数0<ゥ三 iに対して関数 O(c::1がε→りのとき.

)
 

-
i
 

'
l
、

d(C:)→ O. 

i' 
E
l
 

-
-(
 

で?一→ O.
/1"(ご)

を満たせば‘

11 UJU'PFs(てi.ei (ご))-13p}'れい))11→ 0‘ ご→ 0‘

である.ただし.

ごこ max(11 HJ¥γ HF.r 11.11 Q -Q 1¥. ¥1 HF -Hr I¥) 

[証明]
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補題~).:'I.:2から条件 (i). (ii)の下では

lqL -r-hlT(i. o(=-)))→ I下(1"， _ [.C(づ)C(-;)つ.ご→ O.

であるから.式(~). 1 )の第 2項の収束

ljLPPFs(T ・ 6(f))=ltlrI(下作))→ U~PP8( ワ)ニE?}. ，l寸

を示せばよい.まず.

11 Elr" ，¥X -n~.\X 11 <11 (JiF - l?r)( J?F.ヤ-l?j・¥X)11 

十 11(Jh' -Hr)l?l"lx 11十 11E?y( Hl¥ド- H1¥lX) 11 

三J十 (11Hr 11 + 11 HrA* 11)ε 

から.

hfJr→Rir.f→0‘ 

を得る.これと補題 n.2.1よ:).条件 (i)‘(i i )の下で

11 sj'(jJ1'Fs(づ・ O(=-))一β;:12lJづけ出|i(RJ.1x-Rj4111T(下 6(ε))- [~(Î)+) 11 

十 11RI;.，nTh・o(=-))-c(-;)十)11 

+ 11 (RF-AX 

である. 口

正員IJ化ノfラメト 1)ック射影フィルタ族と射影フィルタ族との関係は以下の定理によ

り得られる.

定理 9.3.2.関数刊さ).o( =-)がご --:-0のとき

)
 

-
1
 

(
 

へ(ε}→ O.
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)
 

-
1
 

・1(
 

6(=-)→ O. 

、
}

・
1
・
1
・
1(
 

62(::) -
)
 

{
 

)
 

1
 

・1(
 出→0

を満たせば.

11 l3liFFFs( -; (ε)， (i (ε)) 131'F511→ O. さ→ o‘

である.ただし.

ごこ山川(11RF.Y -RF.r 1ト11Q-Q 1ト11RF -Rr !¥) 

!証明)

条件 (i).(ii)、(iii).(iけが満たされるとき.定理 9.:3.1より.

11 13~PPF8h(::) ， 引け )-ijZPれ(づい )) 11→0、 ε一→ 0、

である.したがって.これらの条件の下で‘

ilJ-zyyh(づい)、め(さ))-HCFSll三11 H~PPF) i( =).川ご))- H~Pf) づい)) 11 

十 11 H~， 
J-' F8 h ( =)) -H 1つれ 11→ o川 さ → O.

が成 i)立つ.

この定理によれば.関数ゥ(ご)， b(ご)が条件(i ) '"v ( i ¥. )をみたせば.1.HF. qに基づく正則

化パラメトリック射影フィルタ族による復元国像 BHPPF8gは真の作用素 .1.HF. Qに

基づく射影フィ ルタ族による復元画像 B附 PFsgに十分に近いものになることを示して

いる.これらの条件を満たす関数として、たとえば

づ(=)二 εTt
‘ o(=)ニ
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がある.しかし-の値は一般に未知であり.実際の画像復元において最適なパラメータ

ウ‘ぷを決定することは函難である.

9.4 数値例

本節では正則化パラメトリック射影フィルタ族の摂動に性質を数値例によって検証

する.数値実験では.最適復元フ fルタとして射影フィルタ HpF，パラメトリック射影

フィルタ !JPl'j‘正則化パラメトリック射影フィルタ !J1ilJjJj' を用いる.これらのフィル

タはしたがって.定理 5.:1.1から

sP1ア二 1斗ー 1x [~+‘ 

ßFI-'F( づ)二 "r[~( づけ.

HHFFI-' = "rTh. 6)、

十二 .r[-+:¥‘ 

c=ご A.¥X十q.

1-( ウ什)=勺Q 十 .斗4

T(ハウ‘d刈)= (υf命1(hAウ';)2十の/ιη))1)γ一l吋r-(-，ウ)λ、

である.実験 9.1.9.2. 9.:3においては.真の観測作用素は式(ï.~-J)で定義された (16 ， 16)

型巡回行列c.1‘雑音の相関作用素はc正であるものとする.この観測作用素は縦方向

の i画素を平均するものであり.縦方向の流れ画像が観測画像として得られる.

また.摂動を与えた作用素を

υ

、

q

t

・-、
/
h
v

/
L
 

〆
3
2
2
2
E
F

，、11
2
2
2
1

= C'4十パ(C3一 (1).

= C2(子8 E R. 

としこれらの作用素に基づく射影フィルタ.パラメトリック射影フィ ル夕、正則化パ

ラメトリック射影フィルタをそれぞれ βpp‘sppp(ゥ)BP17R17h.6) とする.
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図 !J.l:正則化射影フィルタと射影フィルタ

実験 9.1.ここでは、正射化パラメトリック射影フィルタのへ=<'i=oの近傍における

振普いについての実験を行なう.パラメータゥ.bが定理9.:3.1および定理9.:3.2の条件を

満たせば.s HJ-'f-'f はsf-'!-' F (-; )と sf-'!-'に近付くはずで、ある.実数与として 0.001.0.1、0.:3

の三種類について実験を行なった.

図 ~).1 は定理 ~).:3.2 の条件 (iγ) を満たすパラメータとしてづ = p/-1を用いた.図の横軸

はti1iE執は正則化パラメトリック射影フィルタと射影フィルタの差 11EHf-'f-'F( p/-1‘O)-

spp 11 の値を表す

国9.2の横軸は ι 縦軸は正別化パラメトリック射影フィルタとパラメト 1)ック射影

フィルタの差 11sRPPp(O.01. b) -sppp(0.01) 11 の値を表す.

実数 δ 二 0.001の場合は bの値が小さくなるにしたがって正刻化ノfラメトリック射影

フィルタは射影フィルタ.パラメトリック射影フィルタのいずれにも近付く.しかし.

s = 0.1の場合は b= ()の近傍では差は逆に増えている.また‘ λ 二=O.:iの場合には実験

ののの範囲では単調増加している.これらの場合には ε=・s11 Cl- C，! 11 の値が大きい

ためにみの値が無視できないためであると考えられる.

実験 9.2.ここでは.実数ぷの原点の近傍での射影フィルタ.パラメトリック射影フィル
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国 9.2:正別化ノfラメトリック射影フィルタとパラメトリック射影フィルタ

則化パラメトリック射影フィルタの振難いに関する実験を行なう

まず、‘実数』の原点の近傍での BRPPf十1・b)とB円;の差および BpFとβ円の差を

タ.

不す.

図suの横車出は ι 縦軸は真の作用素に基づく射影フィルタからの差を表す.正別化パラ

このグラフから.メトリック射影フィルタのパラメータはゥニ 0.01.bニ0.00001とした.

環点の近傍では βppとBpFの差は増えているのに対して BpFとBnppp(0.01. 0.00(01) 

これは正則化パラメトリック射影フィルタがの差はそれほど大きくないことがわかる.

作用素の摂動に対して射影フィルタの安定した近似であることを示している.

次に‘実数ぶの原点の近傍での βnrrd~i ， o)とBppp(O)の差およびBrP(b)とB[マリア(o)

丸一、
を本す.σ〉

に基づくとパラメトリック射影フィルタからの!1l ~).1 の横軸は人縦軸は真の作用

差を表す.パラメト 1)ック射影フィルタおよび正員iJ1とパラメトリック射影フィルタのパ

このグラフから‘原点のjS15きでは Hprp(O.IJI)ラメータはづ=0.0上品=O.OO()() 1とした.

えているのに士すして Hnppp(O.O1.0.00り01)と Hrrp(O.O!)の

これは正則化パラメトリック射影フィルタが作用

とβrrp(O.O!)の差は

はそれほど大きくないことがわかる.
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図 n.:):正期化パラメトリック射影フィルタと射影フィルタの摂動に対する性質

素の摂動に対してパラメトリック射影フィルタに対しでも安定した近似になっている

ことを示している.

ここでは実際の画像を用いて、正則化パラメトリック射影フィルタの作用素実験 9.3.

の摂動に対する影響を実験によって確かめる.

図 Sl.5 が実験に用いる原画像、間 9.6 が観測作用素 λ ニ仁1 と相関作用素 Cl~'2 を持つ

力ni去雑昔による観測画像である.それぞれ、縦.横とも 16画素の 2.)(j階調モノクローム

冨像である.

最適復元フィルタとして.真の観測作用素および雑音の相関作用素に基づく射影フィル

タHp1ァを用いて復元した復完画像が図 fげである.また.図 CJ.8は.41 (OJHJl )と Q(O.川 1) 

に基づく射影フィルタによる復元画像、図 D.!)はん(0.001)と Q(O.OOI)に基づくパラメ

トリック射影フィルタによる復元画像である.パラメータは守=0.1とした.いずれの

画像も.真の作用素に基づく射影フィルタによる復元画像とは大きく異なる.

それに対して、.41(0.001)と Q(O沿01)に基づく正良IJ化パラメトリック射影フィルタに

よる復元画像が図!J.I0である.パラメータは勺コ 0.1， b = 0.00001とした.図。.1 と図

!J.l ()にはほとんど差がないことが確認できる.
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112 

図 q，!:正則化パラメトリック射影フィルタとパラメトリック射影フィルタの摂動に対

する性質

国 ~)}í: 原郡像 (!Gx]G ピクセル .2利階調)
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図~).(j:観測画像(lG x 1Gピクセル.:2?J(j階調)

図 !).i:射影フィルタ HpFによる復元画像
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図 9.8:AdO.01). (((0.01)に基づく射影フィルタ Bp1ァによる復元画像

図 ~Ul: ‘l. dO.01). (((0.01)に基づくパラメトリック射影フィルタ βJ'J'p(0.1)による復元

酉像
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図 9.10:ぺ1(U.01). Q(Oλ)1)に基づく正財化パラメトリック射影フィルタ BnrrdO.1.10-5
) 

による復元画像

実験 9.4.ここでは.画像データベース SIDsAにある踊像を用いて.現実の画像につ

いて復元を行ない.正員IJ化パラメトリック射影フィルタの作用素の摂動に対する影響を

確かめる.

図~). 1 1は*iι 横ともl:Zt-:画素の 2:)(j階調モノクローム画像である.これを実験に用い

る原画像とする.観測作用素」は.縦方向のJ(j画素を平均するは示 x1:28行列 Alfiと

し雑音は平均 O.標準備差がげi で.各画素に対して独立に分布する正規乱数とする.た

だし

θ (12 ・・・ (f 121< 

。128 α1 ・・・ 。128

02 U::; ・・・ αl 
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ここで.

-一

n
o

r
i
-
-
i
j
、1

1
1
1
1
1

一一
r-L 

iニ n-トL....128. 

0.:3十日子.!l. 1三i:s: :32. 

σi = ¥ 0.:3. :3:3く i< 9(j、

。:3十弓子19i<i:S:128‘

である.したカすって.

Q二仙g[σi. .σ?141]、

となる.図 9.12はこれらの観測作用素と加法的雑音による観測商像である.観測作用

1 と棺関作用素 Q に基づく射影フィルタを用いて復元したものが図~).l:3である.

次に. の観測過程とは異なる観測モデル

λ0.~J.')A16 十り.ü;)..h;-

q = Q 

に基づく復元を行なった結果を示す.行列 A.-Aの最大固有値を求めることにより

~ =11ぺ-.1"ニ 0.00:382であることがわかる.

このモデルに基づく射影フィルタを用いて復元した画像が図。.!!である.真の観測過

程に基づく復元画像とは大きく異なる.一方、このモデルに基づく正則化ノtラメトリック

射影フィルタを用いて復元した画像が図 9.1ろである.パラメータは守=lO-2、のご !O一五

とした.正則化パラメトリック射影フィルタによる復元画像は、鮮明でない部分は見ら

れるが.図 D.ll と比較すると真の観測過程に基づく復元画像である悶~J.l:1に近い闇像

であるといえる.
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verSl0 

図 9.11:原画像(128 x 128ピクセル.2;")6階調)

図 q.12:観測画像([28 x 128ピクセル、 2;")(j階調)
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SEE 
Sta混主主ardIm.a 

す器時間

図 9.1:3:射影フィルタ sPFによる復元画像

函 9.11:よQに基づく射影フィルタによる復元間保
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SEE 

図 9.1.5:A. Qに基づく正財化パラメトリック射影フィルタによる復元画像



第10章 結論

10.1 本論文により示された結果

本論文の第!部においては.画像復元に用いられる最適復元フィルタのうち.一般逆

フィルタおよび射影フィルタ族を方程式の擬ノルム最小の最小二乗解を与える作用素

として統一的に導かれることを示した.従来の研究においては‘射影フィルタおよび部

分射影フィルタ.平均射影フィルタ満たす作用素方程式の観点からの射影フィルタ族の

統一的な議論は行なわれていたが、射影フィルタ族を擬ノルム最小の最小二乗解を与え

る作用素として理解することにより.より詳細な性質を導くことができると思われる.

また.共通部分をもっ複数の画像の復元問題に部分射影フィルタを適用できることを示

した.複数の潤像のなかに共通部分があることは実用上少なくないので、部分射影フィ

ルタにより高い精度で復元できることが示されたことは応用上有用である.

さらに.ノfラメトリック射影フィルタおよびノfラメトリック部分射影フィル夕、パラ

メトリックウィーナーフィルタをパラメトリック射影フィル夕方矢として統一的に導出

できることを示した.この導出はこれらの復元フィルタが満たすべき作用素方程式を

統一的に構成したものである，三種類の最適復元フィルタを統一的に導出することに

より.射影フィルタ族とパラメトリック射影フィルタ族の相互関係をより簡明に示すこ

とができる.

第I部で述べた各種の最i直後元フィルタは観測作用素および画像の相関作用素.雑音

の相関作用素などを基にして構成されるものであり.画像観測モデルは観測.ì~桂を正確

に表現していることを前提にしている.しかし.現実の画像復元問題においては.これ

らの作用素は経験的な知識や事前の実験から推定されるものであることが多い.この

110 
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ようにして得られた作用素を用いた画像観測モデルは真の観測過程とは異なっている

と考えられる.そこで.第日部では.観測作用素および画像の相関作用素‘雑音の相関

作用素に微小な摂動が加わった場合に.それらの作用素から構成される最適復元フィル

タに摂動が与える影響に関する考察を行なった.第 7章および第 R章において第 i部で

述べた各種の最適復元フィルタが摂動に対して安定である必要十分条件を求め.これら

の最適復元フィルタが作用素の摂動に対して大きな を受ける可能性があることを

示した.また.摂動を与えた作用素に基づく最適復元フィルタによる復元函像が真の観

測モデルに基づく最適復元フィルタによる復元画像とは大きく異なる場合があること

を.実際の画像を用いての数値実験により示した

現実の画像復元問題においては‘画像観測モデルは真の観測過程とは微小に異なって

いること時また.計算機を用いた画像復元では‘丸め誤差などによる数値計算上の誤差

が避けられないことから.第 7章および第8章で示した最適復元フィルタの性質は望ま

しいものではない.

そこで.第~)章では.非適切問題に用いられる正則化法に基づく新たな復元フィルタ

である正則化ノfラメトリック射影フィルタ族について述べた.この復元フィルタ族は

パラメータを適切に選ぶことにより‘射影フィル夕方矢.パラメトリック射影フィル夕方矢

の近似になることを示した.また.観測作用素および画像の相関作用素.雑音の棺関作

用素に微小な摂動が加わった場合でも、摂動の大きさに応じて適当なパラメータを選べ

ば.射影フィルタ族およびパラメトリック射影フィルタ族の十分に良い近似となること

を示した.さらに.これらの性質を確認するための数値実験を行なった.その結果.観

測作用素および画像の相関作用素.雑音の相関作用素に微小な摂動が加わり.射影フィ

ルタ族およびパラメト 1)ック射影フィルタ族では望ましい復元画像がえられない場合

にも適当なパラメータを用いた正則化ノfラメトリック射影フィルタ族により‘真の観測

過程に基づくものに十分に近い復元が可能であることを示した.



10.2.今後の課題 122 

10.2 今後の課題

本論文においては観測過程はある程度既知であり.その観測作用素は根形であること

を仮定した.線形作用素のみを扱うことで司統計学や関数解析の既存の膨大な知見を利

用することができる反面.この仮定が極めてきついものであることから.現実の多くの

画像観測にそのまま適応することは難しいという問題がある.したがって.非線形作用

素による画像復元手法の開発が大きな課題である.非線形作用素による復元において

も.局所的には根形近似が可能である場合が多く‘ i斬近的な性質などに本論文で示した

線形作用素による画像復元の結果が適用できると考えられる.

また.作用素の摂動に対する最適復元フィルタの性質は離散離散モデルの場合に限っ

て示した.これは値域が間部分空間であるコンパクト作用素を仮定するための要請で

ある.これを一般の連続連続モデPルに拡張することも今後の課題である.この場合に

は.復元画像が存在する部分空間を限定して議論することが必要になる.また‘有限階

でないコンパクト作用素については第 11節で用いた不等式の評価を貰接は使えないた

め.新たな近11;1、式を求める必要がある.

正則化パラメトリック射影フィルタは.作用素の摂動に対して安定した近似を与える

が.それは摂動の大きさに応じた適切なパラメータを用いることが条件である.これは.

正則化全般に関わる問題であり.これまでにも :¥Iorozovの相変原理ーなど、多くの結果が

ある.正員Ij化ノfラメトリック射影フィルタに関する相変環理がどのようになるかは今後

の課題である.また.非適切問題の対処法には正別化だけでなく.離散化法など多くの

方法が提案されている.それらの手法を射影フィルタ族やパラメトリック射影フィルタ

族に適応することも可能であり.正則化ノfラメトリック射影フィルタ族との比較検討を

行なうことも重要であると思われる.

さらに.画像聞の差を測る尺度の問題も である.本論文では麗像間の距離の基準

として最小二乗基準を用いている.この基準が距離空間を定義する場合であれば.二乗

距離が十分に小さければ画像間の差は小さいので.原画像を忠実に復元しているといえ

る.しかし本論文では逆をもたない観測過程も含めて考察しているため.復元された
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画像と原酪(象との距離は近くならない場合が多い.第 G章でも述べたとおり.このよう

な状況では最小二乗基準により最良と判断された復元画像が人間の主観的な評価から

みて最も良いとは限らない.実用的な観点からは‘{人間の自で見たj良さが重要であ

り.本来であればそれを画像間の尺度として採用すべきであるが.本論文では全く考慮

に入れていない.

これらの点が今後解決すべき問題として残されている.
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