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選列と論理 I

一直観主義解析学における連続性原理一1)

金子洋之
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1.序論

われわれが直観主義について何事かを学ぶとき，まず第ーに耳にすること

は，直観主義では排中律が認められない，ということであろう。ブラウワー

(L. E. J. Brouwer)によるこの主張は，本来，数学の論理学的再編(例えば，

論理主義やヒルベルト流の形式主義)への抵抗としづ脈絡で理解されるべき

ものだが，現在ではそうした背景抜きに語られることが多い。ハイティング

(A. Heyting)による形式化以来，直観主義の論理は排中律や二重否定律の成

立しない，古典論理の部分系としてかなり明瞭な形を与えられてきた。そレ

て排中律の拒否がその背景にある二値原理の拒否を合意、し，ひいては反実在

論に結び付そことがダメッ卜 (M.Dummet)によって指摘されるに及んで，

直観主義は意味論的構成主義2)としてその面目を新たにじたのである0・

直観主義を巡るこのような動向は，ブラウワーの著作につきまとうし、かん
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ともし難L、独我論や神秘性を除去し，ある程度見通しのよい定式化を与えて

くれるという点で，きわめて重要な前進であった。だが，オリジナルな直観

主義の立場からすれば，このような動向は，直観主義が持つネガティブな側

面に重点を置きすぎているように思われる。つまり，既成の数学に対する批

判として持ち出された排中律の拒否という側面にあまりにも強調が置かれ過

ぎているのではないか。もちろん直観主義に意味論的構成主義の側面がない

というわけではない。それはそれで直観主義の抜き難L、特質の一つを成して

いる。そしてまた，意味論的構成主義の立場自体が多くの問題を抱えている

ことも事実であり，この立場をさらに解明して行くことが重要な哲学的課題

であることに疑いはない。だが，直観主義には意味論的構成主義と規定する

だけでは捉えきれない多くの側面がある。たとえブラウワ一個人に由来する

特異な哲学的主張を除いたとしても，新たな数学を建設しようとL、う直観主

義のポジティヴな側面に注目するならば，このことは明かである。

以下の考察は，そうした直観主義数学の建設過程に登場する「選列 (choice

sequence)Jの概念に向けられる。通常の直観主義論理では，排中律は認め

られないものの，その二重否定は証明可能である。つまり，積極的な意味で

排中律の否定が証明されるわけではない。ところが，選列を規定する原理の

一つが承認されたならば，排中律型のある命題の否定が証明されるのであ

る。われわれはこの原理がどのように正当化されるのかに限を向けたしめ。

これまでかなり錯綜した議論がこの定理を巡って展開されてきた。議論が

錯綜する理由の一つは，この定理に含まれる量化子が選列と L、う完結しない

対象上を走るからである。選列は，時間と共に生成して行くが決して完結す

ることのない数列のごとき「対象Jに他ならない。そのような未完の対象か

ら成る領域を量化するとはいったいどのようなことなのか。そのような対象

聞の同一性はどのように定義されるのか。自由選列のようなものがそもそも

対象として認められるのだろうか。こうしたたちどころに生じて来る数々の

聞いに直観主義者がし、かに答えうるのか，しかもできるかぎり直観主義者で

ない者にも理解可能な仕方でいかに答えうるのか，を探るこ之が以下の課題

である。こうした課題の追求なしに，単なる論理のレベルで、の特徴に基づい
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て「直観主義」の性格規定を云々するのは片手落ちであろうと考九るからで

ある。

予め本稿の構成を述べておこう。まず最初に，自然数論の範囲を越え出た

地点において直観主義者が連続性をどう規定してきたか，た回顧する。その

上で、選列概念を定式化することにしたい。構成主義的な「連続休」概念の変

遷に関する歴史的・文献的追跡はここでは行われなしめ。こうした準備作業

に基づいて，次に自由選列に関する連続性原理の正当化を巡る議論を敏い，

われわれがこの原理をどのように理解すればよいのかを考察するであろう。

さらに，この原理を仮定した上で，排中律の反証を行う。この反証を詳しく

分析することから，選列概念に含まれる問題点とこの概念の特異な性格とが

露わになると期待されるからである。

2. 自然数から実数ヘ

直観主義数学の建設は自然数の構成から始まる。自然数の構成がどのよう

に始まるかに関するプラウワーの記述についてはここでは深く立ち入らな

い。彼は，一切の分節化が生ずる以前の意識状態の記述から始め，ある心的

事象が意識内における事象として孤立化され客観化される様を入念に叙述す

る。こうして獲得された各事象からそれら間有の特性を捨象し，いわば形式

としての事象，同質的で識別不可能な事象の継起へと進むのが第一のステッ

プである。ただし事象の固有性を捨象するとは言っても，各事象の生起する

時間的継起まで捨て去るわけではない。むしろ，時間的継起こそが数学的構

成の遂行を可能にするための条件であるとして，直観主義者はこれを積極的

に利用するのである。この段階での心的活動を支える枠組みがカント的時間

直観に他ならない。「直観主義」とL、う名称はこの点に由来するのである。

ここから先の構成は有限主義の場合とほぼ変わらない。ある事象と時間系列

上でその次に来る事象とを取りまとめ，それらがこつの事象であることを承

認しつつ，同時に一つの事象として認識することが自然数2の構成である o

ス+トローグを継ぎ足すことによって自然数を構成する有限主義の場合と形式

上は同様な自然数の系列が得られるのである。ただし有限主義とは異なり，
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構成されるものは飽くまでも心的なものであり，また「構成」も外的な操

作ではなく，心的な操作・心的行為であるという点には注意する必要があ

ろう。

このように構成された個々の自然数は，心的な構成物ではあるが，完結し

た対象と見なされる。そして古典数学の場合と同様に自然数から構成される

整数，有理数も個々に考九る限り，完結した対象で、ある。これに対して自然

数全体からなる集合や有理数全体の集合のようなものは完結した対象とは見

なされない。それゆえ，有理数の無限集合や無限系列を前提とする実数を構

成するに当たっては，古典的な方法や概念をそのまま利用することはできな

い。そこで個々の実数を構成するために直観主義者が採った道は，実数を完

結した対象としてではなく，絶えず生成途上にある未完の対象として扱うこ

とであった。実数の構成法には様々なものがあり，例えば Brouwer[1918J 

では区間縮小法が用いられているが，ここでは基本列またはコーシー列によ

る実数の導入を考察する。

直観主義数学では，実数を有理数からなるコーシー列の同値類として定義

することができる。例えば，

<九>は実数生成子 (r巴alnumber generator)である iff 

VkヨnVm昨〉旬 Irm-rnl<2-k 

は実数生成子のひとつの定義を与える。この定義に基づいて，さらに，

<九>-くら> iff VkヨnVm冊>nlr叩-Sml<2-k 

と定義するならばが同値関係であることは容易に証明でき，この同値関

係によっτ実数が定義されるのである5) ， 

しかしここで注意しなくてはならないのは，実数生成子の規定が外見J:i古

典数学での規定と同じだとしても，論理定項は直観主義的に解釈されねぽな

らないという点である。任意の hが与えられたとき，nの値が存在するとい

うこ主が保証されるだけではなく，値そのものが構成されねばならない。そ

の意味で一実数を生成する有理数列は， ι 「各項を計算するための実行可能な

規則にまってII与え?られねばならないのである。従って，古典的にはコー
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ジー列でありながら，直観主義的には許容されないものがある。例えば，次

の定義はそのような列の一例を与えてくれる。

η
 

1

ょ

ヮ

“

r
a
E
E
'
E
1・2

・EEISE--
、

一一犯今，

もし πの十進法展開において小数点以下n番目の数字

がその展開中に最初に現れる列0123456789の9で

ある場合

それ以外のとき

この<日>は，例えば<九>=2-η とは高々一個所でしか違わない。従って古

典的な意味では<rn>は明らかにコーシー列である。ところがπの十進法展

開中に 0123456789が現れるか否かを知らない限り，われわれはく月ツの F各

項を計算するための実行可能な規則」を持ってはいない。かくしてこの<九>

は直観主義的な意味でコーシー列ではない。

以上から明らかなように，直観主義において構成される実数は完結じた対

象ではなく，必要に応じて各項を幾らでも計算して行くことのできる;宏一シ

ー列に他ならない。古典的な実数と区別するために，これらを「計算可能な

実数 (Computablereal number)Jと呼ぶこともできるであろう。(ただしま

ここで言う「計算可能」を一般帰納的と解釈することは必ず、しもできない。)

計算可能な実数に基づいて直観主義算術を展開する作業にはここでは立ち入

らず7)，後との関係で若干の特徴を指摘するにとどめたい。まず，実数どう

しの加減乗除は古典数学の場合とほぼ同様に定義されるo しかし実数聞の同

一性，非同一性に関しては新たな概念が生じて来る。 α，sを有理数列と L，

α(n)によって有理数列 αのn番目の項を表わすとすれば，

α= s ifj ¥fn(α(n) = s(幼)

は通常の(外延的)同一性の規定に他ならない。この同-'1生の否定，すな

わち，

件 siff :Jn(α(n)吋(同)

はもちろんここでも成立するが，これに加えてさらに次のような離Bサ性

(apartness relation)の関係が成立する。
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幹は離別性関係である iがすべてのあ y，zESに対して

体が次の (i)一(iii)を満たす。

(i) x韓v→v静Z

(ii)寸 (x昔γ)←→x=γ

(iii) x骨γ→ Z 静zVy枠z

例えば実数生成子に関するこの離別性は次のように定義される。

<rη>静<sπ> 好 'r/kヨn'r/1nm>nlrm-S叩I>2-k 

甚観主義数学ではこの離別性関係に基づいて一定の算術が展開されている

が，本稿ではその詳細には立ち入らなし、8)0 同一性については，上で述べた

ような外延的同一性の他に内包的同一性が導入されるが，それは選列の規定

後に改めて論じられるであろう。)ここで注志すべきことは，数学の直観主義

的な改編が単に古典数学を弱める方向に進むというだけではなく，概念の分

離，概念の新たな分節化を惹き起こすという点である。この事実は(直観主

義の哲学的主張とは独立に)構成主義が古典数学に対してもちうる意義のー

っと考えられている9)。

さて，以上では自然数から実数までの構成をごく簡単に概観したのである

が，このように形成された直観主義数学の内に連続休の占める余地がないの

は明がである。実数生成子の定義を振り返ってみると，任意に与えられたh

に対して，収東条件を満たすようなある nが構成されねばならなかった。こ

のことは，実数生成子そのものが，独立変数として任意の hに対してある n

を与えるような「関数」によって，あるいはブラウワーの用語を用いるなら

ば「法則J，によって構成されねばならないということを意味する。 ここで

いう「関数」ないし「法則」が構成的なものでなければならたいことは言う

までもない。では「構成的」ということで、われわれは何を理解すべきであろ

うか。直ちに考えられる方策はこの「構成的」を「一般帰納的 (generalre-

cursive)J と解することである。すると， J::.で考察された実数生成子は帰納

的実数生成子であることになり，それらの同髄類として定義される実数は帰

納的安数だということになる。だが，このような帰納的実数全体の集合(種)
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を考えたとしても，それは古典的な意味での連続体を成すわけではない。古

典的連続体の点には，先に見た古典的には認められるが直観主義的には認め

られないコーシー列によって定義されるような実数も明らかに含まれてい

る。従って I連続休」を字義通り連続体として捉え，その上でブラウワー

の定理「閉区間上で定義されるすべての実関数は一様連続であるJが証明さ

れるような連続体としての区聞を構成するには，これまでの議論だけでは不

十分なのである。

こうした困難を克服するためにブラウワーが導入したのが「選列」に他な

らない。選列がどのようなものであるのか，そしてそれによって連続体の概

念がどのように構成されるのかを見るのにあたって，最初にブラウワー自身

の説明を引用しておこう。彼は，直観主義の第二の活動(つまり直観主義数

学の建設とL、う活動。これに対し，第一の活動は古典数学や古典論理刊の批

判的活動を指す。)の出発点を次のように規定する。すなわち，

「新たな数学的対象 (entities)を創造するこつの方法を承認すること。第

一に，前もって獲得された数学的諸対象から成る，多かれ少なかれ自由に進

行する無限系列とL、う形で。(その結果，例えば，無限小数が正確な値をもっ

ということも認められないし，いつか正確な値を入手するとL、う保証さえも

与えられない。)J

(Brouwer [1981] p. 8) 

ここで「多かれ少なかれ自由に進行する無限系列」と言われているのが選列

である10)。

いま「前もって獲得された数学的諸対象」として自然数のみを考えること

にすると，選列を自然数の無限系列と見なすことができる。しかしながら直

観主義では完結した無限というものを考えることはできないのであるから，

選列もまた完結した無限系列とは見なされない。そこでブラウワーは，選列

を規定するに当って，まず白然数の選択とL、う際限のない行為の継続を考え

るのである。この選択行為は際限なく続くのであるから，われわれがある時

点でどのような系列が構成されたかを?、日ろうとしても，知ることができるの
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はその時点までに構成された自然数の有限列でしかない。つまり選列とは，

つねに完結Lた有限列としてしかわれわれに提示されないにもかかわらず，

幾らで、も拡張できるような数学的対象に他ならない。

(ここで選択行為の主体は何かという疑問が生じるかもしれない。それは自

然数列を構成するわれわれ自身だと言ってもよいが，ブラウワーは「理念的

数学者 (idealizedmathematicia:n)Jなる概念を導入する。「理念的」とし、う

のは，例えば既に構成されたものを決して忘却しないといった理念化を意味

するのであ河て，実在論の復活を許すような超越的存在を意味するわけでは

なし、OPZLのような「理念的数学者」の概念の導入はブラウワーを「創造主体

の理論 (th巴ory6f creative subject)Jへと導いたので、あるが，本稿ではこの

理論には立ち入らない。一最近では「選択」の行為的側面を捨象し，主体概念

を消し去ろ与とLづ傾向が強い11)。しかしそうした消去が最終的に可能かど

うかについては疑問がある。こ ζで、はとりあえず「主体は何かj という疑問

を暖味にしたままで議論を進めたい。)

ところで選列の各項を成す対象(ここでは自然数)の選択はいかなる規準

に基づいて行われるのであろうか。この規準を巡ってわれわれは選列を三つ

に分類できる。まず第一に，合法則列 (lawlikesequence)。これは先に見た

実数生成子によって代表されるような系列である(ただしこの場合は各項が

自然数ではなし有理数ではあるが)。すなわち，合法則列とは，その系列の

η番目の項として何を選択すべきかが，予め一定の法則によって定まってい

るまうな系列に他ならない。第三に，系列の各項の選択に闘して一切の制約

も課されていない無法則列 (lawl巴sssequenc巴)。この種の系列としては，例

えば各項をサイコロ投げによって決めて行くような系列を考えればよい(こ

の場合，選択の可能性が lから 6に限られるとL、う制約は残されているが)。

最後に，第三番目の種として合法則列と無法則列の中間に位置すると考えら

れる系列。例えば系列の n番目の項まで、はある法則に従い，それ以降は一切

の制約が課されないような系

6総称である

では"選列といち新たな対象を導入することによってどのように連続休が
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構成されるのか。 ζれを正確に述べるためには，選列が数学的にどう取り扱

われるのかを明らかにιなければならない。この作業は次章以降に譲る。こ
こで、は，例えば [0，1]の実数全体が非可算であることを示すために通常用い

られる対角線論法が，選列によって実数を表現する場合には使用できないこ

とを示すにとどめよう。対角線論法の核心は，小数表示された各実数がー列

に並べられたと仮定し(自然数との一対一対応がつけられたと仮定し)，その

上で矛盾を導くという点にある。しかしながら，コンマ以下の小数の無限系

列を選列と見なすとき，そもそも各実数をー列に並べることさえで、きないこ

とが解る。いくつかの選列を並べたとしよう。(この仮定には特に問題はな

い。例えば合法則列 AX.O:(独立変数の任意の値に対してつねにOを出力す

る関数。 ここでは [0000…]のようなすべての項がOである列を示すJを指

定するこょによって，コ γマ以下がすべて Oになる選列を一つ並べたとする

ことができる。)次に一つの選列を任意に取ったとき，われわれはそれを並ベ

るに当たって既に並べられた選列と比較しなければならない。問題の選列に

関してわれわれが入手で、きる情報はその有限の初切!十，つまりその選列の初

項から n番目までの有限列でしかない。一方，既に並べられた選列に関して

入手できる情報もまた有限の初切片でしかない。 n番目まではどちらの系列

も同ーの項から構成されているとをが解ったとしよう。 n+1番目の項もLま

た同一項で、あった……。では，これらの系列は同ーの系列なのか。有限列が

与えられたとき，われわれはそれによっで一つの選列を表示することはでき

ない。有限列によって表示できるのはその有限列を共有する選列全体の集合

でしかないのである。(この点については次節の「種」に関する例を参照され

たし、。)この場合，古典的には排中律を適用すればよい。その選列は既に並べ

られた選列と等しいか等しくないかのいずれかである。だが直観主義的には

そのような論法をここで用いることはできない。結局の所，われわれは実数

を並べたと仮定することさえできないのである。ゆえに実数を選列によっ

て表示するとき，それらの選列に対して対角線論法を適用する ζ とはきで

ない。

こうした論法を提示されて直ちにはいそうですかと納得できる人はそれほ
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ど多くはあるまい。選列としての実数がー列に並べられないというこの論法

は，選列のような無限の対象についてわれわれの知識がつねに有限にとどま

ざるを得ないという事実に基づいている。そしてさらに言えば，知識の有限

性と同時に合法則列と無法則列とを同時に許容することによって生ずるある

種のテンションtこも基づいている。このような知識の有限性および選列概念

の抱えるテンションとは，後に連続性を扱う場合にも肯定的に利用されるこ

とになるであろう。それゆえ，この論法についての評価はそのときまで先送

りすることにしたい。

3. 域ー用語と表記法

選列の理論を中心とした直観主義解析学の概要を検討するのに先立つで，

本節では，以下で用いられる用語と表記法の定義を，主として Dummet

[1977]に依拠してまとめておくことにする。

a， b， c，…を，自然数からなる lawlike列の上を走る文字とする。

α， s， r，…を，自然数からなる (lawlike列をも含めた)選列上を走る文字

とする。

託(n)は，選列αの最初の n項からなる有限列である。すなわち，

a(n)=<α(0)，…， α(n-1)> 

ただし，a(O)=<>である。<>は空列を意味する。

u，召，w，…は，自然数からなる有限列を表す変数文字とする。
誌の長さ，つまり誌の項の数をlh(諺)で表す。もし詑=<Uo，…，Un>なら

ば，lh(五)=n十1。さらに lh(<>)ニO。

有限列どうしの連接 (concatenation)および有限列と自然数の連接はそれ

ぞれ次のように定義される。

もし蒜=<Uo，…，Uk-l>かつ否ニ<VQ，…，V隅-1>ならば，

ih否己 <Uo， Uk-l， VO，・・・，V叫-1>である占

?bじnが自然数なあぽ，uj(~u*<n> 。
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このとき，任意、め nに関してunはaの後続列，廷はu"'nの先=行列と呼ば

れる。

有限列聞の順序関係としで「召ムは諺の拡張である(日《諒)Jが次のように定

義される。

V~五←→ヨ五I(百=諾 * i1J) 

以上が主要な用語および表記法であるが，ここではさらに「域 (spread)J

としづ概念の規定を与えておこう。 (spreadという語に関して決まった訳語

はない。 r拡張」という語が当てられる場合もあるが， 以下で見るように，

spreadはある構造を持った集合に近い概念であるから，そのニュアンスを汲

んで、本稿では「域」を採用する。)r域」は，自然数からなる有限列の集まりを

定義域とし， {O， 1}を値域とするような関数に他ならない。つまり，域は任

意に与えられた有限列に闘してその列が許容可能 (admissible)であるか否か

を定める関数である。しかしながら，同時にわれわれは域を無限の長さの校

(またはパス (path))を持った樹 (tree)と見なすこともできる。 この場合，

樹のパスが選列に対応し， 各ノード (node)はそのノードから枝別れして行

く各選列の共通の初切片(initial segmen t)を表現することになる。 われわ

れは次に域のより詳細な規定を与えるが，その際，関数としての域と樹とし

ての域とを状況に応じて使い分けるであろう。

まず域を関数として捉え，任意の選列のある初切片，つまり任意の有限列

が与えられたときに，その有限列が許容可能か否かを定める「域法則(spread同

law)Jを次のように定める。

刊誌が許容可能のとき
s(諾.)= { 
H それ以外の場合

従って， j或法則とは有限列全体からなるユニパースの中から，ある制限もじ

くは限定条件を満たす有限列を許容可能として取り出じ，ひとつの集台ある

いは穏 (species)を定める法則に他ならない。 このとき域はそうした積を規

定する限定条件そのものと考えることができるであろう。例えば;0とlか

らなる有限列のみを許容可能とする域法則が与えられれば，この法則によ
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守で列の各項がOか1だあるよーうな有限列の集まり己域が構成されるので

ある。

ところで域を樹として捉えた場合軍その樹は無限の長さの校を持った樹で、

なくてはならない。それゆえある誌が許容可能であるならば，誌の拡張諺*k

の少なくとも一つが許容可能でなければならない。(この場合，途中でtermi-

nateするパスはないと考える。域には様々な規定があって，途中でterminate

するパスを許すような規定もあるが(例えば， Kleen巴&Vesley [1964] 6.1)， 

ここでは Dummett[1977]に従う。)また許容可能でない初切片があるノー

ドより先で新たに許容可能となることもない。さらに域法則が独立変数とし

てとるものは有限列であるから，任意の有限列に関してそれが許容可能か否

かは決定可能だと考えられる。ここで域に関する以上の条件を改めて列挙し

ておくことにしたい。

(1) 空列<>は許容可能であるとする。すなわち域は空虚 (empty)ではない

とする。

(2) あらゆる許容可能な有限列は少なくとも一つの許容可能な拡張、を持つ。

(3) 許容可能でない有限列に許容可能な拡張はない。

(4) 任意の有限列に関して，それが許容可能かど、うかは決定可能である。

これら四つの条件が域の定義を与えてくれる。

域の定義

spr(s)←→s(<>)ニ 0&

Vu(s(諺)= 0→ヨお(五.-k)ニ 0)&

V認V召(詑<<:v& s(蒜:)= 0→s(百)ニ0)&
Vu(s(諺)ニOVs(諺)= 1). 

例えば，Vus(蒜)=0を満たすような Sによって与えられる域は普:遍域 (univer-

sal s'pr巴ad)と呼ばれる。また，

Vu [(s (認)ニO←→Viid以前向<2)&

(s(蒜)=1ト→ヨii，，;lh(古川よ2)]

によって与えられる域は先に見たOと1のみからなる有限列の域を表す。」

れまで、われわれは有限列について語ってきたが，その有限列の各項を構成す
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る対象についてほ全く規定してこなかった。テラウワーに亙れば，そのよう

な項として自然数，有理数，端点と Lて有理数をとる区間などを採用すると

とができる。通常，そのような対象を各有限列に割り当てるための相関法則

(correlation law)が定義されるのであるが， これらの対象はいずれも可算

クラスを成すのであるから，議論を白然数だけサこ限っても一般性は失われな

い。それゆえ以下の議論では，自然数からなる有限列だけを考察する。また

域としては上に示した普遍域のみを考察することにしたい。(ただし，普遍i或

は図示できないので，場合によってはOと1からなる有限列の域 (bina:ry-

spread)を考慮することもある。)

4. 選列と連続性 ー非形式的概説ー

本節では，選列の理論を構成する主要な二つの直観主義的原理一一連続性

の原理と Bar帰納法一ーのうち連続性原理を提示し，それから帰結する幾つ

かの定理を提示することにしたい。

選列の理論を述べる場合には，予め若干の留保をつけておく必要があるよ

うに思われる。まず第一に，選列に関する諸原理に:ついでブラウワー自身の

著述の内にも様々な異同や歴史的に変化があるということ 12)，第二にブラウ

ヲーの論証にインプリシットに含まれている原理を顕在化させるに当たっ

て，その定式化が一意には決まらないこと，の二点である。これらの問題に

ここで立ち入る余裕はない。それゆえ，以下では原則として Dummett[1977] 

の定式化にのみ依存することとし，ブラウワーの叙述へ立ち戻ることはし

ない。

さて，周知のように直観主義者はペアノの公理によって自然数が規定され

るとは考えていない(もちろん現実に直観主義数学の形式化を行うときには，

そうした公理系を採用するのであるが)。むしろわれわれによって行われる自

然、数の構成の結果として，ペアノの公理の妥当性がわれわれに認識される，

と彼らは考えるのである。では，選列という数学的対象の構成からはし、かな

る数学的原理の妥当性を導き出すことができるであろうか。

最初に，普遍域の上で選列の種 (species)がどのように規定されるかを考
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えてみたい。 r種」は通常の集合というよりも， そうした集合を定義する性

質 (prop巴rty)そのものを意、味し，ある種Sに Z が帰属するのは (xES)，xが

性質Sを持つ場合である。従って，選列の種を定めるには，その種に帰属す

る選列に共通のある性質を定めてやればよい。そのような性質の例として

は， 既に見たように r各項がOと1のみから成る」とL、う性質を考えても

よい。明らかにこの性質を満たす選列は普遍域上の部分域，つまり選列の一

つの種を成すであろう。あるいは r託(n)=<α(0)，…， α(n-1)>* nJという

性質を考えることもできる。この性質を持つ選列はα=12346678…だけであ

り，この性質によって定められるのはただ一つの選列からなる穫である。し

かしながら，われわれはこれらの性質とは幾分異なる特徴をもった性質をも

考えたい cそこで次のような選列戸を考えてみよう 13)。ただしんるは選列Pの

n番目の項を表すとする。

sl =3， s2 = 1， s3 = 4，ん=3， s5 = 6，・

いま「有限の初切片の和が素数であるJという性質を考えると，選列Fは明

かにこの性質を満足する。というのも，初切片 Aからんの和が素数となっ

ているからである。しかしこの性質を満足する選列はなにも戸だけではな

い。無数に多くの他の選列もこの性質を満たすであろう。特に，初切片戸1か

らんを共有する全ての選列がこの性質を持たねばならない。ここで注意、を喚

起したし、ことは，一つの初切片を定めることによって，換言すれば(域を無

限のパスを持つ樹と考えたとき，各ノードはある初切片に対応するのだから)

一つのノードを定めることによって，一つの種を定義することができるとい

うことである。それゆえ選列 αのη番目までの項から成る初切片(選列 αの

n番目のノード)を単に託(n)と書き，この託(n)が定める種に選列戸が帰属す

ることをPεa(n)と表記することにしたい。

最初に挙げーた二つの性質は，選列の構成のいわばどの場面においても課さ

れている制約条件に他ならない。もしわれわれが合法則列の様なものだけを

考察するならば¥そのような性質だけを考慮すれば十分であるかもしれな

い。だが，無法則列を取り扱う場合，そうした列についてわれわれが入手し

うる情報は，有限段階までの項選択に関する情報，つまりその有限の段階ま
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でにどのような項が選択されたかーその選列の初切片，に関する情報でしか

ないのである。この意、味で，最後に述べられた型の性質は選列理論においてi

極めて重要な役割を果たしている。

j或と種に関する以上のような特質に注意を払いつつ，次に選列理論におけ

る連続性の原理を定式化し，その意味を考えてみたい。

4. 1 連続性の原理 (thecontinuity principle) 

連続性の原理には幾つかの形が考えられる。ここでは弱い連続性原理

(weak continuity principle)，すなわち WCを提示することから始めよう 14)。

(ただし以下の C(α，n)はαとnの聞の任意の関係とする。それゆえ WCは

具体的な原理ではなく図式に他ならない。)

WC  VαヨnC(α，n)→ Vαヨnヨms[a(m)= s(m)→ C(s，η)] 

この原理の意味を明らかにするために，既に例として用いた「有限の初切片

の和が素数である」とL、う性質を再び用いることにする。この性質を Aで表

し，次の式を考えてみよう。

(1) A(α)←→ヨnVsEa(n)A (戸)

われわれは α，sによって選列を考えているのだから，これらについてある場

而で入手できる情報は，その場面までに構成された有限の初切片でしかな

い。それゆえ，A(α)が主張できるとすれば，それは αの有限の初切片 a(n)=

<α0，…，的ー1>に基づいてのみ主張できるのである。とすると， αと初切片

を共有するどの選列 s(sεa(n))もまた性質Aを持つはずである。このことは

性質「有限の初切片の和が素数である」を考えてみれば一層明白になるであ

ろう。この性質を Bとし， α=< 3， 1， 4， 3， 5，…>とすると，この選列の4番

目の項までからなる初切片に基づいて，B(α)を主張することができる。そじ

て同様の主張は， 5番目以降の項がどのように選ばれた選列で、あっても， 4番

目までの項を αと共有しでさえいれば，成り立つ。従って， (1)は選列とい

う数学的対象のもう特質のみに依拠することによって正当化されるので、あ

る。(この場面では通常 αの「個体性」ないし「同一性」が問題になる。性質

Aがパラメータとして α以外の選列を含まないことが保証されない限り， (1) 
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は正しくない。それを示すための反例と (1)のより一般的な形については

Troelstra [1969] p. 36を参照。)

以上と全く同様の考察に基づいて，次に性質Aではなく選列から自然数の t

への汎関数φ(φ NN→N)を問題とするならば， (1)は次のように変形され

るであろう。

(2)φ(α)=n←→ヨmVs臼 (m)(φ(s)= n) 

あるいは，

(2)' VαヨmVsEa(rn)[φ(戸)ニφ(α)]

直観主義者はこの (2)または (2)'を，選列から白然数の上への汎関数φが連

続であるための条件とf符釈する。しかも WCは (2)の一般化以外の何もので

もない。まさにこの点にWCが連続性の原理と呼ばれるゆえんがある。だ

が，いかにじてそのような解釈が (2)について可能かを検討することは後四

じにして，まず (2)から WCを導出する方法を考えたい。通常，連続性の

ための条件は (2)'の形で与えられいてる。これを (2)のように変形しておく

ことはWCとの関係を見やすくする上で重要と思われる。残された問題は

量化子の扱いでしかない。そこで次のような選択公理を考えよう。

VαヨnC(α，n)→ヨφVαC(α，φ(α))

これと (2)を組み合わせることによってわれわれはWCを導くことができる

ので、ある (WCが飽くまで図式である点には注意する必要があろう)1九

Dummett [1977]でのWCの定式化はここでの定式化とは異ーなっている。

ダメットは (2)に現れる φを自然数の有限列上の合法則的関数 (lawlil王巴

function)によって表現しようとする。この合法則的関数は次のような近傍

関数 (n巴ighbourhoodfunction) eに他ならない。

e(a(n)=O←→a(n)がφ(α)の値を計算するのに充分なほど長くない
(充分な'情報を与えてくれなし、)

e (a(li))=m+1←ぽ(n)がφ(α)の値を計算するのに充分なほど長<.

かっ φ(α)=111

このよ、うな近傍関数 Eが
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(i) Vαヨn(e(a(n))学0)

(ii) Vn¥;fm (e(a(n)htoO→e (a(的)ニ e(a(n)*rn))

を満足することは明かである。 (i)はφがいたるところ定義されていること

を意味し， (ii)はある段階でφの値が計算されたならば，その後さらに情報

が増えてもその値は変わらない，ということを意味する。(さきに.e(a(刈)=rn

+1と定義した理由は， φが値Oを取ることもありうるからである。 ただ m

としただけでは値がOなのか，それとも値が計算できなかったのかを識別す

ることはできない。)そこで，

φ(α)=m iff 3n(e(，♂(η) = m+1) 

と定義した上で，今度は逆に(i)と (ii)を満足するような eによって連続的

なφを定めることができる。ダメットはこのような Eを用いて連続性の原

理を定式化した。この方法を取るに当たっては，予め近傍関数eのクラス K。
を定めてやらなければならない。またこのクラス Koを用いることによって

強い連続性の定義もできるのだが，これらの問題にはここでは関わらないこ

とにする。

4.2 位相空間による解釈

さて，残された問題は上の wcがし、かにして連続性の条件と解釈される

のか，そして弱L、連続性の原理からどのような帰結が得られるのか;という

ことである。まず、 (2)の解釈から始めよう。ここでは位相空聞を用いて連続

性を解釈することにしたい。基本的な考え方は，普遍域を位相空間，一種の

ベール空間 (Bairespace)16)と見なすことである。その際， (i)普遍域の無

限の校(選列)をその位相空間の点とし， (ii)ある初切片を共有する選列の種

を開近傍 (bpenιneigh bourhbbd)と考え，そうした開近傍が位相のための基

(base)または開基 (openbase)を与える， とすることである。 (i)と (ii)に

よって位相空間が定義されるかどうかを確かめてみよう。

位相空間の定義 集合Xvcおいで，部分集合の族θ が与えられて次の三

つの条件を満たしているとき， Xは位相空間と呼ばれる。

(I) Xε0，ゆε0，
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(II) Gb G2EOならば G1nG2εO

(III) 1:壬意個の GiEOに対して UiGiEO

基(開基)の定義 Xの上の位相O(位相空間 (X，O))の基とは，次のような

条件を満たす， 0の部分集合00のことである。

VU[UεO→ヨS(ScO。八U= US)] 

基の公理

(B 1) Vx [xεX→ヨU(UEO。八zεU)]

(B2) VUb U2EOo， VxEU1nU2→ヨU3(U3EOô xE U3̂  U3c U1 n U2) 

例えば距離空間 (X，O)では， Xの開集合が近傍 U(x，ε)(ただし ε>0，xεX 

とする。)の和集合として表される。そこで，この型の近傍の全体を与えるこ

とによって， Xの位相を与えることができるであろう。この近傍全体が基と

呼ばれ，上の定義では 00によって表現されている。つまり ，0の任意の元

Uが00の部分集合の和集合によって表されている。このことを域 Tの上で

表現するにはどのような方策を取ればよいのであろうか。まず域Tの点と

して選列を取ろう。その上で選列の種を開近傍と見なすことによって，域T

の上の基を定義しなければならない。そこで，

各五εTvこ関して，V官 ={α:αε認〈αεT}

とおき，このような集合 Vaの全体からなる族 Vを基とする。さらに基の

元の任意の和を開集合と定義し，そのように定義された開集合の全体をOと

することによって Tに位相を導入することにしよう。(ここで蒜は自然数の

有限列であることに注意されたい。従って，V面は初切片誌を共有する選列

の種にほかならない。)ζ のことを開基の定義に合わせて書くならば次のよ

うになる。

VU(UEO→ヨV'(V'εV^U= UV')) 

このとき Vが基の公理を満足することは容易に証明で、きる。

(B 1)の証明，すなわち，

Vα(αεT→ヨVa(VaεV α̂ぞVa))
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の証明。 αETであるような任意の選列αが与えられたとき， αの任意の初

切j十五を取り Vuを作れば，Vu，εV八αεV司となる ζ とは明かである。

(B 2)の証明。 V，.， V吾εV，αEv;;nv缶とするとき，lh(蒜)<lh(v)ならば，

V茸cV否このとき V晋=V五nv否である。(つまり， αεV否什V否であれば，

aと否は有限の初切片を共有しているはずで、あるから，五，舌の長い方をとれ
ばそれが条件を満足することは明かである。)

さて，基Vの元 V否の任意の和を開集合と定義し，それらの開集合族を

O={UεS?J (T):ヨV吾(V，.cV^U=U V吾)}

とおくことにする。次にこのように定義された開集合の全体θが，先の佐相

空間の定義を満足することを確かめよう。

まず Tを考える。このとき Tニ U{Vく>}=Vく〉であるから，TEOが言え

る。また Vからゼロ個の Vuをとり，それらの和を考えればそれはゆとなあ

から件εOも成立すQ。従って，これで (1)が証明された。

次に(II)を証明 Lょう。 U=U V'， W=  U V"とする。 V'={Xa:aEA}， 

V"={Zb: bEr}とおけば，

UηW=(UX，α) n (UZb) = U U (XanZb) 
αE/J bEr αE.1bEr 

αε XanZð で、あるような任意の α についで， αε y~ ，.çXànZb となるよらなー

y~ ，. が各 α について存在する。従って，

UnW= U y"，z= U ( U y"，.)εo。
bEX，αnZb bEXjαnZb 

(III)の証明も同様である。

かくして，われわれは位相空間 (T，O)を子に入れたこ主になる。だが，

出発点として考えた写像φはNN(すなわち T)から Nへの写像であった。

この写像が連続であることを言うには，予め Nの上の位相を定義しでやらね

ばならない。そこでNの最も強い離散位相，すなわち， Sε!Jo{1Vlであるよ

うな任意の Sに関して SεOとなるような位相 (N，O)を定義する。

このとき先の (2)，

R
4
J
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φ(α) = rt←→ヨrnVs日 (rn)(φ(戸)ニ n)

のφに関してその逆写像φ寸を考える。 φが連続であることを示すにはVS

cN:φ→(s)εOを証明すればよい。そのためにはVnεN(φ寸({n})ε0)を示

せば十分である。

φ-l({η}) = {αεT:φ(α)ニ n}

={αεT:ヨrnVsεa(rn)(φ(戸)= n)} 

ここで V出削=={戸εT:戸E:a (rn)}とおけば，

φ四 l({n})= U v.副耐乏O

これによって φの連続性が示された。

4.3 直観主義における連続性

以上は，連続性の原理 (2)の位相空間による解釈に他ならない。でで、は，連

続性のより直観的な

ブラウワ-の定理「閉区間上上-でで、定義されるすベての突関数は一様連続でで、あ
/ 

る」を考えて，みたL、17)。 この定理は明らかに古典的には成立しない。そのこ

とを示すには， [-1， 1]上の不連続関数，例えば，

(0 x三三O
f(x) = ¥ 
II x>O 

を考えればよい。そもそもこの関数は不連続なのだから，一様連続であるわ

けがないのである。だが，この例はブラウワーの定理に対する反例とはなら

ない。直観主義では， xo<OV xo=OV xo>Oのいずれかであることが知られ

ていないような実数z。を定義することができるのであるから，そのような

叫に関してf(xo)が定義されたということを証明することはできない。従っ

てこの事実から逆に，実数値関数fがし、たるところで定義されているために

は i(関数fの)値を指定された正確度で近似するのに (fの)独立変数の近

似値で充分であるys)ことが必要なのである。言い換えれば，上例のような

不連続関数を考えたとき，不連続点では関数fが定義されていない，つまり

独立変数の有限の近似から関数値を算出することができないのであり，逆に

もしある点で関数が定義されるならば，すなわち独立変数の有限の近似から
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関数値を計算できるならば，関数はその点で不連続で、はないのであるも

このような直観主義者の議論を踏まえて，選デIjαを近似と見なそう。(こう

した選列と近似系列との重ね合わせには問題はない。ブラウワー自身，有理

端点をもっ入れ子型の区閥系列を成す選列を考察しており， ~I 然数からなる

域に有理端点をもっ区聞を割り当てる相関法則は容易に構成可能であ「る。)

繰り返すTが，選列という無限の系列は完結した全体主してわれわれに提示さ

れているわけで、はない。それゆえ汎関数φが選列αに適用されて値nを算出

するならば，そうじた算出は αの値の無限系列に依存する・ことはできない。

しかも αが無法則列である場合にはαの各項の生成規則のようなものに依l

存するこもできないのである。一般に，任意、の選列が与えられたとき利用で

きる情報は，その選列の有限の初切片でしかなL九従って，もし!α の初切片

a(m)に基づいて φ(α)の値nが計算できたならば，初切片 a(m)を共有する任

意の選列戸に関Lても φ(戸)=nで、なければならないで、あろう。これはまさに

(2)が示していることであ fJ，選列を近似値の系列と読むならば， φ(α)=nは

独立変数αのある有限の近似値がnを計算するのに充分だということを意

味するのである。 φは点αにおいて連続なのであり，もしすべて、の αに関し

てφが値を持つならば， φ:NN→Nは連続である。

こうしてわれわれは (2)あるいは WCが担っている直観主義的危連続性の

意味を一応明らかIこする ζ;とができた。以上の議論では細部にわたる一議論を

かなり省いてある。例えば選列に適用される述語の決定可能性の問題などは

選列どいう「数学的対象」を考察する場合にはどうしても論ずる必要がある

であろう。それらの問題はある程度後節で取り扱うことになる。むLろこ一こ

で重要なととは， I連続性」が再ひ、知識の有限性に基づ、い:乙規定されている

という点である。上の議論の要点を改めてまとめると次のようになるであ

ろう。

(1) われわれは任意、の選列に関してその有限初切片の値しか知ることはで

きない。

(2) 従って，選列によって表現される区間 [a，blの各庶に関して関数山が

定義されているためには，各点(各選列)の有限初切片からその関数値の近
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似値を算出できなければならない。

(3) そこで区闘い，b]からある一点(一つの選列)を取り出したと組定し

よう。たとえその点が合法則列によって表されていたとしても(その列の各

項が予め法則によって決まっているとしても)，われわれの考えている点の中

には無法則列によって表現される点も含まれている以じ問題の点と他の任

意の点とが最終的に一致するか一致しなL、かが決定できるとL、う保証はどこ

にもない。

(4) そもそも区聞からある一点を抜き出す(ある一点を指定する)ことは

直観主義的にはいつでも可能な訳ではない。もしその点が合法則列ならば，

その法則を指定することによって点の指定も可能であろう。だが，無法則列

の場合それによって一点が指定できるとすることは，その点を完結した無限

の全体として扱うことに他ならない。

(5) 以上から明らかなように，選列への量化が見かけ上選列そのものの上

を走っているにしても，実際は選列に関する有限情報(つまり有限の初切片)

にしか関与してはいないのである。

(6) ところが上例の不連続関数の定義には選列に関する有限情報を超えた

量化が含まれている。従ってそのような関数によって定められる不連続点は

直観主義的には定義されないのである。

ここからも読み取れるように，連続性を巡る直観主義の論法は，非可算性

の論法と同様に，明らかにわれわれの知識の有限性にその基礎をおいてい

る。ここでさらに注意したL、ことは，直観主義論理の意味論におL、て排中律

を拒否するための論法もまた知識の有限性に基礎をおいているという点であ

る。ところが，直観主義論理においては排中律はつねに妥当な原理ではない

ということが主張されるだけであり，排中律そのものが反証されるわけでは

ない(なにしろ排中律の二重否定が証明されるのだから)。一方，直観主義解

析学では連続性の原理を用いることによって排中律に対する反例が証明され

るのである。従ってここから推定されることは，一見，論理と解析では同様

な形で「知識の有限性jが論拠とされていながらも，その意味付けや用い方

にある種の差異ーがあるのではなし、かということである。(このことはタリプキ
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(Kripke)モデルが論理により適合するにも関わらず，解析のモデルとしてよ

りよく適合するのはベート (Beth)モデルの方だという事情と相まって極め

て興味深い論点を示している。)だが，本稿ではこの問題に立ち入ることはで

きない。ここではそうした論点をより明確にするための予備作業という意味

で， r排中律の反証」を含めた連続性原理からの帰結の幾つかを見てみたい

と思う。

4.4 排中律の反証

ここでは連続性の原理(正確に言えば上述の弱L、連続性原理)が古典論理

と両立しないこと，つまり連続性原理によって古典論理のある法則が反証さ

れることを示そう。そのような法則の一例として次のような型の排中律を取

り上げたい。

(TND) Vα [VnG♂(n) = O)V寸 Vn(a(n)= 0)] 

しかしながら，この反証を示す前に予め選言を含む連続性原理を導いておく

のが得策である。

Vα(A(α)VB(α))→Vαヨx[Vsεa(x)A(戸)VVsεa(x)B(戸)]

選言を含む連続性原理の証明 Vα(A(α)VB(α))←→ヨx[(x=O八A(α)V(x手O

八B(α))]は容易に証明できる。この式にwcを適用すれば上式が帰結する19)。

(， TND)の証明，すなわち上の排中律を反証するには，

，Vα[Vn(a(n) = O)V， Vn(a(n) = 0)] 
を示せばよい。そこでまず，

Vα[Vn(a(n) = O)V寸 Vn(a(n)= 0)] 

と仮定する。このとき選言を含む連続原理により，

Vαヨy[(Vsεa(y)Vx(戸(x)ニ O))V(VsEa(y)，Vx(戸(x)=0))] 
を得る。ここで αとして 2x.O.すなわちすべての項がOであるような roooo

・…」とL、う選列を取り，その選列の U番目までの有限列を nとすると，つ

まり a(百)=η とすると，

(VsεnVx(s(x) = O))V(Vsεn寸 Vx(s(x)= 0)) 
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この選言の第一与の選言肢は偽である。 sEnキ(1)であるような Pを取ればそ

れは明らがである。ぞして第二の選言肢も偽であることが解る。戸ニAx.O.と

おけばよい。従つで6

寸 Vα[Vii(<託(1i)~ O)V， Vn(a(n) ~ 0)] 
が証明された;

wcを直観主義的な原理として承認することの帰結は，排中律の反証にと

どまらない。これ以外にも様々な古典論理の法則が反証されるのである。更

に注自すべきことは， wcど「チャーチの提11昌」とが両立しないという点で

ある。さきに「、法則」や q拝成」を一般帰納的と解釈することが必ずしもで

きないことに注意したのはこのような事情を配慮してのことであった。しか

しこれ以上wcからの帰結の問題には立ち入らないことにしよう。むしろ

ここでは上述の排中律の反証に再度立ち戻り，その証明を詳しく分析するこ

とIこ主っ'''G選列の概念のいかなる特質がそうした反証において用いられてい

るのかを明らかにしたい。そのために以下ーで、は節を改めて I-Ieyting[1956]

における非形式的な排中律反証の要点を再構成し，上記の証明との対応づけ

を行おうと思う。

5. 排中律の反証再考

H巴yting[1956] pp. 108-109の議論には，排中律の反証に関する直接の言

及があるわけではないが， インプリシットにはその論証がほぼ完全な7診で含

まれている o 最初にその論証を再構成することから始めたL、20)

まず 3節で、見た各項がOと1のみからなる域 (binaryspread)を考え，

その特殊ケースとして次の条件を満たすような域M を取り上げる。

(1) M はその各項がOと1のみからなる域である。

(2) もし αEAlであるような αに関して S(a(n)) = 0であり，かつ Un'=Oな

らば， α叫 1=0またーは I，もし αηニ1ならば 'Un+1=1である。

すたわちjある有限列がM におし、て許容可能であるのは，Mの元である各

選列がOと1のみからなる選列であり，さらに一度 1が現れるとそれ以降め

項がすべて 1であるような選列の場合である。づまり，次のような選列の集
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まりを考えればよい。

11111.... .. 

01111.... .. 

00111.... .. 

00011... 

選列と論理 I 

このような M の元に対して自然数を対応させる規則Eを次のように定め

る。

(1 αのすべての項がOであるような αに対して，

E(α)= p αのすべての項が 1であるとき，
ln+2 αがn個の Oとそれに続く 1からなるとき。

つまり， EはM の元である各選列に次のような自然数を対応づけるのであ

る。

0000・・ー・ →1 

1111.... .. →2 

0111.... .. →3 

0011.... .. →4 

O…0111... →n+2 
、ー、，.....-

n 

以上のような準備の上で，述語Pを次のように定めよう。

P(x): Eは Z にひとつの自然数を割り当てる。

ただLxは域M の上を走るものとする。このとき排中律の否定，

(寸 TNDネ，Vx(P(x)V寸 P(x))

が証明される21)。

(， TND *)の証明。

以上のようなハイティシグのセッすィングのもとで(寸 TND*)の証明を考

えてみたい。そζてでまず， -

Vx(P(x)V寸 P(x))
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と仮定する。再び選言に関する連続性原理，

Vα(P(α)V寸 P(α))→Vαヨx[V戸εa(x)P(s)VVsEa(x)寸 P(戸)]

を用い，この原理の後件が矛盾を含むことを示せばよい。ここで αとして再

びえx.o.つまりその各項がすべて Oであるような選列をとり，その Z番目ま

での有限列を nとおく，すなわち♂(.r)ニ nとおくと，選言を含む連続性原理

の後件は次のようになる。

VsεnP(s)VVsεn寸 P(s)

この命題の第二の選言肢， VsEn寸P(s)は明らかに偽である。 Fとして n*l

をとればよい。このとき戸は Bv;こより n+2を割り当てられるで、あろう。第

一の選言肢が偽であることを示すのはいささか厄介である。 sEnであるよう

なFは無数にある。従って，再び連続性原理によって n以降の有限切片か

ら，sに割り当てられる値が知られねばならない。 しかしそれは不可能であ

る。なぜ、なら有限切片 m が与えられたとき，sεmであるような Fは無数に

存在するからである。それゆえ，第一の選言肢もまた反証された。よって，

(i TNDめが証明された。

との証明に関する註 実は第一の選言肢を証明する際に， Heyting[1956] 

では「ファ γ定理」というものが用いられている。「ファン定理」は上の対

応規則 Eが任意の選列の有限初切片から値を算出できることを保証する定

理であるが，これは有限分岐域 (finitaryspr巴ad)，つまり任意のノードから

分岐するパスが有限個であるような域に関する連続性原理に他ならない。

wcを仮定するならば，この「ファン定理」はwcの系として容易に導出す

ることができる。しかし最近の文献で「ファン定理」として言及されている

のは連続性原理の系としてのファン定理ではなく， Bar定理の系として導か

れる定理の方である。従って，誤解を避けるために上の証明で、は「ファン定

理」への言及を行わなかった。

さてこうした排中律の反証に関して，最近，内井惣七氏により反論が提出

さた22)。以下ではまず氏の反論をまとめ，その上で直観主義者がそうじた反

論にどう答えるかを考えてみたい。もとより内井氏の反論は筆者が理解し
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まとめ得た限りの反論であって，その責任が筆者にあることは言うまでも

ない。

反論の核心は， 10000....・」とL、う対象が域M の元として許容可能である

としても;Mの任意の元をとってそれとの同一・不同ーが確定できない以

上， 10000...…」を M の中で一つの確定した対象と見なすことはできない，

という点にある。つまり， 1Mの中で，他の元と(直観主義的に)必ずしも識

別できない元に一義性を仮定しそれに数 1を割り当てられるというのは，

直観主義者の他の重要な主張と首尾一貫しない。」とL、うわけである。そして

直観主義的な方法の規範としての連続性の原理(内井氏の木および Heyting

[1956]では「ファン定理J)，すなわちはfの任意の元について Sが値nを

割り当てるとすれば，その元の有限の初-T7J片に基づいて値nが決定されねば

ならなし、」を認めるとすれば， zによる 10000...…」への値の割当は明らか
に連続性原理を超越するものであり，まさにこの点に理想化が入り込んでい

る，というのが批判の眼目であろう。

しかしながらこの批判は直観主義者の真意を捉え損ねているように思われ

る。まず第一に，前節での排中律反証からも明らかなように，対応規則 Eな

しにも反証は可能なのである。従って，連続性原理と対応規則2の聞の講離

を指摘することは直観主義者に対する批判とはならないのである。しかし，

このように言うことは， なにも Heyting[1956]の対応規則zがある種の理

想化を含むと言っているわけではない。それを明らかにするために，まず、M

の元には二種の対象が含まれていることに注意しなくてはならないoMには，

(1) AX. O. (すなわち任意の独立変数nENに対してつねにOを出力するよ

うな関数または法則)によって表現されるような合法則列

(2) ある場面までは無法則だが(但し各項は Oか 1しか取れないが).いっ

たん 1が出現すれば以降は 1のみを出力する合法則列になるようなもの(し

かし任意の列を取ったときそれがいつ合法則列になるのかは予め決定でき

ない)23)

が含ままれている。一反論の中で内井氏が IOOOO......Jは特別な対象であると

言っているのはある意味で正しい。というのも 10000...…」は完全な合法則
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列だがらである 6 しかしM 陪は合法則列だけではなく， (2)型の列も含まれ

ているのである。それゆえ，もし l'vlに属する任意、の元について何:事かを主張

Lょうとすれば，その場合われわれは直観主義の規範としての連続性原理に

従わなければならないのである。そして対応規則Eが rvαJ(ただしαはM

に属する選列)を冠頭にもつような規則であるならば，連続性原理に従う限

り，明らかに roooo...…」に値を割り当てることはできないであろう。だが，

規則zはそのような全称形にはなっていないのである。規則zは roooo...

…」とは異なる M の元に値を次々と割当て，その極限として roooo...…」

に値1を割り当てているわけではない。 5はまず完全な合法則列 Ax.O.に一

つの値を割当て(このとき AX.O.の法則性を利用することには全く問題がな

い， なぜなら，l'vlの任意の元に言及しているわけで、はないのであるから)，

その上でM の他の元に帰納的に値を割り当てているのである。従って， 対

応規則にも(直観主義的に見て)全く問題はない。

以上のような議論にも関わらず，なお疑念が残るとすれば，それはおそら

く合法則列とそれ以外の列との同居を許すような域を直観主義的に構成でき

る，という点にあるのではないだろうか。実際これまで見てきた幾つかの帰

結，例えば連続性の概念や自然数列全体が並べられないことの論証，排中律

の反証はいずれも「合法則列と無法則列(あるいはその中間の列)の両方を

含む域」のもつ特殊な性格ーさきに合法則列と無法則列のテンションとして

示唆したことーに依拠していた。このことは逆に見るならば，合法則列のみ

もしくは無法則列のみからなる域を考えるのではなく，両者をともに含む域

を考えるという点に直観主義解析学の基盤があるとも言えるであろう。従っ

て，選列からなる域を考えたときにそのような域として合法則列だけを含む

j或や無法則列だけからなる域しか構成できず，両者が共存するj或を構成する

ことが不可能だとすると直観主義数学はそもそも存立し得ないであろう。

だが，域という概念と合法則列・無法則列の概念とは互いに独立に他なら

ない。 j或はそのj或の元全体を規定する条件のみによって生成される。例えば

域 M ーは (1)元である選列の各項はOもしくは 1であること， (2)いったん 1

が現れればその後続の項はすべて lであること，の二つの条件に基づいて生
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成される。これ以外の一切の条件はないのであるから，域β4の許容可能な

元のーつを Ax:O.とし、う法則によーつで指定することに何も問題はない。 こむ

とき，域M を構成する前に予め一つの法則があって，その法則によってM

のーη の元が構成されたというがけではない。話はむしろ逆なのである。

〈何がMの元として許容可能かについての条件が与えられた後で)Mの一つ

の元を法則を介して指定することは，その法則から当の元がM で許容可能

であることが判定できさえすればいつでも可能なのである。 しかし M の任

意の元をある法則によって指定することは可能で、あろうか。これを可能だと

承認することは「任意の法則」を認めることに等しい。具体的に構成されな

い法則の全体を考えることは直観主義的にはほとんど認め難いことである。

そこで「任意の法則」とLづ概念に頼ることなく域の任意の元を扱うため

tこ，一つの極として無法則列が持ち出されるので、ある。

かく]t-C， 4際法則列は域の任意、の元に言及するためのいわば「言い回しJ

に他ならない。しかも無法則列がもっとされる情報はある段階において既に

確定さた有限の初切片だけでしかない。従ってこの概念には直観主義の規範

を超えるような理想化はいっさい含まれていないのである。一方，域のある

元を具体的に構成された法則によって指定することにもまた何も問題はな

い。ところが，合法則列は構成済みの有限初切片という情報以外に，その後

の各項を算出するためのアルコリズムという情報をも持っている。そして両

者におけるこのような情報量の差が排中律反証を可能にしたのである。この

意味で，先の証明には直観主義者の禁欲を破るような理想化は含まれていな

いように思われる。

6. 結 語

しかしながら，以上の議論は排中律の反証に対して提出された疑義を晴ら

そうという試みで、あって，これだけの議論から選列の概念、が完全に明確にな

ったと主張するつもりはまったくないことを付け加えておきたい。既に述べ

たように，論理法則の解釈レベルで持ち出される「知識の有限性」の論法

が;排中律反証べは一導かないのに対し，有限情報じか持も得ない「対象」の
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導入によって排中律の反証が可能になるのはどうしてなのか，等の問題は依

然として明らかではない。これ以外にも選列に関してはなお多くの問題が残

されている。

とはいえ，選列を中心にすえた直観主義解析学が「直観主義」の見落とさ

れがちな側面に照明を当てていることは明らかであろう。その側面とは数学

的対象の側面である。 I問題は数学的対象の存在ではなく， その客観性だ」

というクライゼルの主張からも窺えるように，ダメット以降の直観主義は意

味論的構成主義としての側面が強調され，直観主義の存在論的側面が余りに

も軽視されてきたのではないだろうか。意味論的構成主義の観点から，さき

にわれわれは「知識の有限性」の論法とL、う命名を行った。しかしこのこと

は，われわれとは独立の対象領域があって，そうした領域についてわれ}われ

が何事かを知る際の限界を意味していたわけではない。むしろそれは，われ

われの対象構成能力の有限性に言及していたのである。さらに，直観主義タ

イプ理論における xENの証明がzという対象の構成そのものによって与え

られることを想起しでもよい。直観主義数学においては数学的対象の構成抜

きには何も始まらない。そして証明されることはすべて構成された対象から

引き出される性質に他ならない。この意、味で「直観主義」は直観主義数学と

いうそれ自体で完結した世界を形作っている。他方，タメットの意味論的構

成主義は，反実在論という形で「直観主義」の極めて広範な適用領域を用意

したにもかかわらず，直観主義の対象構成の側面を捉えきれてはいないよう

に思われる。直観主義数学では，言明の正当化はすべて自然数の構成に帰着

させられており， しかも自然数そのものが数学的対象に他ならない。ところ

が，直観主義の立場を数学的領域を越えた領域の言明へと拡大することにと

もなって， I対象の構成Jという側面が随分と見にくくなってしまったよう

に思われる。まさにこの点に直観主義の意味論的構成主義としては捉えきれ

ない側面があるのではないだろうか。

〈註〉

1)当初の予定では，直観主義解析学の中心となるこつの原理一連続性原理と Bar帰納
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法の原理ーとの関連において「選列」概念の解明を試みるつもりであったが， I連続

性原理」を巡る諸問題の扱いだけでご予想をはるかに越える紙数に達したため， IBar・

帰納法」については別稿を充てることにした。

2) この用語 (semanticalconstructivism)は， MacCarty， C.‘lntuitionism: an introマ

duction to a seminer' 1983， J. Philosoρhical Logic 12より借用した。

3)誤解のないように言っておけば，ここで言及されている「原理」は連続性の原理のこ

とである。しかしながら，排中律型命題の否定は，連続性原理に基づいて証明される

だけでなく IBar一定理j(またはlBar 帰納法j)によっても証明される。lBar一

定理」に基づく排中律反証については本稿の続編「選列と論理 IIjで扱う予定であ

る。なお， I連続性原理」と IBar一定理」における「原理j，I定理jは共に特定の公

理系を前提とした概念ではない。「選列」として導入された新たな数学的対象の持つ

性質に基づいてこの「原理」及び「定理」はブラウワーによって正当化され「証明」

された。本稿で問題としたいのはこの正当化や「証明」である。)

4) I連続体」を巡る Brouwer自身の考え方の変遷や前期直観主義 (pre-intuitionism)

に属する人々，例えば Borel等からの Brouwerへの影響関係については， Troelstra 

& van Dalen [1982]に含まれる Troelstraの論文句nthe origin ancl develop-

ment of Brouwer's concept of choice sequence'が詳しL、。

5)同値関係から実数の定義へと進むためには，厳密に言うと同値関係から同値類を構成

する手続きが構成されていなくてはならない。そのために通常「種 (species)jとい

う概念が導入されるのであるが，ここでは「種」を集合構成のための「性質 (proc

perty)jのようなものとだけ規定L，それ以上の考察を行わない。

6) Dummett [1977]. 

7) この点の詳細な展開については Dummett[1977]と Martin-Lof[1963]を参照され

TこL、。

8) これについては例えば Dummett[1977]と Trolestra[1969]にある程度の解説が

ある。

9)例えば直観主義以外の構成主義(その代表例は Bishopの構成主義数学であるが)で

は，非構成的存在証明を構成化することによってより多くの情報を獲得できるように

なることと同時に，古典的には分節化されない概念の分節化を構成主義の一つの利点

だとしている。

10)予め用語上の注意、を述べておきたL、。「選列Jは choicesequence， Wahlfolgeの訳

である。ブラウワーはこの他に arrowや proceeclingin五nitesequenceといった

語を用いており，ハイテイング以降， in五nityproceeding sequence (ips)もlまた多

く用いられるようになったが，本稿では一貫して「選列」を用いることとする。

11)例えば Troelstraの一連の文献にはこの傾向が強く現れている。 vanDalenはその

点に関して Troelstraよりも幾分慎重である。

12) この点については先の Troelstra& van Dalen [1982]に含まれる Troelstraの論

文および Parsons[1967]を参照されたい。

13)以下の例は vanDalen [1986]に茎ーづいている。

14)連続性原理を以下のような形で最初に定式化したのは Kreiselである。 Kreisel

[1958]を参照。
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15) ここでさらに wcよりもさらに弱し、 WC!を定式化することもできる。しかし
WC!からはチャーチの提唱を反証することはできない。これについては Troelstra

& van Dalen [1988]の4'l'誌を参照。

16).Xを位相空間とするとき，UcXであるような Uがたかだか可算個の疎な集合の合

併として表せるとき，Uを第一類集合と呼ぶ。 ここで U=UAとなる Aが疎である

とf:t， Ai=併を意味する。このとき位相窓問Xがベーノレ空間であるとは， IUが第一
類の集合であれば，UCがXで至るところ澗密となること」をいう。

17)実際のところ，この定理は連続性原理を前提とすることによって初めて証明される。

(その証明はここでは行わない。 Dummett[1977]や Troelstra& van Dalen [1988] 

等を参照。)ここでは直観主義における連続性をいかに理解すべきかという観点から，

論理的導出関係を逆転させているのである。なお，この例証は Troelstra[1977]で

の非形式的な議論に負っている。

18) Troelstra [1977] p. 1005. 

19)本文には証明は容易と書いたが，それほど自明ともは思われないので以下にその証明を

記す。まず，

(*) AVBc>;ヨx[(x=O八A)V(xキOVB)]

を示す。証明 (1)Aが成り立っている場合。 Aと仮定する。このとき AVO=Oである。

従って， γー導入則により， (λ八O=O)V(O=l八B)が成り立つ。ヨー導入則によれヨェ[x=

0八，1)V(x=1̂ B]，それゆえヨx[(x=O八il)V(x*O八B]。

(2) Bが成り立つ場合も同様。

つぎに選言に関する連続性を証明する。

証明 ija(A(日)VB(日)))と仮定する。い)により，

I.iaヨx[(.r=O八A(日))V(x=l̂B(日))]

が成り立つ。ここで選択原理主f用いて，

ョφVα[(φ(α)=0八A(α))Vφ(日)=l̂ B(α))]

この φとしてある特定の関数e(これは先に本文で定義されたeにほかならない)をとる。

φとしてこのような eをとることができることを保証しているのがwcで、あるo ただし，
eを用いたwcの定式化はここでは与えられていない。 Dummett.{1977]pp.. 80-83.を
参照されたい。

V町 {e(α)'=0八A(α))V(e(日)=1八万(α))]

このとき，.eの定義から (e(日)=0八ll(α))は，ある mに関して，

ijsεa(m)A(戸)

f!意味する。同様に， ij戸εa(R)B(めであるから， 111とhの大きい方をとってそれを nと
おけば，

γαヨπ[ijs Ea(n( A (占))V(ijsεa(n)B(戸)]

が得られる。
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20)以下における Heytingの議論の再構成は，内弁 [1988]および内井氏からの私信に

多くを負っている。

21) この命題を証明するiiijに，ハイテインクが実際に行っている証明を一瞥しておこう。

ハイテイングが以上のような装置のもとで実際に証明しているのは，次の二つの命題

である。

Vx寸寸 P(.x)，， VxP(x) 
ただし Vx寸寸 P(x)に関して彼はその同値命題寸ヨx，P(x)を証明している。これら二つ

の命題から彼が直接証明しているのは Vx寸寸 P(x)→寸， VxP(x)が直観主義的には証

明できないということである。

ところが，上の二つの命題からはさらに，次の命題が証明されるように思われる。

寸 (VxP(x)V，VxP(x)) 
まず，上の選言肢の第一項は偽でなければならない。というのも， ，VxP(x)が証明され

るのであるから，他方，第二の選言肢もまた成立しない。なぜなら，寸 VxP(x)→寸 Vx

寸寸 P(x)であるがが，Vx寸寸 P(x)証明される以上，これは矛盾であり，従って，寸寸

"¥;'xP(x)が証明されるからである。(ただし， Heytingがこのような証明を行っている訳で

はない。)

しかし，この証明にはどこかおかしいところがある。直観主義命題論理では，っ (PV，P)

は証明されず，寸寸 (PV寸P)が証明されるからである。もし上のような排中律:が証明さ
れるならば，直観主義命題論理は直観主義述語論理の命題部分を成さないことになろう。

では，上の証明のどこに誤りがあるのだろうか。まず第ーに，選言肢の第一項を反証する

ために用いられた， ， VxP(x)がもし笑際に証明されるならば，それによって既に選言肢

の第二項が証明されたことになるはずである。にもかかわらず，その第二項が再び反証さ

れているのであるから，そもそも第一項は反証されていないことになる。問題はIつVxP

(x)→寸 Vxつつ P(x)にあるように思われる。 確かに命題論理においては，p.→寸寸 Pは証

明可能だが，寸 VxP(x)→っ Vx寸寸 P(x)は述語論理では証明できない。 この命題が誤り

であることは，実は内容的にはハイティ γグの元来の証明と同値である。というのも，ハ

イティングの証明により， ， VxP(x)は証明可能，つまり真である。一方，Vx寸寸P(x)

が証明できることから，明らかに寸 Vx寸寸 P(x)は偽だからである。従って，以上のよう

な型の排中律反証は明らかに認められない。またこの型の排中律反証と先のわ TND*) 

の証明はまったく別の証明であることに注意しなくてはならない。

22)内井 [1988]p. 46-48参照。

23) Troelstra & van Dalen [1988]において， このような列は hesitantsequenceと

呼ばれている。

* 謝辞 内井氏の疑問と反論が本稿を執筆するための大きな刺激となった。記して感謝
したい。また，内容とやっかし、な証明をチェックして下さったことに関して石垣寿郎

氏と野矢茂樹氏にも感謝したい。
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