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Die konformen Abbildungen der Polygone mit
zwei Ecken.

von )
Yosiro IKEDA.

Mittels der Formel von Schwarz-Christoffel bildet man das innere
Gebiet des Polygons auf die obere Halbebene ab. In der vorliegenden
Arbeit handelt es sich darum, erstens moglichst viele konforme Abbil-

dungen der Polygone mit zwei Ecken, deren Winkel Zg‘_ oder %73 (n=1,

2, 3, m=1, 2, 3) sind, graphisch darzustellen, und zweitens um die allge-
meine Erledigung der Aufgabe, die Abbildungsfunktion auf eine Kombina-
tion von einigen Blementarfunktionen und dem elliptischen Integral erster
‘oder zweiter Art zu reduzieren.

1. Beide Winkel sind 90°.

Es gibt drei verschiedene Polygone ;

. C 3 D
Dmﬂwé ¢ —7777777777D | e
A B .
S el e gLy
@) o m | ' ©

Abb. 1.

Die der Abb. 1 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind

(11 Z— fo ’ Vl_"_l_z_zz ,
(1.2) Z:le/lz:dz )
(1.3) Z:fﬁ/m dz

Ersetzt man 2 in (1.3) durch Vl_\u, 50 erhélt man

:Z:fl/_“_ du
1_—u
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Dies ist das Integral (1.2). In der Tat wird die dritte Abbildung un-
mittelbar durch Spiegelung an der Achse AB der zweiten Abbildung
gewonnen. Die zwei Integrale (1.1) und (1.2) werden leicht dureh Ele-
mentarfunktionen -dargestellt:

(1.1.a) Z=sin"1z
(1.2.2) Z=sin"Yyz — % sin {2 sin~1Yz }

Die Kurven, welche durch diese Funktionen abgebildet werden, sind in
Abb. 32,33 und 34 gezeigt, und die Methode, diese Abbildungen zu
gewinnen, ist an anderer Stelle® ausfiihrlich beschrieben.

2. Die Winkel sind 60°

Es gibt vier Polygone, von denen zwei nicht wesentlich voneinander
verschieden sind. Daher haben wir nur drei voneinander verschiedene

A B ; -
’ W c D A
A B ¢ ")
D
(®) O

(eh

Polygone.

(a)

Abb. 2.

Die der Abb. 2 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind

(2.1) | Z:.[{/(l_lz)zdz ’

(2.2) Z:szz(l—z) & |

23 /T z3
2.3 Z= ?_dz, oder Z:f 1-24,
23%) .[;\/1_2 0 \/ &

Fiihrt man im ersten Falle als neue’\ unabhingige Verdnderliche die

Grosse

z(l-_z):%ﬁ B

(1) Streamlines near the Rectangular Edgebby Y. IKEDA, S. KoBAYASI, T. SAKURAI
and F. TATIBANA. Memoirs of the Faculty of Engineering, Hokkaido Imperial Univer-
sity, Vol. 4, No. 1. Oct. 1936,
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ein, so wird -

2 4 Y1
Weil wir diese Substitutionsformel hiufig anwenden werden, so be-
zeichen wir sie zur Abkiirzung mit S. A.

Die Integrale (2.1) und. (2.2) gehen durch S.A. in die Integfale;

=

(2.1.9) g _3V& [ tdt
Vi
1 3 (, 0 dt
2.2.a Z——_ 2 Lyl
( ) ; 2V4 5 { ! fVl_tg}
iiber.
Nun schreiben wir _
.
¢
(2.1.b) L()= f V—Tf—sdt )
2.2.b I f .
(2.2.b) 2(t) = Vl— e

I, und I, sind die elliptischen Integrale. Danach gelangen wir zu den
Formeln

. _ 8Y4,
@.1.¢) 7=y,
(2.2.0) 2—234‘;’ {Vde(l—e) (1—22) I}

Fiihrt man im zweiten Falle als neue unabhanglge Verdnderliche die
Grosse

® 43, oder 1/_% —e't
z—1 v 1—2 -

ein, so wird
S _ 3i2adt
18 T =2
Wir bezeichnen zur Abkiirzung diese Substitution mit S.B.
Dureh S.B. geht das Integral (2.8) in =

. T~ _ 845 i
2.3.4 Z=e's [—=°0 _ Gt—e {
( ) 8 (1—13)2

— 1_fs} .
iiber.
Wir schreiben
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(2.30) 1= f 1d"‘t3 .

Wir erhalten durch Partialbruchzerlegung

3 1
— +—(14+2¢
'2+2( +2t)

1 _l{ 1
I1_# 31—t 1tt+4e
das Integral '

L A | 1
2.3.¢ f — . In(1—1% In(lft2
( ) o 1—13 3 ( ) -+ 6 11( +v-+ )

1

4 —
1 2 1 1
—tan 1| ——— |~ —tan"l{ —
ik w5

2
Daraus gelangen wir zu der Formel
(2.3.d) Z—eS §0—ee+1s} .

3. Ein Winkel ist 60° und der andere Winkel ist 120°.

Es gibt acht verschiedene Polygone, aber von diesen sind nur vier
Polygone wesentlich voneinander verschieden.

A B
' D
o A B A B Z
m C
: D D C
(b) , (© (D

Abb. 3.

(a)

Die der Abb. 8 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind

(3.1) Z:fo\g/zz(—ll:z‘) a

(3.2) z=f\3/ 2 q
. - b 1—2

(3.3) z=| Ye(l—eyidz

also
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o z:fv—a;)z :

Das Integral (3.1)

zdz

geht durch S.B. in
(~86%)= 3651,

N 1 t3
iber.
Die Integrale (3.2) und (3.4)

gehen durch S. A. in

3 3~ 12 3 (
Z=___\/4{I _} S t}
3 1+ 3 2{/4{ 2+

tiber, wobei 2(l—2)= Z

Das Integral (3.3)

zzfoz%/mdk[a_z) \3/17_2 de

geht durch S.B. in

e~ pt 2.8t
2 Uy (1—1)

_e‘i?{ L _21}7
T2 l@-pp 31— 8 °
iiber, wobei 2_—t¢s

z—1

4. Beide Winkel sind 120°.
Da gibt es drei Polygone;

Z:fzzv I 4, Zz_fzzs*l e
y V 2(1—2) w ¥ 2A(1-z)
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Das dritte Polygon ist von dem zweiten nicht wesentlich verschieden.
Daher haben wir nur zwei Polygone zu untersuchen, also betrachten wir
nur die Falle (a) und (b).

Die der Abb. 4 entsprechenden Formeln von Sechwarz-Christoffel sind

(4.1) Z:f” 1 g,
A ¥ 22(1—e)?
B z
(4.2) z=f {/G_i)zdz .
( 22
Das Integral (4.1) geht durch S. A. in
3 30 dt 3a
4.1. Z=—_y2f| Z_—_38V4rI
(4.1.a) 2‘/fv1_ts Va1,

iiber. .
Das Integral (4.2) geht dureh S.B. in

Z—_—e'i¥3fti_ ,
°) G

:e“%( 2154 ¢ >

1143
iber.
Daraus gelangen wir zu der Formel;

(4.2.2) " Z=oF (V7 =T1)) .

5. FEin Winkel ist iv180° und der andere Winkel ist +60°.
Es gibt nur drei Polygone; A

@) ®) ©
Abb. 5.

Das zweite Polygon ist schon in Abb. 3. (b) gezeichnet. Die (a)
und (e) entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind

(5.1) Z=ﬁ/i;:5 e
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(5.2) = f /—123 dz

Die Integrale gehen durch die Substitution

13=1—2, 3i2dt=—dz
inn die folgenden

‘ t3. _ ¢
(5.1.2) Z=f3f1ht3 t2dt =3[t ~I,],
(5.2.2) Z:_3f(1_t3)tdt:—3<t2_ ”5>
2 .5
iiber.

‘Wir bezeichnen diese Substitution mit S. C.

6. Ein Winkel ist +180° und der andere ist +120°

Hier gibt es nur zwei Polygone;

8 A
LLLLLLLLLL L Ll D

C D . ‘E
? 7
oY il

™ TIIITITA

@ ®
Abb. 6.
Die der Abb. 6 entsprechendén Formeln von Schwarz-Christoffel sind

(6.1) ZZIZWT-ZV i

(6.2) Z:[W%W dz

i
Das. Integral (6.1) geht durch S.C. in
: 2 2 t
(6.1.2) Z— _3f tzdt:3b_f dt]

w

11— 1—1
tber.

Das letzte Integral filhren wir durch die Substitution _l_:t’ anf den

behandelten Typus I; zuriick. Danach wird
$ 2 1 \
6.1 zzs{ﬂl_—_ZL _13< >
( ) - 2 Yi-z 1&

Auch geht das Integral (6.2) durch S. C. in
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zz—3fi‘i3 dt:-3<t~t_4>
I 4

iiber, wobei tP=1-—2

7. Die Polygone, welche aus den Abb. 2,3,4,5 und 6
zusammengesetzt’ werden.

Durch Spiegelung an einer Achse ergibt sich wieder eine konforme
Abbildung. Wir wollen hier einige Abbildungen zeigen, um diese Methode
zu erldutern.

{\ /
Nach Abb. 1. (a) . s
Abb. 7
Naech Abb. 1. (b) ----- é
| Abb. 8.

Nach Abb. 2. (a)

® @ @
Abb. 9.

Nach Abb. 2. (b)

Abb. 10.
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Nach Abb. 4. (a)

@ ,
Abb. 11,
Nach Abb. 4. (b) % :
Abb. 12..
Nach Abb. 5. (a)
Abb. 13.

Nach Abb. 6. (a) ““““Z

Abb. 14

8. Die Winkel sind+45°
Es gibt vier Polygone;

>
2
!
]
Um§
> .
=
o
o
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(b) und (d) sind nicht wesentlich voneinander verschieden.
Die (a), (¢) und (d) entsprechenden Formeln von Schwarz-Christof-
fel sind

61 Z:fi/z—(l—l_:) &
(8.2‘) Z:ﬁ/&(_lféj dz

(8.3) Z:IT/Z dz

Das erste Integral f 1/ a dz fﬁhren' wir durch die Substitution

—Z)
D z2(1—z :__- 4
(D) (—g)=1 ¢
Z:1+.‘/1_t4, dz= —t dt
2 V1 ¢4
auf das elliptische Integral
t2dt
8.1l.a —f
(81.2) Yi—i#
zuriek. Also
‘ . B
(8.1.b) ——szvif =—V2[L]

wobei Z(l—z)—:% 4 oder z:m/#.

Wir bezeichnen diese Substitution mit S.D.
Das zweite Integral geht durch dieselbe Substitution in

Z:_fi_ 13 dt
V2 y1—¢

Durch partielle Integration ergibt sich

. 74
i*di _fVl—f‘*—‘_fVl  at

Jy1—¢*
=
1

I S

4 4 1/1—7“1 4.[]/1 f4

iiber.
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Daraus folgt

t4dit

8.2.a ___f 1_1‘4_.__f

(8.2.a) ST y _f4
Setzen wir zur Abkiirzung

dt

8.2.b Is= ,

(8.2) o= [m
so erhalten wir ‘

1
(8.2.¢) Z:VE [tVl_t4_z5]Z

dz geht durch die Substitution

Das dritte Integral f 1/

(R _
(E) -
oder
B 5 C de= 4184t
- 4z B Y
, 1—t (1 14)
. L2 — 413
©t_—— __di=—e -
" ) 1—t9e [ 1 fl——f‘*]
iiber.
Setzt man zur Abkiirzung
‘ dt
(8‘3.34) Is= m ’

so erhilt man -

7t '
(8.3.b) Z— 6 [L—Is]t
Tz

wobel = l/ und
' 1 1y 112
8.3.c I —._ cosh™? cog™1
(83.0) T 1% e
Diese Substitution T/ —1 bezeichnen wir hiernach mit S. E.
, —z

9. Ein Winkel ist +90° und der andere ist +45°.

Es gibt vier voneinander verschiedene Polygone;
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D A B A B
C
[ : C
A B sg : ' \% D
ANSNNNNAR D
b) ©) @

Abb. 16.
Die (a), (b), (¢) und (d) entsprechenden Formeln von Schwarz-
Christoffel sind

(9.1) | Z= f i/’z“z‘al—_a d
(9.2) Z f 1/@ dz
9.3) zzﬁ/z d

(9.4) Z- f V221 —2) dz

Das Integral (9.1) fithren wir durch die Substitution z=wu2 auf den
unter Nr.8 behandelten Typus zuriick; durch S. E. kénnen wir von da aus
zu dem Integral I, gelangen. In dhnlicher Weise geht das Integral (9.2)
in das elliptische Integral von dem unter Nr. 8 behandelten Typus I5 iiber.

Die Integrale (9.8) und (9.4) gehen durch die Substitution

) l—z=#t 1—tt=2z, —4i3dit=dz=

in

(9.3.2) Z_—4f f2V1—r4df:_{ _2[1‘31/1 f4]l

1)

v1
9
:g[—414—2t31/1—t4}

1

tiber, wobei #*=1—2z .

(9.4.2) zz_4f Y11 dt

218 dt
:—_f5 17 _~f
V Vi

i syT—mat— S [ g
5 ’+'_€f1' — "3‘[@

- - 4 "
:i{_usvl—t‘*—sf‘ t dt}
28 ) Vi
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Nach (8.2.a) folgt

4( o 2 — ot oat
94b) Z=2!_yI_ -2 _t71i_i f __>}
OAD) - Z=apy —# A =

4 RO, 2 i

Al et spyi—i_21,|

21[( " 3 ]1

wobei tt=1—2 .
Wir bezeichnen die Substitution ##=1-—<2z mit S.F.

10. Ein Winkel ist +135° und der andere ist +45°.

Es gibt vier voneinander verschiedene. Polygone;

D A B
D C C
% C .
A B A B Z 7D~
) (b) O]

)

@

Abb. 17. -

Die den Abb. (a), (b), (¢) und (d) entsprechenden Formeln von
Schwarz-Christoffel sind -

e
(10.1) 23(1l— &)
_(i/1—2
(10.2) 7= f 1/ ~faz
) & 3
10.3 Z— f l/ 2 s,
(10.3) T
10.4) Z= f Y251 _%) de
Das Integral (10.1) geht durch S.E. in
Z-aov [ a1
(10.1.2) - e4f Toa=der L],
h 1—1
. . £/, o
{iber, wobei t:l/ .
: 1—=2

Das Integral (10.2) geht durch S.D. in

(102.2) Z— f i/_

— 4 —
—Zaz=—v2{ [ Vl_dt_t‘*— t) =~ V2l
¢ -
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iber, wobei td=4z(z2-1) .
Das Integral (10.3) geht durch S.D. in

(10.3.0) zzfzzb/ 1 dz:i{[” t2d +ft2dt}
1 ) ()

2(1—z) V2 Uy Y1 -4
1 37
=— | L4+
vz[ o 3]0
iiber, wobei ) o H=4(z-1) .
Das Integral (10.4) geht durch 1—'2: —1% 2= T 1 ” in
4 1 —7 .

. z — - oy ¢ .
(10.4.2) Z=f ZT/l_Zdz:e"Tf PR Y
1 ‘ & o (1_754)3

:e—%[ t _l i —-EIG]E
(1—1%2 414+ 4 o

' 4 I .
iiber, wobei t:l/z —1; und wir bezeichnen diese Substitution mit S.E’.
2

11. Ein Winkel ist =135° und der andere ist +90°.

Es gibt drei voneinander verschiedene Polygoné; .

' D
C/I .
’ C
o . .
A B
A B ‘e
' (b)

(a)

()

Abb. 19.

Die den Abbildungen (a), (b) und (¢) entsprechenden Formeln von
Schwarz-Christoffel sind

(111 Z— f 1/2_3(1%2—)2 s
(11.2) Z:ﬁ/(l—_;—?’E de
(113 7= ‘V% d

Durch die Substitution z=¢* geht das I‘ntegral (11.1) in
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24 1 11 dt ¢
( ) fl 231 —2)? b V1—t* 5],

iiber.
Durch partielle Integrationen fiihren wir die Integrale (11.2) und
(11.3) auf das in § 9 behandelte Integral zuriick '

(11.2.&) Z:ﬁ/@ Gr=0T=5 7 + zﬁ/g_%;dz

(11.3.0) _ﬁ/ L ds=—2Telz - 21/ 0= q

(1—2)2

12. Die VVinkel sind +135°,

Es gibt zwei voneinander verschiedene Polvgone;

®

Abb. 19.

Die Abb.19.(a) ist von der Abb.11.(a) nicht wesentlich verschieden.
Die (b) entsprechende Formel von Schwarz-Christoffel ist '

3
121 f
( ) V (1_2)
Durch S.E. geht das Integral in

2=[ gﬁfsﬁ’%thz [ +ft(1—t4)]
263%[13(11_7‘4) fl_f‘* J

wi
esT[ U 316]
(1—1%) 0

iiber, wobei - tt=

1l

2
z2—1

13. Ein Winkel ist +180° und der andere ist +45° +90°
oder +13b°.

Es gibt drei Polygone;
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A B A B A B
S §50 c 735G
D D D
@ (b) (e)
Abb. 20.

Die den Abb. 20. (a), (b) und (e¢) entsprechenden Integrale sind

. 2
(13.1) »z_f{/(l_z) dz ,
(13.2)

(13.3) Z= f %ﬁfz’)s dz

Durch die Substitution 1 —2=1% —dz=4#*df gehen die Integrale in

13 t
(13.1.) - f 1—t4t St — [4 _.‘iﬁ] ,
3 T
(13.2.2) _f 1—# tsdf—[2f2 2, ] ,
1
)
(13.3.2) —f —41‘ dt = 4[ ;_] ,
5
tiber, wobei _ H=1—z .

14. Die Polygone welche aus den oben behandelten Polygonen
durch Spiegelung entstehen.

Durch Spiegelung an einer passend gewdhlten Achse erh‘éilt man aus
Abb. 16. (a)
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@ , &)

Abb. 21

Nach Abb. 15. (e) ?
Abb. 22,

Nach Abb. 17. (@)
4

A
(a) ) O]

Nach Abb. 17. (b) % ;/

Nach Abb. 18. (a) e
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Aus Abb. 18. (¢) </
%
Abb. 26.

15. Die Polygone welche durch Addition einiger Polygone
entstehen.

Durch die Addition Abb. 15. (a) + Abb. 18. (a), erhalten wir die
Abbildungen

(a) (b)

Abb. 27.

Das dazu entsprechende Integrél ist

fw/(l _2)23 fl/l—zdz f‘%/(ld 2)e®

Durch Spiegelung gelangen wir zu den Polygonen

(a) )
Abb. 28

Durch die Addition Abb. 16. (¢) +Abb. 15. (b), erhalten wir

I % :
()

(a)
Abb. 29.
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Das dem entsprechende Integral ist

f‘}\/zj(;a _fl/(l—z) f‘*\/z(dz—z)

Durch Addition Abb. 16. (b) & Abb. 18. (a), erhalten wir

Abb. 30.

Das dem entsprechende Integral ist

RO (1—z)~ f‘/(l—z)2 ’ —af‘%/_z%z

Daraus gewinnen wir durch Spiegelung die Figur.

Abb. 31.

16. Die Abbildungsfunktionen.

Die im vorhergehenden Paragraphen gewonnenen Abbildungsfunk-
tionen und die den Funktionen entsprechenden Polygone werden in den
folgenden Tabellen zusammengestellt.

Tabelle 1.

Polygon Abbildungsfunktion

? i A vy
1 ) 7=-"2 1 fya

I W} Z= 1/1'5“ {(1 22Waal—2)— I <V4z(1—z))}

I | Z=e's {VU——ZF;%- 13( i i’/_l_T_)}
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Tabelle I.—Fortsetzung.

- Polygon | - Abbildungsfanktion

v :ZZ% 2=—8¢ 51, () )

v ’W% 7=—2vi {1, (yaa=2) + Lywi—er)

v T | ) e L D)
—VII— W%%/ 7=~ g { B (VaxT=n) +Yii=2)
P

s | s | e ) ]

x| B | seafiea ()
| e

o | B el
; %ii“ 7=-3a-oks+2) -

Die Abbildungsfunktionen I, VIII und IV sind als die zu Grunde
liegenden Funktionen der oben gesuchten Félle anzusehen, weil die anderen
Funktionen durch I, I., I und einige- elementare Funktionen gebildet
werden, wobei
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L(t)= f tdi_-

yise®
I ()= fyl_fo ,
Is(t)= f "”

In welcher Weise Kurvenseharen, welehe durch I, {V4z(1—2)},
I, {¥42(1—%2)} und I (\3/ id 1> von der Halbebene z auf das Polygon

-
- konform abgebildet werden, ist in Abb. 35, 836 und 37 gezeigt.

Nun wollen wir zeigen, dass man leicht die konforme Abbildung der
anderen in Tabelle I angefiihrten Polygone durch Kombination dieser
Abbildung - und einiger anderer Abbildungen, welche durch elementare
algebraische Funktionen dargestellt sind, gewinnen kann.

Z.B. nehmen wir den Fall IIT in der Tabelle I. Die Kurvenscha-
ren der Abb. 37 werden leicht in Abb. 38 transformiert .nach der
Methode, die in dem n#chsten Paragraphen ausfiihrlich dargestellt wird.
Wir erhalten auch die Abb. 39 nach der Methode dieses Paragraphen.

Setzt man

Zo=VY(1-2)% .
und misst man die Koordinaten von Z; und Z, fir denselben Punkt z in
der Figur 38 und 39, so erhdlt man die konforme Abbildung, Z,+Z,

in der Z-Ebene, indem man die gemessenen Koordinaten addiert, was in
der Figur 40 dargestellt ist.

Tabelle 1II.

. Polygon i Abbildungsfunktion Substitution.

- w««ﬁ j:V i—2) de=—y2{ L— 140} | z=1+VZET

1—7%
I S LHYI=E

2

2= [ YR de= Tk (T~ 0+ )
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Tabelle II.—Fortsetzung.

Polygon Abbildungsfunktion Substitution
_ z &) _ i t —it
TII “\“@\w\ Z—j(; T de=—e4¢ {1_ y } =1"p
Iv 3 Durch z=u, geht die Funktion in I iiber
/4
AY § Durch z=u, geht die Funktion in IT iiber
af72 2 N
VI | ;5 Z=f0 ‘/lz_z dz=—5—{—4I4(t)+414(1)—2t3V1—z4}, s=1—~tt
VII % Z= f VeX1—2) dz= -{(‘7t—3t5)1/1—t4 H(Is(t) L(l))} 2=1—*
Ay z
VI | 7= [ e {zo -0} Lo
LY EA —_ —
IX E/ z-f ‘/I;Zdz=—]/Z{Is(t)a—I;,(O)—t} 1+V21 ¢
24/ 3 1 1+y1—¢t
x T |z 1/ o= 75 {no-Lo+ 5} LA
z, _ _ﬁ t l t _,_3__ &
X1 PN Z=f1 Vel —z)dz=e"4 {(1~t4)2_4(1—t") 4 <I“(t) [e=t=t
~Lo)}|" *
2 ;
XII m Z= fo Vm dz=4{I5(t)—I5 o} o=t
XIII g/ 7= /O o= st -2 +2 (Funktion V)
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Tabelle II.—Forisetzung.

Polygon Abbildungsfunktion Substitution

+4I4(0)—2t3V1—t4}

XV | TR |- [Vt e (s0-100)) | e

N P R S - AP g

VI :2 7= of/l—zdz“{st 7t 21} , e=l-t
Zz Z 2z 2 4

XVII g Y S TP PR P L -

v Z fo\/(l—z)ﬂd 2ot = z=1—t

e [ ey (2} 18 —

XVIII 2N z_fom__z)adz_z;(z L)% 2=1—t

Die Abbildungsfunktionen I, XII und VIII in der Tabelle IT werden
im wesentlichen durch die Funktionen '

t2dt
I :f=
4 'I/].—t4 )

[ at
yi—¢ '’
wobei
Z_1+V1—t4 )
2
2
und Ie_f il sh‘lﬂ-}-cos“llf—t
1+ 4: 142 1+ 42

wobei T/ # =t dargestellt.
1-2

Die Integrale I, und Is sind elliptische Integrale, von denen wir
durch die Substitution
—tdt

1—t2252, T e
Y1z

=20dC
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sofort zu den bekannten Formen gelangen kénnen:

1 1— 52
Iy=" —T> de
4 Vz/ C2 .

1 1__C2 dc
7 l = */ ya-ef-52)
=57 (5 30} -

l

Is=

<V2>’

wobei F und E die elliptischen Integrale erster und zweiter Art sind.
Wir konnen diese Zuriickfithrung statt mit zwei Schritten auch auf
einmal vornehmen, in dem wir sofort die Substitution

z:LS—‘?, =1+ 2Ve(1=%)

fiir I, und

L2=1+7z ‘
fiir I ausfiihren. Die Parallelen X;=%xkonst. und ¥Y;=konst. im Peri-
odenquadrat der Z,-Ebene werden durch die Kurvenscharen der Abb.
41 auf die z-Halbebene abgebildet und diese Kurvenscharen werden
wieder durch (2=1+2Vz(1—2) und V2 I, auf die Z-Ebene abgebildet, wie
in Abb. 42 gezeigt ist. Umgekehrt werden die Parallelen z=—konst. und
y=konst. in der z-Halbebene durch I5() und {2=1+7Vz auf die Z;-Ebene
abgebildet, wie die Abb. 43 zeigt. Wir wollen in dem né#chsten Para-
graphen zeigen, wie man diese Abbildungen gewinnen kann. Die letzte
Abbildung Is wird in Abb. 44 dargestellt®,

17. Ein graphisches Verfahren der konformen Abbildung.

Berechnet man die Funktionen, Inz, In i—z, In(1=2)(1+2), _1_,
+2 2

sin“lz, F(z, k) und E(2, k) us.w., so genau wie moglich, um dadurch
einige fundamentale Abbildungen zn gewinnen, so kann man damit zu

(1) Streamlines near the Rectangular Edge by Y. Ixepa, S. KoBavasI, T. SAKURAL
and F. TATIBANA. Memoirs of the Faeculty of Engincering, Hokkaido Imperial Univer-
sity, Vol. 4, No. 1. Oct. 1936. .
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neuen Abbildungen durch ein graphisches Verfahren gelangen. Um das
Verfahren zu erldutern, wollen wir einige wichtige Eigenschaften der Funk-
tionen der konformen Abbildung anfuhren

1. Sei Z=f(2) eine Abblldungsfunktlon der konformen Abbildung,
so folgt dass Z=re' f(2) auch eine Funktion der konformen Abbildung
ist, wobei r die Vergrisserung und 6 den Drehungswinkel der Abbildung
bedeuten. Daraus folgt, dass eine konforme Abbildung, wenn sie
gleichméssig vergrossert oder um einen Winkel gedreht wird, eine konforme
Abbildung bleibt.

2. Seien Z;=X;+4Y1=f(2) und Z,=X,+i¥2=¢q(z) Abbildungs-
funktionen der konformen Abbildung, so ist Z=X +4¥ = Z1+ Z» auch eine
Abbildungsfunktion der konformen Abbildung. Auf diesen Sidtzen beruht
die Methode.

Methode I. (a). Wenn in einem gegebenen Punkt z zwei Ab-
bildungen Z;=f(s) und Zp=¢(z) gegeben sind, so erhilt man die Ab-
bildung Z=Z1+Z» in der Z-Ebene aus den Abbildungen Z; und Z: auf
die in § 16 beschriebene Weise. Die Parallelen z=konst. oder y=Xkonst.
der z-Ebene konnen in solcher Weise in Kurvenscharen der Z-Ebene
tibergefiithrt werden.

Methode I. (b). Wir zeichnen, wenn Z;—=X,;+4Y; und Z=X5+4Y>
ist, in dieselbe z-Ebene die Kurvenscharen; X =konst., Xo=konst.,, ¥,
—konst.- und Yy=konst. Dann suchen wir uns die Schnittpunkte von
Xi=0, und Xs=as oder Y;=0, und Y,="0, in der z-Ebene. Dann liegt,
wenn Z=X i¥Y =247, ist, der Schnittpunkt von X;=¢; und Xo=a;
auf X =a,-4as und der Schnittpunkt von ¥Y;=>0; und Y,=b, anf ¥ =b,
+b2. Wenn man die so erhaltenen Schnittpunkte X =konst., ¥ =konst.
durch glatte, stetige Kurven verbindet, so sind diese Kurven in der z-Ebene
die gesuchten geometrischen Orte der Funktionen X —=konst. oder Y =konst.

Beispiel ; 7 =_§_ ne, 22:% In(l—2)

Die geometrischen Orte der Punkte X =konst. oder ¥ —konst. in der
z-Ebene sind Kreis- und Radien-scharen wie Abb. 47 fiir Z=1n-2 zeigt.
Zeichnen .wir die Abb. 47 mit dem Zentrum erstens in 2=0 und
zweitens in 2=1, und bezeichnen wir die Koordinaten der Punkte, in
denen sich die Kurven Xl_al, Xo=as oder Yi=04 und Yo=bs mit-

einander schneiden, mit X =—_ (2a1+ az) oder Y= =5 (2b1+b2) und

verbinden wir die Punkte, deren Koordmaten einander glelch smd mit
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olatten, stetigen Kurven, so erhalten wir die Funktion Z :L{Zlnz

3
+1In (1—2){, die Figur 48 darstellt.

3. Seien Z=f(z) und Z;=¢(z) Abbildungsfunktionen der konformen
Abbildung, so ist Zi=¥Z) auch eine Abbildungsfunktion der konformen
Abbildung.

Methode II. Wenn eine gegebene Abbildung A, welche aus ortho-
gonalen Kurvenscharen im ersten Gebiet besteht, konform in die
Abbildung B im zweiten Gebiet iibergefiihrt wird, und wenn zwischen A
und B eine ein-eindeutige Beziehung besteht, so kann eine andere Abbildung
C im ersten Gebiet in die Abbildung D im zweiten Gebiet konform
transformiert werden nach der folgenden Methode. Wir zeichnen die Ab-
bildung C in derselben Ebene wie die Abbildung 4 im ersten Gebiet, wobei
Translationen und Drehungen des Kurvennetzes von C zugelassen sind, und
suchen zunichst die Punkte, wo eine Kurve der Abbildung C eine Kurve
der Abbildung A schuneidet. Da die beiden Kurvenscharen der Abbildung
A als krummlinige Koordinaten angesehen werden konnen, so lesen wir
dadurch die Koordinaten der Schnittpunkte ab.

Die Kurvenscharen im ersten Gebiet, welche die krummlinigen Ko-
ordinaten angeben, entsprechen denen im zweiten Gebiet. Daher kann
man die abgelesenen krummlinigen Koordinaten wieder in den dazu
entsprechenden Punkt im zweiten Gebiet transformieren. Wenn man die
in solcher Weise gewonnenen Punkte durch eine glatte, stetige Kurve ver-
bindet, so erhdlt man die gesuchte konforme Abbildung im zweiten
Grebiet.

Beispiel; z: Erstes Gebiet, Zi=Inyz2(1—2z) Abbildung A,
Z: Zweites Gebiet, Z;=1nZ Abbildung B,
Z =z Abbildung C,
Z-=V2(1—¢) Abbildung D,
die gesucht ist
Nach der Methode II wurde Abb. 45 ge- v
wornnen.
Wenn man Abb. 38 und 39 fiir die Methode
I. (a) verwendet, so gelangt man zur Abb. 40.
In &dhnlicher Weise erhielten wir Abb. 46
aus Abb. 44 und 45.
4. Seien Z=f({) und 2z=¢() Funktionen  Abb. 49,
der konformen Abblldung, so folgt, dass z=F(Z)
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auch eine Funktion der konformen Abbiidung ist.

Methode ITI. Wenn man die Kurvenscharen, welche die geometri-
schen Orte, X =konst. und ¥ =konst., in der {-Ebene mittels der Ab-
bildungsfunktion Z =f(£) und die Kurvenscharen, welche die geometrischen
Orte, z=konst. und y—=konst., in der {-Ebene mittels der Abbildungs-
funktion z2=¢(f) zeichnet, so kann man die erste Abbildung als die Kur-
venscharen A des krummlinigen Koordinatensystems und die letzie Ab-
bildung als die Abbildupg C ansehen. Endlich werden die Parallelen
X =konst. und ¥ =konst., in der Z-Ebene als die Abbildung B angesehen.
Daraus gewinnen wir die gesuchte Abbildung z=F(Z) nach der Metho-
de II.

Als Beispiel wollen wir zeigen, wie die Abb. 42 und 43 zu gewinnen
sind. Die zu den Achsen parallelen Linien des Quadrats in der Z-Ebene
werden mittels der elliptischen Funktion z=sn"'Z konform in zwei
Kurvenscharen der z-Ebene transformiert, wie in Abb. 41 gezeigt ist.

Die Kurvenscharen werden wieder mittels der Abbildungsfunktion,

2 1252
E(z,k):fl/i B2 a
Az

in andere Kurvenscharen transformiert, wie in ¥
Abb. 51 gezeigt ist.

Nach der Methode I. (b) erhalten wir so die
Abbildung

7

¢ -Ebe
Z=2E(z, k) —F(s k) ,
die in Abb. 42 dargestellt ist. 0 z

Das Parallelennentz der Abb. 49 wird mit-
tels der Funktion

r2=14vz
in. die zwei Hyperbelscharen der Abb. 52 trans-
formiert. Die reelle Achse der z-Ebene ent- Abb. 52

spricht einem Zweige der Hyperbel, (§2—#2=1).

Sehen wir an
Abb. 41 als A in der ({-Ebene, {-Ebene als erstes Gebiet,
Abb. 50 als B in der Z-Ebene, Z-Ebene als zweites Gebiet,

(1) Secientfic Papers of the Institute of Physical and Chemical Research No. 561.
Y. Ixkepa and M. Kuwaorr. Some Conformal Representations by means of Elliptie
Funection.
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Abb. 52 als C in der -Ebene,
so ist Abb. 43 als D in der Z-Ebene fir die gesuchte Abbildung an-
zusehen. Daraus erhalten wir nach der Methede II die Abb. 43.

Zum Schluss mochte ich Herrn T. Ueki und Frl. S. Egara fiir be-
reitwillige Hilfe herzlich danken.
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Jour. Fac. Se. Hokkaido Imp. Univ., Vol. II, No. 2.
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Jour. Fae. Se. Hokkaido Imp. Univ., Vol. II, No. 2.
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Abb. 50.
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