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Die konformen Abbildungen der Polygone mit 
zwei Ecken. 

von 

Y osiro IKEDA. 

Mittels der Formel von Schwarz-Christoffel bildet man das inn ere 
Gebiet des Polygons auf die obere Halbebene abo In der vorliegenden 
Arbeit handelt es sich darum, erstens moglichst viele konforme Abbil-

dung en der Polygone mit zwei Ecken, deren Winkel 'n
3
n oder ~n (n=l, 

2, 3, m~-=I, 2, 3) sind, graphisch darzustellen, und zweitens um die allge­
meine Erledigung del' Aufgabe, die Abbildungsfunktion auf eine Kombina­
tion von einigen Elementarfunktionen und dem elliptischen Integral erster 
oder zweiter Art zu reduzieren. 

1. Beide Winkel sind 90°. 

Es gibt drei verschiedene Polygone ; 

(b) 

Abb. 1. 

t::: 
B A 

(e) 

Die der Abb. 1 entsprechenden Formehl von Schwarz-Christoffel sind 

(1.1) 

(1.2) Z=l Z1
/ Z dz , 

o V l-z 

(1.3) Z= 1\/1-z2 dz 

Ersetzt man z III (1.3) durch y1-u,so erhalt mall 

Z=jl/ U du 
V1-u 



2 Y. IKEDA. 

Dies ist das Integral (1.2). In del' Tat wird die dritte Abbildung un­
mittelbar .dureh Spiegelung an del' Aehse AB del' zweiten Abbildung 
gewonnen. Die zwei Integrale (1.1) und (1.2) werden leieht dureh Ele­
mentarfunktionen ·dargestellt: 

(l.l.a) 

(1.2.a) Z =sin- l liZ' --~ sin {2 sin-1yzI 
2 . 

Die Kurven, welche durch diese Funktionen abgebildet werden, sind in 
Abb. 32, 33 und 34 gezeigt, und die Methode, diese Abbildung'en zu 
gewinnen, ist an anderer Stelle(1) ausfiihrlich beschrieben. 

2. Die Winkel sind 60°. 

E·s gibt vier Po]ygone, von denen zwei nicht wesentlich voneinander 
verschieden sind. Daher habenwir nul' drei voneil1ander verschiedene 
Polygone. 

(a) (b) (e) (e ' ) 
Abb. 2. 

Die del' Abb. 2 entspreel1enden Formelll von Schwarz-Christoffel sind 

(2.1) Z= ___ ~ dz , r. [Zy 1 
'0 (1 z)z 

(2.2) 

(2.3) l Zyrz odeI' Z = 0 -z_dz. 

Fiihrt man iIll ersten Fane als neue unabhangige Veranderliche die 
Grosse 

z(l 

(1) Streamlines near the Rectangular Edge by y. IKEDA, S. KOBAYASI, T. SAKURAI 

and F. TATIBA::,rA. Memoirs of the Faculty of Engineering, Hokkaido Imperial Univer· 
sity, Vol. 4, No. 1. Oct. 1936. 



Die konformen Abbildung.en der PoJygone mit zwei Eeken. 

ein, so wird 

z = _1_+--,-:~_ dz 1 _3t2 
-=dt. 
Y1~t3 . 

3 

Weil wir diese Substitutionsformel h§.ufig all wenden werden, so be-
zeiehen wir sie zur Abklirzung mit S. A. 

Die Integrale (2.1) und. (2.2) gehen durch S.1l. in die Integrale; 

(2.1.a) z= - 3if4 J v;~t3 ' 

(2.2.a) 1 3 {t )11- t3 -f dt .-;;} 
5 1'1- t u 

liber. 
Nun schreiben wir 

(2.l.b) I
t 't 

Il(t)=. dt , 
o 1'1- t3 

(2.2.b) 12(t)= It dt 

11 und 12 sind die elliptisehen Integrale. Danaeh gelangen wi:r: zu den 
Formeln 

(2.1.e) 

(2.2.c) 

Flihrt man im zweiten FaIle als neue unabhallgige VeI'iillderliche die 
Grosse 

eill, so wird 

z 
z-l 

z 

odeI' 

Wir bezeichllell zurAbkiirzullg diese Substitution ,mit S. B. 
Dureh S.B. geht das Integral (2.3) in' 

(2.3.11) 

liber. 
Wir sehreibell 
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(2.3.b) 

Wir erhalten 

das Integral 

(2.3.c) 

Y. IKEDA. 

13=f~ . I_t3 

durch Partialbruchzerlegung 

3 1 -+-(1.+2t) 

1 ~ t3 = ! { 1 ~ t + 2 1: t + t2 } 

i t ~= -~ In(l-t) +~ln(1+t+t2) 
o I_t3 3 6 

(t+~) 1 t -1 2 1 t -1( 1 ) + 1"3 an 1"3 - 1'3 an )'3 
. 2 . 

Daraus gelangen wir zu der Formel 

(2.3.d) 

3. Ein Winkel ist 60° und der andere Winkel ist 120°. 

Es gibt acht verschiedene Polygone, aber von diesen sind nur vier 
Polygone wesentlich voneinander verschieden. 

also 

:::1 A B "I 
o c V 

(a) (b) Cc) Cd) 

Abb. 3. 

Die der Abb. 3 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoff el sind 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Z= . dz, 1"1/ 1 o z2(1_ z) 

Z=1",3/ Z2 dz , 
o V 1- z 

Z= lZVZ(1-Z)2IdZ, ' 



Die konformen Abbildungen del' ,Po]ygolle mit zwei Eckel!.. 

(3.4) Z =1Z,3 I_z _ dz 
o V (l-z? 

Das Integral (3.1) 

z=lZ~: I Z dz" 
o z V 1-z 

geht durch S.B. 111 

tibel. 

t dt 1T 1T =1-"- (-3e i?)= -3e i:fI3 
o 1_t3 

Die Integrale (3.2) und (3.4) 

Z= z dz , I z:v 1 
o z(l-z) 

Z=- z dz 1
Z :v 1 

,0 z2(1_z) 
gehen durch S. A. in 

3 ~/-{ t2} Z=-Sv4 11 +2 ' 

i,lber, wobei 

Das Integral (3.3) 

Z= yz(l-z)2dz= (l-z) _z_ dz 1
z 1z :v-o 0 1-z 

tiber, wobei 

4. Beide \Vinkel sind 120°. 

Da gibt es drei Polygone; 

(a) (b) 

Abb. 4. 

5 

(e) 
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Das dritte Polygon ist von dem zweiten nicht wesentlich verschieden. 
Daher haben wir nul' zwei Polygone zu untersuchen, also betrachten wir 
nul' die FaIle (a) und (b). 

Die del' Abb. 4 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind 

(4.1) z=IZ
,3/ 1 dz 

o V z2(I-z)2 ' 

(4.2) z=111
,3 /(I-z)2 dz 

o V Z2 

Das Integral (4.1) geht durch S. A. in 

(4.1.a) 

tiber. 
Das Integral (4.2) geht durch S. B. in 

Z = e -!3f 3I t 
dt 

o (1- t3)2 

libel'. 
Daraus gelangen wir zu del' Formel; 

(4.2.a) 

5. Ein Winkel ist ±180° und der andere Winkel ist ±60°. 

Es gibt nul' drei Polygone; 

:::::::J 
(a) (b) 

Abb. 5. 

B 

(e) 

Das zweite Polygon ist schon in Abb. 3. (b) gezeichnet. Die (a) 
und (c) entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind 

(5.1) 



Die konformen Abbildungell der Poly gone mit zwei Eekell. 

(5.2) 

Die Integrale gehen dnrch die SubstitutiOll 

t3=1-z, 3t2dt -dz 
in die folgenden 

(5.1.a) t 3 t 
Z= - 1 t3 t

2dt=3[t-13Ja 

(5.2.a) Z= ~3J (1-t3)tdt= -3(~ 
fiber. 
Wir bezeichn~n diese Substitution mit S. C. 

6. Ein Winkel ist ± 180° und der andere ist ± 120°. 

Hier gibt es nm zwei Polygone; 

fI A 
(/(//(/%L%((((/(/(( 

(a) (b) 

Abb. 6. 

7 

Die del' Abb. 6 entsprechenden Formeln von Schwarz-Christoffel sind 

(6.1) z=IZV
(1-Z)2 dz , 

Q Z 

(6.2) 

Das Integral (6\.1) geht dmch S. C. in 

(6.1.a) z=- t2 t2dt=3[t2-J_t_dt] 
t3 2 I_t3 

libel'. 

Das letzte Integral ffihren wir dmeh die Substitution ~ t' auf den 
t 

behandelten Typus I::; zmlick. Danach wird 

(6.1.b) 

Aueh geht das Integral (6.2) durch S. C. in 



8 Y. IKEDA. 

Z=-3! 1~t3 dt=-a(t- t4) 
t 4, 

tiber, wobei t3 =1.,....z . 

7. Die Polygone, welche aus den Abb. 2,3,4,5 und 6 
zllsammengesetzt' werden. 

Durch Spiegelung an einer Achse ergibt sich wieder eine konforl11e 
Abbildung. Wir 'Wollen hier einige Abbildungen zeigen, Ul11 diese Methode 
zu erliiutern. 

I 
\ I 

\ 

Nach Abb. 1. (a) 

I \ 
I \ 

I \ 

Abb. 7. 

Nach Abb. 1. (b) c: 
Abl). 8. 

Nach Abb. 2. (a) 

• 

(n) (b) (c) (d) 

Abb. 9. 

Nach Abb. 2. (b) 

Abb. 10. 
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Nach Abb. 4. (a) 

(a) (b) 

Abb. 11. 

Nach Abb. 4. (b) ::J 
Abb. 12 .. 

Nach Abb. 5. (a) 
. /////////1 

~ 
Abb. 13. 

Nach Abb. 6. (a) J 
~ 

Abb. 14. 

8· Die Winkel sind±45°. 

Es gibt vier Polygone; 

C D A~.. B CD A~C .D 

~ ~ '~ 
(b) . (e) (d) 

Abb.15. 
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(b) und (d) sind nicht wesentlich voneinander verschieden. 
Die (a), (c) und (d) entsprechenden Formeln von Schwarz-Christof­

fel sind 

(8.1) Z= dz , ·IV 1 
z(l-z) 

(8.2) Z= fVZ(l-Z) dz , 

(8.3) Z=fV z dz . 
1-z 

Das erste· Integral fV 1 dz fiihren wir durch die Substitution 
z(l-z) 

(D) z(l-z) =_~_ t4 
4 

Z __ 1+1'1-t4, _t3 
dz=~ dt 

2 V1-t4 

auf das elliptische Integral 

(S.1.a) 

zuriick. Also 

(8.1.b) 

wobei z(l-z)=~ t4 oder z=l + {1~t4. 
4 2 

Wir bezeichnen diese Substitution mit S. D. 
Das zweite Integral geht du~ch ~ieselbe Substit:ution in 

Z'= -f t.... t
3
dt 

1'2 11-t4 

i:iber. 
Durch partielle Integration ergibt sich 

f· t4dt =~ d1-t4-.:.~f1'1-t4 dt 
.1'1-t44 4.·· 

=~t1'1-t4-~I ,1-t
4 

dt 
4 . 4V1- t4 

=~t1'1- t4-~f dt +,.If t4 dt 
4 4 1'1-t4 4 1'1-t4 



Die konformen Abbildungen der :J;'olygone mit zwei Ecken. 

Daraus folgt 

(8.2.a) 

Setzen wir zur Abkiirzung 

(8.2.b) I -f dt 
5- -VI-t4 ' 

so erhalten wir 

(8.2.c) 

Das dritte Integral IV z· dz geht durch die Substitution 
I-z 

(E) 

odeI' 

In 

libel'. 

t4 
z=---, dz= 

I_t4 

e I 1_-8 ,-----~ft _4t3 dt- "; [t 1 . f dt Jt 
(1_t4)2 I_t4 I-t4 0 

Setzt man zur Abklirzung 

(8.3.a) I--f~ 
6- I-t4 ' 

so erh1ilt man 

(8.3.b) Z=_8 4 ---16 . ~[t J! 
I_t4 0 

wobei t=V z und 
I-z 

'1 1 h-1I+ t2 _lI-t2 
6=- cos --+cos--

4 I_t2 l+t2 
(8.3.c) 

Diese Substitution V z =t bezeichnen wir hiel'nach mit S. E. 
I-z 

9. Ein Winkel ist ±90° und der andere ist ±45°. 

Es gibt vier voneinander verschiedene Polygone; 

11 
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~ C 

A B7 

(a) (b) (c) (d) 
Abb. 16. 

Die (a), (b), (c) und (d) entsprechenden Formeln von Schwarz­
Christoffel sind 

(9.1) 

(9.2) 

(9.3) z=JV Z2 dz , 
l-z 

(9.4) z=- jVZ2(I-Z) dz 

Das Integral (9.1) fiihrE;)n wir durch die Substitution z=u2 auf den 
unter Nr.8 behandelten Typus zuriick; durch S. E. konnen wir von da aus 
zu dem Integral 14 gelangen. In lihnlicher Weise geht das Integral (9.2) 
in das elliptische Integral von dem unter Nr. 8behandelten Typus 15 tiber. 

Die Integrale (9.3) und (9.4) gehen durch die Substitution 

(F) l-z=t1, I-t4=z, _4t3dt=dz 

In 

(9.3.a) 

= ~ [-414 - 2t31'l_t4 I 
uber, wobei t4=I-z . 

(9.4.a) Z=_4j
t
t41'l_t4dt 

1 /. 

= _i. t 51'l_ t4 _i.jt 2t8 dt 
5 5 1 1'1-t4 

= _i.tU1'l_t4+~jt t41'l_t4 dt-~-lt t4 dt 
55 1 . 5 1 VI - t4 

=i.{_4ta)'l_t4_8jt t4 dt} . 
28 1 1'1_t4 
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Nach (8.2.a) folgt 

(9A.b) 

=_ (2t-3t5)1'1-t4-_ 15 , 4 [ - 2 Jt 
213 1 

wobei t 4 =1_z . 
Wir bezeichnen die Substitution t 4 =1.-.:z mit S.F. 

10. Ein Winkel ist ±135° und der andere ist ±45°. 

Es gibt vier voneinander verschiedene Polygone; 

(a) (b) (c) (d) 

Abb. 17. 

Die den Abb. (a), (b), (c) und (d) entsprechenden Formeln von 

Schwarz-Christoffel sind 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

Z= dz , IV 1 
z3(1-z) 

f !/l- z Z= l ---z3 dz , 

z=IV Z3 dz , 
1-z 

Z= I\lz3(1-Z) dz 

Das Integral (10.1) geht durch S.E. in 

(10.1.a) Z =4e4 -'-=4eT [I6J "iIt dt ,,! t 

o 1_t4 0 

iiber, wobei t=V z . 
1-z 

Das Integral (10.2) geht durch S.D. in 

(10.2.a) Z =JZV1-; z dz= - 1'2 {It dt 4- t} = - 1'2 [15 -£J: 
1 z () 1'l-t 
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iibcr, wobei 

Das Integral (10.3) geht durch S.D. in 

(10.3.a) z=Jzzd-1 - dz= -!{ rt t
2
dt +Jt t2 dt} 

I V z(l-z) 1'2"0 1'1-t4 
0 

=-1'\[14+ ~I 
tiber, wobei 

Das Integral (10.4) geht durch 1- z = _ t4, z =_1_ In 
z 1_t4 

(10.4.a) Jz 4/-1 - ':iJt 4t 3 
Z= zl -zdz=e-.j t 'odt 

1 . z 0 (1_t4)u 

=e-": [ t _~_t ___ ~16 Jt 
(1_t4)2 4 I_t4 4 0 

tiber, wobei t=VZ~l; und wir bezeichnen diese Substitution mit S.E'. 

11. Ein Winkel ist ±135° und der andere ist ±90°. 

Es gibt drei voneinander verschiedene Polygone; . 

~ 
A B 

(a) 

c 

A 

(b) 

abb. 19. 

(c) 

Die den Abbildungen (a), (b) und (c) entsprechenden Formeln von 
Schwarz-Christoffel sind 

(11.1) 

(11.2) 

(11.3) 

Durch die Substitution z=t4 geM das Integral (11.1) 111 
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(ll.l.a) 

libel'. 
Durch partielle Integrationen fiihren wir die Integrale (11.2) und 

(11.3) auf das in § 9 behandelte Integral zurllck 

(1l.2.a) z=jV(f=Z)2 dz=4\ l-zV:Z +2JV_Z_dz Z3 (1_z)2 

(1l.3.a) z=jV z~ dz= -2y1-:z: VZ3-~f1J/~ dz 
(1-z)2 2 z 

12. Die ·Winkel sind ± 135°. 

Es gibt zwei voneinander verschiedene Polygone; 

~" A 

(a) (b) 

Abb. 19. 

Die Abb.19. (a) ist von del' Abb.ll. (a) nicht wesentlich verschieden. 
Die (b) entsprechende Formel von Schwarz-Christoffel ist 

(12.1) 

Durch S.E. geht das Integral in 

z- C 3"£-1 4t
3 

dt- ",,; [1 1 3f dt Jt 
-'0 6 t3 (1_t4)2 ,-6 -t3 1_t4 + t(1-t4) 0 

=6
3
":[ 1 3Jdt -3J~-J·t 

t3(1_ t4) t4 1- t4 0 

libel', wobei 

13. Ein Winkel ist ±180° nnd der andere ist +45°, +90° 
oder +135°. 

Es gibt drei Polygone; 
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A B A B A B \7° j 

T , 
D 

(a) (b) (c) 

Abb. 20. 

Die den Abb. 20. (a), (b) und (c) entsprechenden Integrale sind 

(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

~='7dz , 

Z= f 1;J(1~Z)2 dz , 

Z = f ~(i=z)ii dz 

Durch die Substitution 1-z=t4, dz=4t3 dt gehen die IntegraJe in 

(13.I.a) Z=ftl-;t44t3dt=[!t3 4 t7J:, 

(13.2.a) z=Jt1 
[2t2 2 1,6 Jt , 

I t2 3 1 

(13.3.a) Z=jt 1--/j, 4t3 dt=4[t- t
5 J! , 

1 t 5 I 

libel', wobei 

14. Die Polygone welche aus den oben behandeltenPolygonen 
durch Spiegelu:eg entstehen. 

Durch Spiegelung an einel'passend gewahlten Achse el'hiilt man aus 
Abb. 16. (a) 

1 
1 / 

, 1 / 
" i / 

, j / 

~ 
(a) (b) (e) . (d) 

Abb. 21. 
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I 
I 
I , , / 

~'" .'/ 
, / , . / , / 

(e) 

Nach Abb. 15. (c) 

Nach Abb. 17. (d) 

(a) 

Nach Abb. 17. (b) 

Nach Abb. 18. (a) 

Abb. 21. 

Abb. 22. 

(b) 

(d) 

Abb. 23. 

Abb. 24. 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ , 

Abb.·25. 

"v'/ .... , ~ / 

/ , 
/ " 

/ ' 
/ " 

(f) 

(c) 
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Aus Abb. 18. (e) 

Abb. 26. 

15. Die Polygone welche durch Addition einiger Polygone 
entstehen. 

Dureh die Addition Abb. 15. (a) +Abb. 18. (a), erhaltel1 wir die 
Abbildungen 

'~""'77"""7""'77""")'7"7)77/ 
(a) (b) 

Abb. 27. 

Das dazu entspreehende Integral ist 

J ~(;=~Z3dz=fV l~z dz-af~(I~Z)Z3 
Dureh Spiegelung gelangen wir zu den Polygonen 

--F 
(a) (b) 

Abb. 28. 

Dureh die Addition Abb. 16.' (e) +Abb. 15. (b), erhalten wir 

(a) (b) 

Abb. 29. 



Die konformell Abblidullgell del' Poly gone mit zwei Eeken. 

Das dem entsprechende Integral ist 

:;r=:~==7 dz= fV (l-z) dz -aJ fJ~-(~~Z) 
Dureh Addition Abb. 16. (b) + Abb. 18. (a), erhalten wir 

Abb. 30. 

Das dem entsprechende Integral ist 

;>='O==c dz=fV (1 Zz)2dZ - af;Ci=;c'~d=Z ~~ 
Daraus gewinnen wir durch Spiegelung die Figur. 

/ 
/ 

" 

/ 

/~ 
/ 

Abb. 31. 

16. Die Abbildungsfunktionen. 

19 

Die im vorhergehenden Paragraphen gewonnenen Abbildungsfunk­
tionen und die den Funktionen entspreehenden Polygone werden in den 
folgenden Tabellen zusammengestellt. 

Polygon ! 

I i .) 

II I ~ 

Tabelle 1.. 

SV4-Z=---I, . 4 

Abbildungsfunktion 

{V4z(1-Z) } 

1 3 { '1- (~/--··-)} Z= 2f/i -5 (1-2z)}4z(1-z)-I. y4z(1-z) 

-----II------·--I---------------------------·-------~--~----

III !~ 
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Polygon 

IV ~ 

V \ 
VI ~ 

VII =V 
VIII ~ 

IX ~ 

'CL/"'/(,,~ 

X ~ 

XI L 
~~~':::':::U~;;'~ 

7 

XIII L 

Y. IKEDA. 

Tabelle L-Fortsetzung. 

Abbildungsfunktion 

e-i'i { (Z-l) j 
Z=-2-' Z2 -z-

3 ~r.; (~F-) Z=-2 v:!Iz v4z(1-z) 

Z=3 (ih - z) } 

Z= 

-~I 3 3 

'I-} -'\i(z-l),z 

} 

Die Abbildungsfunktionen I, VIII und IV sind als die zu Grunde 
liegenden Funktionen dcr obcn gesl1chten FlHle anzl1sehen, weil die anderen 
Funktionen durch III 12, l:J und einige elementare Funktionen gebildet 
werden! wobei 



Die konformen Abblidungen der Polygone Imt zwei Ecken. 

I 1(t)=lt tdt ~ 
o Y 1- t u 

t dt 
I2(t) =1" ~, 

o )'1- tu 

I3(t)=lt !dt ~ 
o 1-tu 

21 

In welcher "Weise Kurvens~haren, welche durch I11V4z(1-z)j, 

12 I V4z(1- z)} und 13 (V z~ 1) Von der Ha.lbebene z auf das Polygon 

konform abgebildet werden, ist in Abb. 35, 36 und 37 gezeigt. 
Nun wollen wir zeigen, dass man leicht die konforme Abbildung der 

anderen in Tabelle I angefi.i.hrten Polygone durch Kombination dieser 
Abbildung und einiger anderer Abbildungen, welche durch elementare 
algebraische Funktionen dargestellt sind, gewinnen kal1l1. 

Z.B. nehmen wir den Fall III in der Tabelle 1. Die Kurvenscha­
ren der Abb. 37 werden leieht in Abb. 38 transformiert .nach der 
Methode, die in dem nachsten Paragraphen ausfli.hrlich dargestellt wil'd. 
Wir er~alten auch die Abb. 39 nach der Methode diesesParagraphen. 

Setzt man 

Z2= )'(I--z)2z 

und misst man die Koordinaten von Zl und Z2 fur denselben Punkt z in 
del' Figur 38 und 39, so erhalt man die konforme Abbildung, Zl + Z2 
in der Z-Ebene, indem man die gemessenen Koordinaten addiert, was in 
der Figur 40 dargestellt ist. 

Tabelle II. 

Polygon Abbildungsfunktion Substitution. 

I ~ z=fil 1 dz=-y2{I4(t)-li(O)} 
l+yl-t4 

z= 
1 z(l-z) 2 

---

II ~ r 1 { " .} Z= 1 vz(l-z) dz= V2 qll- t4 -I.(tHI.(O) z 
l+yl-t4 

2 

. 
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Polygon 

III 

IV 

V 

VI 7 
VII 

VIII 

IX 

X 7 

XI 

XII ~I 

XIII ~ 

rfabelle II.~Fortsetzung. 

Abbildungsfunktion 

Z=f 
o 

z "i{ t } dz= -e 4 • -I.(I)+I.(O) 
I-t 

Durch Z=U, geht die Ftmktion in I tiber 

Durch z=u, geht die Funktion in II tiber 

Z= ftlZ2 dz=~{-4I.(t)-l-4I.(1)-2t·Vi=i'} 
o l-z 5 

Substitution 

-to 
Z= 1-/4 

z=1-t4 

4 { ,- 2( )} _. (2t-3t')yl-t'-3\I.(t)-I.(1) z=1-t4 

I "v--1-Z= ---rlz= oz3(1-z) 

Z= 

ftl--r z= -"'-dz= 
1 1-z 

z=j" 
1 

{I.(t)-I4(0)+i} 

'"{ tIt 3( 
(1- t'j-2-4(1- t4) -"4 I.U) 

. -I.(o»)} 

Z= til __ 1_ dz=4 {I. (t)-I. (O)} 
o z"(l-z}' 

Z= 4zt (l-z)ii-+2 (Funktion V) 

j!Z-l ~=t 
z 

z=t' 
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Tabelle II.-Fortsetzung. 

Polygon Abbildungsfunktion Substitution , fj/-za 1 3 3 { 
XIV 

Z= --dz=-2(1-z)2z4-- -4I.(t) o (1-z)2 5 Z=t4 

+4I4(O)-2t3¥'1-t'} 

XV ~ fj/-' rrl {t ( ) } Z= 0 (1~z)3 dz=e 3. 1- t'+ SI.(t)-I6(O) _z_=t' 
z-l . 

XVI 7 f z {4 4 7 16} Z= .= dz= _t3 __ t_-
o y1- z S 7 :11 

z=l-t' 

XVII 77///~ f z 2 4 Z= 0 y(l_z)2dz=2t2_gt6_a- z=1-t4 

XVIII , r z (t') 16 
Z= 0 y(1_z)3 dz =4 t- 5 -5 z=l-t' 

-

Die Abbildungsfunktionen I, XII und VIII in der Tahelle II werden 
1m wesentlichen durch die Funktionen 

wobei 

und 

wobei V z =t 
l-z 

dargestellt. 

Die Integrale 14 und 15 sind elliptische Integrale, von denen wir 
durch die Substitution 
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sofort zu den bekannten For-men ge1angen konnen; 

- 1 j2J 11-~e2 J de 1 
--:V2 , l 1_~2 de - V(1-e2 )(1- ~(2) 

= y12 {2E (e, y\)-F(e, y\)} ., 

15= :2 F (e, v\) 
wobei Fund E die elliptisehen Integra1e erster und zweiter Art sind. 
Wir konnen diese Zuriiekfl1hrung statt mit zwei Sehritten aueh auf 
einma1 vornehmen, in dem wir sofort die Substitution 

fUr 14 und 

(;"2=l+yz 
fiir 15 ausftihren. Die Paralle1en Xl=konst. und Y1=konst. im Peri" 
odenquadrat del' Zl-Ebene werden durch die Kurvenseharen del' Abb. 
41 auf die z-Ha1bebene abgebi1det und diese Kurvenseharen werden 

wieder durch e2 =1+2Yz(1-z) und y214 auf die Z-Ebene abgebi1det, wie 
in Abb. 42 gezeigt ist. Umgekehrt werden die Paralle1en x=konst. und 

y=konst. in del' z-Ha1bebene dul'ch 15((;") und e2~1 + Yz auf die Zl-Ebene 
abgebi1det, wie die Abb. 43 zeigt. Wir wollen in dem naehsten Para­
gl'aphen zeigen, wie man diese Abbi1dungen gewinnen kann. Die 1etzte 
Abbi1dung 16 wird in Abb. 44 dargestellt(l). 

17. Ein graphisches Verfahren der konformen Abbildung. 

Berechnet man die l<'unktionen, 1nz, 1n 1 - z , 1n(1~z)(1+z),~, 
l+z z 

sin-1 z, F(z, k) und E(z, k) u.s.w., so genau wie mog1ich, um dadul'eh 
einige fundamen.ta1e Abbi1dungen zu gewinnen, so kann man damit zu 

(1) Streamlines near the Rectangular Edge by Y. IKEDA, S. KOBAYASI, T. SAKURAI 
and F. TATIBANA. :Memoirs of the Faculty of Engineering, Hokkaido Imperial Univer­

sity, Vol. 4, l'fo. 1. Oct. 1936. 
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neuen Abbildungen durch ein graphisches Verfahren gelangen. Um das 
Verfahren zu erHiutern, wollen wir einige wichtige Eigenschafhm der Funk­
tionen der konformen Abbildung anfiihrep. 

1. Sei Z =f(z) eine Abbildungsfunktion der konformen Abbildung, 
so folgt dass Z=reiO fez) auch eine Funktion der konformen Abbildung 
ist, wobei r die Vergrosserung und () den Drehungswinkel derAbbildung 
bedeuten. Daraus folgt, dass eine konforme Abbildimg, wenn sie 
gleichmassig vergrossert oder um einen Winkel gedreht wird, eine konforme 
Abbildung bleibt. 

2. Seien Zl=Xl+iYl=f(z) und Z2=X2+iY2=cp(z) Abbildungs­
funktionen der konformen Abbildung, so ist Z=X +iY =Zl+Z2 auch eine 
Abbildungsfunktion der konformen Abbildung. Auf diesen Satzen beruht 
die Methode. 

Methode 1. (a). Wenn in einem gegebenen Punkt z zwei Ab­
bildungen Zl=f(z) und Z2=CP(Z) gegeben sind, so erhalt man die Ab­
bildung Z=Zl+Z2 in der Z-Ebene aus den Abbildungen Zl und Z2 auf 
die in § 16 beschriebene Weise. Die Parallelen x=konst. odeI' y=konst. 
der z-Ebene konnen in solcher Weise in Kurvenscharen der Z-Ebene 
iibergefiihrt werden. 

Methode L (b). Wir zeichnen, wenn Zl=Xl +iYl und Z2=X2+iY2 
ist, in dieselbe z-Ebene die Kurvenscharen, Xl = konst. , X 2 = konst. , Yl 
=konst.· und Y2"=konst. Dann suchen wir uns die Schnittpunkte ·von 
Xl=al und X 2=a2 odeI' Y1=b l und Y 2= b2 in der z-Ebene. Dann liegt, 
wenn Z=X +iY =Zl +Z2 ist, der Schnittpunkt von X 1 =al und X 2=a2 
auf X =al+a2 und del' Schnittpunkt von Yl=bl und Y 2=b2 auf Y =bl 
+ b2 •. Wenn man die so erhaltenen Schnittpunkte X =konst., Y =konst. 
durch glatte, stetige Kurven verbindet, so sind diese Kurven in der z-Ebene 
die gesuchten geometrischen Orte der Funktionen X =konst. oder Y =konst~ 

Beispiel; 

Die geometrischen Orte der Punkte X =konst. oder Y = konst. in der 
z-Ebene sind Kreis- und Radien-scharen wie Abb. 47 fiir Z=ln"z zeigt. 
Zeichnen . wir die Abb. 47 mit dem Zentrum erstens in z = 0 und 
zweitens in z = 1, und bezeichnen wir die Koordinaten der Punkte, in 
denen sich die Kurven Xl=al, X 2=a2 oder Yl=b l und Y 2=b2 mit-

einander schneiden, mit X =2- (2al + a2) oder Y =~ (2b l +b2) und 
3 " 3 

verbinden wir die Punk~e, deren Koordinaten einander gleich sind, ;mit 
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glatten, stetigen Kurven, SO erhalten Wlr 
1 die Funktion Z = - {2 In z 
3 

+ In (1- z) l, die Figur 48 darstellt. 
3. Seien Z =f(z) und Zl=rp(Z) Abbildungsfunktionen del' konformen 

AbbiIdung, so ist Zl= IJI'(Z) auch eine Abbildullgsfunktion del' konformen 
Abbildung. 

Methode II. Wenn eine gegebene Abbildung A, welche aus ortho­
gonaIen K urvenscharen im ersten Gebiet besteht, konform in die 
Abbildung B im zweiten Gebiet iibergefiihrt wird, und wenn zwischen A 
und B eille.ein-eindeutige Beziehung besteht, so kann eine andere Abbildung 
C im ersten Gebiet in die AbbiIdung D im zweiten Gebiet konform 
transformiert werden nach del' foIgenden Methode. Wir zeichnen die Ab­
bildung C in derselben Ebene wie die Abbildung A im erst en Gebiet, wobei 
Translationen und Drehungen des Kurvennetzes von C zugelassen sind, und 
suchen zunachst die Punkte, wo eine leuI've del' Abbildung C eine Kurve 
del' Abbildung A schneidet. Da die beiden Kurvenscharen del' Abbildung 
A als krummlinige Kool'dinaten angesehen werden konnen, so lesen wir 
dadurch die Koordinaten del' Schnittpunkte abo 

Die Kurvenscharen im erst en Gebiet, weIche die krummlinigen Ko­
ordinaten angeben, entsprechen denen im zweiten Gebiet. Daher kann 
man die abgelesenen krummlinigen Koordinaten wieder in den dazu 
entsprechenden Punkt im zweiten Gebiet transformieren. Wenn man die 
in solcher Weise gewonnenen Punkte durch eine glatte, stetige K urve ver­
bindet, so el'halt man die gesuchte konforme AbbiIdung im zweiten 
Gebiet. 

Beispiel; Z: Erstes Gebiet, Zi = In\l z2(1- z) AbbiIdung A, 

Z: Zweites Gebiet, Zl=lnZ Abbildung B, 

Nach del' Methode II wurde Abb. 45 ge­
wonnell. 

Wenn man Abb. 38 und 39 fur die Methode 
1. (a) verwendet, so gelangt man zur Abb. 40 .. 

In ahnlicher Weise erhielten wir Abb. 46 
aus Abb. 44 und 45. 

4. Seien Z=f(O und z=q;(') Fuuktionen 
del' konformen Abbildung, so folgt, dass z=F(Z) 

Abbildung C, 

Abbildung D, 

die gesucht ist 

'!I 

o 

Abb. 49. 
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auch eine Funktion der konformen Abbildung ist. 
Methode III. Wenn man die K urvenscharen, welche die geometri­

schen Orte, X = konst: und Y =konst., in der C-Ebene mittels der Ab­
bildul1gsfunktion Z =/(C) und die Kurvenscharen, welche die geometrischel1 
Orte, x=konst. und y=konst., in der C-Ebene mittels der Abbildungs­
funktion z=cp(C) zeichnet, so kann man die erste Abbildung als die Kur­
venscharen A des krummlinigen Koordinatensystems und die letzte Ab­
bildung als die Abbildung 0 ansehen. Endlich werden die Parallelen 
X =konst. und Y =konst., in der Z-Ebene als die Abbildung B angesehen. 
Daraus gewil1l1el1 wir die gesuchte Abbildul1g z=F(Z) nach der Metho­
de II. 

Als Beispiel wollen wir zeigen, wie die Abb. 42 und 43 zu gewinnen 
sind. Die zu den Achsen parallelen Linien des Quadrats in der Z-Ebene 
werden mittels der elliptischen Funktion z=sn-1Z konform in zwei 
Kurvenscharen der z-Ebene transformiert, wie in Abb. 41 gezeigt ist. 

Die Kurvenscharen werden wieder mittels der Abbildungsfunktion, 

E(z,k)= (1/1-k2z2
dz 

'0 V 1_z2 

111 andere Kurvenscharen transformiert, wie in 
Abb. 51 gezeigt ist. 

N ach der Methode 1. (b) erhalten wir so die 
Abbildung 

y 

Z=2E(z, k)-F(z, k) , 

die in Abb. 42 dargestellt ist. 

t -Ebene 

Das Parallelenl1el1tz der Abb. 49 wird mit­
tels der Funktion 

C2=1+"';z 

in. die zwei Hyperbelscharen der .Abb. 52 trans­
formiert. Die reelle Achse der z-Ebene ent­
spricht einem Zweige der Hyperbel, (~2-172=1). 
Sehen wir an 

o 

Abb. 52. 

Abb. 41 als A 111 der C-Ebene, C-Ebene als erstes Gebiet, 
Abb. 50 als B 111 der Z-Ebene, Z-Ebene als zweites Gebiet, 

x 

(1) Scientfic Papers of the Institute of Physical and Chemical Research No. 561. 
Y. IKEDA and M. KUWAORI. Some Conformal Representations by means of Elliptic 
Function. 
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Abb. 52 als C III der t-Ebene, 
so ist Abb. 43als D in der Z-Ebene fur die gesuchte Abbildung an­
zusehen. Daraus erhalten wir nach der Methede II die Abb. 43. 

Zum Schluss mochte ich Herrn T. Ueki und Fr1. S. Egara fur be­
reitwillige Hilfe herzlich danken. 
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