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318 8. Iguchi.

EINLEITUNG.

Die Eigenschwingungserscheinungen der elastischen quadratischen Platte mit
freien Rindern sind schon seit Anfang~des letzten Jahrhunderts durch die von
E. F. F. Chladni® experimentell hergestellten Sandfiguren (Klangfiguren) wohl-
bekannt. Seit jener Zeit haben zahlreiche Forscher, nimlich Ch. Wheatstone,?
F. Strehlke,® R. Konig,? 8. Tanaka,” Lord Rayleigh® u. a. das genannte Problem
entweder experimentell oder analytisch untersucht und bedeutende und interes-
sante Leistungen auf dem Gebiet der Akustik und Elastizititslehre geschaffen.
Was aber die theoretischen Untersuchungen betrifft, so sind sie alle wegen der
Schwierigkeiten der Randbedingungen der Platte nur Niherungslosungen.

Im Beginn dieses Jahrhunderts ist die wertvolle Arbeit von W. Ritz? er-
schienen, in welcher er das Problem unter Benutzung der Eigenfunktionen fiir
den geraden Stab mit freien Enden mittels der Energiemethode geldst hat.
Insbesondere ist bemerkenswert, dass seine aus seinen Formeln angefertigten
Klangfiguren mil nur wenigen Abweichungen im Einklang mit den Chladnischen
Figuren stehen. 'Trotzdem ist dies auch eine Niaherungslosung, denn seine
Formeln geniigen nicht wvollstindig den Randbedingungen der Platte. So blieb
es bis jetzt unerreichtet, das betreffende Problem streng zu ldsen.

Im folgenden suche ich die Losungen zu geben, welche sowohl die Diffe-
rentialgleichung als auch die Plattenrandbedingungen vollstindig befriedigen. Die
Randbedingungen der allseitig freien rechteckigen Platte, ob sie in ihren vier
Eckpunkten gestiitzt wird oder nicht, werden immer durch dieselben mathe-
matischen Ausdriicke definiert, nur mit dem Unterschied, dass die zu der zweiten
Ableitung aajg;/ proportionalen Einzelkrifte in jeder Ticke auftreten oder nicht.
So handelt es gich im folgenden zundchst um die Platte mit Eekstiitzen und
dann weiter um die Platte ohne Eckstiitze, namlich die Platte mit voll-
kommen freien Réndern. V

Die Schwingungsflichen werden nach ihren Gestalten in drei Arten (die
erste, zweite und dritte Schwingungsart) klassifiziert. Als Anwendungsbeispiel
meiner Formeln werden die den verschiedenen Tonhohen jeder Schwingungsart
entsprechenden 9 Eigenwerte (u) fiir die Platte mit Eckstiitzen und 23 Eigen-
werte fiir die Platte ohne Eckstiitze ausgerechnet. Dazu noch sind die daraus
hervorgehenden 13 Knotenfiguren nebst den Schichtlinien der Schwingsungs-
fliche fiir die Platte mit Eckstiitzen angegeben. Was die Platte ohne Eckstiitze
betrifft, mit der wir uns hauptsichlich beschéftigen wollen, so werden die den
23 BEigenwerten angehdrenden 35 Knotenfiguren nebst den entsprechenden Schi-
chilinien der Schwingungsfliche ermittelt, welche mit den ebenso von mir als
auch von Chladni experimentell gebildeten Sandfiguren hinlinglich gut iiber-
einstimmen. ‘

1) Chladni, ‘‘ Die Akustik, Leipzig " 1802; Neudruck 1832.
2) Ch, Wheatstone, Phil. Trans. 18383.

3y F. Strehlke, Pogg. Ann. 95 (1855); 146 (1872).

4) R. Konig, Pogg. Ann. 122 (1864).

5) 8. Tanaka, Ann. Phys. 32 (1887).

6) Lord Rayleigh,  Thenry of Sound,” 1 8. 872, 1929.

7) W. Ritz, Ann, Phys. 28 (1909) S. 737.
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I. Kapitel.

ALLGEMEINE ERORTERUNG.

1. Die Grundgleichung. Ist w die A.uslenkuﬁg zur Zeit ¢ an der Stelle
(%, y) der Mittelebene einer homogenen diinnen Platte, dann gilt fiir die Bie-
gungsschwingungen die Differentialgleichung

34w %w w |, ph %w
+2 + +-E0 =0 1
(ko oa?ey®* oyt N ot (1)

Hierin bedeutet p die Plattendichte und N die Plattensteifigkeit, d. h. Eh3/12
(1—#), wenn h die Plattendicke, £ der Rlastizititsmodul und v die Querkon-
traktionszahl des Stoffes ist.

Bezeichnet man nun mit w’ eine nur von. den Verdnderlichen z und y ab-
hiingige Funktion, also die Eigenfunktion, und mit o die Kreisfrequenz
der Eigenschwingungen, so wird w durch das Produkt

w = w oS ol : (2)
ausgedriickt., Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man ¥
‘ 4 4,/ ‘4 / 25}
e’ o 0w ¥ phw, =0, (3) ‘ 9
ot 922317 9y N b2 T
~woraus man die Funktion w’ zu finden hat. 7 <
2. Die allgemeine Losung und die Randbedingungen. 4
Bs handelt sich jetzt um die Auflosung der Differential- |
gleichung (3). Zu diesem Zwecke nimmt man zunidchst T ——yr—
fiir die Platte mit den Seitenlingen « und b, wie Abb. 1 Abb. 1. Schema der
zelgt, an Koordinatenachsen.

w =X, ( >Sm mr( 1 ?/) oder w = Xﬂ( )cos nar <~7 ?/> .
@ b b

Die Einfiihrung dieses Ansatzes fiir «’ in (3) liefert die charakteristische Gleichung

[t B[ a0, (0= )

aus der die vier Wurzeln

p/a ~/az f\/?h—
D‘“:‘:A/ N2 2+wa2 v + —Z;Enzvrzwmaz 53

folgen. Damit und mit den Abkiirzungen
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o= VTR, M= Van—p, (o=
e ‘ (4)
o= 2 N/ P (dimensionslose Grosse)
N N
ergibt sich

' '
A Ao 7o .7
Thon . _Then Thap _Then

g,n(a> e® e % ¢ a . e @
oder auch

z . ! , I
Xn<v>=@0flrifﬂx’ @In%(c, @:Dfﬂ@m’ @[n%m_
a a a a a

Aus dem analogen Ansatz

¢ = V(L) si E 2 - w =14 (i i)
' =) m( 3 )Slll m7r< 5 + p oder ~ w Ym( 3 COS Mar 3 + ”

erhdlt man

7 1
Y(%> = Cof Lz“’"' y, @in ——"”;“"“ y, Gof 7’2—3’2?/ , ©in ——”Tz“”" Y

mit den Abkiirzungen

237"- = 1/Bzm2+/‘" ) X%m = 1/182’”7’2—;”‘, ) (B E%)
b b [l | (5)
o= =2 P (dimensionslose Grosse)
. a? o N _
Somit schreibt sich nun die allgemeine Losung von (3), wie folgt:
: 1 ' . 1

: sin nar (~ ~+ ’7) : sin mar 5 + &

w = 3] X'n(E)% + 33 Voul%)

COS nar <—; + ?7) CcOS mar <—; + E) ,

( ! 1,2,3... fur die Sinusreihen )
m, n = .. . . . )
" l0,1,2... fiir die Cosinusreihen
Y

E ) n
a

fl
il

K2
b
mit
X (&) = A, Cof mhy, E+ AL Cof wal, £+ Al Sinmrd,, £+ A Sinwdl, £, }
(6b)

- Vau(m = B, &of m?@,}?-f— B, Cof il 7+ Bl Sttt mwy,, 7+ Bl Sin waf, 7 .
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Fiir die durch Abb. 1 dargestellte rechteckige Platte gelten die Randbedin-
gungen ’ '

1) %2{%%: 0 iy e= Y,
2) %2’%‘*“”8%?0 Cfir oy = —J_%
3) %{ 882;{2/“2,_”) %2;;”} =0 fiir z=+ 2,
4) 88;{ izig—l—l—@fv) 8;:;/} = | fir y= :l:% .

Die acht Integrationskonstanten in X,(£) und Y,(#) sind miteinander so zu
verkniipfen, dass die Funktion w (6a) mit (6b) den vorangelienden Randbedin-
gungen genigt.

Man muss hierbei noch beachten, dass die Auslenkung ' in den vier Ecken
verschwindet, wenn die Platte in ihren Eckpunkten unbeweglich (mit Eckstii-
tzen) gehalten wird ; ersichtlich gilt dafiir w’ (6¢) mit Sinusreihen. Wenn aber alle
Plattenriinder vollkommen frei sind (ohne Kckstiitzen), so muss der Differential-

2o/
R w . . . oy . . .
quotient ga — in den vier Ecken verschwinden, weil in den freien Ecken keine
oy

konzentrierte Kraft auftreten kann. Man sieht aber leicht, dass «’ (6a) mit
Cosipusreihen von vornherein diesen Eckenbedingungen gentigt.

II. Kapitel.
DIE PLATTE MIT ECKSTUTZEN.

A. Allgemeings.

3. Die allgemeinen Formeln. Wie in der vorangehenden Ziff. erwihnt,
gilt fiir die Platte mit Eckstiitzen :

w! =S X, (&) sin nar (% + "7) +33 Yo (7) sin mar (é +€\) . - (7)

(myn=1,2,3...)

Da die Kreisfunktion sin mar (%———i— E) selbst wie auch ihre zweite Ableitung

. fur die Werte & = i:%\ verschwindet, so geht aus den Randbedingungen 1) eine

einfache Beziehung

LZX;{(.&:%)—U&MX%( :ti) =0

w
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hervor. Daraus und aus der ersten Formel (6b) folgt
A (2, —rva®n?) Eof %*Xm + AL (A% — voPn?) €of %me

£ LA () @in Ty + AL —vet?) Sin T2} = 0.

Die Summe bzw. die Differenz der obigen beiden” Gleichungen liefert die Be-
ziehung

A (Run‘—uaznz) («S:Df -m}an—l-A/ (,(an—yaznz) @Df -%,{fm = ()
bzw.

Al (B, —vaPn?) Sin T )(m-i'f W(AE —vaPn?) Sin x;n =0,

Damit und mit den neu eingefihrten Beiwerten a, und a, ergibt sich

2 —vain? ;o A2, —va’n?
An = Uy o - ’ An = gy o . )
~ 7
&Df '"gzdn @Df ”’é‘adn
’z 2.2 2 2,,2
ot Ry vatn mo_. 1 Ram—von
n " an = ar ’ A"n - C(/ .
Gin A : Sin = —Aan

Die Funktion X,(€) lasst sich jetzt schreiben, wie fblgt:

X&) = apthan(€)+ alv,,(£) (n=1,23...)
mit . 4
Uon(§) = (W — i) ENThaa o 2y GOl men
-~ , - ,
@Df ?Rdn @Di TC):ZL'"' ( 8 )
v(m(é) = (l;zn —_— uaznz) ____@'m Thinf ——(/igm—-uaz'nz) —_@in 'm?énf .
Sin = i, Sin- Zén
2
In analoger' Weise, erhélt man aus den Randbedingungen 2)
Yoo (1) = bsttn () + 0050 (m)  (m=1,2,3...)
mit ‘ v

N 4
u’ﬁm(n ) () [/331 Y, :8 27”’2) @Df Ao - (z?im —— Vﬁ27)7'2)_@ Df Ll o
i
Col g dom Cof Sl b (9)

: : /7
D) = (32, — @) ST R 2 o) O )

Sin %Am . Gin % -
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Die in (8) und (9) noch verfiigharen unbekannten Beiwerte ., i, by, bk

miissen miteinander so verkniipft werden, dass «’ (7) mit (8) und (9) den iibrigen

Randbedingungen 3) und 4) gentigen. Da aber die diesbeziiglichen weiteren

Rechnungen viel komplizierter sind, als die fiir die Randbedingungen 1) und 2),
s0 werden sie in den kommenden Einzelfillen durchgefiihrt.

4. Die Symmetrie- und Antisymmetrieeigenschaft der Schwingungsfliche.
- Es ist leicht ersichtlich, dass

N"a'n(—g) = U‘an(&-) 3 ’Uom ) = “"Lan(f)
15t. Ferner wird
. 1 . Mar L
S11 mqr( _,}-»l— E) == §In e COS Maré -+ Cos e sin maré

m~1
=(—1) * cosmnt fir m=1,3,5...,

= (—1)7 sin mar& fir m=2,4,6....

Somit versteht man, dass neben dem Verschwinden der Beiwerte an bzw. «, die
Zeiger m in (7) bis (9) die ungeraden bzw. geraden Zahlen durchlaufen, wenn
die Schwingungsfliche «’ (7) sich symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug
auf die Mittellinie £ = 0 gestaltet. Analog miissen die Beiwerte bl, bzw. b,, ver-
schwinden, und gleichzeitig die Zeiger n die ungeraden bzw. geraden Zahlen
nehmen, je nachdem die Platte symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf
die Mittellinie # = 0 schwingt. Die beiden Beiwerte «, und of oder b, und b,
kénnen daher nur dann gleichzeitig auftreten, wenn die Schwingungsfliche w’
unsymmetrisch in der z- oder y-Richtung ist.

B. Die erste Schwingungsart.

5, Die allgemeinen Formeln fiir die rechteckige Platte. Wir wollen uns
erstens allgemein mit der ersten Schwingungsart beschéftigen, in welcher die
Schwingungsfliche symmetrisch in bezug auf die beiden Mittellinien & = 0 und
n =0 des Rechtecks ist. Wegen dieser Symmetrieeigenschaft der Schwingungs-
fliche. schreibt sich die Funktion /' (7), wie folgt :

n=1 m—1

w =SV (—~1) % anzlm(E) oS n7r77+>_,( —1) % bty (1) COS Mk (10)

(m, n=13,5...)

Durch Einfithrung dieses Ausdrucks fiir «/ in die Randbedingungen 3) erh#lt man

n—1
1

(=1 ¢® a,,wﬁu{,’,ikds l)—a n2(2—u)~ucm + ;>;cos A7)

k3

£ S b (1) — 2m<2—u) v (n); (a)
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worin lautet

" 1 1 . .
~—1 m(:l: )— an(‘)—u)—'——uw( 7) = ¥, (abkirzungsweise),

w

= :‘:Zgﬂ(ftan*uo '7r2) g — 9

F lizn(ﬂan va?n?) 3'q 9 i

2

F oPn? (‘)__y)I Aan( 20— vafn?) Tg %xmu Aen(AZ,—van?) Tg —”211’}

= {KWL U‘{iz?t- Vaz,”;:)z ?"q '%’—K{m ('z\an‘“’-’ ’12“2)2 TQ Q‘Amn} ) {b )

Li

b?
T ) —azm(Z—p) zq;,n(?l) = {/, ;xm(ﬁ) (abkirzungsweise) ,

’)77,3( 'zgn @DT W/Iﬂml) Bm (/Df W’I"m n )
(/ f _R(im @DT %'{ém

{ 627’)15 -} UZ?TL(2~V) Rsm é%n ]( @:Di 77'23711?7 _ @Df Wxi,im 1 >
| Cof Gam  Cof Fhim

-+ ur,nS(Q_y) <)‘7‘2‘”}_@’Di W'iﬁmn — A{i%n (‘S;Df WX{WL”) .

@Di 'gzﬁm ‘ @Df _'7_2T" fim

Vermoge der Formeln?

2, Co] Ao __ A C0f 7,7 _ _ 8w Z (—1) 2oL 3 4-982men P
Cof Z-2 bl W (n 4 2,,) (2 +2E,) ’
9 fm (_, f 92 Bm . ¢ S
s / / n-l
@Df vrﬂﬁmﬂ - (/Df ’77'3{31", _ _.__S_E’A 2 (_l) ] N cos N
@:DT % Rﬂm (-» f 2 Rim . " ('sz—i-,{ﬁm (n2+'{£3m
. (11)
2 2 n-1 3
o @Dz:rism’? 5 Gl i 7 _ 817 P O VI €08 nar”
@:Df ? Rﬁm C‘S:Uf A X%m T " (ln’ + A[‘m) (/’7“2 + zﬁm)
1
<“’§<77<*§*, ’)221, 3,5:..>

kann man die Funktion U, (n) in Fourietsche Reihe nach cos nay entwickeln,
wie folgt:
Upm () = ~—*“Z( 1) Tmn

(1—v2m2n2+ (2—v)a2u'
(n2+ 2n) (0P + 28

cos nar’ . (e)

1) S. Iguchi, “Eine Losung fiir die Berechnung der biegsamen rechteékigen Platte,” 8. 15 bis
19, Berlin 1933-
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Geméss (b) und (c) geht die vorhergehende Gleichung (a) iiber in

@{(1_,))2,”22 n2 + (4)__,1,) a2}
(24 ) (02 + 2,

]OOS%W"?:O.’

S(= Mmﬁﬂgl

Da diese Gleichung fiir jeden Wert von 7 erfillt sein soll, so muss die eckige
Klammer verschwinden. Also wird

rn{(1—v2rin? '*‘(2—-1))0:2#’2}

Uy +—~ by 0
i, 20
(rym=1,3,5...) (12)
mit '
Gl = Ao (A= 000 TG e R (B — v 0 X Tl
Ganz analog folgt aus den Randbedingungen 4)
8p ms{(1—v)Pm?s? +(2—v) B3P}
O+ —= s
Gy, 2 (m?+ By) (mZ+ 2%
(m,s=1,3,5...) - (13)
" mit ‘

- N 7 . T
(}.%n = Ziﬁm (A{'?m ——VBZ/”?’Z)Z (‘Sg éxﬁm——xém(’t%m __VIBZ,,n?)Z zg 52{,1111, .

‘In den vorangehenden Gleichungen (12) und (13) ist in den Summationszeichen
>3 ¢ bzw. s an -Stelle von m bzw. n geschrieben, um weiterhin Verwechslungen
zu vermeiden. : :

Wenn man nun den aus (13) hervorgehenden Ausdruck fiar b, (=b,,) in (12)
einsetzt, so erhilt man die Gleichung fir den einzigen Beiwert a,, wie folgt:

ty + S Kppa, =0, (n,s=1,3,5...)
mit - (14)

64 pp’ s S P {(L—vPrn? + 2 =) 2} {(1— 1P + (2—v)B}
Gy, T Gor(n24+22,) (2 + A2) (P + 2, ) (r2+ 22)

Iy = —

Die erste Gleichung in (14) Stellt ein System von unendlich vielen homogen
linearen Gleichungen fiir die unbekannten Beiwerte «, (=ay, a3, a5, -+ +) dar. Da
nicht alle a, verschwinden konnen, so muss die aus den Koeffizienten bestehende
Determinante verschwinden. .Also erhilt man

1+ Ky Kz K5 Ky ...
‘ I(gl 1+ 1{33 1(35 ) 1(37 o
4= Ky Ky 14 Ks Ky ... |=0. (15)

Ky Ko Ky 1+Kpy .
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Dies ist die gesuchte Frequenzgleichung, durch deren Aufldsung man die
den verschiedenen Tonhohen dieser Schwingungsart entsprechenden Eigen-
werte p (oder #/) aufzufinden hat. Wenn man so die Werte von wx ausrechnet,
kann man leicht die Kreisfrequenz, die Schwingungsdauer bzw. -frequenz mitiels

der bekannten Formeln .
2 N 9 .

w= 7 ey P = =T 5 bzw. f=

a? ol ) or

ermitteln und die zu jedem FKigenwert gehorenden Schwingungsflichen der
Platte vollstindig bestimmen. So muss es die Hauptaufgabe der weiteren Rech-
nungen sein, die den verschiedenen Schwingungen entsprechenden Werte von u
auszurechnen. Die wirklichen numerischen Rechnungen werden dann bhei der
Untersuchung der quadratischen Platte in der ndchsten Ziff. angegeben.

6. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die quadrati-
sche Platte. Wegen der Sonderbeziehungen m=n=1, 3, 5 ---, a=8=1,
# = p fur die quadratische Platte kann man in allen Formeln hierfir einfach-
heitshalber 4, fir Ae, und g, A, fir a5, und A, 1, f0r e, und w,, schreiben.
So lautet nach (10)

m=1
w =S (—1) 2 {amu%(s) cos N7 + by, (1) cos mré‘} . (16)
(n=1,3,5...)

Der entsprechende Ausdruck fiir K,, (14) schreibt sich

__64pns S 72{(1—v)2r2n? + (2—v)Pu2} {(1—v )22 + (2—v)u?} ‘

f7ns = - ; .
' G, = God (12— 22} { (2 + 22— pi2} o
mit ) : (a7
G =2, (A2 — 0?2 3q %Rn — A (B —n?)? Eq %2;,

Z

Der Ausdruck fur @, ist derselbe wie der fiir ¢, mit r an Stelle von n.
Um nun die Eigenschaft der Determinantengleichung (15) mit diesen Wert
von K, zu untersuchen, setzen wir vorteilhafterweise

I{ns = ——Z (/'}'rn (j)v's

mit
0. — SHTR (1—2)22n2 4+ (2—v) B
" 7ty (72 + n?p—p? ’ (18)
P, = Burs  (1—vPrs? +(2 —v)u?

r, (7% + §2)2—p?

Damit driickt sich jetst die Gleichung (15), wie folgt, aus:
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1_2 (07?1 “2 D& —"E D1y
"Z ¢'r3¢rl 1_2 0)33 ““}_—} 1/
4= ’ g 4 =0
_Z (/)7'5(/)7'1 ""}3 ([)1'5(/)7*3 1"'}3 (/).,?5 eee

Mit Hilfe der Multiplikationsformel der zwei Determinanten und wegen der
Symmetrierelation @; = ¢; konnen wir die obige Gleichung in zwei Faktoren

14+ @y 13 15 1—@n  — —dy

Dy 1+ Dsg Dss —~Py 1—gy — g

D5y D5z 1+ @ss

[ |
| I,
} x

‘ ot (/)51 — (//5‘} ] — (1)55 . }

zerlegen, aus welcher die zwei verschiedenen Determinantengleichungen

14+ @n Dra s
D 14+ Psa Dss .
40 = | o, (19)
Ds1 Oz 14Dy
1— @u - (1)13 - (015
!
— @y 11—y — @y ...
4@ = =0 (20)
"‘(051 ”"(/)53 1_'(/)55 ‘e

folgen. Da verschiedene Reihen von Wurzeln g aus (19) und (20) hervorgehen,
so sagt die obige Tatsache aus, dass es bei dieser Schwingungsart zwei ver-
schiedene Schwingungsfamilie gibt, deren n#dhere Untersuchungen jetzt folgen.

1) Die erste Schwingungsfamilie. Es handelt sich nun um die erste Familie
der ersten Schwingungsart, in der die Platte symmetrisch in bezug nicht nur
auf ihre beiden Mittellinien, sondern auch auf ihre beiden Diagonalen schwingt.
Die Funktion «’ fiir eine derartige Schwingungsfliche hat die Symmetrieeigen-
schaft '

W, ) = w(y, 2)
oder aus (18)

n=1 .
w'(z, y)—w'(y, ©) = S1(—1) 2 ( am—bn){uﬂ(é) COS NarT—Un(7) COS nm—E} =
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Diese Forderung wird erfdllt, wenn a, = b, ist. Somit vereinfacht sich der
Ausdruck fir « (16), wie folgt:

W= quw,

w o= 3)(—1) 2 an{u,n (€) cos narn 11, (M) cOS 77,7r8} , @1)

an = _f:t:'},.‘} (am=1), (n=1,3,5...).
ay

Wegen b, (=b,) = a, folgt aus (12) oder (13)

8 Sta, ns{(1—v)Pn2s? + (2—v)u?} _ 0.

(U + —
e (024 PPR—pt

Damit driickt sich K, in der ersten Gleichung (14) aus, wie folgt :

- Spns (1—vPnlP4-(Q2—v)p2 .
K, = ey g (n,s=1,3,5...). (22)

Die Vergleichung dieses Ausdrucks fir K, mit dem fiir (I)W; oder @,, in
(18) zeigt, dass die Frequenzgleichung fiir den betrachteten Schwingungsfall
identisch mit der durch (19) dargestellten Gleichung wird. So bestitigt man,
dass die zur ersten Schwingungsfamilie gehérenden REigenwerte w auch in der
durch den allgemeinen Ausdruck fir I, (17) gebildeten Frequenzgleichung ent-
halten sind. k ‘

Wir gehen jetzt dazu tiber, die Werte von p aufzufinden. Aus (15) und
(22) erkennt man, dass es sehr schwer ist, die genauén Werte von g unmittelbar
aus ihr selbst, nimlich aus einer Determinantengleichung mit unendlich vielen
Elementen auszurechnen. Also nehmen wir zuerst einmal

dl = 1+1§711 - O

als die Frequenzgleichung an, deren Wurzeln die ersten Nadherungswerte von p
sein sollen. Durch Einfithrung des Ausdrucks (22) fir K,, mit n =s =1 ergibt
sich

8w (1—v)2 + (2—p)p2

=1+ - — i ——
T (4| (L—v—ppy T Ty TV Ta—(l—pt upy T=a Ty TV 1-5)
~oder
(1—v+ppr/ T—p g %1/ 1—p = @(p)
mit

: 20 (9— ) 2 ' — N
o) = Sp (1—vP+(2—v)p +(1—v—p)2y/ T+ p Sg%1/1+ﬂ .
7r .

4—p

Wir haben also die Schnittpunkte der heiden Kurven
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w1,

fiar

fiir > 1

(= Zg—gl/izﬁ ,

ln = P(r)
(I—v+p2VI—p )

(= —tg %1//‘*_1 )

£y = Pp)

zu finden.

(1—v+p)2y p—1

Die wirkliche Durchrechnung fiir die quadratische Platte mit v = (), 3

liefert die’ durch Abb. 2 dargestellten Kurven, aus denen man die folgenden

Naherungswurzeln ermittels :

1. Wurzel 1'1—p=0,52, u= 0,730,
2. Wurzel vV u—1=1,89, = 4,572,
3. Wurzel Vu—1=3,38, p=13,8186,

Diese Ergebnisse gewihren

e INSREMIRR RN RN
uns -bei weiteren Rechn- e 1
. | ‘ s !
ungen einen guten Anhalt. ST T ~1 1 “{ T
. g ! ‘7 i ; A - P ‘ .
Nun handelt. es sich | I A AR IRV J“JH T
1 QP M i T +—y - b
um die genauere Ausrech- - o L AT
v y i - :CL | f A
nung der Werte von p. B('a R /71/*{: B x_
zeichnen wir mit .y, wie Tj L) Nd- \
oben das erste IKlement AN L ! i
der Determinante (15}, d.h. F J! ol N
14 Ky, and mit gy, d5, ds P s | \ 8
. g T
die aus den ersten 2, 3, 4 ft ,f;-\L* s -
Zeilen und Spalten heste- . 2 T p p p
hende Determinante. Zur NE— .
Ermittlung von @ rechnet »
.. .. . 2 K 7 . H
man zunichst fir j ede Abb. /M_Eurven zur Errllvntt;l}mg’ der Werte von
) . v'1—u und v'p—1 fiir die quadratische
dieser Determinanten der

Reihe nach die Werte aus,

Platte mit v=0,3.

welche den versuchsweise gewiahlten Werten wp'= 0,750; 0,740; 0,716 und 0,700
zum Beispiel fiir die erste Wurzel entsprechen.? Die Ergebnisse sind in fol-

gender Tabelle zusammengestellt.

1) Vgl. 8. Iguchi, Ing.-Arch. 7 (1936) 8. 207; 8 (1937) 8. 11.
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Tabelle 1. Die Werte der den verschiedenen Grossen von
w entsprechenden Determinanten (v = 0,3).

w ‘ CoAy Ay b, ‘ By
- I .
0,750 —0,170988 ~—0,166049 —0,161688 —0,158508
0,740 —0,106968 * | . —0,104873 ~—0,102209 —0,100218
0716 ' 0,025097 0,022201 0,021841 | 0,020863
0,700 © - 0101356 |  0,004224 0,001360 | 0,089494
Wurzeln 0,721086 0,720655 0,720503 0,720491
; J .

Aus dieser Tabelle sieht man leicht, dass die erste Wurzel jeder Deter-
minantengleichung zwischen 0,740 und 0,716 liegt. Die in der untersten Reihe
der Tabelle angeschriebenen Ziffern sind die Werte e :

der Wurzeln, welche mittels der Lagrangeschen -

Interpolationsformel ausgerechnet sind. Ferner  _ ., ?

zeigl die Tabelle, dass die Konvergenz der §,,

Zahlenfolge der den Determinantengleichungen § o v

=0, do=10, Jg =10, 4y =0 entsprechenden E - ;\

Wurzeln recht gut ist, wie Abb. 3 zeigt; aus ; Mm'_ W

45 = 0 wiirde mit Hilfe der Newtonschen Inter- o |

polationsformel der gleiche Wert u = 0,720491 s

folgen, genau wie pu aus J;=0. Somit kann AL A
man p=0,72049 als den richtigen Wert der  spb. 3. Datellung der Giite der
ersten Wurzel annehmen. Dieser Wert von p Konvergenz der Zahlenfolge der

ist der allerniedrigste Eigenwert aller Schwin- Wurzeln b aus 3, = 0.

gungsarten der betrachteten quadratischen Platte, also gehért er dem Grundton
an, in dem die Platte ohne Knoctenlinie schwingt, wie Abb. 4—(I) oder 5—(T)
zeigt., .
Auf Grund der voran erwdhnten Tatsache iiberzeugt man sich nun, dass
man einen hinreichend genauen Wert von p erhilt, wenn man nur die ersten
drei oder vier Zeilen und Spalten der Determinante nimmt. Das gilt auch fiir
die anderen Schwingungsarten, obwohl die Konvergenz gewdhnlich mit wach-
sendem u etwas schlechter wird. In den nachfolgenden numerischen Rech-
nungen-benutze ich immer die Determinante mit den ersten vier Zeilen und
Spalten, d.h. die Frequenzgleichung 4, =0. Die so ausgerechneten hiheren
Eigenwerte p sind in Tabelle 2 zusammengestellt. '
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Tabelle 2. Die Werte von p und die der verschiedenen Beiwerte
fiitr die erste Familie der ersten Schwingungsart der
quadratischen Platte mit v = 0,3.

T
a o o Abb. 4.
m n [ hn ; Wi —vn? WVn Wit Knote?lli%liGl).
1| 1,000000 | 1,310674 | — 0,02049 | 0,528687 1,42049
'—03 - 3 0,006940 3,117770 5,67951 2,877414 7,02049
g4
£ 8 |
L@ 5 0,000982 5,071538 16,77951 4,927424 18,22049
=i
7 0,000271 7,061276 33,57951 6,948345 35,02049 16
. | i I
1 1,000000 2,344269 — 3,79560 1,869652? 5,19660
§ - 3 0,080207 3,673636 1,80440 2,122357 10,79560
AN .
=] '
O~ | 5| 0004760 | 5430086 | 13,00440 | 4,528178 | 21,99560
o
7 (,001023 7,314069 29,80440 6,671161 38,79560 - (IT)
| e S
1| 1,000000 | 3876706 | —13,32885 | 3,609550i | 14,72885
Tag | 8| 0223504 | 6798838 | — 7,72885 | 2,242510{ | 20,3285
5]
=3
o 5 0,062869 6,247307 . 3,47115 3,312272 31,52886
o
7 | 0007986 | 7,989070 | 20,2715 | 5,913643 | 48,32885 e

* { bedeutet die imaginire Einheit.

Weiter wollen wir uns mit der Untersuchung der Schwingpnngsgestalten
dieser Familie beschiftigen. Zu diesem Zwecke gentigt es, nur die Funktion
W' (21) anstatt von T (16) zu betrachten, denn die \Vilﬁiche Auslenkung des
Punktes (z, 1) #u irgendeiner Zeit ist proportional zu %. So hat man es nun
notig, die Werte der unbekannten Beiwerte «, auszurechnen. Dividiert man zu
diesem Zwecke die erste Gleichung in (14) durch «,, so erhilt man

an+ 23 Kpgas = 0, (ay = 1), (n,s=1,3,5,7) : (23)

oder mit den vorteilhafteren Bezeichnung, c,, = K,, fir 238, tu, = 1+ K, fiir
n =3, schreibt sich
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e+ Cizas + cisos + car =0,

Cgy + Cagag + Gasas + cyrar =0,

v (24)
¢s1 + Cssaz + Cssas + o =0,
¢l + Crzag +‘C75 a5 -+ Crmag = 0 .
Dies lautet zum Beispiel fiir die erste Wurzel s = 0,72049
0,003090—0,403537 a5—0,245779 25— 0,176261 a7 = 0, (a)
—0,006545 +0,953707 ay—0,059165 a5—0,055555 a7 = 0, (b)
—0,000858 —0,012729 g3+ 0,972895 a5—0,033904 a7 = 0, - (¢)
—0,000224—0,004354 g3—0,012351 05+ 0,980691 07 = 0 . ‘ (d).

Diese vier Gleichungen fiir die drei Unbekannten s, as, ar liefern vier ver-
schiedene Systeme der drei Gleichungen, aus deren Losungen vier Wurzeln fiir
jede Unbekannte hervorgehen. Aber sie miissen unteteinander gleich sein,
wenn die Bedingung (Frequenzgleichung), dass die aus allen Koeffizienten be-
stehende Determinante .y gleich Null wird, genau erfillt wirde. Aber es ist
fast unmoglich, die Wurzeln g, mit denen die Determinante genau gleich . Null
wird, auszufinden. So zum Beispiel stellt die wirkliche Rechnung '
©0,000001 fir die erste Wurzel - p = 0,72049 ,
" dg = {—0,000037  fiir die zweite Wurzel p= 4,49560,
0,000075  fiir die drite Wurzel wo= 1402585
dar. Mithin muss ein Fehler auf der 1'echteaneite jeder Gleichung (24) oder e
- (@) bis (d) hinzugefiigt werden, und die wahrscheinlichsten Werte von as, as, g
sind aus den Normalgleichungen
. [Cn3 Cnl] + [011.3 C’nf“»] ag + [Cn3 cnb‘] [7433 =+ [C'n3 Cn’?] ar = 0 )
[C,n5 C'nl] -+ [Cnﬁ 075.3] as +’ [0715 cnS] a5 + [Cns (7%’7] ay == 0 s ‘ (25)
[Coﬂ Cnl] -+ [C7L7 C1L3] as -+ [Cwﬂ Cnﬁ] as + [Cn’? cn’.’] a7 = 0
zu finden. So lauten die den Gleichungen (a) bis (d) entsprechenden Normal-
gleichungen mit verhundertfachten Koeffizienten, wie folgt :
—0,7477045 +107,2580187 a3 +  3,0424641 o5 + '1,4306278 a7 = 0,
—0,1204199 +  3,0421641 o3 +101,0432495 a5 + 0,1510617 a9 == 0,
—0,0371624 + 1,4306278 a3 + 0,1510617 a5 +99,7068617 a7 = 0,

aus deren Losung man die gesuchten Wurzeln

ag = 0,006940, g5 = 0,000082,  ay = 0,000271

3

erhilt. In analoger Weise kann man die Werte von e, a5, e fiir die hoheren
Eigenwerte u ausrechnen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt.
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(IT1). ug = 14,02885.
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(ID). ve = 4,49560.

Abb. 5. Schichtlinien der w/-Fliche fiir
die erste Familie der ersten
Schwingungsart.

‘ Nachdem die Werte von ¢ und
o, ermittelt sind, legt es nahe, die
Auslenkungen @’ (21) mit w,(§) in
(8) und uu(7) in (9) auszurechnen
und daraus die Knotenlinien 70’=0
zu bestimmen. Die so gebildeten
Knotenfiguren fiir die ersten drei
Wurzeln werden schematisch in
Abb. 4 und die entsprechenden
" Schichtlinien der @’ —Fliche (mit
dem grossten Wert von @' als
Einheit) durch Abb. 5—(1) bis 5—
(IT1I) dargestellt. Aus Abb. 5—(I)

erkennt mém, dass es in der der niedrigsten Wurzel wp=0,72049 (also dem
Grundton) angehorenden Schichtlinien keine Knotenlinie gibt.

2) Die zweite Schwingungsfamilie.

Wir - wollen uns zweitens mit der

zweiten Familie der ersten Schwingungsart beschiéftigen, in welcher die Platte
symmetrisch in: bezug auf die beiden Mittellinien, antisymmetrisch dagegen in
bezug auf die beiden Diagonalen des Quadrats schwingt. Selbstverstdndlich hat
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eine solche Schwingungsfliche mindestens zwei Diagonalen als Knotenlinien,
und es gilt offenbar die Antisymmetriebedingung

w (@, y) = —w'(y, v),
die durch die Sonderrelétion
| o = b) = —a
befriedigt wird. Somit ergibt sich aus (16)
4 = mw
W o= % (_‘:{)"T_1 an{u,,,(é) COS N —1Up (M) COS mr’é} , ‘ (26)

= (=1, (h=1,35..).
1

Dieser Ausdruck fiir @' unterscheidet sich von dem fir @’ (21) nur in Vor-
zeichen von () und der Ausdruck fir K,, ist auch derselbe wie (22) mit
entgegengesetztem Vorzeichen. Ferner sieht man leicht, dass die durch diese
Anderung hergestellte Frequenzgleichung identisch mit der Gleichung 4® =0
(20) wird. Somit bestitigt man jetzt, dass die zu der ersten sowie der zweiten
Familie dieser Schwingungsart gehorenden FKEigenwerte ¢ in der - durch den
allgemeinen Ausdruck fir K, (17) gebildeten Frequenzgleichung enthalten sind.

Tabelle 3. Die Werte der verschiedenen Beiwerte fir die zweite
Familie der ersten Schwingungsart der quadratischen
Platte mit v = 0.3,

Abb. 6.

. % % yn? 7 - A
2 n Oy n Wep—vn W Pp—n Knotenlinien.

1 1,000000 | 3,586967 | --11,16634 | 3,296413: 12,66634

3 0,979573 | 4,567969 | — 5,56634 | 1,693027¢ 18,16634

11,86634

5 | —0,071498 | = 6,071765 5,63366 | 3,624039 29,36634

7 | —0,010726 | 7,801694 22,43366 | 6,003738 | 46,16634

Die numerischen Rechenverfabren fiir u, @, u.s.w. fir diese Familie sind
auch ganz analog wie fiir die fritheren Fille. So sind nur die Rechenergebnisse
fiir den ersten Iigenwert wp = 11,86634 in Tabelle 3 zusammengestellt Die zu
diesem Eigenwert gehorende Knotenfigur wird schematisch durch Abb. 6 gezeigt.
Abb. 7 stellt die entsprechenden Schichtlinien der w’-Flache dar.
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Schitt A-8 w H-F

p A ) B &
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w |- \\\/V/ \\\ 7|
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w,

Abb. 7. Schichtlinien der #/-Fliche fiir die zweite Familie
der ersten Schwingungsart mit v = 11,86634.

C. Die zweite Schwingungsart.

7. Die allgemeinen Formeln fiir die rechteckige Platte. Is handelt sich
jetzt um die zweite Schwingungsart, in der die Schwingungsfliche antisym-
metrisch in bezug auf die beiden Mittellinien &= 0 und » = 0 des Rechtecks
ist. Eine derartige Schwingungsfliche hat mindestens zwei Knotenlinien & =0
und 7 = 0 und wird wegen m=mn=2, 4,6 ---, a, =0, b, =0 durch

w =31 (=1)2 a0y, (&) sin nwrn + S1{(—1)2 blyw;,, () sin maré
(myn=246...)

mit
Vo (6) = (A2, — von2) DN Then& o oy @”””ME , (27)
Sin %Am Sin Rfm

Vg () = ( 22, —v@me) Gin g, — (A, —vPm2) @m TR

@m%m, @m%@

ausgedriickt. Da diese Gleichung von vornherein dens Randbedingungen 1) und
2+ geniigh, so miissen die beiden unbestimmten Beiwerte o/, und b}, zweckméssig
go verkniipft werden, dass w’ (27) den iibrigen Randbedmgungen 3) bzw. 4),
néamlich
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/[0: e Vl_ . 2(9 2 ( i)l s
( 1)2 Ay %n(i2> oa?n?(2— u) Vo :i:2 J‘Sm;m'l

'77"

—%} bjn{m%m(n‘)—azm (2\——‘;) 5 Vim (97); 0
bzw.
%}‘. ( ——l)ygibin{ fuﬁﬁ;( ) Bem? (Z—u)~%m< + > Sin maré
5 i, @~ 2—) Lot (@) =
geniigt. In (a) lautet
iz" ”I( )“ an? (2""’) < 2) = —H,,, (abkiirzungsweise)
7
A (A2, —va?n?p Giq ~—Aun+2(’m (A2, —vaPn2)? Ctq RQ,L ,
m ?)pm(??)~ 2m (Z'«v)ﬁ V(1) = V() ,  (abkiirzungsweise) |

’ i ; /
= m3 < A2 St mig,n . A3, &in way,, )

Gin T )[gm Sin %Jém

. .
{u,6’2m5+a m(2—v) 22, A%, }< gm T Sin wiy, 7 )
S Sin %lﬁm @5111 = A

+pm8 (2——-);) Ao G 7l _ 22, Sin Wﬂgmv) .

@in lc;-—zlim @In —g—ﬂém
Mit Hilfe der Formeln
iin St B St S/ - (__])ﬂ;m W2
Sin gﬁm @m Ao (n2+28,.) (n2+ A2, .
S G B 2] MUg M sinnen,
@in lc;liﬁm @ ‘é‘ﬁém K 7 ( 02 + Iqm) (n2 -+ R/izm)
£, O i, O 4 Su! . 3
A Oinmdy, AL, Sty 8 5 (—1) # i
@ln ﬁm 7r " (% + Rﬁm)(. w + A«m)

@in ‘%RM
| (n=2,4,6...)

(a)

(c)

(28)
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kann man die Funktion V,, (7) in eine Fouriersche Reihe nach sin ny ent-
wickeln. Also nach einigen Zwischenrechnungen wird

_ S’ n —PPnZ - (D) 2’2
Vem (1) = %’:ﬂz(-—l)?‘mn (L—vpmPn? +(2—v)a®p sin nar . (d)

(n2+22,) (n?+ A2,

Die vorliegende Gleichung (a) kann nun gemiss (c¢) und (d) auf die Form

( l)ﬁfa i, +5 S/L D Z)’ mn [(I—pPPmPn?+(2—v)o?p'?] |

sin war = 0
(n2+ 2,) (n2+ 4, jl ™

gebracht werden. Daraus erhidlt man

8u* ro{(1—vPrin?4(2—v) a®p'?}
o, + b, =
W[Jan 27 (1’L2+A%,,.) (n2+j(‘lr)
(r,n=2,4,6...)
mit (29)
Hep, = Ay (42— va?n2)2 Gtg —/Lm o (Am——vo?nz)z Ctg —Zom .

In analoger Weise ergibt sich aus den Randbedingungen 4)

-

8u ms {(1—vPmst -+ (2—v) Bl _
oS !
mt wll,,, Zs @ (m2+4 2,) (m2+ A2

o (’)77.:,S=..a,4,6...)
mit (30)

flﬁ = aBm( sm '-VIBZm“Z)Z @tq m’zﬁm ggm(gﬁm_p@Zm?)Z @’ffl %%m °

J

Vermoge der Formeln (29) und (30) kann man weiter aus (29) die unbekannten
Beiwerte b}, eliminieren, wie folgt :

14 .l % [
a, + ST Kal =0
8

mit

K = _ Gdpu/ns - r2{(1—v)2r2n2 4 (2—v) Q22 {(1—v)r2s —D)BZPLZ} . (31)
" ntH, I, (024 23,) (R A2) (r2+ A2,) (r2+ 22 :
(r,m,s=2,4,6,...)

Dieser Ausdruck fiir K,, unterscheidet sich von K, (14) formal nur durch H,,
und Hy,, und die, Frequenzgleichung fir diesen Fall wird analog wie (15) durch

;1+I(22 K Ko Kas

' Kp 1+Ku Ky K ... ‘
=f' K Koo 14 K Kg ... =0 (82)

’ ] (gg I(g,( ]{86 ] -+ I(gg

J

ausgedriickt.
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8. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die quadra-
tische Platte. Wegen m=n=2, 4,6 ..., a=g=1, p' =p fiir die quadra-
tische Platte kann man hierfiir schreiben

w = 33— 1) {a}0a(€) sin narn+ b0, () sin et} . (33)
mn=246...)
Der Ausdruck fiir K,, lautet nach (31)

K = ‘_ 64 12ns 5 P24 (1—vPr2n? 4 (2—v) 2} {(1—v)2rs? + (2 —v)p2}
" w2 H, H, {(r2+n2p—pu2} {(124 22— p2}

(r, n,s=2,4,6...) (34)

mit

H, = i (= on?) €19 o= (P Gty T2,

Der Ausdruck fiir H, ist derselbe wie der fiir H, mit » an Stelle von n. Auch
fiir diesen Fall wie fir die erste I'amilie der ersten Schwingungsart ist es
maglich, die Frequenzgleichung (32) mit I, (34) in zwei verschiedene Gleich-
ungen von der analogen Form wie (19) und (20) zu zerlegen.

1) Die erste Schwingungsfamilie. Wir wollen jetzt die erste Familie der
zweiten Schwingungsart betrachten, in der die Platte antisymmetrisch in bezug
auf die beiden Mittellinien, symmetrisch dagegen in bezug auf die beiden Dia-
gonalen des Quadrats schwingt. Hierbei hat die Schwingungsfliche mindcstens
zwei Knotenlinien & = 0 und 7 = 0 und wird wegen b}, = a/, durch

‘

w = qyw’
W == 2( 1 Vp(€) SIn Ny + (1) 81N N7t } , 1 (35)
I
d = ~ (G=1), (n=24,06...) I
45 )
ausgedriickt, Dafir gilt aus (2J) die Bedingungsgleichung
o4 RM Z ,ns{(]——u 2n? 92+(2—u ,u2}
" oM, ‘ (n*+s2p—
oder in anderer Schreibweise
an + 3 Kpoar =0, (n,s=2,4,6...)
mit (36)

K e Buns (1—v)2n2s?-+(2—v)pu?
" wH,  (nP+eR—pd
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Man kann beweisen, dass die durch K, (36) gebildete Frequenzgleichung auch
aus der Determinantengleichung (32) mit /. (34) hervorgeht.

In analoger Weise wie in den friiheren Fillen erhdlt man die in Tabelle 4
zusammengestellten Rechenergebnisse fiir die erste und zweite Wurzel .

Tabelle 4. Die Werte von p und die der verschiedenen Beiwerte
fir die erste Familie der zweiten Schwingungsart der
quadratischen Platte mit » = 0,3.

w n i n Vi —vn? W Vop—vn? I(néggiigien.
2 '1,000000 4,049823 — 9,60107 | 2,898459( 15,20107
'g 5 | 4| 0868251 | 5320265 | — 1,201C7 | 1,897084 | 23,60107
vt
£ S |
- Sle 0,026749 6,957087 12,79893 | 4,587875 37,60107
8 | 0006794 | 8740770 32,30898 | 7,183239 | 57,20107 O
2 | 1,000000 | 5484688 | —23,28180 | 4,699127i | 28,88180
?é o | 4| 0303260 | 6487048 | —14,88180 | 8,175181i | 87,28180
o) .
= . |
o & | 6| ol9aras | 7879201 | — 0,88180 | 3,149818 | 51,28180
8 | 0,025757 | 9,401144 18,71820 | 6,157775 = 70,88180 an

Abb. 9-(1) bzw. 9-(II) stellt die Schichtlinien der 7-Fliche  fiir die erste
Wurzel py = 12,40107 bzw. die zweite py = 26,08180 dar.

2) Die zweite Schwingungsfamilie. Is handelt sich jetzt um die zweite
Familie der zweiten Schwingungsart, in welcher die Schwingungsfliche der
Platte sich antisymmetrisch nicht nur in bezug auf die beiden Mittellinien,
sondern auch auf die beiden Diagonalen des Quadrats gestaltet. IHierbei hat
die Schwingungsfliche mindestens vier Knotenlinien € =0, 7 =0, § =9, £=-—1,
und wird nur durch Umkehrung des Vorzeichens fiir w,(y) in (35) ausgedriickt.
Also lautet

wW=3(—1) gaﬁz {wn(E) SIN N — 2, (1) sin ner} , | (37)

a;,—_-r%:", (e=1), (n=246...).
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D C
H
<> \
a0 Q }
| -
>
@i“\\
A 7 D
Schnitt A-B
~0 SN {
s [
a0 I Jj; 1 1 E
o | “RQ;__, i
0 'g N . | ” —
- - . w
D). py = 12,40107. (I1'. ps = 26,08180.

Abb. 9. Schichtlinien der w/-—TFliiche fiir die erste Familie
der zweiten Schwingungsarp, '

Analog ist der Ausdruck fiir K, derselbe wie der in (36) mit entgegengesetztem
Vorzeichen. :

Tabelle 5. Die Werte der verschiedenen Beiwerte fir die
zweite Familie der zweiten Schwingungsart der

guadratischen Platte mit » = 0,3.

Abb. 10.

a, b3 W2y —vp2 X4 22, —vn? My
b n n n nV n Y Knotenlinien.

2 1,000000 | 4,968777 | —17,88875 | 4,085187{ 23,48875

w | 4| 1,284042 | 6057125 | — 9,48875 | 2,165352 | 31,88875
2 .

!9'\ .

] | 6| —0,131500 | 7,520193 451125 | 3,912059 | 45,88875

8 | —0,023564 | 9,202649 2411125 | 6581128 | 65,48875 |\
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Die Rechenergebnisse fiir die erste
Wurzel = 20,68875 sind in Tabelle 5
zusammengestellt, wihrend die schema-
tisch gezeichneten Knotenlinien dafir
bzw. die entsprechenden Schichtlinien
der w'—TPlidche durch Abb. 10 bzw. 11
dargestellt werden.

D. Die dritte Schwingungsart.

9. Die allgemeinen Formeln fir
die rechteckige Platte. In den fritheren
Untersuchungen sieht man, dass die
Platte in der ersten sowie der zweiten
Schwingungsart immer derart schwingt,
dass die Auslenkung einer beliebig durch
den Mittelpunkt des Quadrats gezogenen
geraden Linie symmetrisch in bhezug auf
diesen Punkt ist. Wir gehen jetzt dazu
iber, den anderen Schwingungsfall zu
betrachten, in dem irgendeine solche

& 8

a0

100
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\/ ‘ h ‘
, —/ -
Y O (\> -
- + s
+ - —
) &
/
Q | aEs izl
' -0 u
>‘: / O \
azs Q2§
Ty \ ZENNp
Schaitt  A-B
N
N\
b \
7 $
4
\ //
N 7 A,
7
Abb. 11. Schichtlinien der #/—Fliche

fiir die zweite Familie der zweiten
Schwingungsart mit y. = 20,68875.

Linie  auntisym-
y metrisch in hezug
auf ihren Mittelpunkt schwingt.
4 I
1 = Wnorepinie
; + o0+
R
e g — g
Abb. 12.
wae’ —Fliche. durch
w), = S1(—1) 2 auen(E) 8N 07 + 53 (—1) 2 bl 05,,(7) cOS M
n n
(m=1,38,5...,n=246...)
mit A

sy (8) = (12, — veer?) CONhen€ (g | oy Colmie, €

»

Cof Z-dan Cof 5-Aem
’ . 27
Vom ('I]) = ( ,{fgm — pﬂzmz) g@lﬂ Thom™ __ ( A%m—v 82m?) ,@,ﬁﬂﬂ,
Sin S-Aem » Sin -Z}zgm

Wenn nun die Schwingungsfliche symmetrisch in
bezug auf die Mittellinie & = 0, antisymmetrisch dagegen
in bezug auf die andere 7 = 0 ist, so muss sie mindestens
eine Knotenlinie 7 = 0 haben, wie Abb. 12 zeigt, und
: die schwingende elastische Linie einer beliehig durch
| den Mittelpunkt des Quadrats gezogegen geraden Linie
verlduft antisymmetrisch in bezug auf diesen Punkt.
Eine Schwingungsfliche ! mit dieser Eigenschaft wird

(38)
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ausgedriickt, Die beiden unbekannten Beiwerte «, und b/, werden durch die aus
den Randbedingungen 3) bzw. 4) hervorgehenden Gleichungen

Y‘( l)ﬂznI @ u@’é(J: )-—a » ——J)~—Aum<:l: )} sin norn

+570] {m Vg (1) —- 02, (Q—V)*— Vi (1) } = {)

m

bzw.

2( 1) z b!b Q{,;( 2> Bzml(zmu) %m< >}cos7rm—&“

S

2
"“‘2 an!n Bban (S) an (2—_’}) 'y ’uun(&) } 0,
miteinander verknupft. Mit Riicksicht auf (¢) auf Seite 324 sowie (d) auf Seite 337
erhéalt man

8/ r rrd(L—v)2rin? (2—-:))(12#’2}
Uy, b’
G up ; (n?+ AM) (n?+ R(g,.

(r=1,3,5..., n=246...)

=0, : (39)

8p ms{(1—vPm?s? + (2—v) BPu2}
b, +‘ '8 = O 4
” H,m%:' (m2+2%,) (m2+ A2 (40)
m=1,8,5..., s=246...)

In den Vorangehenden Gleichungen 1ist der Ausdruck fir Gy, bzw. H,,, derselbe
wie der in (12) bzw. (30). Wenn man ferner den unmittelbar aus (40) ermit-
telten Ausdruck fiar b (=bl,) in (39) einsetzt, so erhilt man wie immer ‘

tp + > Kpsag =0
S

mit
Ko Bpp'ns < 7’2{(1-——v P22 4+ (2—v)o2p 2 {1 —vPr%% -+ (2—v) B2} 1)
o w20y T Hy(n2+ 2,) (02 + 22) (72 + 2) (r24 A2) '
y (r=1,3,5..., n,8=2,406...)
¥
'. ] Daraus kann man leicht die Ifrequenzgleichung her-
b Lo stellen. . ‘
l‘ g,, , Wenn es sich weiter um den Fall handelt, in dem
N die Schwingungsfliche antisymmetrisch bzw. symmetrisch
4 £ - in bezug auf die Mittellinie §==0 bzw. 7=0 des Rechtecks
! ist, wie Abb. 13 zeigt, so ergibt sich ohne weiteres
" .
e

Abb. 13.
wp’ —Flache.
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wp = > ( —1)%1 ah e, (€) COS Nt + > (a—l)%bmum (%) sin maré . (42)
i (m=2,4,6...m, n=1,85...)
Dafiir gilt offenbar
Om + }_; Kb, =10 -

mit

_ 64ppmr by $2{(L—v Pim2st + (2—) 82} { (1—v)2r %% (2—1) 22} (43)
TN Hog(m2+ 2,) (mP+ %) (% + A%,) (8 + A5 .

(m,r=2,4,6..., s=1,3,6...)

Kor =

Wenn nun die beiden Funktionen w} und wj so verbunden werden, dass
w = A wy+ Bwy = A w, cos wyt+ Bwj cos wyt |

wo A und B beliebige reelle Zahlen bedeuten, fithrt w nur dann eine perio-
dische Schwingung aus, wenn dag Verhiltnis der beiden Schwingungsdauern
Ta . @ _ Fo
7’b W 12
eine rationale Zahl ist.

10. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die qua-
dratische Platte. Die Formeln fir die dritte Schwingungsart der quadratischen
Platte kann man leicht unmitielbar aus (33) bis (43) mit ea=8=1, u=pu’
ableiten., Da aber der Ausdruck fir K, oder K, immer durch die Summe
der unendlichen Reihe ausgedriickt wird, so sind die numerischen Rechenver-
fahren viel miithsamer als die fir die erste sowie fiir die zweite Schwingungsart.

1) Die erste Schwingungsfamilie. Wir wollen jetzt den Ifall betrachten,
in dem die Platte symmetrisch in bezug auf die Mittellinie & =0, antisymmet-
risch dagegen in bezug auf die andere 7 = () des Quadrats schwingt. Die Sch-
wingungsfliche hierfiir lautet sofort nach (38), wie folgt :

wh, = astl,

W, = 2 (—1) 2 apun (&) sinnan + S1(—1) 2 B} v.(1) cos mmE ,
(m=1,8,5..., n=246...), (44)

, ) ’
S . A

© Dafir gilt
ay + Z ]{nsas =0,

_ G4 s {(1—vPr2n?4- (2—v ) {(1—v2r?2 + (2—v)u?} |
w2G, T ILA{(n2+ 122 —p2p {(12+ 522 —p2}

(r=1,856..., n,'s='2,4,6.,’,) ¢ (45)

K=
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mit
G, =2, (K;LZ "“VHZ)Z g 'g‘xn—‘il (A —”%2)2 %’q *An »

H, = 1, (A% ~r2)? Cig 12-1,{,.*1;‘ (42 —vi?)2 Ctq 7_21.% . '

Wenn man daraus die Werte von ¢, ausrechnet, so kann man die Werte von
Bl aus der aus (40) hervorgehenden Gleichung

o bﬁn> _ 8 ms{(1—v)m?s? + (2—v) u2} .
Bm( ay arll,, Xs} (m?+ s2)2— (46)
ermitteln.
Analog fiir die antisymmetrisch bzw. symmertisch in bezug auf €= 10 Dhaw.

7 = ( schwingende Flidche ergibt sich aus (42)

/o et d
. wy, = bptiy,
,_

wh E‘ (—1)- : -2 ol v (€) cos nam + ) ( 1)2 Bmum(ﬂ) sin mmré |

(771,-:..,,4,6..., 7?.—1,3;5---): (47)
!
0::7,:&” Bm:’%’i) (/82:1)
2 2

Es ist leicht ersichtlich, dass die eine von den Flichen @/, und @} durch
eine Drehung um 90° um den Mittelpunkt des Quadrats mit der anderen iden-
tisch wird. Somit miissen die Grossen von w fiir wj gleich den entsprechenden
Grossen von u fiir @, sein. Die Werte von u fir die beiden Schwingungs-
flachen konnen daher durch die Auflésung der durch K,, (45) gebildeten Fre-
quenzgleichung ermittelt werden. Die wirkliche Durchrechnung fiir die ersten
zwei FKigenwerte liefert die in Tabelle 6 zusammengestellten Ergebnisse.

TPabelle 6. Die Werte von g und die der verschiedenen Belwerte
fiir die dritte Schwingungsart der quadratischen’
Platte mit v = 0,3,

v n Oy, n Wl —wn? Wa 3, —vn?
i 2 1,000000 2,365982 1,20213 ; 1,549880 - 4,39787
N
5 0:0 4 0,034765 4,194982 9,60213 3,795013 . 12,79787
= Ef% 6 0,006040 6,131710 23,60213 5,866334 26,79787
i - 8 0,001841 8,0992562 43,20213 7,899502 46,39787
i} 2 1,000000 ‘ 3,017449 —2,30500_ 1,051190¢ 7,90600
5] . . ;
5 % 4 —0,003879 4,594017 6,09500 A 3,3007567 16,30500
= 2" 6 0,000530 i 6,411318 20,09500 l 5,668321 _ 30,30500
I e 8 0,000358 i 8,212941 w 39,69500 - j 7,674307 49,90500
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¥ m B I Wey—vm? ¥ 1 —m?
'é‘ 1 —11,369403 1,611791 =0,89787 0,773221¢ 2,29787
ki % 3 — 0,035521 3,255437 4,70218 2,720685 7,89787
s i, 5 — 0,006377 5,157313 15,90218 4,837575 19,09787
i 7 — 0,001917’ 7,113219 32,70213 6,884921 36,89787
3 1 — 0,219366 2,470830 —4,40500 2,026080i 5,80500
3 [
=) 2 3 0,041799 3,755663 1,19500 1,973575 11,40500
=]
= =5 0,008222 5,486803 12,39500 4,460380 22,60500
o 7 0,001143 7,356610 29,19500 6,626331 39,40500

1. Wurzel p1 = 1,69787.
/”/
a

(I—1), « = 0,0. (I—2), « = —1,0, 1-38), « = —0,2.

2. Wurzel pg = 5,10500.

(I1—1), & = 0,0. (I11—2), ¥ = —1,0. (I1 = 8), « = —0,3.

Abb. 14. Schematische Darstellung der Knotenfiguren fiir die dritte
Schwinungsart der quadratischen Platte mit v = 0,3.

Abb. 14~(I—1) bzw. (II—1) zeigt die schematisch gezeichneten Knotenlinien fiir
die erste Wurzel ;= 1,69787 hzw. die zweite pp = 5,10500, wihrend die ent-
sprechenden Schichtlinien der w,-Fliche durch Abb. 15 dargestellt werden.
Wie man aus Abb. 15-(I—1) sieht, liegt jede der die Plattenecken passie-
renden Knotenlinien sehr nahe dem zur Knotenlinie # = 0 senkrecht stehenden
entsprechenden Plattenrande, dessen Auslenkung ] infolgedessen sehr klein
wird. So schwingt die Platte hierbei, als ob sie auf den beiden Réndern

f==% 5 frei gestiitzt wird. Diese Tatsache ist deswegen ganz natiirlich, weil

die Grisse ;= 1,59787 fiir diesen Schwingunsfall sehr wenig von der ersten



346 8. Iguchi.

= Wurzel p = 1,6347 filir die
‘ ' antisymmetrisch in bezug
auf die Mittellinie # =0
schwingende quadratische
Platte mit zwei gegen-
iiberliegenden frei gestiitz-
ten Réndern abweicht?.
Aus der durch Abb. 15—
(IT—1) dargestellten Schwin-
gungsfliche fir p=5,10500,
deren Auslenkungen langs
der vier Riénder der Platte
s 8 8 & & St A8 ( sehr klein S.ind, Sit?ht man

4 . auch, dass die Schwingungs- °
] ‘ gestalt fir diesen Fall sehr
L1 ghnlich der der vierseitig
w : frei gestiitzten quadratischen
(I—1), pq = 1,69787 (x = 0,0). Platte fir p =5 (Wert von

J-9 0 y-g Hugs

as

®

a2 s
ol ) M= ’mz—i-ﬁnz flII‘ a = b,

m=1, n=2) ist?.

2) Die zweite Schwin-
gungsfamilie. Iierin hand-
elt es sich um die Schwin-
gungsfliche, die antisym-
metrisch in bezug auf eine
Diagonale des Quadrats ist.
Sie hat mindestens eine
Diagonale als Knotenlinie,
oder in anderen Worten
verschwindet die Auslen-
kung @' aller Punlkte auf

Schnitf - A-B . dieser Diagonale. Diese For-
—— —-[—]—] derung wird sowohl durch
w ‘ Summe als auch durch Dif-
(TT—1), pg = 5,10500 (x = 0,0). . ferenz der beiden Flichen
%!, und w,, ndmlich durch

J-9 P V-0 HWPS

Abb. 15. Schichtlinien der %4/ —Fliche fiir die erste
Familie der dritten Schwingungsart.

D =W, + W, - (48)

erfiillt. Diese Verbindung 1st deswegen maglich, weil, wie schon erwihnt, jede
Teilschwingung #/ und ), und folglich auch die resultierende Schwingung W’

1) 8, Tguchi, Doboku-Gakkai-Si, 26 (1940) S. 431.
2) 8. Iguchi, Mem. Fac. Engng., Hokkaido Imp. Univ. 4 (1938) 8. 822 ; Lord Rayleigh, ¢ Theory
of Sound,” 1 8, 371, 1929.
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eine und dieselbe Schwingungsdauder, also die gleiche Tonhohe hat.

b

c 2,

Schnift  A-B u. H-F

-0 H -0
~05 -5 |- T ]
&
o0 A < 3 pa//?;/ N ;’it
a as
0 F w0 L1
w . W=
(1-2), g = 1,59787 (x = —1,0). (II—2, po = 5,10600 (¢ = —1,0).

Abb. 16. Schichtlinien der Fliche &/ = wo/—up’ fiir die zweite
Familie der dritten Schwingungsart.

Die schematisch gezeichnete Knotenfigur fiir die erste Wurzel u; = 1,59787 bzw.
die zweite up = 5,10500 wird in Abb. 14 mit dem Zeichen (I-2) bzw. (II—2)
gezeigt, wihrend die entsprechenden Schichtlinien der Fldche @’ = @~} durch
Abb. 16 dargestellt werden. Die Flidche )+ 7w unterscheidet sich von wi—1}
nur durch Drehung um 90° um das Plattenzentrum. ‘

3) Die dritte Schwingungsfamilie. Wegen der Gleichheit der Schwingungs-
daver von . und w} kann man die beiden Flichen allgemein so verbinden,
dass '

W= Adw)+ B oder W= Wit . (49)

Hierin kann « eine beliebige reelle Zahl sein, und  die- voran betrachtete erste
bzw. zweite Familie dieser Schwingungsart ist nichts anderes als @’ (49) mit
~dem Sonderwert « = 0 bzw. g=+1.

Die der ersten Wurzel uy = 1,59878 mit x=—0,2 sowie der zweiten #, = 5,10500
mit = —0,3 entsprechende Knotenfigur fir die dritte Schwingungsfamilie
(0<Jk]<1) wird in Abb. 14 mit dem Zeichen (I—3) bzw. (1I—3) dargestellt,
withrend die entsprechenden Schichtlinien der #@/-Tliche durch Abb. 17 gezeigt
werden.
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/111§
=t
=37 R e
3 > - i
; S & (I—38), v, = 1,59878 (x = —0,2).
——7L ™ |
L
¥ v
.
/ 4
™ =, 4 ; 7 8
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50
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N\
)
pan
-+ g
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(I1—8), vg = 5,10500 (& = —0,8). 5 ) £
/| =
(]
[}
Laa ]
Abb. 17. Schichtlinien. der Fliche ™
W o= T Fewy fir  die  dritte ks .
Familie der dritten Schwingungs- S % § & & CSehift A-B w HF
art. ;IZ5 I
as z = . L~ ?g
as
-

IIL. Kapitel.

DIE PLATTE OHNE ECKSTUTZE.

11. Die allgemeinen Formeln.

A. Allgemeines.

Da fir die Platte ohne IKckstiitze die

2,1/ ; : .
Ableitung 8—7;5?1 in den vier Eckpunkten verschwindet, so gilt hierfir # (6a)

mit Cosinusreihen, d.h.
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w =7 X,KE) COS Nar <_;_+17> + 3] 'Ym(‘ 7) cOS M <% + E> . (50)
(my,n=0,1,2...)

Wegen des Verschwindens der ersten sowie der dritten Ableitung von
COs (—~+ $> fur die Sonderwerte £ = +1/2 geht aus den Randbedingungen 3)

die Beziehung

- 1 1Y _
Sr(e ) (s ) -

hervor. Mit Riicksicht auf die erste F'ormel in (€b) ergibt sich-

+ !An Aan (A —vof12) SN T poy + Al Xy (s — v 6?n2) Gin zléﬂ‘
( , 2 9 " f

+ A7 Ao (i, —va?n?) Cof T Ran A”'X;n (A2, —va?n?) Cof %Riﬂ =0.

Die Summe bzw. die Differenz der hierdurch dargestellten zwei Gleichungen
liefert

. o2 5 ~: T . 5 .., T
A Ao, (Aazn—va&)lz) &in ?;Xm + A;/?L,,(ai,ﬁ va®n?) Sin 5 X{m ={

bzw.

‘:LI AOUL (Zdn—’”l 7’?) (-’Df had'n + - I:L”%m (Aan_uazn’z) (S’Di g Z‘I’n =0.

&L

Damit und mit den neu eingefithrten Beiwerten «, und «/ erhdlt man

(22, —vaPn?
‘47; = .,L&‘E?l_, fl{:;ﬁ } 5 fl;; = S fey TR , ,
Xa'n @ln ~7Ran Xun C C) Aan
!
1/ = U A — va?) AN am(%zn—‘m?‘ﬂz)
Ay =2 ";”'_"”'” s Ay = i ren E L
Aun @Di "})’“zan zan @Df Ran

Die Funktion X,(¢€) schreibt sich jetzt, wie folgt :

-« %(5) = a’nudn(E)—Fa’:L Q)dn(s) y (n’ = O; '17 2 .o )
@Df Wxan E (R{xgn__vazng) @Df 'Irjgm E

Uan(€) = (B —vain?)——1 T

o2 \./ {78 R(’ln i E ,n
Aan Sin - a B1n 9 Aq (51)
 0un(8) = (R—vitn?) ,,,,@m@i,_% ) Ml

Aan €0f %A,, Ao Caf = aa,,
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Analog aus den Randbedingungen 4) erhilt man

Ym(n) = bmuﬁm(n)'*‘b’i"/,vﬁm(n) ’ (m= O’ 1’ 2') o ]
. ,
g (1) = (o) T (e gy CON i
¥ T ' SinTA
Xgm@In 23nm 2m Gin g fem (52)

. . Vi
U (7) = (i) ST (st o) ST
Asm @:Df ‘;Lx(im zém @Df —'g——ﬂl,am

Die in (51) und (52) noch verfiigharen unbekannten Beiwerte a,, o), b8,, b,
missen miteinander so verkniipft werden, dass w” (50) mit (51) und (52) den
ibrigen Randbedingungen 1) und 2) gentgt.

Mit Riicksicht auf die Beziehung

(1 M . M .
cOS Mar (—2— +&) = cos ~91 €08 Mmaré—sin —2"—’1 sin maré |

S

= (—1) 2 cos mmré C fir m=0,24...,
- m~—1
c = (—1) 2 sinmxE fir m=1235...
merken wir vorldufig an, dass die Zeiger m in (50) bis (52) die geraden bzw.
ungeraden Zahlen nehmen, je nachdem die Schwingungsfliche der Platte sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf die Mittellinie &=-0 ist. Analog
durchlaufen die Zeiger n die geraden bzw. ungeraden Zahlen, wenn die Schwin-
gungsfliche der Platte sich symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf die
Mittellinie 7 = 0 gestaltet. Zur Betrachtung der Symmetrie- sowie der Antisym-
metrieeigenschaft der Schwingungsfliche ist natiirlich noch zu berticksichtigen,
dass die beiden Funktionen X,(¢) und X,,(») aus Summen von geraden und
ungeraden Funktionen bestehen. 3 '

l

B. Die erste Schwingungsart,

12. Die allgemeinen Formeln fiir die rechteckige Platte. Da die Schwin-
gungsfliche hierfiir symmetrisch in bezug auf die beiden Mittellinien &= 0 und
7 = 0 des Rechtecks ist, so ergibt sich sofort aus (50)

n

w =73 (—1)%%%” (€) éos ) + 33 (—1) 2 Dyt (1) cOS mer§ (53)

(myn=0,24...)
oder auch

W' = doueg(E) + Dot (7) ]
+ 33 (—1)% a8 008 1 + 3 (= 1) byt (1) 008 Mt
(myn=246...)
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mit

V?( Cofmv/ e  cosay pé (54)

Uag (€) = lim g, (§) = — -
’ %0 &in %1/ 7 sin 3251/ w

Colwv/' ' n _ cosary/ wW'n )
Sin—y'w  sin T/
2 2

U (1) = “m usm(’?) =vp (

Um weiter die Gleichung fur die unbekannten Beiwerte a, und b,, zu er-
mitteln, setzen wir zunéchst den Ausdruck fir «’ (63) in die Randbedingungen

1) ein. So lautet

2

4

a? -, 1 ) < 1 ) 2 2 1 )] .
w0l & 1 2 n an 5 1 on 7T
Ay 2“0( S ) a, zc :i:2 v atneu (iQ jcosn
! bo u’(‘o (77) -2 b"rn{”lz“ﬁm (n)— “'Bm(n)j = (a)

Darin wird

—_ ,a0< 2 > = ¢ (abkiirzungsweise) ,

=/ w(Gtg 70/ Hotg T ), (b)

2 - 1 . .
4] H( é>_ »aznz'lcan(:’c;;) = H,, (abkiirzungsweise), .

s
"
2 2.9\ ’ 2 oPn?)?
O S B L Y TN N
Aay, - Aan 2

2

\ o Col /W | cosm/ i
?opo(’?) = uazﬂ/l/;’( (,DT 7l /Lj =+ 7] Mj )
Sin —er—x/pb’ sin ;725'1/ g

2 . .
MU, (77)—392- (1) = U, (1) (abkiirzungsweise) ,
. Vi

_ (B—vBm?) (m2=v0?,,) Cof wdim® (A2, —vB2m?) (m2—va®if2) Cof 7k,

aﬁm ‘ ‘ &in g—ﬂﬁm ZB""’ | Sin aipm

Vermoge der Formeln
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NG

5 ! 7z
(,Df'n-‘l/,ui?:‘h/lb!(l/ 21 ,ncoswn-’?I
Gin =4/ p! w2 o a
2
— ' A 1! — %
cosm/iln WL (SR )
sin 7/’ Lo o /
2
_Col msm™ . Ao | 7'1.7 + (=12 cos nm )
Sin ﬂllsm w205, w N A J

4

<1<, (e=246...)

erhélt man nach einigen Zwischenrechnungen

vr?
v L(%(’? _ B! ! é )2
ar 1.
. % I vap'? ' 5 (1 —vPm2n? + palp/?
() = L3 —1)2 COS N7r”
1) = 7 2(Bmi—p'?) %J‘( )® (24 2,,) (n2+22,) =

Das Einsetzen von (), (¢), (d) und (e) in («) liefert

‘ dpet . e
aoo+ L (y— 530, B“_M,?)

' e Spl,  vatu/? (L—=v)Pr2n2+ pa?p/? )
SV Sy, 2 (i
;( ) 1 ntloen - n4 /2 2-‘ r (9%2—1-,1%,)(%24‘/(;;7.

PEpEY

(55)

(d)

]jcos nar = 0.

Da diese Gleichung fir jeden Wert von 7 erfillt sein soll, so muss die Summe
der konstanten Glieder und der mit cos nwy - behaftete Ausdruck teilweise ver-

schwinden. Also erhalt man

g 4”““(6 }_,b E;?/z—):o,

8}14 { val'® (1—v)2r2n2 4- peu’?
Gy, — b -+ . =
o Hy,, O Z (n?+22,) (2 +22)

(n,r=2,4,6...)

‘mit

2 __ 2.2y ~ .
H, = (2, —vaPn?) Gtg ™ e, — (28, ~—vaPn®) Gtq

o cm )
Rdn 2 jd'n

¢ -11mH¢,l—_/u//t<@tq TVve +etgZT 5 V ,u)

nr0
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Analog ergibt sich aus den Randbedingungen 2)

2 2
bo + ﬂﬂ/_,w_ ‘1'0“2%—448‘7>=0;
C st — W

awr 8

212 —)22a2 2,2
8 !aoﬁﬁ—+2as (1 v)‘m.s +u,8,,u }
mHyy U mt—p2 T (mB A (mE+ A2

(m,s=2,4,6...)

bm -

. 57
mit (57)
24172 12 P - 211,2\2
Hyp= (R viP0Y Gty T Ay — iR ey
A 2 . 27
ne 1%
¢ = lim Hy,, =V W ((Stg TV W+ otg T W > :
m>0 2 2
Aus der ersten Gleichung in (56) und der ersten in (57) erhilt man
S pwE o dup H ]
0 = 4w/ = 3474_‘:“/2 w algt—p?
0 o , 162/ ’
7,_2
. . (58)
2 . I
4y B 2 Agi__ 2 o ;‘ b, Bt —p?
by = 2B
o ,  162uu/
’IT2

Durch geeignete weitere Rechnungen kann man aus (36) bis (58) die Tre-
quenzgleichung fiir diesen Schwingungsfall ableiten. Da aber die diesbeziig-
lichen allgemeinen Rechnungen fiir die Rechteckplatte (a==b) ziemlich mithsam
sind, so werden sie bei der Untersuchung der quadratischen Platte in den
kommenden Ziff. angegeben. :

13. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die qua-
dratische Platte. Da fiir die quadratische Platte m=n=2, 4, 6 ---, a=8=1,
@' = u ist, so kann man wie frither in allen Formeln hierfiir einfachheitshalber
Ao TUT Auy und g, A, fir AL, und b, o Tr e und g, y T 1, und g,
schreiben. '

1) Die erste Schwingungsfamilie. Da die Schwingungsfliche sich bei diesem
Talle symmetrisch in bezug nicht nur auf die beiden Mittellinien, sondern auch
auf die beiden Diagolanen des Quadrats' gestaltet, so ergibt sich

a0=b07 an=bn)

Damit geht sofort aus (56)
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3 2
Qg = "”‘;}i’** E Qg J_“ )
2u+~—7rc s si—p
2p
M I pu? o (1—vPnis +v,u2}
Gy — Gy ——5 + 240 =0 :
T, 0 ni—p? zs' (n?+ %)% —pu? ) ‘(59)
(n,s=2,4,6...) :
mit ( 2 p ) ' (n? 2__ )2
- I w s (nE—wn2—p) T A
H, me MRS g Ty - AT TR g Ty
" V' nE4p g 2 V nE—p 9 2 #

hervor. Durch Einfiihrung des durch die erste Gleichung (59) dargestellten
Aunsdruck fur ap in die zweite erhilt man

,an“l‘ZIcnsa/s:O) (77’)8:2)4’6"')

mit

S AL (1--vPPn2st +vp? (60)

I(fns=_— I{(/ s —+ (2+22—2 .
iy kQu +'2M>("4,“/‘“2)(34* 2) nF 457 P — g
‘Lb

Hierin ist der Ausdruck fir ¢ derselbe wie der in (56).

Die Elimination der unbekannten Beiwerte a, (=as, ¢4, ag, «++) aus dem aus
(60) hervorgehenden System von unendlich vielen homogen linearen Gleichungen
fiir a,, liefert die Frequenzgleichung

14 Koy Ko Ko Kag
Ko 1+Ku Kus K ...
4= Ke Ko 1+ K Kg .. |=0. (61)
K Koy Ky 1+ Ky

Die aus 4, = 0 ermittelten Werte der ersten funf Wurzeln p fiir die quadratische
Platte mit » = 0,3 sind in Tabelle 7 zusammengestellt.

Tabelle 7. Die Werte von x und die der verschiedenen Beiwerte
fiir die erste Familie der ersten Schwingungsart der
. quadratischen Platte mit v = 0,3,

Abb. 18.
Knotenlinien.

( '), n (=778 ).n . ).2/n —_ vn2 )/ n ).’ 2/,,,—\/71,2

0| 8519346 - — -~ —
2 | 1,000000 | 2541474 525900 | 1,241334 | .0,34091

0,042253 4,296405 13,65909 3,679898 8,74001

1. Wurzel
2,45%09
e

6 | 0,011729 | 6,201540 | 27,66909 | b5,791450 | 22,74091

8 | 0,004940 | 8,152246 | 47,5009 | 7,844800 | 42,34001

(1)
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7 %n n Wy —vm? x/;” Wiy —vn? Knﬁ;:i.lii?én.
0 | —0,119758 — — — - |
3 2 1,000000 | 3,233086 9,25284 | 1,566154; | —3,65284 |
-
§§ 4 0,034218 | 4,738443 | 17,65284 | 3,089848 | 4,74716
s | 0,010652 | 6,515585 | 31,65284 | 5435730 | 18,74715
8 0,004732 | 8,393619 | 51,25284 | 7,585985 | 88,34761 —
(In
0 | —8,817189 - — — —
= e | 2 1,000000 | 4,050464 | 15,20696 | 2,899354i | —9,60626
SERN
;% 4 | —1,193561 | 5,320752 | 23,60626 | 1,805716 | —1,20626
= |6 —0,082183 | 6957461 | 37,60628 | 4,857340 | 12,79874
8 | —0,024019 | 8841067 | 57,20626 | 7,182877 | 32,39374
. (I1I)
0 | —0,074816 — — — — L/
g | 27| 1000000 | 4590368 19,87149 | 3,615451i | —14,27149
é’ é 4 0,448845 | 5,750782 | 28,27149 | 1,036128; | — 587149
~f = 6 0,035895 | 7,285018 42,27149 4,350691 8,12851
8 0,013469 | 9,003970 | -61,87149 | 6,850440 27,72851 \ S /]
; (Iv)
0| —8,904242 — — - — ' ' ’
T2 1,000000 | 5,864257 | 93,18952 | 5,187071i | —27,58952 "
§§ 4 | —0,595210 | 6,810085 | 41,58952 | 8,793%51F | —19,18952 “
- B 6 | —1,891915 | 8,149076 | 55,58052' | 2,368641 | — 5,18952 ““‘
8 | —0,137088 | 9,715426 | 75,18952 | 5,797454 14,41049 | Lol
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-0
a0
a5

W0

Schiift A-B u. H-F

Schaitt A-B u. H-F

(1), wy = 2,45900.

(1), 1y = 6,45284,

Schiitt A-B w. H-F

A 8
" H T ; F
. | 4 N 7
a5 — N
a0 - N

lw

(I1D), py = 12,40626.

-05
- - h
[~ £ w L
[ e S N B - F ’ p. N
] @ // I
% 0 [
w w




Die Figenschwingungen und Klangfiguren der vierseitig freien rechteckigen Platte. 357

-25

Iy N -
ooy VA DZAN F& YN L INC I,

4 L ™ N\ @ i —
as . . A\ /
/1 . AN Py N
n
y . 5y -
w
AV), g = 17,07149. . (V), s = 30,38952.
Abb. 19. Schichtlinien der %/ —Fliche fiir die erste Familie
" der ersten Schwingungsart.
Weiter schreibt sich die Schwingungsfliche aus (54), wie folgt :
w, = ag’L—i;, B
W = aq {ue(&)+ue(n)}
» n
+ (—1)2%{1@”(5) COS ) + Uy (1) COS mr} (62)
n N
(n=2,46...)
a (42
(l(\:‘g(;—y Ay, = az; (az-“—‘l)-

Hierin konnen die Beiwerte @, durch die Auflssung der aus
an + 21 Kpga, =0, ((12 =1) (n =2, 4, 6, 8)

hervorgehenden linearen Gleichungen fur as, as, g ermiitelt werden, wiahrend
der Wert von « aus ’
2y o 14
P PRRLCAN " st
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ausgerechnet wird. Die den ersten finf Wurzeln angehorenden Knotenlinien
w’ =0 werden schematisch in Abb. 18 dargestellt. Die in Abb:. 19 gezeigten
Figuren sind die entsprechenden Schichtlinien der %’-Fliche. ,

2) Die zweite Schwingungsfamilie. Hierin wollen wir uns mit der zweiten
Familie der ersten Schwingungsart beschiftigen, in der die Platte symmetrisch
in bezug auf die beiden Mittellinien, antisymmetrisch dagegen in bezug auf die
beiden Diagonalen schwingt. Die Schwingungsfliche hat hierbel immer mind-

estens zwei Diagonalen als Knotenlinien und wird wegen . b,(=0,) = —a,
durch
_ k.
w = ay {100(5)-—*110(77)} + 3 (—1)2 {un (&) cos nar—at, (M) cOs nfn-é"} (63)
! n

m=2,4,6...)

ausgedriickt. Die entsprechende Frequenzgleichung ist dieselbe wie (61) mit
Umkehrung des Vorzeichens von K,, (60). Die Wurzeln, die aus der Losung
der durch diese Anderung hergestellten Frequenzgleichung gefunden werden, -
sind natiirlich verschieden von den fiir die letzten Schwingungsfamilie. Die
Rechenergebnisse fiir .die ersten fiinf Wurzeln sind in Tabelle 8 zusammen-
gestellt, wihrend die entsprechenden Knotenfiguren durch Abb. 20 und die
Schichtlinien der @w/-Fliche durch Abb. 21 gezeigt werden.

B3

Tabelle 8. Die Werte von w# und die der verschiedenen Beiwerte
fir die zweite Familie der ersten Schwingungsart der
quadratischen Platte mit » = 0,3,

T S o I 22— W H?—vn? Knﬁg;lii?én.
0 | —19,460604 — — — —
E) 2 1,000000 | 2,446529 4,78550 1,419329 0,81450
o
g % 4 0,002636 | 4,240932 13,18550 3,743594 9,21460
< e | = 0,004871| 6,163238 | 27,18560 | - 5,832194 | 283,21450
8 | — 0,00.904 | 8,123145 46,78550 ’ 7,874926 42,81450 O
0 3,936979 - — — -
= | 2| 1,000000 3,250320 9,42316 | 1,6196177 | —8,82816
N ow
é g 4 —0,099351 | 4,7566381 17,82316 3,062163 4,57684
el © 6 —0,015073 | 6,528640 31,82316 i5,420041 18,67684
8 —0,004513 |  8,408759 51,42316 | 7,674751 38,17684 an
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o n % d 2y —vn? ! Mi—vn? KnAoé)elzl.lif)(i)e.}n.
0| 3848262 - - — —
T | 2| 000000 | 3985171 | 1466565 | 2,804577i | — 9,0056
5;5 % 4 | —0,480908 | 5,278792 | 23,0565 | 2,033310 | — O 66565
s g —0,028448 | 6,918502 | 87,08565 |. 4,912671 | * 13,33435
8 | —0,004534 | 8710088 | b56,66565 | 7,220411 | 32,93435 o
0 | —0,028327 — — - — N
| 2| 1000000 | 4512685 | 19,1637 | 3,516280i | —13,56387
_ § % 4 | —0,244277 | 5688025 | 27,56387 | 0,603217i | — 5,16387
<7 —0,013635 | 7,236287 | 41,56387 | 4,431266 8,83613
8 | —0,002967 | 8,964590 | 61,16387 | 6,901892 | 2843613 ! e \
0| 5793543 - — — —
T, |2 #1,000000 | 5,810332 | 32,55996 | 5,075427; | —26,05996
3
& § 4| 0,663307 | 6,764612 | 40,95996 | 3,7004d1i | —18,55996
£ ,,
W "6 | —0,616989 | 8100251 | 54,05096 | 2,498008 | — 45506
8 | —0,057321 | 9,682072 | 74,55996 | 5851499 | 15,0404

V)
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Schoitt A-8 u H-F

Y £
-05
P — ] 8¢
o )
4

W

(L), ny = 1,98650.

Schnitt A-8 u H-F

w P N - b
Vs
5 // . \\ L, ]
WP S= g%
H w F

(111, ws = 11,86565.

€0 T
97t NG e S SN
H L N A=
Ll R e e s
7 N 13
a1 ; 7_,_~_‘: e i |B
e S S R i el ST
PR s S S S A O
w

Schaitt  A-B u. H-F

-0 * - 4
- / /

N 7 3
@A NN 7 z

I P
& \\
I .
w

(IV), py = 16,36387.
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Schaitt  A-B w-H-F

361

7 )
-a5 — 17
. N~ AN b ¢
a0 A —
/
S VAR N N z
Ca ‘ W: F

(V), 15 = 29,759986.

Abb, 21. Schichtlinien der #/—Fliche fiir die zweite Familie

der ersten Schwingungsart.

14. Die Naherungsformeln fiir die quadratiséhe Platte. Wenn man in’
(62) bzw. (63) alle Glieder der unendlichen Reihen vernachliissigt, so erhélt man

lediglich

w =

ayo{uo(é) + o (’7)} ,

-
CI}()V w
Cm

&in Tk sin oV e

A

'

—f Eof or vpE _

(64a)

cos 1/ p & + Cof v mm cosa -v)
ST )

Cofm/ pe - cosmi pé _Cofmy mn  cosmy pr )

&in %1/71; sin 7; am

4

(64b)

€in %1/7 sin -‘7;—1/7;7 Sin %1/? sin -Z)LVE,LVL

Diese sind die Rayleighschen Niherungsformeln », und die Gleichung (64a) bzw.
(64b) gehort zu der ersten bzw. zweiten Familie der ersten Schwingungsart der

1) Tord Rayleigh, ‘“"Theory of Sound,” 1, S. 372, 1929.
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guadratischen Platte. Die beiden Gleichungen genfigen von vornherein den
Randbedingungen

301/ 8/
(’au;) , =0 und (8@03) ,=0.
0x® Jr-xy 0y® Ju-xi

Die Werte von u werden durch die aus den anderen Randbedingungen

2o/ ' 2,17
8w =0 oder el =0
02 Je-xl 8y? L

"l=ﬂ:'§

hervorgehenden Gleichung, ndmlich durch

mtg 1251/?: 0 (65)

f

Ctg v/ ' +ctg =y ' w =0 oder Tgov/
2 2 2
bestimmt. Dies ist nichts anderes als die Frequenzgleichung fiir die symmet-

rischen Schwingungen des geraden Stabes mit freien Enden. Es ist bemerkens-
wert, dass die Gleichung (65) auch aus hm H, =c¢= = (0 hervorgeht.

-0
Die Aufldsung vonr (65) nach u liefort

1. Wurzel 2. Wurzel 3. Wurzel 4. Wurzel
= 2,26689, 12,25007, 30,25000, 56,25000.

Diese Werte von u gelten sowohl fiir die erste als auch fiir die zweite Familie,
weil eine und dieselbe Frequenzgleichung (65) aus (64a) wie auch aus (646) her-
vorgeht. 'Theoretisch ist das aber nicht der Fall.

Man erkennt, dass die oben angeschriebene erste, zweite bzw. dritte Wurzel
der in Tabelle 7 oder 8 stehenden ersten, dritten bzw. finften Wurzel mit nur
wenigem Fehler entspricht. Ferner sieht man, dass die den aus den theore-
tischen Formeln hervorgehenden zweiten, vierten u.s.w. Wurzeln entspl echenden
Wurzeln nicht aus der Niherungsformel (65) folgen.

C. Die zweite Schwingungsart.

15. Die allgemeinen Formeln fiir die rechteckige Platte. Nunmehr denken
wir uns den Fall, in dem die Schwingungsfliche der Platte antisymmetrisch in
bezug auf die beiden Mittellinien & = 0 und » = 0 des Rechtecks ist. Die Sch-
wingungsfliche hat hierbei mindestens zwei Mittellinien als ihre Knotenlinien
und wird durch

wo=31(—1) 2 ave,(§)sinnmn + 3} (—1) 2 blv,,(1) sin mmre (66)
(mym,=1,8,5...)
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ausgedriickt. Die darin enthaltenden Beiwerte «], und b, werden wegen der
Randbedingungen 1) miteinander so verkniipft, dass

n-1 2 :
SH—1) 2 a;{—a;v;’”( = }5) —~ VPN Vyy, < + %)} sin nar”
i

—E bl !772 Uﬁ'm (17) im(n)i =0. (a‘)
e 'IT
Mis Riicksioht auf die Beziehung
34 . 2.2 2 8 2\
@G7L<j: )—-ua?’lz’van< 2) (R —valn®f? gﬂ,{an__wgg:’i

und vermége der Formel

n~1
Sin whom? _ Al < (=1 F

Sin na? - (67)
@Df %Rﬁm . ‘T‘ n2+?ﬁm .
““?_&ngvz (I——l O,()...)

ergibt sich aus (a) ‘

o — S’ l)’ (1—*1))2) T +ua2/bl2 —

" WGan ‘T " (Tl -+ &,,)(’)’L‘%—Z[’;Z
(r,n=1,8>5...)

. (68)
mit
(o = _@iﬁﬁ Tq lr_,( Mﬂ) I %A;'n .
Ran 2 R{tn 2
Analog erhilt man aus den Randbedingungen 2)
S - S < (1_V)2m'232 + v —
T wGy T (M R,) (M AR)
- (m,8=1,8,5...) (69)
— 21972 )2 A B‘zMZ)z
CV = ( dm VBWL) z ———R —— (I*m Y <3~ *2 " .
T 3 an q ] Z(,Wn J 2 f
Die Elimination von b, aus (68) liefert
a;-}—E_Kma;:O, (n,s—],),5...) ‘
mit (70)
K o= 64 pp’ {(l—v)"o 2t 4 g2 w/2h {(1—v)2r2s? +p@2ut}
ns T .

ey T Gy (0 B,) (W4 ) (%) (0742,



364 ' S. Iguchi.

Insbesondre fiir die quadratische Platte ldsst sich schreiben

K o o {(1—vP2ren? + pp} {(1—v)2r2s2+ vt}
R (e e X s )
mit o (71)
(3221”7’24‘#)? s (PP o
T == 1/nz+;w q 5 LRV + o — /)7?4#7 g TV "

Der Ausdruck fir @, ist derselbe wie der fur (¢, mit » an Stelle von n.

16. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die qua-
dratische Platte.

1) Die erste Schwingungsfamilie. Bei diesem Schwingungsfalle ist die
Schwingungsfliche antisymmetrisch bzw. symmetrisch in bezug auf die beiden
Mittellinien bzw. Diagonalen des Quadrats und wird gemiss 0}, (= bl ) = al
durch

w o= aw,
W = (——1) kD { 1, (€) $in nery + v, (1) sin n'n-é‘} , (12)
al ’
ity = 2 (af = 1), (n=1,3,5 )
I
ausgedriickt. Da ferner
a=g@g=1, o=, ]):=(Lé
ist, so erhilt man aus (68)
8 1—v)Pn2s? +pu?
al,— »J-J’TZG,;*————( 2) 0 ;L=U.
Gy 0 (n?+ 2P —pt
Somit vereinfacht sich der Ausdruck fir K, wie folgt:
8 (1—rPRn2s? - pu? o = .
K,,m::: oK ( ) (it (n, § = 1’ 3’0_..) (73)

Gy (n?+ $PR—p?

In analoger Weise wie in den fritheren Féllen erhilt man die in Tabelle 9
zusammengestellten Rechenergebnisse und die durch Abb. 22 dargestellten Kno-
tenfiguren. Abb. 23 zeigt die entsprechenden Schichtlinien der #’-Fliche.



Die Eigenschwingungen und Klangfiguren der vierseitig freien rechteckigen Platte.

Tabelle 9. Die Werte von g und die der verschiedenen Bsiwerte

fir die erste Familie der zweiten Schwingungsart der
quadratischen Platte mit v = 0,3,

365

! Abb. 22.
. —p? Y ey
" n tyy b Wp—un ¥n Wi —m? Knotenlinien.
1| 1,000000 | 1,537881 2,06508 | 0,604219 | — 0,66508 | | g
|
2 o, | 3| 0007663 | '3,219485 7,66508 | 2,763136 4,93492
oo ¢
(=YY . =
o= 5] 0,000997 | 5,134693 | 18,86508 | 4,861577 16,13492 ‘
i
7 | 0,000406 | 7,096836 | 35,66508 | 6,901805 32,03492 o
1| 1,000000 | 2,976849 8,56163 | 2,6194715 | —7,16168 [ 7 [
® o | 3] 0238391 | 4106524 | 1416163 | 1,066944 | —1,56163
53 ﬂ
=&
=15 | 0008881 | 5,732505 | 25,36163 | 4,139850 9,68837
o
7 | 0,000778 | 7,540664 | 42,16163 | 6,413920 | 26,43837 an
1| 1,000000 | 4102474 | 1653020 | 3,851012¢ | —15,13020 \ J
T g | 8| —4,500648 | 4,982091 | 22,33029 | 2,613482i | — 9,53029 W (
iy
=] <
.= | B 1 —0,054007 | 6,389858 | 83,33020 | 3,028153 1,66971
o0 .
7 | —0,014567 | 8,051760 | 50,13020 | 5,750315 18,46971 am
1| 1,000000 | 4,764675 | 22,40218 | 4,549959; | —21,00213 o
. ; \
g e | 8 | —0,076128 | 5540950 | 28,00218 | 8,564005i | —15,40218
5« '
y R 0,179381 | 6,833894 | 89,20213 | 1,816004 | — 4,20213 O Q
. 3
7 0,011812 | 8,408461 | 56,00218 | 5,224735 12,59787 av)
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o Abb. 12.
P 7 Gn T Yyt ¥n W= Knotenlinien.
1 1,000000 | 5,617444 31,25567 5,436518: | —29,855667 K_
] i 3 | —6,105806 | 6,289330 36,85567 4,6428087 | —24,25567 F \
=i
g & | 5 | —2,801751 | 7,453567 | 48,05567 | 2,357046i | —13,05567 K
N s
7 —0,122306 8,919400 64,85667 4,294686 3,74433 V)
Y - ¢ /) ¢
/ /
// $
- - +
)
— + 3 |
™
— @
G
\i\ }
A - —B
Schiift A-B Schift - A-B
-0 -/6
-5 . & : » — .
a0 o 7 — o B <
yd
aso i as 7
w0 {0 -
Wl

(I), & = 1,36508.

(I1), po = 7,86148.
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Abb. 23. Schichtlinien der #/—Fliche fiir die erste Familie
der zweiten Schwingungsart.
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Die in Tabelle 9 angeschriébene erste Wwurzel py = 1,36508 ist der aller-
niedrigste Figenwert fir alle Schwingungsarten der vierseitig freien quadra-
tischen Platte ohne Eckstiitze, also gehdrt sie dem Grundton an, in welchem
die Platte mit den beiden Mittellinien & =0 und #» = 0 als ihre Knotenlinien
schwingt, wie Abb. 22—(I) oder 23—(I) zeigt. '

2) Die zweite Schwingungsfamilie. Wir wollen uns jetzt mit der zwyeiten
Familie der zweiten Schwingungsart beschiiftigen, in der die Schwingungfliche
sich antisymmetrisch nicht nur in bezug auf die beiden Mittellinien, sondern
auch auf die beiden Diagonalen des Quadrats gestaltet. Die Schwingungsfliche hat
hierbei mindestens vier Knotenlinien £ =0, 7 =0, £ =7, £ = —», und der Aus-
druck fir @’ wird nur durch Umkehrung des Vorzeichens von wu,(%) in (72)
ermittelt. Also lautet ’

m=1
w =3(—1) 2 a;{v,'n(f) sin nwn —2,,(7) sin ’rL'n'E} . , (74)

(n=1,35...)
Analog ist der Ausdruck fir K, derselbe wie der in (73) mit entgegengese-
tztem Vorzeichen. _

Der allgemeine Ausdruck von K, (71) ist verschieden von dem von K,
(73) fur die erste Familie sowie des —IK,. (73) fir die zweite Familie. Aber
man kann ohne grosse Schwierigkeit beweisen, dass die durch K, (71) gebildete
Frequenzgleichung gleichzeitig die Wurzeln fiir die beiden Familie deswegen
liefert, weil diese Frequenzgleichung mit der aus dem Produkt der einzelnen
Frequenzgleichung flir jede Familie hervorgehenden Gleichung identisch ist.

Die numerischen Rechenergebnisse fur die ersten vier Wurzeln sind in
Tabelle 10 zusammengestellt, wihrend die entsprechenden Knoternfiguren durch
Abb. 24 gezeigt werden. Abb. 25 stellt die Schichtlinien der zu jeder Wurzel
gehorenden w-Fliche dar.

»

" Tabelle 10. Die Werte von p und die der verschiedenen Beiwerte
tiir die zweite Familie der zweiten Schwingungsart der
quadratischen Platte mit v = 0,3.

Abb. 24.

o y 2 _m? Y, 72 nt o
i n n M W —my W _) n VR Knotenlinien.

1 1,000000 | 2,835846 7,74202 2,4580517 | —6,34202

3 | —0,128266 | 4,005250 13,34202 1,399278 | —0,64202

Wurzel
7,04202

5 | —0,005566 | 5,660567 | 24,54202 | 4,237686 | 10,45798

1.

7 | —0,001010 | 7,486121 41,34202 6,477499 27,25798 o




Die Eigenschwingungen und Klangfiguren der vierseitig freien rechteckigen Platte. 369

Abb. 24.

n G n W —vn? L Wy —vn? Knotenlinien.

1 1,000000 | 4,312658 | 18,20902 | 4,074190; | —16,89902 N4
Fﬁ;" a 3 2,683361 5,157424 23,89902 2,932409¢ | —11,29902 \ /
£ g
B / \
R = 5 | —0,135657 6,626790 35,09902 2,720474 — 0,09902 ]
[AY]

7 | —0,021026 | 8,160822 | 51,89902 | 5,603658 16,70098 D

1 1,000000 4,662150 21,43566 4,442482¢ | —20,08565

L

E 13 3 0,154106 5,4563040 | 27,03565 3,4257341 | —14,43565
$et
= 2 :
B
& | 5| —0,138410 | 6,762815 | 88,23565 | 2,065030 | — 3,23565
e . )

6 | —0,010798 8,350786 55,03565 5,316423 13,564356 (I11)

1 1,000000 | 6,557168 | 30,58212 | 5,374200i | —29,18212 | 7
E N 3 1257,562657 | 6,235552 36,18212 4,569695¢ | —23,58212 \ [
5 o
B ®
N & 5 | —346,40206 7,408246 47,38212 2,2005662¢ | —12,38212
< ’ .

7 | — 20,18319 8,881562 64.18212 4,372400 4,41788 _\

(IV)
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Abb. 25, Schichtlinien der %-Fliche fiir die zweite Familie der zweiten Schwingungsart.
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D. Die dritte Schwingungsart.

17. Die allgemeinen Formeln fiir die rechteckige Platte., Wir wollen
hierbei die dritten Schwingungsart betrachten, in welcher die Auslenkung einer
beliebig durch den Mittelpunkt des Rechtecks gezogenen geraden Linie anti-
symmetrisch in bezug auf diesen Punkt ist. Der einfachste Fall mit dieser
Figenschaft ist der, in dem die Schwingungsfliche symmetrisch in bezug auf
die eine von den beiden Mittellinien, antisymmetrisch dagegen in bezug auf
die andere ist. Wenn es sich erstens um die Schwingungsfliche ) handelt,
die symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf die Mittellinie & =0 bzw.
7 =0 ist, so hat sie mindestens eine Knotenlinie # = 0 und wird durch

it mn
wh = 3(—1) ¥ aylen(€) sin narn+05v0 (1) + 2] (—1) ? by (1) cOS Mr§
(m=24,6..., n=135...)
mit : (75)
@in'n-l//777+ sin v/ 4’ ) ‘

(%) = Hm vy, (1) = V/ /7< g —
m0 Cof 12" VW cos féix/ w

ausgedriickt.
In dhnlicher Weise wie in den fritheren Iillen ergibt sich aus den Rand-
bedingungen 1)

8’ {b’lﬁﬁ— b (1~v)2')"2n2+va2}b’2} -0 6
nt Z (n?+22,)(n? +22) ' (76)

(r=24,6..., n=1385...)

Ap—
T

Hierin ist der Ausdruck fiir H,, derselbe wie der in (56). Analog erhilt man
aus den Randbedingungen 2)

b BH ( 1—u)ZArnzs2+:gﬁ’m2 i
" WGﬁm 8 : (Irn'z_l_jtzr.s) (7”2 s) ’
(m=24,6..., ¢s=1,3,5...)
/2
bl = Avp? Sla, M , (77)

at! s §i— /2

mib

—hm%m~nvu@@2Vﬂ—%Vﬂ)

Setzt man den Ausdruck fir 5} in (77) und den aus der ersten Gleichung
in (77) hervorgehenden Ausdruck fir b/ = 0),) in (76) ein, so erh#lt man

ty + N Ky, =10, (n,8=1,3,5...) ’

mit
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64 pp’ { g
7w Hyy, U 20 (04— p/2) (52— p'?)

|
¢
| {(L—v)2r2n? +p o2/ 2} {(1—v)Pr2s? -+ v32u2} !
T By (n AR (P ) () J ]

«R'ns =

Daraus kann man leicht die Frequenzgleichung ableiten.

Wenn es sich zweitens um den Fall handelt, in dem die Schwingungsfliche
antisymmetrisch bzw. symmetrisch in bezug auf die Mittellinie & = 0 bzw. 7 =0
des Rechtecks ist, so erhdlt man ohne weiteres

K m=l
wh = agoy(€)+ 20 (—1) 2 a;,00,(&) o8 nar + 33 (—1) 2 byt (1) sin maré |
1 ‘ n

(m=1,3,5..., n=246...)

mit (79)
0o(€) = 1im Ve (8) = v p Ginmy ’“_E 4 Sn WV—"%) .
nr0 @Di %;]/ m cos ,E,l/,u,
2 2

Dafiir gilt die Gleichung fir b, , wie folgt: *

b + 2] [(mr_b'l‘ =0, (7,”'7 r=1,35... )
mit

K = e it

R, 2t (i — ) (rt—p2)
(80)

+ {1 —vPmis? +vR2u2d {(1— )22 4 vy ,U/?‘}}
G G (2 ) (mE+22) (24 48,) (24 22) )’

t=lim Go,= v 1 {ZTg = p —tg 21/7) .
n>0 2 2
18. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fiir die quadrati-

sche Platte.

; 1) Die erste Schwingungsart. "Wir wollen jetzt den Fall betrachten, in
dem die Platte symmetrisch bzw. antisymmetrisch in bezug auf die Mittellinie
€ =0 bzw. 7 =10 des Quadrats schwingt. Die Flidche hierfiir lautet sofort nach

(75)
fw, == alﬂ)‘ft s
Wy, = 51 (‘“1) anUn(E) Sin nm 77+,3o®o(77)+2( 1) ! V() cOS marE
m=24,6..., n=1,35...),

. 7
=" (=1, . B= ﬂ, B = O

ay . ay 1

Analog fiir die antisymmetrisch bzw. symmetrisch in bezug auf die Mittel-
linie £ =0 bzw. 7 = 0 schwingende Fliche ergibt sich aus (79)
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'wl,) = bllwll) )
Wy, = avo(€)+ 2, (—1) 2 ahw,(6) cos nan+31(—1) 2 Bptim () sin maré |
(m=1,3,5..., n=246...) (52)
’ I4
! == A_qg - & ; = .% ( = ]
2] » 1)1 P Op, ] bl ’ B b] 3 (51 ) .

Wie in Ziff. 10 fir die quadratische Platte mit Eckstiitzen erwihnt, sind
die Grossen von w fiir @} gleich den entsprechenden Grossen von w fir @), Die
Werte von g fir die beiden Schwingungsflichen ), und @) konnen daher durch
Auflésung der durch K, (78) mit « = 8 =1, namlich durch

S V78 O VR (€ i 2L & (P ) i i A
(20 (i—p2) (st —pe?) T G (n2+ 2R — p2p (24 622} J

gebildeten Frequenzgleichung ermittelt werden.

K =

(83)

Die wirkliche Durchrechnung liefert die in Tabelle 11 zusammengestellten
Lrgebnisse. Die in Abb. 26 mit dem Zeichen (I—1), (II—1), (ITI—1), bzw.
(IV—1) gezeigten Figuren sind die der ersten, zweiten, dritten bzw. vierten
Wurzel angehérenden Knotenlinien, wiahrend die entsprechenden Schichtlinien
der w,-Fliche in Abb. 27 dargestellt werden.

2) Die zweite Schwingungsfamilie. Es handelt sich jetzt um die zweite
Familie der dritten Schwingungsart, in der die Platte antisymmetrisch in bezug
auf eine Diagonale des Quadrats schwingt. Hierbei hat die Schwingungsfliche
mindestens eine Diagonale als Knotenlinie und ergibt sich aus (81) und (82)

W=, tal, . ‘ ‘ . (84)

Offenbar hat jede Teilschwingung @ und %}, und folglich auch die resultierende
Schwingung eine und dieselbe Schwingungsdauer. Die Flidche [ + @} und
wj—wy, hat je eine verschiedene Diagonale als Knotenlinie. Die in Abb. 26
mit den Zeichen (I—4), (IT—4), (IIT—4), (IV—4) gezeigten Figuren stellen die
den ersten bis vierten Wurzeln p entsprechenden Knotenlinien @’ = w], — w} =0
fir die quadratische Platte dar, wihrend die entsprechenden Schichtlinien der
w'-Fldche in Abb. 28 gezeigt werden.

3) Die dritte Schwingungsfamilie. Da die Schwingungsdauern von @, und
wh gleich untereinander sind, so kann man die heiden Ilachen linear so ver-
binden, dass '

T = Tt e, . ~ (85)

Hierin bedetutet « eine beliebige reelle Zahl., Man nennt wie frither @’ (85)
mit 0<|x]| <1 die dritte Schwingungsfamilie, und die erste bzw. zweite Familie
entspricht dem Sonderwert « = 0,0 baw. « = %1,0.
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Tabelle 11. Die Werte von w und die der verschiedenen Beiwerte fiir die dritte Schwmgungsazt
der quadratischen Platte mit » = 0,3.

i n % P 1WEp—n? W W p—vn? m B Y Fm—vm? W W —ym?

— — - - - 0 | —0,185678 - — — —
Te |1 1,000000 | 2,127460 4,22609 | 1,589368¢ @ —2,82600 | 2 0,292184 | 2,743372 6,32609 | 0,688411 | —0,72609
= §‘ 3 | 0011819 | 3,539221 9,82609 | 2,339639 2,77391 | 4 0,012179 | 4,418835 | 14,72609 | 8531843 7,67391
% | 5| 0004296 | 5340082 | 21,02609 | 4,633994 13,97391 | 6 0,003208 | 6,286978 | 28,72609 | 5,698587 21,67391
7 0,001827 | 7,247489 | 87,82609 | 6,743434 30,77391 | 8 0,001825 | 8,217425 | 48,32609 | 7,776498 41,27391

‘ - — - - — 0 | —7,629322 - - - —
Tz 1 1,000000 | 2,681449 6,80017 | 2,278194i | —5,49017 | 2 | —0,565877 | 3,192205 899017 | 1,479922{ | -—3,39017
= §” 3 | —0,860284 | 8,807457 | 12,49017 | 1,676255 0,10983 | 4 | —0,013918 | 4,710645 | 17,3017 | 3,132067 5,00983
& A 5 | —0,043478 5,584816 23,69017 4,337031 11,30983_ 6 | —0,010758 6,495396 31,39017 5,459838 19,00983
7 | —0,009735 7,429008 40,49017 6,542922 28,10983 | 8 | —0,005946 8,377956 50,99017 7,603278 .38,60083

— — — - - 0 0,141058 — - - —
EERE 1,000000 | 3,418433 | 11,38568 | 38,112183; | —9,98568 | 2 | —3,038823 | 3,832190 | 13,48568 | 2.585668{ | —7,88568
5 @K 3 | —1,433111 | 4,436854 | 16,98568 | 1.298337: @ —4,38568 | 4 | —0,019728 | 5165819 | 21,88568 | 2,305281 0,51432
s S | 5 | —0077880 | 5973749 | 28,18568 | 3,783427 6,81432 | 6 | —0,021659 | 6,832691 | 385,88568 | 5,031334 14,51432
7 | —0,023908 | 7,725652 | 44,98568 | 6,189855 23,61432 | 8 | —0,011355 | 8,642087 | 55,48568 | 7,301668 34,21432

. — - — — — | 0 | —0,076301 — - - —
T 1 1,000000 | 3,784266 | 14,02067 | 3,510081 | 12,62067 | 2 | —0,078150 | 4,161811 | 16,12067 | 3,052077i | —10,52067
£ § 3 0,003333 | 4,724476 | 19,62067 | 2,078631¢ | —7,02067 | 4 0,179722 | 5,414857 | 24,52067 | 1,636866 | —2,12067
<3 5 0,002501 | 6,190368 | 80,82067 | 3,417504 4,17933 | 6 0,013230 | 7,022868 | 3852067 | 4,762270 11,87933
7 0,002445 | 7,894345 | 47,62067 | 5,973218 20,97933 | 8 0,003816 | 8,793216 | 58,12067 | 7,118942 31,47933

*rqondy g
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1. Wurzel (1)

2. Wurzel (u2)

3. Wurzel (p;)

4. Wurzel (py)

(k= —0,1)

(x=—0,7)

(III—4)

3,52609 6,19004 10,68568 13,32067
I—1) ar—1 (I1—1) av—1
ik n !
/\___/ ~
1—2) (I1—2) -2 av—2)
(s 1 [0 ) (
: Cr jJ Cr
f I ff i >
(I1—3) (ITT—3) av—3)
(1—4) (11—4) (IV—4)

Abb. 26. Schematische Dargtellung der Knotenfiguren fiir die dritte Schwingungsart
der quadratischen Platte mit v = 0,3.
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Abb. 27.
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Abb. 29. Schichtlinien der Fliche ¥/ = @a/-+& s’ fiir die dritte Familie
der dritten Schwingungsart.
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Die jeder Wurzel p sowie den verschiedenen Grossen von g entsprechenden
Knotenfiguren fiir diese Familie werden in Abb. 26 mit den Zeichen (I—2),
(I1—2), ---, (I-=3), (IT-38), -+, (IV—38), und die entsprechenden Schichtlinien
der w'-Flache in Abb. 29 dargestellt.

Trotz der natiirlichen Folge ist es merkwiirdig, dass die zu jeder Wurzel p
gehorende Figur fiir die erste FFamilie sich endlich mit wachsendem |«| nach
kontinuierlichem Verlauf der zu der dritten Familie gehérendem IMigur in die
Figur der zweiten Ifamilie verwandelt. Ferner ist es interessant und zugleich
auch bemerkenswert, dass der Koeffizient « zweckmissig so gewihlt werden
kann, dass die Auslenkung eines beliebig gegebenen DPunktes (2, 1) einem
beliebig gegebenen Festwert v gleich wird, némlich

¥ — a1, Y1)

Wo (21, Y1)+ iy (2, Y1) = oder K= —7
‘ w21, 1)

Dies ist aber darauf beschrinkt, dass die Grosse «{(w:, 1) nicht gleich Null ist,
oder in anderen Worten, der Punkt (x;, 1) nicht auf den Knotenlinien w{(x, y)=0
liegt. Insbesondere hat der Nullwert von v die wichtigste Bedeutung, weil
man hierbei die Platte so schwingen lassen kann, dass die eine ihrer Knoten-
linien einen beheblg im Bereich des Quadrats ausser auf den Knotenlinien
wy(x, y) = 0 gewihlten Punkt passiert, welche Moglichkeit man auch experimen-
tell bestiitigen kann.

Es ist leicht verstdndlich, dass die oben erwihnte Tatsache auch fir die
dritte Schwingungsart der frither in Kapitel 11 behandelten quadratischen Platte
mit Eckstiitzen gilt.

E. Experimentelle Untersuchung.

Die im Vorigen von mir beschriebenen Knotenfiguren kann man grossten-
teils auch in den Sandfiguren von Chladni sehen. Indessen habe ich auch
gesucht, die betreffenden Sandfiguren durch gewohnliche einfache Anordnungen
zu erzeugen, um meine aus meinen theoretischen Iormeln hervorgehenden
Knotenfiguren mit ihnen zu vergleichen. Dazu werden quadratische Glasplatte
von 2 bis 8 mm Dicke, 20 bis 28 em Seitenldnge gebraucht, deren Zentren
(oder unter Umstinden die anderen Lagen) mit dem Schrauhstock befestigt
werden. Die Erregung der Schwingungen erfolgt wie immer durch Anstreichen
mit einem Geigenbogen. Die weiteren Versuchsverfahren sind ganz wie gewochn-
lich, und ein Teil der so gebildeten Sandfiguren wird in Abb. 30 bis 52 dar-
gestellt. Die Figur mit dem Zeichen 1), 2) bzw. 3) gehsrt zu der ersten, zweiten
bzw. dritten Familie der entsprechenden Schwingungsart.

Die Vergleichung dieser IFiguren mit den theoretisch berechneten zeigt,
dass einige Figuren miteinander recht gut, die anderen dagegen im grossen
und gangen tlibereinstimmen. s ist verstédndlich, dass die etwaige Abweichung
hauptsichlich in 1. der Unsicherheit sowie der Undefiniertheit der Befestigung
der Glasplatten, 2. den verschiedenen storenden Einflissen des Anstreichens
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1) fiir gy, 2) fiir gy. 2) fiir pz. 2) flir py.

Abb, 30. Sandfiguren fiir die erste Schwingungsart.

filr wo . 2) fiir yy . 2) fir p;. 2) fiir gy

Abb, 31. Sandfiguren fiir die zweite Schwingungsart.
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1) fir u. 3) fiir vy . ) fiir gy .

3) fir pa. 2) fiir vs. 1) fiir py. 3) fiir py.

1) fiir p,y. 3) fiir ay. 3) fiir py. 2) fiir vy,

Abb. 32. Sandfiguren fiir die dritte Schwingungsart.
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mit dem Geigenbogen, 3. der Ungenauigkeit der Abmessungen sowie der In-
homogenitidt der Platte, 4. der Abweichung' des in den Rechnungen angenom-
menen Wertes von v (= 0,3) von dem wirklichen Wert von » fiir die Glasplatte
(etwa 0,25) u.s.w. besteht. "

Wie man sieht, gehdren die in Abb. 32 mit den Zeichen 3) dargestellten
Figuren der dritten Familie der dritten Schwingungsart an. Da sie aber derart -
erzeugt werden, dass ein aufs’ Geratewohl gewéhlter Punkt der DPlattenréinder
unheweglich bleibt, so ist der Wert von « ganz unklar. Aber man kann den
Naherungswert von « durch Vergleichung mit den in Abb. 26 dargestellten
entsprechenden Knotenfiguren mutmasslich bestimmen. So zum Beispiel liegt
es sehr nahe zu sagen, dass « fiir die in der ersten Reihe stehende Figur 3)
fiir g bzw. die in der untersten Reihe stehende Figur 8) fiir py nur wenig von
0,0 bzw. —1,0 abweicht, wihrend der Wert « fiir die in der zweiten Reihe
stehende 3) fiir us beinahe gleich —0,7 sein muss.

) .



