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318 S. Iguehi.

                            EINLEITUNG.

    Die Eigensehwingungserscheinungen der elastischen quadratiseheii Platte mit

freien Ra'ndern sind sehon seit Anfarrg"des letzten Jahrhunderts dureh die von
[E. F. IP. Chladni(i) experii[nentell hergestelltep Saildfiguren (Klangfiguren) wohl-

bekaRnt. Seit jener Zeit haben zahlreiehe Forseher, namlich Ch. XVIieatstone,2)

F. Strehll<e,3) R. K6nig,`) S.'Tanaka,5) Lord Rayleigh6) u. a. das genannte Problem

entweder experimentell oder analytiseh untersucht und bedeutende und, interes-
sante. Leistungen auf dem Gebiet der Akustik und EIastizktitslehre geschaffen.

Was aber die t･heoretischen Untersuchungen beti'ifi}t, so sind sie alle wegen der

Schwierigkeiten der Randbedingungen der ?latte i')ur Ngherungs16sungen.

   Im Beginn dieses Jahrhunderts ist die wertvolle Arbeit, vop Vlr. Ritz7) er-

schienen, in weleher er das Problem unter Benutzung der Eigenfunktionen fttr

den geraden Stab mlt freien Enden mittels der Eneygiemet,hode gel6st liat,.
Insb,esondere ist bemerlcenswert, dass seine aus seinen Formeln angefertigten

Klangfiguren mit nur wenigen Abweichimgen im Einklang mit {len Chladnische)}.

Figuren stehen. "Vrotzdem ist dies aueh eine Naherungs16sung, (lenn seine
Formeln gentigen nicht vollsttindig {len Randbedingungen der IPIat,te. So blieb

es bis jetzt unerreichtet, das betreffende ?roblem streng zu 16sen.

   Im folgenden suehe ieh die L6sungen zu geben, welche sowohl die I)iff'e-
rentialgleiehung als auch die PIattenra,ndbedingungen vollsthndig befrjeLligen, Die

Randbedingungen der allseit,ig freien rechteckigen [Platte, ob sie in ihreT} vier

Eekpunkten gestlitzt wird oder nieht, wer(len immer durch dieselben mathe-

wa`gi･ee.e: #,s16?/･,l.r/r£k,e6s,?･genx･ F':･x,gl,i2,es,n,kp`s,rg:hlBsk,dzsii,i:'s,es emiw,?･lse,:

So handelt es sieh im foIgenden zundchst um die Platte,mit IEckstiit･zen und

dann weiter um die Platte ohne EckstUtze, namlich die Platte mjt+ voll-
l<omrnen freien IRljndern.
    Die Schwingungsflaehen sverden nach ihren Gestaken in drei Arten (die
erste, zweite und dritte Schwingungsart) ldassifiz.iert. Als Anwendungsbeispiel

rpeiner Formeln werden die den versehiedenen Tonhbhen jeder Sehwingullgsart
entspreeheRden 9 Eigepwerte (rd fUr die Platte mit Ecksttitzen und 23 IEigen-

werte fUr die Platte ohne Eekshitze ausgereehnet,. Dazu no'ch sind (lie daraus
                                                                   /.hervorgehenden 13.Knotenfiguren nebst den Sehichtlinien der Sehwingsuligs-
flache fUr die Platte mit EekstCitzen angegeben. Was die Platte ohne Ecl<sttttze

betrifft, mit der wir uns hauptsljchlich beschaftigen wollen, so werden die den

2'l Eigenwerten angeh6renden 35 Knotenfiguren nebst den entspreehen(len Schi-

chtlinien der Schwingungsflac].ie ermittelt, welche mit den ebenso von mir als

aueh von Chladni experimentell gebildeten Sandfiguren hinlttnglieh gut Uber-

emstlmmen.
                                                          '
   1) Chladni, ``Die Akustik, Leipzig" 1802; )CIeudraek 1830.
   2) Ch, Wheatstone, Phil. Trans. 1833.
   3} F. Strehlke, Pogg. Ann. 95 (1855); 146 (1872).
   4) R. K6nig, Pogg. Ann. I22 (1864).
   5) .S. rVanaka, Ann. Phys. 32 (1887).
   6) Lord Rayleigh, "Theory of Sound," 1 $. 372, 1929.
   7) W, Ritz, Ann. Phys. 28 (1909) S. 737.
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                               I. Kapitel.

                     ALLGEM[EXNE ERC R:ErERUNG.

    1. Die Gruxxdgleiehuftg. Ist w die Auslenkurig zur Zeit t an der Stelle

(x,y') der Mittelebene einer homogenen dttnnen Plabte, dann gilt fiir die Bie-

gungssehwingungen die Differentialgleichung ,
                   aa`i`,' +2-a.e,`2e",,/,+aa`l`:+liiil} Oa2tZ,V ==o. (.i)

                                '                                                     'Hierin bedeutet p die Plattendichte und N die Plattensteifigkeit, d.h. Eh3/12

<1-v2), wenn h die Plattendicke, E der Elastizitatsmodul und v die Querkon-
tdraktioi'iszahl des StoEfbs ist.

    Bezeiehnet mall' nun mit ?v' eine ilur von- den Verand,erlichen x und y ab-

hzangige Funl<tion, also die Eigenfunl<t,ioR, und mit to die [Kreisfrequenz
der Eigenschwingungen, so wir(l zv dureh das Produl<t

                         ･ev---･tvtcoscot, . (2)
                                                     '                                                                    '                             t.
ausgedrttckt. Setzt man (2) in (1) ein, so erhalt man

           -a-3`,?:'+2ea.`,?6'i/,+aa`;",'-a'A2eh?v,=:o, (3)

woraus man die Funl<tion, 't,vt zu finclen hat,

    2. i)ie allgemeine L6sung und die Randbedingungen.
Es handelt sich jetzt um die Aufl6sung der Differential-

gleiehung (3). Zu diesem Zweeke nimmt man zungcl}st
fUr die PIat,te niit den SejtenlEngen a und b, }vie Abb. 1 Abb. 1. Sehema der

zeigt, an Koordinatenachsen.
     zv'==X;,(:)sinnT(S+Y/) ocler' wi=:M,(-IXIt-)eos7z7r(tll+-l'il-1)･

Die EinfUhrung dieses Apsatzes fin) ?v' ill (i3) liefert, die eharakteristische Gleichung

   [P2-(Xin27r2+tua2VTPIfv")][D2--(-Fti7t2vr2-toa2VPNh')]==O, (DExSx)

bus der die vier Wurzeln

      'D==:±"g-?n2ffr2+eqa2VPN-h, icV{iFln27r2-ota2V-fiNtM

folgen. Damit und mit aen Abl<ifrzungen

y

r
tx,y}

h/2

x

hlZ

'

ai2----{-ale--.1'

n
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      '
      ' '      ' A..vaVMnZ+pa, R2.==i/?n2="i', (ai!!g)

                         '       ' pa = -3iai-22--"--P2vL-- (dimeh'sionslose Gr6sse)

                     tt tt

ergibt sich .
                                       '         '-x;,(e).,,,T't'a'9"ltX, ,-"A.ct'Vx, ,gl.li-!pf, le-!i.r2"x

                               'oderaueh ,. . .                                  '
     X;,({ll-) :(EDf VT'il"otx, ein "Ti'lctnx, (Epi "Ti'lct'eem, (iisik Vi"ilct'nx1

      '
                                              '                               'Aus dem analogen Ansatz ,･
     '                                   '                           '     ?.vt ==･ Y.(-i;)sinmvr(-li' +-l;,-) oder ' w' == I';,,(X'/)cosonzor(-li'-+{li-

                                '

                                          tt
                                                   '     I7',.(-ii[-) :(SoiV"2s"'･3/, Sin7r'fl;B'ny, QsDi+7i`'bl'fi',tf/, sin'Tr2A"xz/

                                  'mit den Abkttrzungen ' '
                                    '                                       '
      Rfi.=1/B2m2+pt, 2g.=1/i(g2m2---pa', (Bi-iE±-Z-)

                               .+      fo, ,.. Ii/;i pa .= .:;:ba:2V-g(71mi' . (dimensionslose Gr6sse)

                                '
Somit sehreibt sieh nuii die allgemeine L6sung von (3), wie folgt:

     ' de) la.rp 2 x;,(})!Si" 'nVT' (-ill' +")+ i:2i v;.(,)1sin m7r(-l}-+ 6) l

        . " {cosn7r(S'-+op) M teos7n7r(-ll}-+G),

            (-,n:='(g:i;::::'i[ui:'g;gs,tr-.x:e,i/:g.x,'A), > `6a'

                                      '
             6Ei:, "ee{', ･J
                                 '  -t
                            '                                   .t b   il li`,;',:. A.'.,i:', 1:;i.'2j gD,Iff,',1':,S:2'11.el'#.7r.i,ctSII2./fjgi ,T,1,;ct:i:') (6b)

                                  ./                                                   '                                          '                                              '
   '              '                                                 '                                            '                                     t tt

(4)

)

(5)
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                               '              - ,･.. ,t ,             '                                                                '    Fttr die dureh Abb. 1 dargestellte reehtecl<ige Piaete gelten die IRandbedin-

gungen

          o a,2ge'+ve,2iO,' an-o fur x-ha-t-S,

   , 2)LO-a2-li/il,1+v-ao21Ii,'i.r,o' .furzt==±rl-}-',

                         '
          3) -a-ex(aa2xW,'+(2-v)Oa21t:'l-ho fur RJ=±g,

          4) ee'.,'/(-0e2.ti,I+(2-y)ae2Yl--o fil,y..,,,"g.

Die acht Integratioi}skonstanten in -X;,(e) und Y.(n) sind miteinander so zu

verknUpfen, dass die B"unktion w' (6a) mit (6b) den vorangehenden Randbedin-

gungen gentigt.
   Maii muss liierbei noch beachten, dass die Auslenkung 2.v' in den vier Ecken

verso,hwindet, wenn dje PIatte in ihren Ecl<punkten unbeweglic]i (mit EckstU-
tzen) gehaken wira; ersichtlich giit da[fUr w' (6a) mit Sinusreihen. "renn aber alle

Plattenrander vollkommen frei sind (ohne Ecl<sttttzen), so muss der Dlfferential-,

quot
ient -8t-aO/.'/- in den vier Ecken versehwinden, weil in den. frejen Ecl<en keine

konzentrierte Kbaft au[fftreten 1<ann. Man sieht aber Ieieht, dass 2v' (6¢ mit
Cosip. usreihen von xrornherein diesen Eckenbedingungen geniigt.

DIE

       II.

PLATTE

  Kapitel. ,

MIT ECKSTUTZEN.
,

                           A. Allgemeines.
                                         tl
   3. Die allgemeinenFormeln, NSTie,in der vorangehend.en Ziff.,erwalmt,
gilt fur die Platte mit Eel<stUtzen ,

       ･zo'==:ll]X;,(g)sinn7r(5+op)+:ll],M.(n)sinmon-(-l}-rt-,e). '(7)

                                 (m, n == 1, 2, 3 ...)

fu, ,Diti' gwd`2,li,r?jS--f-"2ii,?10e,,S,` L7,i?li.$-/7t'tst) g,eiwt.Z'iZ,me,.`SiV8d' i<lg'Pua,sue)"8i 2

                                tteinfache BeziehUng '
                  #Xh'(±Tll-)-va2n2X},(±-li-),,,.o h

s



     322 ' S.Iguehi.
                     /t                                                         '
     hervor. Daraus uild aus der ersten Formel (6b) t'olg't,

, A.(R2..-va2n2) {IS Di Eli-A..+Ah(Re2.-va2n2) {iSIoi Zi-Ra.

                     '
                 t (A# (R2..-va2n2) ein -<-ll R.,, + Ar."(R'.2,,-ya2n2) ({5in -'2r- Re.l =: O .

                                                     '              .e
     Die Summe bzw. die Diflbrellz der obigen beiclene Gleiehungen liefert

     ziehung

              A. (R2..mava2n2) (EJDi Z-R,.+Aa(R'.2,,'va2n2) (EJDi -{liA'.. := O

     bzw.

              Aa' (a2..-va2n2) Sin -t/ll-l-2..+Ah"(aa2.-va2n2) (g5in :li-RG. =: O .･

     Damit und mit den neu eingeftihrten Beiwerten a･. upd a;, ergibt sieh

                   '             ' A..-..a.Ra2fb-Va2n2,' Aa,,.,-a.R2ctn---va2n2,'

                        (l!ioi-il-ilAct. . (Sioi-tSl-IRa,b

                                                    '                                    '                 Aa,..aaR32n-va2n2, A;,,,,=-aAfte.mva2n2.

                        Sttt'flll-Rct?v'' SinL{llRa.

     Die Funktion .X},(8) ltisst sieh ,jet,zt schreiben, wie ft)lgt:

  '. ･ ll;,(6)=a,,z`..(g)+a;,v..(6) (rn･=1,2,3...), )

              i     ', ･ zectn(e-(2a2n-ven2)g:liilliRct:i-(Ren-va2n2)g:iiiilSilliS,,l

         '               v..(e =: (Ra2n um va2'tz2) illl,it:i l.iliR"R'.zi h(Agn-""2"2) [Illlli /,2r-2i:i5 '

        In analoger'Weise,erhalt man aus den Randbedingungen 2)
              .
     . ,IZ.(n):=b.uts.(op)+bhvs.(n) (m:1,2,3...). )
    Mit ,,,,.(7])de-ac,2.-vB2"z2)<<EE;Ooii7il'illB:tf.op.,---(Re/sm-vB27rt2)((El')ofi!Iltl"iin,,.n,,,,

                                     '
                                             '              ,,.(op) = aa2.-vxg2m2) g,ittn 'lii::,t.n,,T-(RismrvB?m2) ee,ln" -7,r,221'Z.n ･ J

                                              '

                   tt t
                                                         '

die Be-

(8)

(9)
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           '                                               '                                            '    Die in (8) und (9) noeh verfiigbaren unbekannten Beiwerte a., 'ah, b., bin

mUssen miteinander so verknUpft werden, dass ?v' (7) mit (8) und (9) den ttbrigen

Randbedingungen 3) und 4) gentigen. Da aber die diesbezUglichen weiteTen
Rechnungen vie] komplizierter sind, als die fUr die Randbedingungen 1) und 2),

so werden sie in den kommenden Einzelfallen durchge:fiihrt.

                                                                      '    4. Die Symmetrie- und Antisymmetrieeigenschaft der Sehwin'gungsflache.

Esistlei,chtersiehtlie,h,dasti ,
                                                     '                                                                      '              u･ct.(-g)=zi･ec.(6), vct.(-g)---ii..(e) , ･ .

jst. Ferner wird ･
                                            '              sin wz7r ( >1-+ s) == sin "i2'7T' eos 7nvrg'+eoS 7]?{T sin 77i,7r6 ,

                       ' m-1 .                                 -ts                            ==(ml)2cos"?･T6 ftirm=::1,3,5.'.., '

                                                             '                                                               '                                 'ln                                                                   '                           ==<-1)'27sinm7r8 fliron==2,4,6.... '
                                                                      '                         1 t-Son:Lit versteht man, dass neben dem Versehwinden (ler Beix4reite a" bzw. a. die

Zeiger 7]z in (7) bis (9) die ungeraden bz"r. geraden Zahlen durchlaufen, wenn

die Sehwingungsfizaehe 'iv' (7) sich symmetrisch bzw. antis.s/mmetrisch in bezug

auf die Mittel]jnie g' = O gestaltet, Analog mtissen die Beiwerte b;. bzw. b. ver-

schwinden, und gleichzeitig die Zeiger n die ung-eradell bzw. geraden Zahlen
nehmen, je nachclem die Piatte symmetrjsch bzw. antisymmetrisch in bezug auf

die Mittelljnie o :O schwingt. Die beiden Beiwerte a. und az oder b,. und bin
k6ninen daher nur dann glej.chzeitig auftreten, weim die Sehwingungsfidehe 2e'

unsymmetriseh in der :v- oder y-Richtung ist･.

                        B. Die erste Schwingungsart.

      '                                                             .t    S. Die allgemeinen Formeln fur die reehteckige Platte. Wir wollen uns
erstens allgemein init der ersten Sehxsrjngu,iigsart beschljftigen, ip welcheT die

Sehwingungsflache s),rmirnetrisch in bezug auf die beiden Mittellinien e == O und

n=iO des Rechtecks ist. Wegen dieser Symmetrleeigensel)aft der Sehwjngungs-

filjehesehreibtsich{lieFunktion2o'(7),"Tiefolgt: ･

                  n-1 ,' eet-1       ?.vt--dnTEnl.(-1)2a.2t,.(e)eosn7Trop+:(-1)2b.?.tp.(n)eoson7r-e, (10)

                                   (7n, ?z -m--- 1, 3, 5 ...>

Durch EinfUhrung dieses Ausdrueks fUr w' in die Randbedingungen 3) erhalt man

       :l;(-1)'Ziia,,.(-.C,.-3st-'.'A<±-l}-)-a2n2(2-v)-;i-zea.(±-I:-)]eosnrrop

                                                                '           tll},]b,.(77t3zefim(n)-a2nz(2-v)i?:ze'fi'.(op))==O,'･., (a)

                                                '               '                                      '                                        '
                               '                                                         '                                      '

                                                                   tt
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             'wbrin lautet

      -.a,i.IT'zeUn'(i:Lli')pma2n2(2-v)-#-teG7t(±-ll-)== FGCa,, (abkurzungsxNTeise),

            '          ==ER2..(aa2.-va27r2)f};gIIIiFA'a2.(R2ct,,nvva2n2)iSgiliRa. '･'

       . ' :pa2n2(2-v)(2a.(Aa2.opva2n2)ll$g-'2'"-2ct,,-Re.(22..-va2'n2)CvS'g l}Rg,,i

          -um F(Act,,<R'ct2,,ny va2ob2)2 [IXg Elll ltR'ct.(R2ctnigv2a2?i2)2 iiglg -Zll-A'ct,zl ;

      o?z3tLp7n('i7)wa2"b(2-v)zlli21-'tt･(3;"(77)==Up,.(71), (abkri'rzungs"reise),

                                     t tt       .ua-m3(RA27,n,,!ii,Dl.ii,7r.",t7:'?'-R'`'gIlle.t,7r£,`';':"-) '.

          .-(vB2vzs+a2mS2Tv)Re･,.Ra2.j(-(,i,,glgl7f' `Zt,9, -{llle-1-.tSAI'iZ." )

                             `
 ,. .-' trm3(2-y)(RP'"g-zXD/S-liRR,B.:L"-RalkgfOil.i7rR2e'i?n'7).,

                   '
Verm6ge der Formellli) . .
 RE2m(s EiilOil.i77'i;L'J, "-aF`m(sS,fOil.li7iri ls-,'."" -= ' R'i:C' >Il (m o!!i'ji'(., l:'3i,.ll`:l,2,','//"it,,.) eos o'b7r'7, )

 ', g:ltlli7ifi2M,lll in-L[llZ'ttrm.2,a-//EM'fi.",- = wwS',C',L-C :li]('1i)2!'S!-i(.,'i'it,,'.)'i"hE-:i] i}-g,)-cosoz7rn,

 R2fim(siiliokcn"f,fi.m"-R32m(EgiDl.ll;7I-Tr-:/;".m"-=:8-}i}'b:{:;i](--i)"S-i(,,,+A?,.7)"(3.,+Rc,,,.)eosn7T"o7

              '  , (--l} <77<-l-}, .n == 1, 3,5:..) '

lx-ann man die ]]iunktion Up,.(o) in Fouriersehe Reihe nach eosn7r77 entwiel<eln,

WiefoigtV,.(n)..-¥.-i-k/:l;,(-i)2!E'si,,,op,(iEi,)2+mf,,n,.2)+(.(?ii,),.aiL"'2eosn7rop･ (C) '

ig,

 II)l)rliS.n,iiggggPi  Eine iOSUng fur die Berechnunff der  biegsamen rechteckigenplatte, s is bis

'

(b)

(11)
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                   '
 Gemgss (b) Qnd (c) geht die vorherge}iende Gleichung (a) ttber .in

     '
                                                             '     :;F (-o"i' [a.Gff. + 8,',XL':;,;b. WZn{(ltt,"+)2"Rik2.'Z)2(?,,(3- iEil,".))"2pa'2i-] cos n7rep == O ..

                          ' Da diese (]llejehung ftir jeden XVert von' ,7 erfCillt sein soll, so mRss die eekige

 KT.laininer verschwinden. Also wird

                                                  '
         "'" + ,-,8tt,'.';,1 :Il;. br "2']'l{<17.;)+2 'i/,,".i(?,E2#--,,･i?ia-.ezCe.L ,.,, o

                               (7',n==l,:i5...) ' (12)

         G.. = A.. (Re2.-va2n2)2 Sg -'2r-R.tc-,ae.(R2..muva2n2)2 fig:g IS-R3. .

     '
    Ganz analog folgt 'aus den Randbedingungen 4)

        bm+'eF8G!ltg'E,u.-¥as'MS{(1(In,"+)2'li3a2,S)2(.IttzE2+nvR:",.))BIS`2}....o }

              '                                                                '                    ･' (tm,s=1,tD),5...) '･                                                                  (13)

         G'3.fiRs.,(2'p2.-vi(327?z2)2il$g-T2--R{i.-2's.(R?s.--vB27n2)2ilSlg-:lli-Ain. '

                               '                            '                                       '                     '
'"In den vorangehenden Gleiehungen (12) und (13) ist in den ,Summationszeicl'ien

 N o' bzw. s an Stelle von -m bzw. n gesehrieben, um weiterhin Verwechslungen

 zuvermeiden.- ･                                              '    Wenn nian nun den aus (13) hervorgehenden Ausdruel< far b, ( ==b.) in (12)
              i einsetzt, so erhellt man die Gleiehung fU]' den einzigen Beiwert a., }vie fo]gt:

                              '                                                   '   a,.'+=K;,.a･.==O, (7?.,sl:1,3,5...) . '･'
          '

       --6<txbtb'ns' re{(1-v)2T2･7z2+(2-y)a2I,b'2}{(1-v)2oi2s2+(2----v)s.2,tL2}..
   Ks                  =
            7r2Gctn r

Die erste Gleichung in
linearen Gleichungen fUr
nicht alle an

Determinante

              1+ K,

                Kbl

         A== -Kl,,

          ･ Kii

               --e

              Gsr(7?･2+R?ir)(n2+RA2.)(o'2+A2ct,)(7"2+a'.2,)' '

                        '           '              '          (14) stellt ein System von unendlich vielen homogen
           die unbekannten Beiwerte a. ( ==ai, a3, as, ･･･) dar. Da

versehwii'iden k6nnen, so muss die aus den ]'<oeffizienten bestehende

verschwinden. Also erhglt lnan

             Kl, Kl, Kl,...

                     Kk,' Kh,M. , '          1 + Kb,

                                               '             Kk,1+Kts, Kk,...im-C. '･ (15)
                    'Kin,1+.Kh,... '             Ah3
                                            '                                  '                        '                                         '            e;-                    e"-                            e-- {--                          '                                tt                        '                           I'
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Dies ist die gesuchte lj"requenzgleichung, dureh deren Aufl6sung i[nan die
dell versc:hiedenen [1]onh6hen dieser Sehwingungsar't entspreehenden Eigen-
werte pa (oder foi) aufzufinden hatt. XNTenn man so die Werte von pa ausrec'hnet,

1<ann inan Ieicht die Kreisfcequenz, die Schwingungsdauer bzw. -frequenz illit,tels

der bel<annten Poi`ineln e
          a'=="'.'l2i"!V,"il'J' V'--'Z.Z"･ bzw' f:='iilk'

i

ermitteln und die zu jedem Eigen"rert･ geh6renden Sehwingungsflblehen cler
PIatte vollst5ndig bestiinmen. So muss es clie Hauptaufgabe der xveit,eren Rech-

nungen sein, die den verschiedenen Schwingungen entspreehenden "Jerte von pt

auszuree,hnen. Dle svirkliehen numer'ischen Rechnungen werden dann }[}ei' der
'(Jntersuehung (ler quadratischen P]att,e in de]i nelchsten Ziff. angegeben.

    6. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse ftir die quadrativ
sche Platte. Wegen der Soriderbeziehungen wz == ･n == 1, 3, 5 ･･･, a== te == 1,

pa' == pa fUr die quadratische Platte I<ann man j.n allen Formeln ]]ierfUr einfach-
hej.tshalber R,, fUr Rct,, und R#., Rf. fLir Ra. ut].d 2a., it. fiir ,?t･ct. und tes. sehreiben.

So lautet nach (IQ}

        '                     n-1

Der

      ?,v' = lll] (-1) 2 (ct･.?t.,(c"") eOs 717r'7+b.'ti.(7) eOS ob7r#} .

                              (n == 1, 3, 5 ...)

ent,spreel]ende Ausdruek ftir KL,. (14) sehreibt sieh

                                                   .-llin. - -!l42paG27.7L9 :l.] !:2..{.(1=")20"2're2+(2=").gpa2}{(1-v)2r2s2 +(2-v)E2.}

-n
pa2}{(oi2+s2)2mopa2}

      e

(16)

lnl' t

G,t =' Rn (2

'G.{(o'2-o?,2)2

P-v7i2)2SS)g'{;'Rn-Z4i(29i -vn2 )2 Zg -{;1;, L

(1 7)

De]r

von

mit

Ausclruck fUy G. ist derselbe wie de]i f{ir G. mit o' an

Um nun clie Eigellsehaft der Det･erminantengleiehung
K;,, zu uptersuehen, set,zen wir vortejlhafterweise

           n "Illlj." .1 Ill)pailiil"f'],)#'sr; ,",Lz.mo･"'pa2･ l

              as== 8,.Z,S (inv(",>i'ISS,,12.-,")pa2 )

Stei].e von vz.

(15) init diesen

t-

"Iert ･

(18)

Damit, drUckt sjch ,jetzt die GIeiehung (15), wie folgt, aus:
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" --

1-= q),e,

   r
 -= <Z>･r3QOrl

   r
 -= cbr5carl

   r

   ---

 -= a),.lq)l3

   r
1-= ¢3,
   r
 MX car5car3
   tli

   i--

 -= carlopr5 ･･･

  T
 -:EI] oC),･3{7).s ..-

  r
1-:lli]ip,?s ･･･

  r
   -ee ---

== o.

Mit Hilfe deii Multiplil{ationsformel der

Syi:nmetrierelation (Pi,j=:<Ptii k6nnen wir

1+Wll di13

  (IP3, 1+tP33

 'OP51 O053

      l e"

zerlegen, aus

---

  ipi, ... I･
         i'
  (P,, ...I

1+cass ･･･

--- ---

zwei

die o

 Determinai'ii]en und ."regen der

bige Gleichung in zwei Fal<toren

  I 1-- caii
  I
 ll

 I -cb3i
xl
 I -di,,
 i
 l ･-

weleher die zwei verschiedenen

d(1> ,,.

id(2) m-

/

 1+ Wli

   <P31

i <P51

---

1-op1i

 - QP31

 - {Z)51

---

  <1>13

1. + op,p.

  (P53

---

 - W13
    %s
INops3

 ww ca53

---

 - (7P13

1 - <l)3,

 H <P53

-t-

 -- {l}ls

 -<Z)35 ･･'

1-(1>ss ..･

}--

   I
'''' I
   l

---

 =- o
l

Determinantengleiehungen

  <)O15

  QP3s

1 + qPss

--i

 - <l)ls

 - QP3s

1 - diss

-' t -

--t

---

---

--i

---

---

---

'" I

= o,

-o

t

(l 9)

(20)

g

folgen. Da versehiedene Reihen von XVurzeln IL aus (19) und (20) hervorgehen,

so sagt die obige Tatsaehe aus, Class es bei dieser Sc'hwingungsart zwei ver-
sehiedene Sa,hwingungsfainiIie gjbt, deren nelhere Untersuehungen .jetzt fblgen.

   1) Die ersteSehwingungsfamilie. Eshandelt sichnunum die erste Familie
der ersten Sehwingungsart, in der die Platte symmetrisch in bezug njcht nur
auf ihre beiden Mittellinien, sondern aueh auf ihre beiden Diagonalen sehwingt.

Die IF'unktion iv' tfftir eine.derartige Schwingungsfiaehe hat die Symmetrieeigen-

  . ･?vt(x, y)=W'(3f, X)
oder aus (16)

                       7: -1  Qvt(a;, 1/)-?V(el, x) == :;l)(-1) 2 (a.-b.){zim(6) cos n7rn-'u,.(op) coS ncrr5} -ny O .

                           {

dit.

'



Diese ForderLmg wird erfallt, wenn a.:=b. ist. Somit vereinfaeht sich der
Ausdruek fUr zv'i(16), wie folgt:

          ,zvi = ceiiil)i)

          ,it, Jx ,,.- :ll](--1)'nii' a,,(ti,. (e) eos n7rn,+'t(n ('O) eos 7?･vr8} , (21)

                a.==-"-Z'-, (ai=::-t1), (n=1,3,5...). '

                     al '                             '         '                                                '                                               'Wegen b. (=b.) == a. ft)Igt aus (12) oder (13") ' ･
    '
             ce.+i8-#,;-¥ct. ns{(iiljl--i4'7S,i,±ny`?,i-V)"2} =-o･ '

                                               '                                             '                                                               ,Damit (lrUel<t sjch KL,. in der ersten Gleichung (14) aus, wie folgt:

                                                            ''' .zirL,,==-//paGn,i(i-(",),2,Ok2S,2,;,S-il2tt,-V-)P2 (n,s=:i,3,s...), (22)

    Die V'ergleichung dieses Ausdrucks fUr KL,, mit dem fhr cb.. oder cb,･. ilt

(18) zeigt, dass die FreqRenzgleiehung fttr den betrachteten Sehwiiigungsfall
identisch mit der dureh (19) da,rgestellten Gleiehuiig wird. So besta'tjgt man,

dass die zur ersten Sehwingungsfamilie geh6renden Eigenwerte s` auch in der
durch den allgemeinen Ausdruek fur K},, (i7) gebildeten Frequepzgleiehung ent-

   Wir gehen jetzt dazu tiber, die Werte von iL aufzufinden. Aus (15) und
(22) erkennt man, dass es sehr schwer ist, die genauen Werte von pa unmittelbar

aus ihr selbst, namlich aus einer Deterininantengleiehung mit-unendlicl) vielen

Elementenauszureehnen.Alsoiiehmenwirzuersteinmal . ,
                  '          '             , id,==1+1",=O .
als die I"requenzgieichung an, cleren Wurzeln die ersten Ntiherungswerte von pa
sein sollen. Dureh Einftthrung des Ausdrucl<s (22) ftir ll;,. mit n = s = 1 ergibt

s,..1+8..EP. (l-v)2+(2-v),cL2 -o
      77' (4-re)((lhv-pa)2I/r+ pa Sg g I/1+@-(1-p+pa)2;/1-pa `.Y..g'-t2---                                                          vi -)

                                                 '                                     '
              . (l--y+fo)21/]-fomgg]･/r:::':'P'=q(pa)

            t "t
                                           lt           '        op(pa) ,,,. 8.pa. "-y)g+-(pa2iV)pa2 +(1-.'-pa)2,/i.+-b sg : ,/.1+lf.

                '
WirhabenalsodieSclinittpunktederbeidenKurven '
                                      tt                                          '           t.                         '                              '       '                       1-
                                      tt
                           tt
                        '                      '
                       tt                              '                                                      /･

&
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                                        ttt                                                '              '
              4, =zgg,/iu-'m'p,･ -'

              . fttr pa<1,                    ･ q)(pa)
              C2 ==
                   (1-v+pa)2vi'i"-''fo-

              ci--tggi/pa-1, ･ .
                                            a                                         ftir fo>1
              (,.. q(tk)..
              ' (l-v+A･)21/pa-1

        '
zu finden. Die wirl<liehe Dtn'ehrechnung trtir die quadratisehe Platte mit v -- O, b'

trea･I3h}ie'tradniges'xNd,eszeglnAeli]lllit2teldtergeSteiiten Kurven, aus denen maR die foigenden

                                                         '                                                            '       tt'. 1. Wurzel }/I-Fb:O,52, pt--O,7:)]O, ･
                                                                      '    '          '             '                                                           '                                                     '    '              '2.Wurzeli/II"-i.==1,g9,.pa=4,t')-72, ･
                                                            '                                          '
  ' ,3.WurzeJi/2i';-i=3,･"S8,7/k=13,816. . '
                                              '    '
                       '                                     '                             tt                                                                '                                                       'I)ieseErgeb]iissegewti1]ren zp '' ･ - ･
uns "bei weiteren Reehn-
ungenei'nengutenAnhalt. X･5
    Nun handelt･es sich .
                          k,. zn"mdies.enauereAusvech- ,..
nui}gderWertevo]isL}Be- as
          --                      .zeiehnen wlr .mzt "1, ivgTle .

obendasersteEleiinent Qo
<ler Determinante (15), d.h.

I,+Kll,undmit"2,a3,al4 "s
die aus den ersten 2, 3, 4

ZeileiiundSpaJtenl)este- 'ZV -v.2 3 4 s 6
hehdeDeterminante.Zur -ifiir-rw .
                         ',"n,Ielllell`t:."u2xZ'g,1//ll,.,,fl{u'2I:fhjiii:t ･''"bb';itl-;'l5,"uxe,;r.z,/tt.tEw/ewtS/s",s,..:gr,.IIYi,2rh`.9VO'i''

ReihenaehdieWerteaus, ..･ -welche den versuehsweise gewahlten Werten pa'==O,750; O,740; O,716 und O,7eO

zum Beispiel fttr die erste Wurzel entsprechen.i} Die Ergebnjsse sind in fol-

gender Tabelle zusammengesteJlt. '                                             '                                         '                                                            . ../1.                                                   ttt/tt
                       '                         tt tt t                t.. .   1) Vgl. S, Iguchi, In,g.-Arch. 7 (1936) S. 207; 8,(1937) S. 11.

                                        '                              '                                   '                                      '     '                 '                                            '

Nt.

4u-,-a-
E,4ne.

-I

/1.4,-G'
,II't'f';'

'ii'
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it"l'

j-gL-N-･-fia-

.r
.4･

･I'-t'

t
it'

--+
4,l
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Tabelle 1

       pa

. ' Die Werte der
 entspreehenden

 den versehiedenen
Determinanten (v =:-`

Gi-6ssen von

O,3).

y･

j'

Al

O,750

O,740

O,716

O,700

  -O,170988

  -O,106968 o

･ O,025997
    O,101356

A2

Wurzeln e,721086

  -O,166049
i

i , -O,104873
l･ o,o222ol
I
L- O,e94224

l･' O,720555
i

A3

 11.

I
l
i
l
-i
 I
 j

Ad

-O,161688

-e,102209

 O,021341

 O,091369

 O,72e503

-O,158508

-O,100218

 O,020863

 O,089494

O,720491

    Aus dieser Tabelle'sieht man leieht, dass
minantengleichung zwisehen O,740 und O,716 liegt.
der rl"abelle angesehriebenen Zi･ffbrn sind die'  Werte
der Wurzel-, welche mittels der Lagrangeschen
llnterpolationsfbrmel ausgeree]inet sind. Ferner

zeigt die Tabelle, dass die Konvergenz der
Zahleiifolge der den Determinantengleichungen

gi=:O, zi2=:O, U3=O, ti4==O entspreehendeii
Wurzeln recht gut ist, wie Abb. 3 zeigt; aus
ds == O wttrde mit IE[ilfe der Newtonschen Inter-

polatdionsformel der gleiche Wert pt :O,720491

folgen, genau wie pt aus J4=O. Somit kann
man fo ==' O,72049 a].s den richtigen Wert der

ersten Wurzel annehmen. Dieser Wert von pa
ist der' allerniedrigste Eigenwert aller Schwin-
gtmgsavten' der betrachteten quadratisehen Platte,

an, in dem die Platte ohne Knotenlinie sehwingt,

       '    AufGruncl der voran erw"a"hnten Tatsache
man einen hinreichend gena,uen Wert von pa
drei oder vier Zeileiri un'd Spalten der

die an(leren Schwingungsiarten, obwohl die

sendem ,Lb et,was schlechter wird. In den
nungeii･benutze ieh immer die Determinante mit
Spalten, d.h. die P"requenzgleichung ts4==O. Die
Eigenwerte pa sjnd in Tabelle 2 zusaminengestellt.

                        ij･die erste NNTurzel jeder Deter-

   Die in der untersten Reihe

     Zt ltr

  x,fi ire.z

    anep7  g anee6 .

       'A H-i
  "L aneps

    anepa

    am3
       123es6            n
  Abb. 3. Da!llgtellung der G(ite der

    Konvergenz der Za･hlenfolge der
    VVurzeln u･ aus An = O.

also geh6rt er dem Grundton
   wie Abb. 4-(I) oder 5-(I)

         man sieh nun, dass
    wenn man nur die ersten
   nimmt. Das gilt auch fUr
       gew6hnlich mit waeh-
         numerj.schen Rech-
  den ersten vier Zeilen und

  so ausgereehneten h6heren

         ttberzeugt

       erhalt,

Determinante

     Konvergenz
     nachfoIgenden
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                     '                                 '                                                tt
Tabelle 2. Die VVerte von p ulld clie der verschiedenen Beiwerte

      ftir die erste Familie der erstell Sehwingungsart der

         ' quadratischenPJattemitv=O,3.
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pto:
v
s

A

th
pt
oew
pa

o

n
l
t

cttv

1

3

5

7

1,eooooo

O,O06940

o,eoogs2

O,OO02Vl

).?z

t

I )!2n-vn2

:

),lo?'
E
I
),2n-Nn:"

l

 v  : $i
  = )n
 g eq.

    y
  esi

et･

 ro" ifb
  :. ge

  k o.
    evP-･,

  ed

ll

31

5

71
tttttttttttttttttt

1

3

5

7

1,eoeooo

O,080207

o,oe476o

e,oolo23

1,oooeoo

O,223594

O,062859

O,O07986

1,31i674

3,117770

5,071538

7,051276

IHo,o2o4gIois2s6s7 i' i,42･o4g

                  i

                  1          2,877414 1 7,02049   5,5795i
I                  1

  16;77951          4,927424 l 18,22049

I                  i          6,g4s34.o" I 3s,o2o4g
  33,57951
                  l

2,344269

3,673636

5 43e986

7,314069

i

i - 3,79560

   l,80440

i
I i3,tw4o

  29,80440
i

E

3,876706

6,798838

6,247307

7,93967o

i

l/ r13,32885

I .- 7,72ss5

l
I
I

I･ 3,4nis
i

i

l
l 20,27115
j

      * 1,869652i

 2,122357
"

 4,528178

 6,671161
  ttttttt tttttttl

       *  3,609550i

      '
       *  2,242510i

l

  3,312272

  5,913643

5,19560

10,79560

21,99560

38,79560 ･

14,72885

20,32885

  '

31,52886

   tt
  "
48,3.2885

  Abb. 4.
Knotenliniei}.

(I) -

(II)

(III)

                        * i bedeutet die irna･ginare Einheit.

                                                               '
    'Weiter "roll.en wir uns rnit der Untersuehung der Sehwingyngsgestalten
.,folsps,ut#.ikil//#, 'ts.s:rw,ig,e,gj ,ii",gi?:e, haZ,)'ve,e,k,f. gsl･hi'･'k'g,,sl,si"x.glg,,,",.(i;,ktko,",

Punktes (x, zl) zu jrg,endelner Zeit ist proportional zu E,Z)/. So hat man es ･nui}

n6tig, die Werte der unbekannten Beiwerte ct. ausziirechner}. Div.i(lie･rt, man zu

('liesemZ"l.eekedieersteGleichungjn(I.4)(lurchcei,soerhaltman ･ ･

       ' a,,+=K;,,a,=O, (at=1), (n,s--1,3,5,7) ' (23)
                                      '               s
                          '              //
oder mit den vorteilhafteren Bezeiehnung, cn,'= .llrL,. fUr n=l=s, cnn -tu l + K;m rur

n=s,sehreibtsich . ･

,
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                  Cll + C13 a3 + e15 a5 + e17 a7 =O,

                  C31 + e33 a3 + e35 a5 + C37 a7 =O,
                                                              ･ (24)
                  C51 + e53 a3 + C55 a5 + C57 a7 :O)
                               ,
                  C71 + C73 a3 + C75 a5 + e77 a7 =O.

Dies Iautet zum Beispiel fttr die erste Wurzel pa == O,72049

                                                     '                                                            '            O,e03090-O,403537a:-O,245779as-O,176261a7=O, ･ (a)
                         '           -O,006t545+O,953707a3rvO,059165as-O,055555a7==O, . (b)
                                  '           -O,OO0858-O,O12729a3+O,972895as-O,033904a7-mbO, ' (C)
                                                ,           -O,OO()22{-O,O04354a3nvO,O12351a's+O,980691a7=O. , (d)

Diese vier GIeiehungen fULr die drei Unbekannten a3, as, a7 liefern vier ver-

sehiedene Systeme der drei Gleichungen, aus deien L6sungen vier Wurzeln fUr
jede Unbekannte hervorgehen. Aber sie mUssen unteteinander gleieh sein,
wenn die Bedingung (Frequenzgleiehung), dass die aus allen Koeffiziepten be-
stehende Determinante gg gleieh Null wird, genau erfiillt wttrde. Aber es ist

fast unm6glich, die Wurzeln pa, m.it denen die Determina,nte genau gleieh,Null

wird,auszufinden.SozumBejspielstelltdiewirklichelRechnung ･
                                                               '                    tt         '                                                                 '
        i 'O,OOOOOI fUrdieersteWurzel･pa=O,72049,

        d4= -O,eOO037 fiirdiezweiteWurzel pa=- 4,4956e,
                                            '               O,OOO075 furdiedrite"Turzel pa==14,02S85
                                                         '
dar. Mithin muss ein Fehler auf der reehten Seite jed6r Gleichung (24) oder
((b) bis (d) hii]zugefUgt wei'den, und die wahrseheinlichsten Werte vbn a3, as, a7

sind aus den Normalgleichungen

           [C･n3 Cnl] + [Cn3 eot3] a3 + [Cn3 Cns] as + [C?t3 Cn7] a7 == e )

                      .-          [C･nsCnl] + [CnsCh3] a3 + [CnsCns] as + [ens Cn7] a7 := O, (25)

          [Cn7Ctrbl] + [Cn7Cpt3] a3 + [Cn7 Cn5] a5 + [Cn7Cn7] a7 `= O

zu finden. So lauten die den Gleiehungen (a) bis (d) entspreehenden Normal-
gleiehungen ipit verhvmdertfachten KoeMzienten, wie folgt:

        -O,747704tj +107,2580137a3 + 3,0424641as + '1,4306278a7 ='L O,

        -O,l204.199 + 3,0421641a3 +101,0432495as + O,1510617a7 =;' O,

                                                      '        -O,0371624+ ''1,4306278d3+ O,1510617as+99,7058617a7==O,
                                            '        tttt
                                                                 ttttaus deren Ldsung man die gesuchten Vgfurzeln

                                                                   t
              a3==O,O06940, as=:e,eO0982, a7==O,OO0271

                                    1 ,.erhalt. In analoger Weise kann man aie Werte von a3, as, a7 fiir die h6heren

Eigenwerte pa ausrechnen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

e

't



D

Die Eigenscbwingtmgen und Klangfiguren

c

der vierseitig

H

  A

-to

  H
-a5

aa A

 D

D

freien rechtbel<lgen Platte.

c

3,33

/-/

     N
  XNlx@'<fr

-L X

   7 6. x
    ･ 1.          '          s        '         i
         '         !
         !
   -t-tNtm!-t-t-t
         !
         i

    "
liSllx x;

x

×

s

Scfinilt ATB u. H-F

B

;

j Ec

(I)･ [J･i=O,72049.

C

."

H-

/-.-- l

lrl"'-r"L-----s-

 1" l
 /.

&

/ IJI..I-
  /-
"'1nt･･illlil'iL

u' l･･-･--･

lk//c"'･･･

 N,K,,･iilli-

  x.fe --
   N.......
fo

ti  /c.x.'.r: /f

T.

(L -1

"'h･･pt･{Y,..

   -xH-"

as1;ii'

. <)x/1.X,,,

s. ' 'x･. )/'1

 ･. X"l
         `

.K,X

 xt,

il
r r･

7
/t

s

tt

I

I

I
i
N

    --･u･
  /-Y' I "'''H-"t'xt.s X'

         [ X...      ttit-Tt't't"'L tt     - .t   tL'fl-"' /);//)･Il'xx >

  e-e.tHtrt.i' X41 N-

      .s ･y-iE.S --
      --eL6 -s
              Ms.

   K...

 x

'Nx I･

" i'
N ivi

i.11...ILF.

H

            /.>. I. C-
11/-

--L--
..L- =Lu...-.rm..ral

.x"  'M

 7
/

  (

F

            SchnittA-Bu.H-uF i
 -as

 ,aaA

  aS H

  ta

          (III). y.3=14,02885.

         '
erkennt man, dass es in der der
Grundton) angeh6reiiden Schichtlintei}

 ･ 2) Die zweite Schwingungsfamilie.
zweiten ]]iamilie der erstell Sehwing.ungsart

symmetrisch in･ bezug auf die beidlen

bezug auf die beiden Diagonalen des

II i

i
e

li /

t.t

v
BF

l

'

r

W'

         fe ,       A ･'                                  B
                                 '                SchntttA-Ba.H-F ''
                                 '       s      -te        .t
      -as

      kO,

      EeH

              (II). ye74,49560.

      Abb. 5. Schichtlinien der ic'!-Flaehe fint

           die erste Familie der ersten

               Sehwingtmgsaxt.

           Nachdem clie Werte von 'pa und.
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        zu bestimmen. Die so gebildeten
        Knotenfiguren fUr die ersten drei
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  keineKnotenliniegibtE. '
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eine solche Sehwingullgsfl5ehe mindestells zwei Diagonalen als Knotenliniell,
und es gilt offenbar die Antisymmetriebedingung

                      w, '(x, ･y) == -w"('gl, :U),

die durch die Sonderrelation

                      bn(== bm) == moan

       '
befriedigt wird. Somit ergibt sich aus (l6)

          zvt == al -wt e

                      n-1 .      , isi.==:ii],(--Ll)2a.(?t.(6)cosn7r"-2en<n)COSn･7re), (26)

                   '  ' .an=:it,(ai==1),(n-hl,3)5..".).
                  '        /tt tt
Dieser Ausdruck flir 'z-v-' ullterseheidet sich von dem fttr Tv' (21) nur in Vor-

zeichen von 2t･.(D) ulld der Ausdruck fUr K},, ist aueh derselbe wie (22) mit

entgegengesetztem Vorzeichen. Ferner sieht man leicht, dass die durch diese
.)Snderung hergestellte Frequenzgleichung identiseh mit der Gleichung ti(2) -- O

(20) wird. Somit bestatigt man jetzt, dass die zu der ersten sowie der zweiten

Familie dieser Sehwingungsart geh6,renden Eigenwerte pa in der durch den
allgemeinen Ausdruek fUr lki},, (17) gebildeten Frequenzgleichung enthalten sind.

Tabelle 3. Die Werte der verschiedenen Beiwerte fiir die zweite

     giamilie der ersten Schwingungsart der quadratischen
                      ?latte mit v== O.i '

p･ ini
ctn )･n )!2n-vn2 ),tn

              Abb. 6.
>,"-n-yn2 Knotenlinien.

!

･wr
ggggpt--pt

1357 1,eooooo

O,979573

-O,071498

-O,OI0726

3,586967 l-11,16634

i4,567969-5,56634

6,0717655,63366

l7,80169422,43366

3,296413i

1,693027i

3,624039

6,093738

12,56634

l18,16634
il29,36634lI'46,16634

l

                                                                         '                                          '    Die numerischen Reehenverfahren rur p, a. u.s.w. fUr diese Familie sind
aueh ganz analog wie fUr die frir'heren Falle. So sind nur die IReehenerg.ebnisse

fUr den eysten Eigenwert ik ==ll,86634 in Tabelle 3 zusammengestellt Die zu
diesem Eigenwert geh6rende Knotenfigur wird schematisel'i dureh Abb. C gezeigt.

Abb. 7 stellt die entsp]rechenden Schichtlinien (ler Ti'-FJaehe dar.



I)ie Eigensehwingungen und Klangfiguren der vierseitig freien reehteckigen Platte, 335

,

o

"

A

., ;,>EiiilJJ 2//1/'.L-ig/f

`tG)- s-si`-

ts -+v
Y)k-gks

     s'

,isi 4

ge.J2

 rr--m;.;77. I

     r'' ,ttt    ..i tltt
      t!
1 ',.ii･
  11JII'.1. ･.. ･1

  '-'-'t'-)
Xx J!//
  xy /    + l/!
     vag,,( es}(,

 pt SN,.
     tt ttt
    as:' t'

C

F

B

･ Sthnm A-B ct. M-F

Abb. 7.

v llA

m
tae

Be
f

tt.t.

,

w,

 Schicbtlinien der if'LFIljehe fifr die zweite Familie

der ersten Sehwingungsart mit vJ == 11,86634.

'

                                               -                    '                   C. Die zweite Schwingungsaret.
                                          '                       '                                           '                                  '   7. Die aalgemeinen Forrneln flir die rechteckige Platte. Es handelt sieh
jetzt um die zweite Schwingungsart, in der die Schwingungsflliche antisym-
metriseh in 'bezug auf die beiden Mittellinien 6==O und n=O des Rechteel<s
ist. Eine derartige Schwingungsfldehe hat mindestens zwei IKnoLeniinien 6 :O

und op ==O und wird wegen m== n == 2, 4, 6e-･, a. == O, b. =:O dureh

mit

         ,kw' == =(-1)2
    n

v,.(g) =7- (R

･vfi.(e7) -- (R

a2.

'B2

m

                    mpaav..(6) sizi n7rop + X (,- 1) 2

              m
         (m, n == 2, 4, 6

im'
 vct2n2)

-yB27?z2)

ghl crr'Rct. 6.

Sill -7-"2 R,.

Stn 7r-Rs. ,7

-(R2an

--
(R?sm

   bina)wh(v)sinmvrg

   ...)

           '
- ..2n2) -Sitt vT"Ra. 6

       Sin -illl-Re.

              '
       eiTl vT"R'fi.'7
-vB27n,2)

'

gin -<ii-Rfi. Sttt :illl-AAm

(27)

T

ausgedrlickt.

2r･ genUgt, so

so verknttpft

nHmljeh

Da diese Gleiehung von vornherein dene Randbedingimgen 1) und
mitssen die beiden unbestimmten Beiwerte ah und b'. zweckmassig

werden, dass zv',(27) den Ubrigen Randbedingungen 3) bzw.'4),

i'
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Dieser Ausdruck fUr

und Hs. und (.

               c               E
               E
           g=

               l
ausgedrUc]<t.

         '
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kann man die Funktion Vfi. (op) in eine Fouriersehe Reihe naeh sinnvrep ent-

wickeln. Also naeh einigen Zwjsehenrechnungen wird

                                                        t/
       'vp.ln)---8ilt-'];l](-rl)'2'o7m--<1'I-7",),2+MA2i,Z.2)li£#iP-i,),.g,2i-'2sinn7rn. (d)

Die vorliegende Gleichung ･(a) 1<ann nun gemgss (c) und (cl) auf die Form

   l;,i], ('--l)":}(a'.-Zlle. + 8,i,l' t/i? b h "Z7b [(l.-, lt)2,./4(Z.2ilf,:,E, !i2ta/,,."3 g2'tb'2] ] sin 7z7T-77 =: o '

                          '
gebracht werden. Daraus erhsilt man

       a;}tL,".8.iZi;, ¥. b,'･ 1"n{(i(i,"t2{.IAIiZ)2(+.,(l:,,,".))a2pt'2}- = o

                               (o`, n -ha 2, 4, 6 ...)

           '       -lill. fi: Rct. (2a2,,-va2n2)2 ngtg gR,.-R3. (A2..-va27e2)2 Stg gRG. . .

                                                                 t.                          . .t-In analoger Weise ergibt sich aus den Randbedingungen 4)

       ba,+ ,,t-"-,;,- ¥ ag MS{(i(7.;.'2Wl.2f,2i,i,2.-,Zk))B2pa2as =o

   '' . ' (m,s=2,4,6...)                    '.' (30)mit
       '                                '
       ca.=-Rp.(Al,?.-vi(92]n2)2(StggRfi.-R'fi.(RF,.-vx92m2)2(Eltg-IiiLR'p..

              '                                              '                                       '               '
Verm5ge der I"ori:neln (29) und (30) kann man weiter aus (J29) die unbel<annten

Beiwerteba,eliminieren,wiefolgt: . ･
   a;,+M.Ilrin.a,g ;o

        s
]]11t

      --ts.--m=.SL4epa"nsxtr2{(1-v)2o'2･n2+(2-v)a2pa'2}{(1=v)27･2s2+(2-.)B2pa2} (31)

                 r
            Hli,.(n2+R7,.)(n･2+,lr,?J(?･2+,lg,)(r2+R'.2.) ' ,

                             (T, o'b, s = 2, 4, 6, ...)

     .ZL,. unterseheidet sieh von KL,, <l4) formal nur dureh' Hl.

IiediFrequeiizgleiehung ftir diesen Fall wird analog wie (lbV) dureh

    1+-Zihz Kii4 Kli6 -Zihs..e

      &21+&4 Kk6 &s:" - .
      K62             1%41+&6 Ates....                                   -=O (32)
                                   '      Kis2 1<ig4 Ksi61+Klas...

     -i-, --- -et --- ---

,



                        '    '338 ' S.Iguchi.  '                               '
    8. Die Formeln und die numerischen Reckenergebnisse fure die
tische Platte. Wegen o7z =n=:2, 4,,6.･.., a==B:=1, pa'--pa fUr die

tische Platte kann man hierftir sehreiben ' ･

     , 2o':i.].(--1)e{aav.(8)sinnvrn+bav.(n)sinn7re}i.

                            (n =: 2, 4, 6 ...)

Der Ausdruck ftir .ll?,, lautet nach (31>

             '       ,zli;,, ,.. - 64tL2ns = ?"2{(11--y>2on27z2 +(2-v)A2} {(1-v)2o･2s2 +(2 mv)y2}

                     r

quadra-
quadra-

(33)

                 7r2H;, rz{(r2+n212-A2}{(r2+s2)2nvfo2}
                                                     '                                       '                          '                           (T, 7'b) S =: 2, 4, 6e..)                                                                  (34)
mit

        H;, Tt Rn (a"2-yn2)2 (IXtg -liL2.--ia(RZ-vn2)2 (IS tg -ll-- 2;, .

                                                   '                                 '                                       '

 Der Augdruek futr H;. ist derselbe wie der fUr Ji4, mit o' an Stelle von n,. Aueh

 fiir diesen Fall wie fUr die erste Fai[nilie der ersten Sehwingungsart ist es
 m6glieh, die Frequenzgleiehung' (32) mit K;,, (b'4) in zwei verschiedene ･Gleich-

 ungen von der analogen Form wie (19) und <20) zu zerlegen.

     1) Die erstc Schwingungsfamilie. Wir wollen jetzti dje erste Familie der

 zweiten Sehwingungsart betrachten, ill der die [Platte antisymnaetriseh in bezug

 auf die beiden Mittellinien, sym[netrisch dagegen in ,bezug auf die beiden Dia-

 gonalen des Quadrats sehwingt. IIierbei hat die Schvvingungsfih'che mindcgtens
 zwei Knotenlinien 6= O und op == O und vvTird wegen b;, =:: aa (lurch

                                          '                                                                    '              wi==a2TJ/ ' ' ' } ''
              of":]iii]i,.:'i-g,I"l,V"iiiimE'ii7,i'77=",:imE"L";'fi?,n7r6i･i (3s)

 ausgedrUckt. Dafu'r gilt aus (23) die Bedingungsgleichtmg

              a;,+ -diL81Eil ,iek- :i] ag 'Z8{(i :iil.",)2Sli:i2),+-(il;;:v),tL2} .., o

        '
 oder in anderer Sehreibweise

                                               '
               a;,+X.Z{I;,.ag,==O,･ (･n,,s--2,4,6...)

                                       'Mi` ･K;,,kgtt.?('i-f.);r#;,E2i,v)pa2.,, (36)
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Man kapn beweisen, dass di6 durch lkrl,. (36) gebildete Frequenzgleiehung aueh

aus der Determinantengleiehung (32) mit .K;,. (34) hervorgeht.

   In analoger Weise wie･in den frtiheren Fallen erhlilt man die in Tabelle 4

zusammengestellten Rechenergebnisse fttr die erste und zweite Wprzel pt.

Tabelle 4.

     fix'r

  Die NNrerte von t, und die der versehiedenen

die erste Familie der zweiten Sehwingungsart

     quadiratjsehen Platte mit v =O,3.
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-23,28180
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O,88180
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2,898459i

1,897084

4,587875

7,183239

),2n'vn2
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57,20107

O,025757 9,491144

'4,699127i,

3,175181i
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E
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              lt
18,71820I. 6,157775 i･ 7Q,88180
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  Abb. 8.
Knotenlinien.

(I)

((IIIII)iii>)

<iiiilllll)

(II)

'

-. .

   Abb. 9-(I) bz"r. 9-('II) stellt die Schichtlinien (ler T,-Ii"lgehe'ftir die erste

Wurzel u･i==l2,40107 bzw. die zwejte A･2 -- 26,08180 ('lar.

   2) Die zweite Schwingungsfamilie. Es hande]t sich jetzt um die zweite
Fai:nilie der zweiten Sehwingungsart, in welcher die Seh"ringungsfiache der
Platte sieh anbisymmetriseh nicht nur in bezug auf die beiden Mittellinien,
sondern aueh auf die beiden Diagonalen des Quadrats gestaltet. IIierbei hat
die Sehwingung. sauche mindestens vier Knotenljnien S == O, v =- O, e =: op, g=-ep,

und vLrird nutr durch I;mkehrung cles Vorzeichens fiir v.(77) in (35) ausgedrUekt.

Also lautet

                                                    '                   '             M.v'=::;i](-1)ga;,(v.(e)sinn7rn-v.(op)sin"7rg), .(37)

                                                '                                                       '
                    a;L='Y,:', (a2--1), (n---2,4,6...).
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             ' zweite Familie der zweiten Sehwi]igungsart der

                      quadratisehen Platte mit v :e,3.

                                                       i                                                              Abb. 10.
                                                            Knoteniinien.
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    Die iRechenergebnisse far die erste

Wurzel Fb=20,68875 sind in [l)abelle 5

zusammengestellt, wahrend die sehema-
tjseh gezeichneten Knotenlinjen dafttr
bzw. die entspreehenden Sehiehtlinien
der zab'-Flache dureh Abb. 10 bzw. Il
dargeste]lt werden.

    X). Die dritte Schwingungsart.

    9. ])ie aligemeinen Formeln ftir
die reehteckige Platte. In den frin'heren

Untersuchungen sieht man, dass die
Platte in der ersten sowie der zweiten

Schwingungsart immer derart seh"Tingt,
dass die Auslenkung einer beliebig durch

den Mittelpunkt des Quadrats gezogenen
geraden Linie symmetrisch in bezug auf

diesen Punkt ist. Wir gehen jetzt dazu

Uber, den anderen SchNsringungsfall zu

betraehten, in dem irgendeine solche
                      Linie antisym-
                      metrisch in bezug

                      auf ihren

                          Wenn nun
                      bezug aufdie

y

'-

nynvtgn!tnte

+1+

-9--"S
 Abb. 12.
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         Mittelpunkt

               die
             MitLellinie

in bezug auf die andere

eine Knotenlinie n
die schwingende elastische

den Mit･telpunkt des

verlauft; antisymmetmsch

Eine Schwingungsflaehe
dureh

                     m-1
                      2 b;.vp.(v) cos ?n7r6

               7n
  (m = 1, 5, 5 ... , n == 2,4,6 ...)

  Abb. 11. Schiehtlinien der i7,i-Flttche
     ftir die zweite 'Familie der zweiten
     Schwingungsart mit p == 20,68875.

  schwingt.
 SehwingungsflEiche syminetrisch in

    6 =: e, antisymmetriseh dagegen
   op == O ist, so muss sie mindestens

::O haben, wie Abb. I2 zeigt, und -

        Linie einer beliebig dur¢h
  Quadrats gezogegen geraden Linie

 ' in bezug auf djesen l'un]<t.
    ?va mit dieser IEigenscl'iift wird

-1)L2-a.zect.(e) sin n7rop + = (-1) )
1

1]lit

2ect. (6) = :' (R '.2. - va2?'L2)
(S ei ffrA.. 6

-(Rkn - pa2n2)
(SIof 7rA a. 6

Vsm (op) :== (R/B2. -vx92wz2)

goi -ZiLa..

  tt

eill 7rRs., rp
m(A2ff.nvvB2m2)

(S Di -;l]-Re.

etn w-2a. ep

,>

'

<{iiitn : lli-R3m ein -72r-RA,. I
J

(38)



. tp

                                            '                       '
 ausgedrUck£. I)ie beiden unbekannten Beiwerte a. und bh werden durch die aus

 denRandbedingungene"))bzw.4).hervorgehendenGleiehungen ,

                                                    '
                                 '        ･:Ill] (-1)':t' an( #: ?.i･G'.' (± -l}-)-a2n2(2-y) -;;-3,ea.( ± -12-)i sin n7i-n

   ' '±ll,ll].bin(m3vsm(op)--a27n'(?.-v)32,v'fi'.('7))=O

                                      '
     ' '   ' ]lli,l(-1)Miibr.(,b,3,v(,'.'(±-12-)-K92m2(2-v)'tt-v'fi.(ke-i:-)]eos7ncrrcr

               ---- :lll a.(n3ztct.(6)-B2n(2-v) -g-i22 2t!.'.(6) i -im O,

          '                                                           {
 miteinander verl<niipft. Mit Rtteksi6ht auf (c) auf Seite 324 sowje (d) auf Seite :.S:)']7

                                                    '                 '                                  '                                         '    ' a'n+ISi#-[.-':l;.b;nyT'Z{(ili.i"i'l.Z,.2)(+.,(liiEla2pa'2}ko, ., '''(3g).'

                                             '        '            ' (?'==1,3,5-e)n--2,4,6e-). '
         ''. bAt+Le'F8ff,;1]:i]as""S{(1(:Iil,://lll.,ig)2(+.,(2ili,.,i)>KSi2'LL2}==o. (tlo)

                          ("z==1,3,5...,s=2,4,6'...) ''
    '         '
In den vorangehenden Gleichungen ist der Ausdruek far G.. bzw. 11Ik. derselbe

 wie der in (12) bzw. (30). Wenn man ferner den unmittelbar aus (40) ermit-
 telten A.usdruck fUr b;. (=:baL) iri (39) einsetzt, so erhalt man wie immer

                          /    ct,n+=K;zsas=:O'- , '' '         s
                                                      '
    llrns'=='-9ii/(2t61iJ7.'l'ltk'7'2{(1-za/'.':Pi,2,+ii2?,.-/(:?,,"'ilPi2c,,.}ill,i"R,ll7j2(S.,!,tt(//tks"'>B-e'pa-2-}'. (41)

        ys (v' == l, :'S, i} ･.., n, ,g =-: 2,,4,6.:.)

                    l)araus l<ann man leieht; dje Frequenzgleichung her-
                    stellen.
                        "ienn es sieh weiter uin den Fal.1 handelt, in dem

                    (lie Schwingungstldche antis>rixLmetrisel} bzw. symmetrisch

                    in bezug auf die Mititellinie 6==O bzw. 7]==O des Reehtecl<s

                    ist, wie Al[}b. 13 4eigt,, so ergibt sich ohne weiteres

                                                                '
                                                               '

     wbi-Fltiehe, ,
                                                       ;
          '
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Die E'igenschwingungen und Klangfigureri der vievseitig freien rechteelcigen PIatte.

         tl,Hl e ltl!L. = =(-1) 2 a"?]..(e) cos trt7rny + ]:II](-1)2b.zep.(n)sin 'm7r6.

               (M == 2) 4,6eee, n:= 1, 3,5...)

gilt offenba,r

-- = fL:mrbr =" ()

   r

  - 64IhsL'onzT=s2{(1-v)2'ln2s2+(2-v)B2fo2}{(1-v)2r2su(2-v)a2pa'2}

              s
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(42)

(43)

             ･7r2G!{3. -El},.(7n.2+R2,,)<m2+Aa2.)(s2+Re,.)(s2+Rf,,g.) '

                         (m, o' -- 2, 4, 6..., s--- 1, 3,5...)

    Vtrenn nun die beiden IFunktionen wa und wg so verbunden werden, dass
                                             '                                                                '      '                                                       '      ･ ･zv=Aw.+B?ub--"Azoacosto.t+B"tvScostubt, .''･.
                            '
svo A und B beliebige reelle Zahlen bedeuten, fUhrt w nux dann ejne perio-

djsehe Schwingung aus, wenn das Verhljltnis der beiden Sehwingungsdauern

                                        '                           n                                (Db A･b
                          7'b ula paa
eine rationale Zahl ist.

    10. Di6 Formeln und die numerischett Rechenergebnisse ftir die quap

dratische Platte. ･D.ie Formeln far die ,dritte Schwingungsart der quadratisehen

Platte ]<ann man leieht unmittelbar aus (3S) bis (43) n:iit a==B =1, pa==rd
ableiten. Da aber der Ausdruck f,lr lll;,. oder K.. immer durch die Sumii{rte
der unendlichen Reihe ausgedr(iekt wird, so sind die numerisehen Rechenver-
fahren viel mUhsamer als die f.ir die erste sowie ftu' die zweite Schwingungsart.

   1) Die erste Schwingungsfamilie. Wir wollen jetzt den IPall betraehtei[t,
in dem die Platt,e symmetriseh in bezug auf die Mittellinie 8 =: O, antis>rmmet-

nisch dagegen in bezug auf die andere ep -- O des Quadrats sehwingt. Dj.e Sch-

wingungsflache hierftir lautet sofort naeh (38), wie folgt: '

       ･Lva =:' a2'be,'. ,

                  tt on-1       E?T,h = =(-'--l)2a.zt.(g")sinn7rn + =(-1) 2 Bhv,.(op)eOs 7?z7T"6,

           ' (m-ny･1,3,5...,n=･2,4)6...), (44)
              an==-9e!ti'-J (a2--1))' isin==bfa--.

                    a2                                 , a･z
Dafar gilt

               tt                     '       an + = -KLtsas = O,

       Khs tuh nd ge4tt.?"ns ¥ '"2{(1lytt)2'{2(℃:,++(,2.,i,l/i2,}}{{((1,.;+"2Ii',2'22 pa+,(}2-")pa2} 1

                            (r=1,3,5..., n,s:=2,4,6...) >(45)

'

'



 344, ' S.Iguc.hi-
                                    ttt

         G'. f a. (Rh2 --vn2>2 Zg -g--R.-Ra (Ae,-vn2)2 ℃g :i;R;, ,

                                 '
        .ZII].v=.;R,.(R;.2---vr2)2Stg-72'"-R.-a;,(R?.rvT2J2agtg-g-R;. ･j

                      '
 Wenn man daraus die Wei'te von a. ausrechnet, so kanii man die XVe]ite von

BA,ausderaus(4e)hervorgehendenGleicliung ,

        B;n(=:'lltltg)i=nv,,.l'illZb;:i:i]asMS{(li,;,),27+?Z2,S,i,+-(t2,,-")'tL2}.. (46)

erinittehi.

    Analog ftir die anbisymmetrisch l)zw. s>rmmertisch in bezug auf 6 :== {} bzw.

n== O sehwingende Flache ergibt sieh aus (42) .

                                  '   , . zvS =b2tHt･g,

        tfieug == I:ii] (-1)lt2-'a"v.(s) eos n7r77 + :il] (-1)'{'ltJIg.tt･.(op) sin m7r6 ,

             n ･nz        - '(o?z-2,4,6...,nl=l'1,3･,s...), (47)
               aA==abi-', B.=-t6':L,'' (ie2--1).

                                                                  '                                                              '                                   '
    Es ist lejcht ersiehtlieh, dass die eine von den Flljehell ZiTta und TtS dureh

eine Drehung um 900 ui:n den Mittelpunl<t des Quadrats mit der anderen iden-

tiseh wird. Somit mitissen die Gr6ssen von L` fttr iiJS gleieh den entspreehenden

G-r6ssen von tLb fiir ?-ta sein. Die VSTerte von itb flir die beiden Sehsv'ngungs-

flachen k6nnen daher dureh die' Aufl6suiig der dureh KL,, (45) gebildeten I"re-

quenzgleichung ermittelt werden. Die wirkliehe Durchrechnung ftir die ersten
zxVei Eigenwerte liefert die in Tabell.e 6 zusammei?gestellten Ergebnisise. ･

                 tt                                                 '
       {i.",abelle Ci. I)i.e X･Verte von FL ulld'd,ie <'Ier xrerseh.i.edei'}en Be.i."reJ'te

    ,, ftirdjedritteSchwingungsartderquadratischen'

 ･ , ･ Plattemitv=O,3. ･
                                 ttt                      '

   YJ

6
:･ x

pt ti

wt･

;el '-
.g･ ee

pt se-

(:,i lt)

71, a･ot >･n

')!2va,HynL'

>!n ),2,n-vn2

2

4.

6

8

1,eooooo

O,034765
O,O06040'

O,OO1841

2,365982

4i194982

6,131710

8,099252

I
:
:

I

l,20213

9,60213

23,60213

43,20213

i

i

1,549880

3,795013

5,865334

7,899502

4,39787

12,79787

26,79787

46,39787

2

4

6

8

 i,o5ooeo

-O,O03879

 O,OO0530

 O,OO0358 i

3,O17449'

4,594e17

6,4113i8

8,212941

1
:
l

-2,30500. I 1,051190i

 6,09500

20,09500

39,69500

.i 3,3e0757

l, 5,558321

, 7,674307

7,90500

16,30500

30,30500

49,90500
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v･ m plm )･m >!2m-vm"- >,lm ),2on-x'm2

T li'l-11,369403 1,611791 -O,89787 O773221i' 2,29787
Nts E

igoo 3I -O,035521 3,255437 4,70213 2,720685 7,89.787
pge-ptdi

57] -O,O06377
-O,OO1917

or ,157313

7,113219

15,90213

32,70213

4,837575

l6,884921
19,09787

35,89787
' l

i

ptco
Nu.8v'tes

13 -O,219366
lo,041799

2,470830

3,755663

-4,40500

1,l9.500

ll2,0260soi

1,973575

･,5,80500

11,40500
$eehnai

57
[l･O,O03222

I.IO,OOI143
5,486803

7,35.1610

12,39500

29.,19500

l4,460380
l6,62s331

22,60500

39,40500

1. Wurzel [J-1 == 1,59787.

(I-1), ,c =: O,O.    (I-2),

2.' Wurzel

tc r- -1,O.

v.2 = 5,10500.

    ../
  /-

 (IL-3), ic =l TO,2.

                              tt           'ai-i),k=o,o.' lai-2),rc=-i,o. ''ai--3),rc=--o,3.

                                                     '           Abl]. 14. Schema･ti$che Darstellung 'der Knotenfiguren ftir die dritte

                  Schwinungsart der quadratischen Pla･tte mit v = O,3. ,

                          '            '
                                                          ttAbb. 14-(I--1) bzw. (II-1) zeigt die schelliatiseh gezeichneten Knotenlinjen fiir

(tie erste Wurzel /bbi = 1,59787 1)zw. die zweite IL2 == 5,10500, "rlihrend die ent-

spreehenden Sehiehtlinien der fo. .-Flaehe dure]] Abb. 15 dargeste]lt werden.

    Wie i;!Lan aus Abb. 15-(I-t) sieht, liegt jede der die Platt･enecken passie-

renden Knotenlinien sehr nahe dem zur Knotenlinie 77 -- O senkrecht stehenden

elltspi'eehenden Plactenrande, dessen Auslenkung T/J.' infblgedessen sehr klein

wird. So schwingt dje Platte hierbej, als ob sie a,uf den beiden Rdndern

cr-. =: ± -5- firej gesttitzt wird:. Djese 1"atsache ist deswegen ganz naturljeh, weil

dj.e Gr4sse Lei= 1,;59787 ftir cliesen Seh.wingunsfall sehr wenig-; von der ersten

                                                     '                                                                       '
                                                                      '
                                                      '                                   /tt                                              '                                         '                                                 '                  '                             '
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           (II･-1), v2 = 5,I05oo (tc == O,O).

   ALbb. 15. Schiehtlinien der n,at-Flitehe fUr die erste

         Familie der dritten Schwingungsart.

             '                 ･ orh/t=EU:t:iibbt

erftillt. Diese Verbindung ist deswegen m6g]ich, weil,

TeiJschwingung ibA und 2-vS, und foIglich auch die resultierende

   1) S, Iguchi, Dobo1{u-Gakl<ai-Si, 26 (1940) S. 431.
   2) S. Iguehi, Mem. Fae. Engng., Hokkaido Imp. (Jniv. 4 (1938) S. 322;Lord Rayleigh
of Sound," 1 S. 371, 19294
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l ".en tr

l '
'

W'

Wurzel pa==1,6i'47 ftir die

antisymmetriseh in bezug
auf die Mittellinie n==O
sehwingende quadratische
Platte mit zwei gegen-
i'n' bertiegenden frei gesditz-

ten Randern abweichti).
Aus d6r dureh Abb. 15-
(II-1) dargestellten Sehwin-

gungsfiache fi'r pt2 =5,10oOO,

deren Auslenkungen langs
der vier Rander der Platte

sehr l<lein sind, sieht man

auch, dass die Sehwingungs- '

gestalt fUr diesen Fali' sehr

cthnlich der der vierseitig

frei gesttitzten quadratischen

Platte fi}r pa -- 5 (Wert von

pa--m2+-
i:?-7z2 '･fUr a==b,

m -mo'1, n := 2) ist2).

   2) Die zweite Sehwin-
gungsfamilie. [Hierin hand-

elt es sich um die Seh"Tin-

gungsflljehe, die antisym-

metriseh in bezug auf eine

Djagonale des Quadrats ist.

Sie hat mindestens eine
Djagonale als IKnotenlinie,

oder} in anderen Worten
verschwindet die Auslen-
I<ung t-w' aller [Punl<t;e auf

dieser Diagonale. Diese For-

derung wird sowohl dureh
Summe als aueh durch Dif-

ferenz･ der beiden Flachen

Tta und 7vb, namlich durch

                 (48)

        '
  wie sehon erwahnt, jede

          Sehwingung Tw'

                ,"Wheory
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      (I-2), ILI=1,59787 (rc == -1,or. (II-2, tL2 == 5,I05oo (rc == -1,O).

             Abb: l6. Schiehtlinien der Flache 'w't = TtV-V('bt'fttr die zweite

                       Familie der dritten Sehwingungsart.

Die sehematjseh gezeiehnete Knoten6srur iYGr (lie erste Wurzel yi == 1,59787 bzw.

die zweite pa2= 5,10500 wird in Abb. M mit dem Zeiehen (I--2) bzw. (II-2)
gezeigt, wahren(l die entsprechenden Sehiehtlinien der FIHche ua-' = iir.'s- ttg dureh

Abb. 16 dargestellt werden. Die Fltiche 2-da+TvS unterseheidet sich von ?-tA-ttS

nurdurchbrehungum900umdasPlattenzentrum. ' '
   3) Die dritte Sehwingungsfamilie. Wegen der Gleiel]heit der Sehwingungs-
dauer von ttl, und tt,S kann man die beiden I]'lachen allgemein so verbinden,

                                            '              'to:A2th,E+-BEi･F'g o(ler't-`,'=:tt,.'+rcitTg.･ ' (49)

                                                 '
IEI[ierin kann tc ejne beliebige reelle Zahl sein, und'die voran betraehtete erste

bzw. zweite Familie (lieser Schwingungsart, ist niehts anderes als tt,' (49) mit,

dem Sonderwert･ re == O bzw. rc == ±l.'
    Die der ersten Wurzel pti=: 1,59878 mit rc=:-O,2 sowie der zweiten pa2 --- il0500

mit rc==-O,R-) entsprechende Knotenfigur fUr die dritte Schwingungsfamilie
(O<lrc1<1> wird in Abb. 14 iinit dem Zeichen (I-3) bzw. (II-3) dargestellt,
Wwie' Pdre9:9 die ent'SPireChendeii Schichtlinien der tht-'-Flstche dureh Abb, 17 gezeigt
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Abb. I7. Sehichtlinieb. der Flaehe

  ''tZl=::{t:･ai+MV"bi'ftir die d}itte A
                             ts"' a g " "  Familie der dritten iSehwingungs-

  art.' ･, .' Ltis              '                - .H                                        , aoA

                                         as

                              XXI. Kapite!.

                   DXE PLAtTE OHNE

                            A. Aligemeines.

' 11. Die allgemeinen Formeln. Da flir
Ablejtimg //S-:a?-fi in den vier Eekpunl<ten

mitCosinusreihen,d.h. '
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        w'==:,:.x;v(g)eosn7)"(-5-+v)4:;;z.(n)eoson7r(5+e). (so)

                  . (m,n==O,1,2...) .
                                                                    '    Wegen des Versehwindens der ersten sowie der dritten Ableitung von
cos mvr(S-+ e) f(ir die Sonderwerte g == ±112 geht aus den Randbedingungen 3)

        ･･ ..#3sx:"(±tl--)-a2n2(2-v)-tq-x;:(±-ll}-')==o '･

                                  tt                                      '
herv.or. MiL RUcksicht auf die erste I]'ormel in (6b) ergibt sich

                        t.        lt (AnRct. (Z'a2.-vfL2n2) Sirt -l}2ct. + A'. Ra.(A2..-vh2n2) Sin gAe.)

                   '                                                       '
          r- Ah'Rct.(RG2.-va2n2) (Eloi ZI-2ct. +Ah"A:.(R2ct.-va2n2) {Soi -Z; Ra. = O .

                                        '
           '
Die Stitmne bZw. die Differenz der !hierduvch dargestellten zwei Gleichungen
liefert

                                                                     '
       A,,2.,,(Rtr'2.-va2}L2)ein-:.i?a.,,+A;,na,,{A2..-pa2n2)eintLtrae.--{) '

            '                                                   '                t t.       A;I ,'{ct.(,RZ,-va2n2) CS oi -{i-Act. + xfiI:',R:,.(a2a,,inva2n2) {S oi -Zi- ,Ra. := O ･

                                      '                                                          '
Damit und mit aen neu eingefa}}rten Beiwerten (e. und (e;, erhalt man

           fl..,,..!enCa.2g.,.i.=..-?-a-2-nl)., A,:,F,th.a.(aa/m,.i,:]L..y.mailu2).,

              ･ Rctneilr･:iRct,, Ra.(i5in-Zl'2a.

                                                     '
                                    '           A,x=.Cl.{.!.(R.-2cttLr..e.q.?.i-}2")., As,txh--a;,(Ra2.-va2n2).

            ' Rct.gDi-Zl-I2ct,, ,Ra.Eoi-72r--Ra..

                        '
DieFunkLion.I,(8)schreibt$ic)]jetzt,xviefblgt: '
                                              '       '                              '
       -X;z(6)--a.zect.(e)+a;,vct.(6), (w,==O,1,2...) )

       'iLctn(6) =:(22ct.-va2n2) (SDfvr2ctn6--(Ra2.m..2n2)hL=.E.Oi7rRaneTL., ,

                        2ct.ein-iiact,, Ra..<eiin-:l-Ra. > (sl)

    sdw'Q)ctn(6)=:93n-va2f?･2)-///rSicr",tt"/"S..;-nv(R32n-va2"2) Aie.k",?tli'5.;/'' ,･

                                                                '
               '
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Analog aus den Randbedingungen 4) erhliIt man

       IYhi(op)::=b.zefi.(")+bin?fi.(ep), (m==O,1,2....) ,.                                                             )

                                          '       zep.(77)==(R2p.-ysg2o7z2) (EIPiorrRfim'7 (xfi2.mu.B2m2) (Soi7rAA'mn , -･, '

      .. ' /V- z,.g5in-i;-,fi,ff,. R(smein-;ILAfim > (s2)

               '         '       v,,.(zl) =(A?,.-.B2m2) Siger`RBm'7 -(R32.m.B2m2) SincrrR'3,.,7 .

                          Rp,.goi-:;-Rfi. Ra.{SIoi-i}'-R's.

                                   '                                                          '
Die in (51) und (52) noeh verftigbaren unbekannten Beiwerte a., cea, b., bin

mUssen miteinander so verkntipft werden, dass 2v' (50) mit (51) und (52) den

ilbrigenRandbedingungenl)und2)genUgt. . .'
･ Mit RUcksieht auf die Beziehung ' '
                              '
       eos mde (S + 6) -la cos M2ew?ri cgs ooz7r6-sin 7r2i7r sip wh7r6 ,

                           m                     ==(-1)+2-cosimtn-g ' /fttr 'xn =O,2,4...,
                                     '                                            '                           m-1 ,･                   ･==(-1)2si]iwL7r6 ftir 'n'b==･1,3,5...

merken wir vo}'laufig an, dass die Zeiger on in (50) bis (52) die geraden bzw.
ungeraden Zahlen nehmen, je naehdem die Sehwingimgsthehe der Platte sym-

rneprisch bzw. antisymrnetriseh in bezug auf die Mittellinie 6==･O ist. Analog

durchlaufen die Zeiger n die geraden bzw. ungeraden Zahlen, wenn die Schwin-

gungsflelche der PIatte sieh symmetrisch bzw. antisymmetriseh in bezug auf die

Mittellinie n==O g,estaltet. Zur Betrachtung der Symmetrie- sowie der Antisym-

metrieeigensehaft der Seh"rlngungsflache ist natUrlich noch zu berUeksichtigen,

dass die bejden Funktionen X;,(8) und X.(op) aus Summen von gerad,en und

ungeradenFunktionenbestehen.. ･ .
                      B. Die eifste Schwingungsart:

                                                  /    12. Die allgemeinen Formein fur die rechteckige Platte. Da die Sehwip-
gungsfigche hierfUr symmetriseh in bezug auf die beiden Mjttellinien 6 == O und

" = O des Rechtecks ist, so ergibt sich $ofbrt aus (50)

                                       ' '
       2vi'.t:Il;(-1)LZ-a.zL,.(6)6osnvrep+]illl(--1)pmM2"Vbhz`fi.(op)cos'm7rg (53)

         , (m,n==O,2,4...) .

       zv':= aozecto(g)+bozL6o(op) )
                    ･n ･m            +]:li](op1)rZJ-anzectn(#)cosnvrn+iiJ,(-b7b.zLfi.(op)coso7z7r6 ･

                                            '       '                          ("z,n=2,4,6...) '

'
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                  'Mi` 2e.,(si-L-lj./?3zel.(g)==:lviJan(g?.it/lirf/li':'Lgetti'1/,-'lif)･ l, `5`' '

                      tt        '                              Tt h      ze,,(n)--,in,,buB.fop?=-.v'7iJ'(8?,i7t'-/.pa,21'-l:.#-T.,'i,"fl')･,.'' ,

                                               '                        '                          '          '
   Um weiter die Gleicliung fitr die unbekannten Beiwerte a. und b. zu er-
ll)]itetienl?' geotZleanuteWtir ZUnaehSt den AuSdruck flir 2v' (53) in die Randbedingungen

                          ttt                                                 t.
   go #22 2ea'o( ± ;IJ) + ;F{-1)':;' an( #: ie2'.( ± -E--)-va2n2Lectn( ± -ll-)j eos n7r-f7

      +bo ',',",2 'ua'o (?7) - pu. b.(o7i2zeB.(77)- ",",,2 'ie'B'.,(77)] :=: O. (a)

                                                      '                                          '            'Dai'inwircl' ･}" .
            '                        '                '                                      '                                                 '
       ;t#tea',(±Sl)=e(abkiii'zungsiveise), ' .'

              '       ･ ･ -=pai/pa(Etg-llLi/-i[I'+ctg-ZiLi'L][i), .(b)

                                                  '              '
                                                '                       tt           tt         g
       #22 t"ct'.(±-lllt)-va27b2zea.(±S') =-IIIIr. <abl<Urzmigsweise),.

                                   '
               .::(A2anlitiig2'Z2)2Etg.n72'LR,,,-(Ae2niiep:":2"i'2)2(EJtg-;-l2a., (e)

                                         '
      .S-eG'o(7) --ya2th･/zz7<g:,k･t/lli!tt,"+zo,:t/z'i'il,illrmrig)･

        tt              '
   'm2zt,p.(,7)-",a,,2zea;.(v) :U6.(,7) (abi<tirzuiigs7vsreise),

                                      '           '                             '         '
 . , ,de- (AZm Irvx!ptm:),.(on2-va2RZm) ili?.itt7#, 3Am,.op m(A3tti'i'-vB2nz2R)6.(,w?･2-va2Ra2m) ill?,it/:liR'pA",:.op .

                               '                                          tt                           '                        .t                                         '                            '

                                                       t.                                                  .                                      L                                       '
          '                   '                              '               . ..1          '

'
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Eoi w-i/P'n

sin -:U:- l/i`tL,

   2
       tcos 7r VM' n

lm-

 4-TLi.'-foZ(i-}-m' + ¥,

4v'IIT,

 vr

(2}1- -=
   n

Lk7/t/f2e,- cosob7rn), )

(-1)Z

sin -7T."L 1/ pai

  2
(SiOi vrAfs. 77

n2mtbt

COS O17T'O) ,

= l4.s7)!-!hi.ln7

   7r t2R?im +=  n
Ob. .. .. ....... .. .

Sin -:i'A[sm

(L---"1)?'

1
 S ,7 S
2
1
2'

7'l･2 + R2pm

eos n7rnl ,

.(72' = 2, 4? 6 e･-)

(55)

erhglt llia!i naeh einigen Zwjsehenrechnungei}

        ",a,.,2 t{!p'o(n) == -8":il2pa' ('l}---i:ii,](-1)r/'i' n,psrm'tll':7T, cos 'rb7r"o] ,

   Ufsnt('7) ::'=' t-,pu.'( 2(BY8,m2,Clnvl'2-pa-J,) + :!ll,)(-1)S ((1,,i+")/{O,,ii2i'(Z72i,k+":i,tS,')2 cgs nvr7]l

(d)

(e)

Da,s Einsetzen voii (b), (e), (cl) und (e)

   aoc+ 4v#2Tki (bo- :l. br /s)4o.r!t pa/2)

in (a,) liefert,

      ..n.-.
+ ::E] (-.1.)2

 n

!anHli

(

n 8;It'[bo va2pat2
n4-xLt2

+ :Xl br tu'

  r

(1 '- v)27"2n2 + va2pat2

(n2+R?,.)(n2+af,2.)
])jeos nT',7 == O.

Da･ diese Gleichung fhr jeden Wert von " erfUllt sein soll, so muss die Summe

der konstanten Glieder vtnd der mit cos･n7r7? behaftete Ausdruek teilwejse ver-

schwinden. Also erhalt ma･n

   4va2pat
(bO +

     7rC

    8pa/
an M V7r Hltn

      '(bO ww' ilE.i] br

   va2pat2

IL12

!b

t

K{l4o'4-ib

+ ]:X] br

  r

t2) "imlh"'- O,

 (1-p)2oa2n2+pa2pa12)

'mit

j == oe---n4 - pa'2 (n2+Zg.)(tn,2+R

(n, r -hm 2, 4, 6 ...)

-H}.,-= (a2ctn :f.a2?Z2)2 stg .ltSft..--

 e ='･//.M, Ulxn -' paV"-pa'((Sltg r;l-

(R'ct2.-va2n2)2

k2r)

V7ff

Ae.

+ ctg -!}-v pa

Etg -li-Aa. ,

     '
 1--) .

J

(56)

s
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 Analog ergibt sich aus den Randbedingungen 2)

                                      '                           '               '
         be + 4#e,2pa (a･e- lil] as a4s4A-2 pa2) an- O'

         bm ny ,,.Ilie. (ao,,¥,,B-2-"'k + :i] as 21 ilii)i./1'?)2Xi,:B,2gZ2)j -- o

                '                        ' (m,s--2,4,(]}...)

mit
                           '        fil,. i!si tt2･tLn! il.,".E2'U!/Slli Gtg -72r--R,,. -(af`2?"-a///,2nj)-2 {ls tg -;;-Ra.･ ,

          '                         '             '         c' -- lme, -Elk. Ei!e p'VI' (as tg -li-i/7I7' + etg {i-',/paT'),,

 Aus der ersten Gleiehung in (56) und der ersteii in (57) erhalt man

                                                /.                 - ･t･                                 '                    '                                                '
         '            in 4vpat cia2)]br B4o.rZt pai2m--4-t;tCe-ii.ias a,s4:'12pa2 ' )

                   .. . tttt. ..                                                t..ttLLt

Platte.

(57)

353

         ae T , /16v2papa1 '･
                             cc -                                   7r2
         bo =- 4rry.Hxna･e .fiE.i.ill.iiiE,...f'i .eet 41il#.. ,Tl/..' `ili`bl' ?....b..rJ..,.,.e,?:f'.tL..f. I.l..,,.,.f.e... (58)

               T ecl ny 16V2fopa1
                                   7r2' ''J

 . Durch geeignete weitere Rechllungen 1<anll man aus (56) bis (58) die Fre-

quenzgleiehung far (liesen Sehwingungsfa11 ableiten. Da aber die djesbezUg-
lichen allgemeinen Reehllungen ftir die Rechteekplatte (a=I=b) ziemlieh mtthsam

sind, so "rerden sie bei der Untersuchung det quadratischen Platte in den

l<ommenden Zi'ff. angegeben. '
    13. Die Formeln und die numerischen Rechenergebnisse fur die qua"
dratische Platte. Da fttr die quadratische I'latte m ==･?'b==2, 4, 6･･･, a--Kg==1,
pa' -- pa ist, so kann man wie frliher in. allen Formeln hierfttv einfaehheitshalbbr

R. f(ir Rct. un.d Rfi., aA fUr Ra. und Ra., 2to fiir z(,cto u]id nso, ?tn f(ir 'ttct. und ?i･p.

   1) Die erste Schwingungsfamilie. Dadie Schwingungsfiachesichbeidiesem
Falle symmetrisch in bezug nicht nur auf die beiden Mittellinien, sondern auch
auf die beiden Diagolanen des Quadrats"gestaltet, so ergibt sich

                     ao==bo, an==bn,

Damit geht sofort aus (56)
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        ae ="iv2Vffc7:i] as s4{l12p2) . . l

        'anH,,81fo7h(aon,"-pa2pa,+pu'as(1(Mn,"+)2iS,2-+i,"21=O, ' ,>(sg)

                      - '(n,s==2,4,6...) ･
        [ki;, ,-,,, (n2i,,n+2+foP')2 Gtg g v/n2+,ci - (n2if,st-i;.}-1 )2. 'Gtg .;;i/n2-pj

                          ihervor. Dureh EinfUhru]ig des dureh die prste Gleiehung (59) dargestellten
 Ausdruck fttr ao in die zweite erhalt man

        a.+XK;tsas--O, (n,s=:2,4,6...)
             s,
Mlt
 Ks==-,,ttum((2.+sce:.)l7"v2,paip,)<s,.pa,)+(1(7,2"i222)S22-+p"2fo2i (60)

 Hierin ist der Ausdruek fUr ederselbe wie der in (56). '
    Die Eljmination der unbekannten Beiwerte a. ( :a2? a4, a6, ･･`) aus dem aus

 (60) herxrorgehenden System von unendiich vielen homogen linearen Gleichungen
                                                               'fttra.liefertdieFrequenzgleiehung,, ' '
               tt                                        '   '                                                                 '                1+Kl,, K,, ,Kl,, Kl,,...i'
                  KU2 1+Kh4 -K46 ,KZs...
           id== K6, Xk,1+K66 Rk,...=:O. (61)
                  .KIi2 &4 llig61+Kks...

                 -e- .-ee. d-- t-- -to
 Die aus "4 == O ermittelten Werte der ersten fUnf VgTurzeln pa ftir die quadratische

Platte mit v= O,3 sind in Tabel]e 7 zusammengestellt.

       Tabelle 7. Die Werte von mp und die der verschiedenen Beiwerte

    , fUrdieersteFai[r:kiliedererstenSchwingungsartder
                    ,quadratischen Platte mit v == O,3.
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8
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)'?t'
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4,296405

6,201540
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),2n-vn2

5,25909
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>'t
op

1,241334

3,679898

5,791450

7,844800

)!2n-vn2

,O,34091

8,74091

22,74091

42,34091

 Abb. 18.
Knotenlinien.
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                  '                                               '                                       '                                                  /     '              'IZstI X'vf i ' esC
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          (IV),p,:=17,07149. ･ (V),ps:::;30,38952.
             Abb. I9. Schicht.linien der twt-Flaehe far die erste Fa･ini)ie

                       der ersten Schwingungsart.

      '  '
We]ter sehreibt sieh die Sehwingungsflache aus (54), wie folgt '

          wl -- a2tt/)

                              '          ttei =: ao('u･o(5)+ore(op)l

              + :li,] (-1>gan{?en(e) cos n7rep + te.(op) cos n7r#} ,

                             (n=:2,4,6...). '

                ao==-[i;'-, a.--aaag,) (a2-la1).

                             '
Hierin I<6nnen die Beiwerte a. durch die Aufl6sung der aus

     " a.+:]K;,.a.=O, (a2==1) (tn=2,4,6,8)

                  //ldieeiVl3illgerethevnodnen.o lj:garen Gleiehungen fUir a4, a6, as ermittelt iETerden,

                                          '                                                  '                                pa2                ao--' :2i]as ･   i ･ 2v+7rCs s4-i.pt2
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ausgereehnet wird, Die den ersten ffinf Wurzeln angeh6renden Knotenlinien
iHw' == O werden sehematiseh in Abb. 18 dargesteJlt. Dje jn Abb] 19 gezeigten

1[i'iguren sind die entspreehenden Sehiehtlinien der t-be'-Flache. '
    2) Die zweite Sehwingungsfamilie, Hierin wollen wir uns mit der zweiten
Familie der ersten Sehwingungsart beschtiftigen, in der die'Platte symmetrisch

in bezug auf die beiden Mittellinien, antisymmetriseh dagegen in bezug auf die

beiden Diagonalen schwingt. Die Sc}iwingungsfiljehe hat hierbei iiznmer mind-
                                   'estens zwei Diagonalen als Knotenlinien uncl wird xsTegen･b.(==b.)==-a.
                                                                   '

    t-w'=:q.(zeo(.lt)--'it･o(op)}+]IIF(-l)-"2"a.{i(･.(.e)eosn7rv----2t･.(op)cosncrr(} (6:'3)

                                     (n -- 2, 4,6...) '

ausgedrlicl<t. Die entspreehende Frequenzgleiehung ist djeselbe wie (61) mit

Uiinkehrung des Vorzeichens von IZiL,, (60). Die Wurzeln, die aus der L6suns,
der dureh diese 2Snderung hergestellten Frequenzgleiehung gefu]iden werdenf

sind nadirlich verschieden von den ftir die 'letztei} Sehwingungsfamilje. Die
IReehenergebnisse fUr,die ersten ftinf Wurzeln sind in Tabelle 8 zusammen-
gestellt, wghrend die entsprecheRden Knotenfiguren durch Abb. 20 und die
Sehichtlinien der ttu'-FIEehe dureh Abb. 21 gezeigt werden.

                                                         Nal

Tabelle 8. Die Werte von pa und die der versehiedqnen Beiwerte

     fUr die zweite FamiJje der ersten Schwingungsart der
               quadratischen Platte mit v =: O,3.
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  Abb. 20.
Knotenlinien,

(I)
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(II)
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  Abb. 20.
Knotenlinien.
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Die Eigensehwingungen und Klangfiguren der' vierseitig freien rechteckigen Platte

                       )-

                       Alllll

                 "''JZ, +esF ･-.ssF

                        -･des

             - sifa
                 tt              tt                 A･a                                 '
            ` Scbuiitt. A-･Bu.･H-F
              ' -te

                -l･A

                re

                        (V>,IXfi=:29,75gg6. "'

           '           .･Xbb. 21. ScbichtJinien aer 7t:/-IFIache fifr dje'zweite .Fami]ie

                     dererstenSchwingungsa,rt. '
                                         '
   14. Die Nh'herungsformeXn ftir die quadratisehe Platte.
(62) bzw. (63) alle GIigder der unendliehen Reihen vernaehlassigt,

   w' ==l ao(t{e(g)+ uo1' b)} ,

     i "o "i '( ".S O, l,'tl,i/･,-g-il' -7" ::. ,i ?anl 77･ ii-g " E.O, l,t/l. li.l ilJ'LIIi'I2:-'e,'2S'i,"'ll','i.il'fL!l-i2'

   wt -hi ao(?to(g)-leo(op)) ,

         '
     de qov" pa (-g.'4-I,7rl/,f,[ -- ::. ,i tb,'1',-'--,g-//l. 'krtil.//.;'-+ g;ljt/}'V,tt7--

                                  -). i･di.
Dies'e sjnd die Rayleighschen NHherungsformeln i>,

(64b) geh5rt zu der ersten bzw. zwejken Familie der ersten

      '                          ' '' 1) Iuord Rayleigh, "Theory of Sound," 1, S. 372, 1929.

,/

Be
A

- -
u W: F-

. 361

XVeml mall ill'

so erhlj,lt man

)･ (64a)

              '           ). (CS4b)

               t/t
uncl die Glejchung(64a) bz"r.

      Sel]wipgungsart der

.t.t.



362 ･' S･Iguchi.
                           '                     '
quadratisehen Platte. Die beiden Gleichullgen genUgen von vornherein den

   '
               (e8.W,'),L.i::o unq (a8ik'),...s:==o-

                                 '                    '                                   '                                          '           'Die Werte von pa werden dureh die aus den anderen Randbedingungen

                                '               (ae2..W,,')t=.skO oder' (aa2:2",'),=.e=:o

                                                                    .                                   '                                                '
hervorgehendenGIeichung,ngmlichdureh ' '

           t t tt                                                            '                               '                     '
    agtggi/J7IL+ctg-72i"--i/7I"==O oder Mg-liL'vii[I-+tg:2Z{-i/'7I',==O..(65>

             '                                           ./                                               ttt         tt                                           '                           '                                                     '                                                             'bestimmt. Dies ist niehts anderes als die Frequenzgleichung fUr die symmet-
rischen Schwingungen des geraden Stabes mit freien Enden. Es ist bemerkens-
wert, dass die GIeichung (65) auch aus 1,il.ip, rz, =:c ::'; O hervorgeht.

   Die Aufl6sung von (65) naeh ik liefert

          '                  t/t/t/t//t
       1. Wurzel ' 2. Wurzel 5. Wurzel 4. Wurzel
          -                     '                           '       pa==2,26689,'12,25007, 30,25000, 56,25000.･
                                                           '                                                   '     'Diese Werte von IL ge!ten sowohl fttr die e}ste als aueh ftir die zwejte Familie,

weil eine und dieselbe Frequenzgleiehung (65) aus (64a) wie auch aus (64b) her-

vorgeht. Theoretiseh ist das aber njeht der Fall.

   Man erkennt, dass die oben angeschriebene erste, zweiP.e bzw. dritte Wurzel

der in Tabelle 7 oder 8 stehenden ersten, dritten bzw. fitnften Wurzel mit nur
wenigem Fehler entspricht. Ferner sieht man, dass die'  den aus den theore-
tisehen IB'ormeln hervorgehenden zweiten, vierten u.s.w. Wurzeln entsprechenden

Wurzeln nicht aus der Ntiherungsformel (65) folgen. .:
                                                     '                          '                                                    '                                                            '                  /t                                                        '
                     C. Die zweite Schwingtmgsart.

    Ig. Die allgemeinen FormeZn flir die rechteckige Platte. Nunmehr denken
wir uns den Fall, in dem die Schwingungsfitiehe der Platte antisymmetrisch in

bezug auf die beiden Mittellinien' 6-h-O und n =O des Reehteeks ist. Die Sch-
wingullgsfl5che hat hierbei thindestens zwei Mittellinien als ihre Knotenlinien

und wird durch

                                           '                                   '                                  '                                       .t                                                  '                             '                  n-1 m-l       tv'==.i:ii,](-1)2ophvct.(e)sinn7rn+Ill,?(-1)2bhv,s.(op)sin77zvrg (66)

                                                        '                 '           ' (m, n, == 1, 3, 5...)'
                                                      '
                                             '                                        tt

y'

)
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     .. ,                                                              '
            '
ausgedrUckti. Die darin enthaltenden Beiwerte a" undb. werden wegen der
                                                             'Randbedingungen 1) mjteinander so verkntipft, dass

              '        ttt                                     '                   tt   ' :lll(-i)"iiaa(#:va'.<±-l;)-va2n2vct.(±-ll-)]sinn7rep

                        'll.ll],b;n(Oi22`Vi,7n(op)nt".a,.,2v(s'm(op)l=O･ ' (a>

Mit RUcksicht auf die Beziehung

           '                                                                '   #i v:;,(±-Ii-)-vd2n2v..( ±-ll}-) -ag (R2""i,".a2"I2J2-- sg -liLA..- (R'ct2"ia'if2"2)2 c.stvg -il R',.

                                                              '                                                             'und vermbge der Formel ･
                   '          gtolicrrr,Ri℃."==[i!illl,liMtt{.,(/i'Il21TI)sitl-LiSiii,r7mr-";,.,,, (67)

                   t/ergibtsichaus(a) i ･,
                               '           '                           4          ";'z - T8#.'. }I;. bf"'(i,I2+"):ii',?j'Zi.Mtian2foa?.i2 m-, o

      , ' (7",n== 1, 3,5...)
               'Inlt '
          '          G.. .`iisi (R2ct"riii:'!I12'Z2)2 fisg -i}-x,.- (A'"2" illll.IO&'lje2-/2 Ez$g -Ii-Ra,, ･'.

            '      '                                             'Analog erhlj]t man aus den Randbedingungen 2)

                                 '                '  ' 'bh'w.lilpaii,,.:Ii]dg:;i:)ill.liS:n$,2:BA2:pa,.?pmmo'0

                                         '
                   , (m,s=1,3,,5..'.)
  .

          G,.,E (R?`m ii,Y.B2"'Z2)2 E:sg-i}-h,.,----(-,a(Sn iif,",.',g2M2)2 si$g-i;Ra.

Die EIimination von b; aus (68) liefert

   '       aA+=KL,,ag=:O, (rb,s==1,3,5...)
            s                         '                       '
                                 '       K;zs H- an 6,,`2"G",1 ¥ "G',-.(:',:?iF2:.", f."Sl',ik`)`(l.i+"'AZ.:'i/i,t･iEts)2'

.

.

J

J

<68)

(69)

 l

(70)
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Insbesondre ftui die quadratisehe Platte lgsst siqh sehr'eiben

mit

KLts ==-'
76r24#.2 ¥. {(1-v)2r2n2 + ppa2} {(1 -v)27"2s2+v]tL2},

Gn =ti- "U
(n2-vn2+pa)2

G.{(n2+7,2)2-pa2}{(7･2+s2)2-p2}

                  s

1/n2+p

    /,

- Zg -g- i/ n2      (n+pa--
2-vn2-Ib)2
l/,rb2-ii)

sg -g- T/'5 2
tu pa .

(71)

Der Ausdruel< ftir G. istJ CIerselbe wie der SXIr G. mit o- an Stelle von n.
                     '                                                     '                                                                '                         '                                    ･ /11111, ,･ .                                          '    16. Die Formean undi die numerischen Rechenergebnisse ftir die quapt
                         'dratischePlatte. '
    1) Die erste Schwingungsfamilie. Bei diesem SchwingungsfaIle ist die
Schwingungsfiache antisymmetriseh bzw. symmetrise}i in bezug auf die beiden
Mittellinien bzw. Djagonalen des Quadrats und wird gemljss bS, (-- bts,)== a"

           wi == a{tbt/) .,
                      n-1           'tt'':]:,xt.(--1)'M{}uatc41(?･'?r.(e)Sinn7rop+'vn('7)sin7z7r6), .. (72)1

                (4,==;t{'S{t"It-, (a{=:1), (.'n･-th1,b',5...) '

                      al

ausgec{ ri'ickt. I)a. ferl}.er

a == B -ny l, tkl =; At, ) b;. -- ag

ist, so erhljlt lnEUI aus (68)

a"-e-;-8'-S,1 ::, ],, "g (1 - v)2n2s2 + pAL2

(o?,2+s2)2-pt2- =: o.

Somit verejnfaeht, sieh der Au.sdruek filr Kts, wie folgt:

.Ik its =rv
- 8pa ,{1-v>2･n2 s2 + vpa2

vrG,, (･rt,2 +s2)2tupa2
.

(n, s == 1, 3, 5.") (73>

   In analoger Weise wie in den firttheren Fljllen erhlj,lt man die in Tabelle 9

zusammengeSteliten Reehenergebnisse und die durch Abb. 22 dargestellten IKno-
tenfiguren. Abb. 23 zeigt die entspreehenaen Sehiehtlinien der tt,'-Flgche.

/t

'
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'

Die Eigenschwingungen und Klangfiguren der vierseitig freien reehteckigen Platte.
                               '
                 '
   '                              '                                               '
Tabelle 9. Die Werte von pa und die der versehiedenen Beiwerte
      fUr die erste Familie der zweiten Sehwingungsart der

        ' quadratisehenPlattemitv-hO,3.

X/2n-vn2
  Abb. 22.
Knotenlinien.
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    Die jn Tabelle 9 angeschriebene erste Wurzel pm =1,36508 ist der aller-
,niedrigste Eigenwert far alle Sehwingungsarten der vierseitig freiell quad.ra-
tischen IPfatte ohne IEckstUtze, also geh6rt sie dem Grundton an, in welchem

df6 Platte mit den beiden Mitteljinien 6==O und n--O als ihre Knotenlinien
sehwingt, w,i'e Abb, 22-(I) oder 23-(I) zeigt.

    2) Die zweite Sehwingungsfamilie. Wir wollen uns jetzt mit der zweiten
,sc･ghMil.e,,g9r.,Z.'K,'2i::,Ssw, 1iig.".",gS,:"%,b8.Sgh/r.ft,iga:･g i,a,,ggx dMe,Xsmxl･eg,uwwgi;.e

aueb auf die beiden Djagonalen des Quadrats gestaltet. Die Schwingungsfiaehe hat

hierbei mindestens vier Knotenlinien g =- O, op sc O, 6 == op, 6 == -n, und der Aus-

druek fUr t-w' wird nur durch Umk,ehrung des Vorzeiehens von v.(op) in (72)
ermittelt. Also lautet

                       n-1 .           'i7tii::][il(-1)2a;,(?,.(g)sinn7r'7?-v.(,7)sinncrr8}. . (74)

                                (7b -- 1, 3, C) ...)

                                j
Analog ist der Ausdruck fUr K., (lerselbe wie der in (73) mit eiitgegengese-

tztem Vorzeiehen.
    Der allgemeine Ausdruek von K;,, (71) ist verschieden von dem von IL,,
(73) fUr <lj.e erste Familie sowie des -.iL,.(73) fttr aie zweite Familie, Aber
man kann ohne grosse Schwierigkeit beweisen, dass die dureh K;,. (71) gebildete

IB'requenzgleichung gleiehzeitig (lie XVurzeln f6r dlie beiden g"aiinilie deswegen

liefert, weii diese FrequenzgleichuRg mit der aus derri IProdukt der einzelnen
Frequenzgleiehung f"r jede Famiiie hervorgehenden Gleiehung identisch ist.

    iDie numerischen Rechenergebnisse fCir die ei`sten vier' XVurzeln sind in

Tabelle 10 zusarnmengestellt, wahrend die entspreehenden Knotenfiguren dureh
                                                      '                               'Abb. 24 gezeigt werden. Abb, 2oV. stellt die Sehiehtlinien der zu jeder XVurzel

geh6renden2-t'-Fltichedar. ` '
                                   '

'

Tabelle 10. Die Werte von IL und die (ler verschie(lenen Beiwerte

     ftir dle zweite Familie der zweiten Schwingungsart der

              quadratisehen Platte mit v = e,3.

p n ocn >Ln ),2n-vn2 ),t7I )!2n-vn2
-

1

ptco". esq 3
sij ce
s e"
$g
  t,i" 5
pt･

1,OOOOOe 2,835846

-O,l28266 4,O05250

-O,O05566 5,660567

7 -O,OQIOIO 7,486121

7,74202

13,34202

24,54202

41,34202

2,4ssosli i -6,342o2

1,399278

4,237686
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              '                                                          '                       D. Die dritte Sehwingungsart. ,

     17. Die ailgemeinen Formein ftir die rechteckige Platte. Wir wollen
 hierbei die dritten Sehwingungsayt betrachten, ill welcher die Auslenl<ung einer

 beliebig dureh den Mittelpunkt des Reehtecl<s gezogenen geraden Linie anti-
 symmetriseh in bezug auf diesen Punl<t ist. Der einfaehste Farl mit dieser
 Eigensehaft ist der, in dem die SChwingungsmaehe symmetrisch in bezug auf
 die eine von den beiden Mittellinien, antisymmebri'seh dagegen in bezug auf
 die andere ist. Wenn es sich erstens um die Sehwingungsfitiehe wa handelt,

 die symmetriseh bzw. antisymmetriseh in bezug auf die Mittellinie g=O bzw.
 77 -- O ist, po hat sie mindestens eine Knotenlinie o == O und wird dureh

     2va == s(-o "2-ia.z`..(s)sin n7rn+b6vo(n)+=(-1):l!bav3.(op)eos 77z7rcr )

                    '' (m:2,4,6...,n:1,3,5...)

     v,(")==tt-,v{}-(op)=='i/M'(S,i,iV,r,,Stti""Zi3",7sr.Vv"ii') . J

                        '                                                  ' ausgedrUckt.' .
    In sthnlicher Weise wie in den frtiheren Fallen ergibt sich aus den Rand-

     '                                                     '      '"n-,.lltit'.(b6.",amp2i',2,+:;.]bl((1.i)IE.2)ni.I:aR2,,(,.')2)=O･ .(76)

                                                    '             '                                      '                           (o'=:2,4,6..., n--1,3,5...) .
                       '
 HIierin ist der Ausdrucl< ftir HU. derselbe wie der in (56), Analog erhh'lt man

 aus den Randbedingungen 2) .
                      '
            bin-,..tz.¥"s[I,-･:':-,t,)2X,X-B:i/t15=O･.. )

                                      '                        (M == 2, 4,6･e., 8"= 1, 3, 5･･g)

            b6-=:4,,"tee-::li]a,,,l!':,, ･ ･' (77)

                                  '                            '                                                     '
                                   .t                                                    '            t'.==X,},e9!p.,!='pa'v'iiT'(`.vX'g-Z}-i/p-fi-tgVii7'). )

            tt         t tt    Setzt man den Ausdruek far b6 in (77) und den aus' der ersten Gleichung

in (77) heyvorgehenden Ausdruelk ftir b4( =: b:.) in (76) ein, so erhalt rnan

mit' an+:i]Kitsas:o,,,(n,s.tl,3,st..) }

s
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           KLts = nd

                 +=
                   7-

 Daraus l<ann man leicht

    Wennessich '
 antisymmetriseh bzw.
 des Rechteeksi ist, so

                     n    ･zvS == a6vo(c") + :S (-1)

               7b
      '

mit

                 '
    vo(g) == l/P,e vct.(5) == ii

IDaftir gilt die Gleiehung

                e'
mit

           KLnr =: '-
                   '                 tt

                    s
             '                  t/              '
           t = lim Gct7z
               .n"O

 ' 18. Die FogerritelA

 sche Platte. ･

 ge 1) Die erste
 dem die Platte
 cr == O bzw. op == O des

 (75)

    wa=a,.bea, ･
               on,-l
    tb!a･pm1 =(--I)2

          7V
                '

              an
         ave == hai' '

    Analog fttr die a
 linie .:=O bzw. op ==O

                    e

            S, Iguchi.

iri#i2:f/[:'b:i ( 2t,(n4-vpa2,I',b{`(s4-ge,2)

  {(1-p)2T2n2+va2tki2}{(1-v)2o42s2-t-vi(92/,t2}

           G`}r(7Z2+2?tr)(7Z2+AC･s2.)(O:2+a2ct,)(o'2+i',2,)

           die Frequenzgleichung ableiten.

     zweitens um den Fall handelt, in dem die
        symmetrisch in bezug auf die Mittellinie
        erh51t maii ohne weiteres

         L27a,"iv.,,(6) eos n7rn + E] (-1)2-n2-ib.iep.(ep) sin onz7r6

               ' 7tb
           ' (77)･=1,,3,5..., n=:2,4,6..

                                   '
          /fo'( gtis? g,,Il,ipa-.-g +-"'6'-}'ir.i". .IJIftfS-)･

                           ,,2.          fiir b., wie folgt: "
                                ttt                'bm+:SKI,zr.br:'=O, (vez,o'=:1,3,5...)

        64pagL!."..ZpaT..1 nv
        7r2rz,.(2t(o?z4-pt2)(oi4--pa2) .
                                        '
          {(1-y)2??z2s2±yB2pt2}{(1-v)27"2,s2:t:..va2foi2}

        Gct.('i]'v2+22a.)(M2+Re2.)(S2+A?,.)(S2-ILRA2.)

      =-= paV'iiJ(ccA.g -i}-yili'- tg -l;V7in).

     und die numerisehen Reehenergebnisse

                                      '
  Sehwingungsart. 'Wir wollen jetzt den

symmetrisch bzw. antisymmetm'seh in'bezug
     Quadrats schwingt. Die ]]'lgehe hierfUr

                      '                           '

   an2e,,(6) sin nT 7] + te6 vo(n) + = (- 1) IIILiie;.v.va) cos m7rg

                        m
            (m == 2, 4,6..., n=1, 3,5..

       (al-= 1), ･･ B6 == £{, B;n :=: {: ･.

     ntis.yi:ni:netrisch bzw. symiinetrisch in bezug

      sch"Tingende Flache ergibt sich aus (79)

       '
           '       '
                                   '
                              '               '         '                        '
            t.                                      '        '

   i
   >' (78)
          '
)' J

           '
 Schw.ing'ungsfitiche

  e == O bzw. op == o

. ･
         > (79)

        J

   )

   I
           (80)
j･

  fiir die quadratipt

Fall betraehten, in

 auf die Mittellinie

 lautet sofort naeh

        l

.), ' I(81)

        ]

    auf die Mittel-
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                            '                                                               '

   zpmvS==a6vo(g)+lli](-1i''t'L'aav.(g")eosn7"n+lji,I(-])M2'iB.?.c･.(v)sino7?,7re, l

    . (m"=1,3,5ee･,n==2,4,6.e.) i(62)
        .6mu--,a,/i, ar.:.･-fil'?4t･--, ie.-:-t6,, (igi=-i)･ l .

                                                                '                   '
   "VgTie in Ziff. 10 ftir die quadratische Platte mit EekstUtzen erwahnt, sind

die Gr6ssen von lh fur tZV',S gleich den entspreehenden Gr6ssen von IL fur tta. Die

Werte von pa ftir die beiden Sehwingungsfielehen t-wa und t-toS 1{6nnen daher durch

Aufl6sung der dureh KL,, (78> mit a -ny- B == 1, namlich durch

                                       '
  KLzs'=-ellitt-'(l2/i('.,-"pa2:7)-`tt-pa,)+]lll.II{(Gti.{(",>,',O"llli2.,iS,gtLX},}{{{i(il;l)i2,.:)2,S2i+ip",'}`2}) (g3)

                       '                    ,"
gebildeten I"requenzgleiehung ermittelt werden.

   Die viTirl<liehe Durchrechnung ],iefert die in 3]abelle 11 zusa･mmengestellten

Ergebnisse. Die in Abb. 26 mit dem Zeichen (I-1), (II-l), (III-1),bzw.
(IV-1) gezeigten Figuren sind die der ersten, zvcreiten, dritten bz"r. vierten

XVurzel angeh6renden .Knotenljnien, vsTghrend die entspreehenden Schichtlinien

derttua-[FlgcheinAbb.27dargestelltwerden. . ,. . ' .
                                          '   '    2) Die zweite Schwingungsfamilie. Es handelt sieh jetzt um die zweite
Familie der dritten Sehwingungsart, in der die Platte antisymmetrisch in bezug

auf eine Diagonale des Quadrats sehwingt. llierbei hat die Schwingungsflljche
mindestens eine Diagonale als Knotenlinie und ergibt sich aus (81) und (82)

                                                               '                                         '                                       '                         t-wtlm-tlr,a±rwg. ' ' ,(s4)
                                      '
Offenbar hat jede [f]eilschwingung rwe und 'tiJ･S, und folglieh aueh die resultierende

Schwingung eine und dieselbe Sehwingungsdauer. Die F15ehe tth,a+tLtg und
tZva-ttog hat je eine versehiedene Diagonale als KAotenlinie. Die in Abb. 26

mit den Zeiehen (I-4), (II-4), (III-4), (IV-4) gezeigten Figuren stellen die
den ersten bis vierten Wurzeln pa entspreehenden Knotenlinien w-/ = tff,'. - z-e'g = O

fUr die quadratische Platte dar) wghrend die entsprechenden Sehiehtlinien der

･fi/!-IlrlticheinAbb.28gezeigtwerden. ' ,

    3) Die dritte Sehwingungsfamilie. Da die Schwingungsdauern von t-ta und
gHWjSndgel]eiiChdagsiitereii]ander Siiid, so 1<ann man die. beiden ]?laehen linear so ver-

                         'il]' :;L;FieG+rcw-b'. (85)
               '                                               '                  '
Hierin bedeutet rc e.ine beliebige reelle Zahl. Man nennt wie ftrliher n:v' (85)

mit O<lrci<1 die dritte Schwingungsfamilie, und die erste bzw. zweite Familie

entspricht, dem Sonderwert rc := O,O bzw. rc == ±1,O.
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    Die jeder Wurzel jca sowie den versehiedenen Gr6ssen von rc entspreehenden

Knotenfiguren fUr diese P'aMilie werden in Abb. 26 mit den Zeiehen (I-2),
(II-2), ･･･, (I-3), (II-3), ･･･, (IV-3), und die entsprechenden Schichtlinien
der z-,L-Flaehe in Abb. 29 dargestellt.

    [I]rotz der nattirlichen Ii'olge ist es merkwttrdig, dass die zu jedei' NVurzel ,Le

geh6rende Figur fifr dje erste IFamilie sieh endlieh mit waehsendem lre1 nach

kontinuierliehem Verlauf der zu der dritten Familie geh6rendem Figur in die
Figur der zweiten IFaiinilie verwandelt. Ferner ist es interessant und zugleieh

aueh bemerkenswert, dass der Koefflzient rc zweckintissig so geivsthlt werden
kann, dass die Auslenkung eines beliebig gegebenen I'unkees (xi, yi) einem
beliebig gegebenen Festwert r>t gleich wird, nljmlieh

        .t,a(xi,yi)+Kt-teS(xt,yi)=7 oder rc==77T.,/k'fs(,X,ilge}･

Dies ist aber darauf besehrttnkt, dass die Gr6sse r-u6(:ui, yi) nieht gleich Null ist,

oder in anderen Worten, der Punkt (xi, yi) nieht auf den I<notenlinien t-LeS(x, y)==O

liegt. Insbesondere hat der Nullwert von 7 die w.iehtigste Bedeut･ung, "Fsreil
i[nan hierbei aig,., Platte so sch"ringen lassen kann, dass die eine ihrer Kltoten-

]inien eineri beliebig im Bereieh des Quadrat･s ausser auf den Knotenlinien
t-wg(x, z/)=:O gewtihlten Punl<t passiert, welehe IS･t[6gliehkeit man aueh experimen-

tell bestgtigen kann.

    IEs ist leicht verstgndl.ich, dass die oben erwghnte [I]atsaehe auch ftir die

dritte Sehwingungsart der frtiher in Kapitel II behalldelten quadratisehen [Platte

mit Eeksttttzen gilt.

                     E. Experimentelle Untersuchung.

    Die iin Vorigen von mir besehriebenen Knotenfiguren 1<ann man gr6ssten-

teils auch in den Sandtiguren von Chladni sehen. Indessen habe ich auch
gesueht, die betreffenden Sandfiguren durch ge"T6hnliche einfaehe AiiorClnungen

zu erzeugen, um meine aus meinen theoretisehen IFormeln hervorgehenden
IKnotenfiguren mit ihnen zu vergleichen. Dazu werden quadratisehe Glasplatte

von 2 bis 3 mm Dicke, 20 bis 28 cm Seitenlange gebraucht, deren Zentren
(oder unter Umst5nden die anderen Lagen) mit dem Schraubstoek befestigt
werden. Die Erregung der Sehwingungen erfolgt wie immer duTeh Anstreichen
mit eineni Geigenbogen. Die weiteren Versuchsverfahren sind ganz wie gew6hi]-
lich, und ein Teil der so gebildeten Sandfiguren wird in Abb. 30 bis 32 dar-
gestellt. Die Iligur mit dem Zeichen 1), 2) bzw, )3) geh6rt zu der ersten, zweiten

bzw. dritteii ]]"amilie der entspreehenden Schwingungsart.

    Die Vergleiehung dieser Figuren mit den theoretisch bereehneten zeigt,
dass einige Figuren miteinander reeht gut, die anderen dagegen im grossen
und gangen tibereinstimmen. Es ist verstsindlich, dass die etwaige Abweichung
hauptsljehlieh ill 1. der 'Unsicherheit sowie der 'Undefiniertheit der Befestigung

der Glasplatten, 2. den versehiedenen st6renden IEinfltissen des Anstreichens
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Abb．32．　Sand伍gurell　filr　dまe　drit七e　S¢hwingullgs制t．
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mit dem Geigenbogen, 3. der'Ungenauigkeit der Abmessungen sowie der In-
                                      tshomogenitgt der Platte, 4. der Abweichung des in den Rechnungen angenom-
menen Wertes von v ( :O,3) von dem wirklichen VgTert von v fttr die Glasplatte
(etwa O,25) u.s.NiT. besteht.

   "rie man sieht, geh6ren die in Abb. 32 mit den Zeiehen 3) dargestellten

Figuren der dritten Familie der dritten Schwingungsart an. Da sie aber derart ･

erzeugt werden, dass ein aufs' Gerate"Tohl gewahlter [Punl<t der PlattenrEtnder
unbeweglieh bleibt, so ist der Wert von rc ganz unklar. Aber'man kann den

Ngherungswert von ic durch Vergleiehung mit den ii} Abb. 26 dargestellten
entsprechenden ]Knotenfiguren mutmasslieh bestimmen. So zum Beispiel liegt
es sehr nahe zu sagen, dass rc ftir die in der ersten Reihe stehepde Figqr 3)

fUr tki bzw. die in der untersten Reihe stehende Figur 3) fUr ib4 nur wenig von

O,O bzw. -1,O abweieht, wla'hrend der Wert rc ftir die in der zweiten Reihe
stehend,e 3) ftir u･3 beinahe gleieh -O,7 sein muss.
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