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四円弧を周辺とする断而
　　　　　　　　　棒の振りについて

をもつ

　浜　吉　福　治
（π召禾033勾三2月28日受理）

On　the　Torsion of　a　Bar　which・　has　a　Quadri．Circular

　　　　Cross”Section

Fukuji　HAMAyosHI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　torsion　problems　of　a　straight　bar　whose　cross－section　has　one　or　tvLTo　circular

notches　have　been　solved　hitherto．　ln　this　paper，　one　solution　of　the　torsion　problems

about　the　bar　with　a　cross－section　which　has　arbitrary　four－circular　boundaries　is　obtained，

thus　jncluding　the　solution　of　the　above　special　problem　aiso．　ln　the　process，　the　con－

jugate　torsion　function　in　the：／　bipolar　co－ordinates　is　applied，　expanding　it　in　Fourier’s

serles．

　　　As　an　example，　the　problem　for　the　shearing　stress　and　shearing　moment　of　a　bar

with　a　cross－section　which　has　double　circular　notches　are　treated．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　緒　　　　言

　　　直糸泉車由を有し　t｛＝『顕風又は三三ト導弥＆よりなる尚膏漂を看寺つオ奉の挨りについては，　王穿くより翌匡言命白くJ

に研究されている。例えば岩藤砥！），鵜戸ロ氏L｝），宮尾残3）等々であるが，表．題の如く四円弧を

断面の周辺とする棒の振りを双曲座標を用いて解析し，そのうちコ重切欠をもつ丸棒の場合に

ついて，数値計算により切欠の大きさの変化に対する澱大勢断応力の変化を調べた。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　基　　礎　　式

　　　挨りの函数であるφの共擁函数ψを用いると断痂内の到るところで

　　　　　　　　一券＋券＝・　o　｛繋＋｛鉾二〇　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　（X，yは直角座標，α，βは双［ll’：／：1座標を示す〉

∫霞［辺に．　）tsレ・て

　　　　　　　　ψ一一画・）＋・・n・t　　　　　　　　（・）

を満足するψが求められると断面内の任慧点の勢断応力τa，τBは次式で一与えられる。
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　　　　　：：鷺淵）］｝　（・）

但しτ。，τβはそれぞれα，β曲線の垂直方向の勇断応力とし，便宜上α及びβの増大方向を正

にとる．Gは剛性係数，　tiは単位振り角，　hは写像縮小率で（4）式で与えられる。

　　　　　h．，一ggtsngi；2ggTl！sha－cos3　（4）

振りモP一メソト、Mは振り応力函数劉を用いると

　　　　　M＝＝　2S　Yf　df　（s）
ここに．

　　　　　聾G・（ψ一学）　　　　　　　（・）

　　　　　ガナ緬　　　　　　　　　　（・）

　　　　　　　　　　　　　　1夏．双曲座標による写像

　　写像函数として次で表わされる双曲座標をとる。

　　　　　吻一a…h÷（α＋綱　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

これより

　　　　　・一繭欝。蒔　・㍉誰雛　　　　　（・）

　　　　（x－acoth　a）tl十y2　＝aL’cosechL’a　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
　　　　x2＋（y＋acot　fi）L’　＝　a　cosecL’B　S

を得る。

　1

第1図
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　　第2図における如くa・＝＝　const，β＝constのそれぞれ二組の円弧により各種の四円弧形断禰

が衷わされる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図　（a）

　　　　　　　　　　　翁ヨ鳶1今一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　＼一一ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t一．一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第2図（b）

　　　　　　　　　　　　　　　　IH・　函数及び振り応力

　　（2）式の境界条件を双曲座標α，βで表わすと次になる。

　　　　　告（・・禰一類（・÷、。、監讐1。、tl一）　　　　　（・・）

によって（2）式のconstを一a’］！2　lcとると境界条件式は

　　　　　ψ一・・誌鶉6語　　　　　　　　（・2）

とな：る。　これ：を用いると断i所の淘辺に対する境界条件は

　　　　　・一α1・ψ㍉孟里門一　　　　　　・・3）

　　　　　a＝aL）：9f＝＝一一u一一．一，tap／，，O－S・一gm，B一　（14）

　　　　　β・β・・←，薦摩鋸　　　　　　　（・5）

　　　　　β弔・ψ一謡無二　　　　　　　（16）

となる。撫こ微分方程式（1）を満足するψとして次の形をとる。
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一一一．．・丁年†滋　　1”’li．．　z　　　a＝＝α・
　　し　　　　　　　　　　　　　　コ　し　　　ヘ　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　コ
　　　＼　　　

、’

E　　　　　　　！　　　　　　　　　　α＝α2
　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　もり　　　　　　　　　　　　ギ　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　碑r〆’＼一…一ノ’　　　β・　s・　＝一号

　　　　　　　｝第，図　　　β＋晋

で表わされる。これらを（17）式に代入すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　転

ψ一÷謙，．［・・　（β＋号）｛諮畿部∵孟響。、β・・　（β＋晋）・β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一葦『

　　　　　　　　＋器織部乙。。，鍵。、β・・　（β引・β｝］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一．．．葺．罹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　至．．．

　　　　　＝÷。．義．．［・・…β器競砦三島一1．2C。，絆告、β・・snβdβ

　　　　　　　　＋錦留lr、。，繕。、β・・…β剛

となる。

　　　　　　　　　な　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　に

　　　　　　　　1∴でb6h響師…勲一轟，．17ぐ、濫r）％・snβ・β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌦塩，．c謡，

ここに．

　　　　　　　　恥歯（　　　Z．マ（m十1）”穿z＋1）ぺ”¢デ¢＋1）
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ψ論識卜剃慧歪藁般∫：轟β曲響β

＋畿［ll馨1：轟誇舞人）州

＋鵡隈）急ぎ∫：：・・篇曲誓ぬ

＋；il誰∫：轟喋㍗〉ぬ1　（・7）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）式は一1謡己の四つの境界条件を満足するから第2

　　　　・才

／．炉一一一謎．図の贈灘鵬下下蒙宏旛ま
　ダ　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
　ノ　　　　　　　　　　ヨ　　　　ド　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト

／　　　　　　、’／　・，oく＝〆～　　　　　　しし

・　　　　ll／㌔　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　唱　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

（18）

（19）

（20）

（21）
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但し1’Cm）はガンマ函数を表わす。

　　（20）式より

　　　　　　ん㌦．義，．義満；　　　　　　　　　　　　　（22｝

岡様にa　＝＝　aL，の場合に．は

　　　　　　玖一献．，謡．　　　　　　　　（23）
　　　　　　　　　　　，　，　　　　　　　　　　　　　　　一

と定めると，ψは次のように彗鯉さ泌．

・ψ一4
禔v戴．．．［・・…β一4・sinh’¢（aL，一a）一FB．sinhnCa－aisinh　n（a　L，　一　ai））」　　（24）

従って（3）式よりτasτβが求められる。

　　・・一伽卜÷（…h・一…β），、漁ノ・・　β麺辿z（箸諜。欝％（α一a’〉

　　　　　　　　　　＋濃．謄器

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

・・一C〃・
m÷（・…一・峨。導，ノ・・　β緬sh”（監講診13sh”（α二q・L

　　　　　　　　　　一講謂腔1論］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IV．　振りモーメント

　　（5）式に（24），（6），（7）を代入して次式をえられる。

　　　　　　　　　　　　　孟
　　　　　撚・・一∫：：ll｛慧岬βんsi齢ll三論h細1）

　　　　　　　　　　　　　一、。，斜。、B一｝（。。，藷望。、β、L）

　　　　　　　　　一∫1・∫置縣．器論画一。…β一二譜爾紳（・6）

　　　　　　　　　　　　1
但し

　　　　　　窪：：恐嚇瓢’謡撫αD｝　　　（27）

（26）式の第1項，第2項をそれぞれ1，，ムとする。

　　∬】に．ついて

　　　　　　　、．廷．一

　　　　　　　詠諜詔・β一壽1論1寒1、　　　　　　s

この式の両辺をαで微分して次式を得るn
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　　　　　　　　　　ズ
　　　　　　　　　　7恋。、鷲，β、・・β㌦量1，，（〃・＋・）、。｛蓄葦・α　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌦鼻1。2吻・＋・）議〃讐夏、。・L’　　（28、

　　　　また一方

　　　　　　　　　∫（。・轟豊・）；，・・一Fl，li’一d・　・・　S…t－m一・’・α（・＋・一・α）…一…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝∫激、（一1）t，。＋1＋。C．e（・・一・・一2・…2）ada

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一部（一・）劣、　μ麗筆塞、）　　　（29＞

を得る。

　　　　同様にして

　　　　　　　　　∫、。ξ誇＋・一気（一・躍1・。α一1篇宰；講　　　　（・・〉

　　　　ここにユ、Cqはこ項係数を表わす。

（28），（29），（30）より1］が求められる。

　　　次に為については

　　　　　　　　　　　　　　　　　　に　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱ

　　　　　　　　　ろ一1葱17，、。、響、β）・・一一÷∫12轟・晶賑補響≦ま、β）・｝

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　な

　　　　　　　　　　　一一S［、誌。∫7廊欝皇奮翻∫器f・・｛IJ（、。，言響、β）・｝］＝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　に　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ズ

　　　　　　　　　　　一÷［註・α・晶｛∫r、。，膿暑、β｝・畿17。。濃乞、β

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ

　　　　　　　　　　　　　　　　一1麺2翻響1監・・17講1嬰麩，万r　　　（・・〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　工

　　　然るに

　　　　　　　　　　．．垂

　　　　　　　　　。㌔。誰窪、β1、一・…h・・t・n一・c・・h号一晋一　　　（32＞　　　　　　　　　∫

（32）式を微分すると

　　　　　　　　　晶｛17。。判断，β｝一、、盆・、・gn一・c・・h一昏一誌α　　（33）

また積分式

　　　　　　　　　lcoshα（si慧臨3cosh2α）da　＝＝、、。1，，・。÷÷孟，α　　　（34＞

　　　　　　　　　　sinh21謡os㌦一器暑　　　　　　（35）　　　　　　　　　s

を用いると

6
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　　　　　一諦π・・n－lc・・h　7擁謡・・グー＋・・曲弓．

　　　　　　V，　数値計算及び結語

例題として（錦4図）の如く外径と第一切欠円弧径との比

　　　　　　　　　　【礪円弧を周辺とする断面をもつ棒の換りについて

　　　為一［一÷、孟・・r励÷＋響謡＋÷・・n一’1e・］li

よって（26）～（30）式及び（36＞式より振りモーメントMは次のように求められる。

　　　脆G呵壽謙．壽，避・：’（・77・＋・）馬・轟（一・）：i，，・・，．，．C，・

　　　　　｛瓦デ轟謬2「瓦蕎罷篇｝

　　　　　　　3　．　，　．．　a　．　sinhL’a　一3　，，　，　．’1　a　2

即ちacoshαi：aが1：0．70の時，第二の円弧切欠の大いさを

図の如く種々変化したとき，その底に発生する最大男断応力

τBの変化を示した。

　　最大勇断応力は第二の切欠が小になると共に増大し．αe→

。。即ち鎗二切欠が無限小rこなる局隈ではτβ　IGOR　＝　2．83とな

り有限値を示す。

1＞

2）

3＞

4）
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D’int6grales　D6finies　：　II｝．　bierens　de　Haan　p　70．
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