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曲り梁と曲線スラブからなる構造の解析について

　　韮　沢　憲　吉＊

（昭和48年3月23日受理）

On　the　Analysis　of　Structures　Consisting　of

　　　　　　Curved　Beams　and　Ring　Plates

Noriyoshi　NiRAsAwA

Abstract

　　　Curved　bridges　have　beconie　increasingly　common　in　modern　high　way　systems　as　a

result　of　smooth　traflic　fiow　requ｛rements．　Hence，　it　is　desirable　to　have　a　refined　and

more　accurate　method　of　analysis　than　the　pyesent　elementary　beam　theory．　This　paper

is　one　attempt　to　provide　a　more　accurate　analysis．

　　　One　of　the　most　common　curved　girders　consists　of　curved　beams　and　ring　plates

as　showR　in　Fig．　1．　These　curved　beams　and　ring　plates　are　co！nbined　together　along

combination　lines，　leading　to　the　fact　that　the　forces　and　displacements　of　the　two　con－

stituent　elements　are　continuous．　From　this　condition　the　forces　acting　along　combina－

tion　lines　can　be　solved．

　　　In　this　paper，　the　equations　defining　the　displacements　of　the　curved　beam．　with

arbitrary　cross　sections　under　arbitrary　loads　and　moments　are　developed．　These　expres－

sions　are　presented　from　eq．　（2D　to　eq．　（26）．

　　　A　numerical　example　Mustrating　the　application　of　the　method　is　shown．　Some

interesting　results　with　respect　to　the　effect　of　radius　of　a　curvature　were　obtained，

Fig．　9，　10．

1．　序 論

を切困．r嗣と同様に深持さ2Zるためには，接合線に沿っ

て存在していた内力と等価な外力を作用させればいい’

ことになる。さらに，接合線に沿って接合していた構

造要素は切断後も，その接合部分において互いに等し

い変形を保持させる必要がある。　この条件（変位適合

　　　陸上交通システムの発展に伴い，曲線橋の施工数も急激に増加しつつあるが，同時に，曲線

橋の合理的な設計方法が要求されるとともに，桁の曲げ理論以上の厳密な解析が必要となってい

る。そこで曲線橋の櫃造としてよく使用される曲り梁と曲線スラブより構成されるところの

Fig．1のような構造の解析を試みたので報告する。

　　　　この構造をその接合線に沿って切断すると，円弧曲線梁と円弧曲線スラブの2種類の構造要

素に分れる。これらの構造要素の変形状態，応力状態．　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　．＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　急　　sx　＼こ

Nさ＼＼＼

Fig．　1．　curvecl　girder　consist　of

　　　　　　　beams　and　plates
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条件）を満足させることによって解析は構造全体から個々の構造要素へと進められる。以上が，

構造解析方法の概略である。

　　解析にあたって次のような仮定をした。

　　（1）構造は両端において単純支持され，ダイアフラムによって断面は保持されている。その

　　　　ダイアフラムは面内変形に対して剛性無限大であるが，面外変形に対して剛性ゼロで

　　　　ある。

　　（2）材質は等質であり，線形膨性である。

　　（3）変形は微小である。

　　（4）梁とスラブの接合は，スラブの中立面の位置において考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　2．　円弧曲線梁の理論

　　本章において3種類の分布荷重と3種類の分布モーメント荷重を担う任意断面の円弧曲線梁

について変位に関する微分方程式を誘導する。またその梁の内部に発生する直応力式も求める。

　2・1　座標，荷重，変位の定義

　　任意断面の円弧曲線梁の重心軸の半径を1一とし，Fig．　　　　　　　l　　z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ざ
2に示すような移動座標（x，y，　z）を定義する。　曲線梁要　　　　　　！／）4・＼

鑑鷺そ濃課凝鰍碁犠・二＼・汎臨
（P，g，　t），分布モーメント荷重（7np，　M。，　mt）をFig．3のよ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X
うに定義する。また，重心軸の変位（zらw7旧り）および角変
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2．　co－ordinate　system　of
位（θ，ψ，κ）はFig．4のように定i義しておく。　　　　　　　　　　curved　beam

c，

dtp
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P
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q
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　　Mz　．　mip

Mg

　mzx

Fig．　3．　forces　and　distributed　loads，　mo－

　　　ments　and　distributed　moments

2・2　断面力のつりあいと直応力

　まず，

ws

v

u

rc）

¢

va

Fig．　4．　displacements　and　slepes

　　　　　円弧曲線梁要素のつりあい条件は次のようになる。

　　　　　　　　　　　　dT十Pd9十tr　d9　一　O

　　　　　　　　　　　　dP一　T　d9　十pr　d9　nt　O

　　　　　　　　　　　　dQ十qr　d9　＝0

　　　　　　　　　　　　4ム4汁ル廊み十mtr　d9　＝　O

　　　　　　　　　　　　dM，一Mt　d9－2r　d9十m，　r　d9　＝O

　　　　　　　　　　　　dM．十P7’　d9　十7n．一　dP　＝　O

　　始点9＝0における各々の断面力を，

まる。

（1）

Te，　PO，　Qo，　Mto，候0，砥0と記号すると，次式が求
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T＝　Te　cos　9一　1？o　sin　9＋1，“　（pr　sin　（9－2）一一tr　cos　（9－R）］　d2

P　＝＝　Po　cos　9＋　To　sin　9－1：　［Pr　cos　（9－2，）＋tr　sin　（9　一7，）］　d7L

Ω秘一迹x・

Mt　＝　（Mto＋20　r）　cos　9－Mpo　sin　9一　Qo　r

　　　＋　il　qr2　d2　一　S，P　（mt　r＋qr2）　cos　（g　一　2，）　d2

　　　＋∫；綱・陶）d・

Mg　＝　（Mto＋20　r）　sin　P＋Mvo　cos　P

　　　－S，“　（mt　r＋qr2）　sin　（g－2）　d2，

　　　一∫1即…囲・・

Mz　＝　M，o一　Porsin　9一　Tor（1－cos　9）

　　　＋∫i［・r2…（・・一R）＋が｛・一…（・一・）｝］・・

　　　一1：　mxr　d2

これらの積分において，ρ，q，　t，　mp，　f7Z。，7nt　eX積分変数λの関数と考えられる。

　　また，Fig．4の変位と角変位の間には

　　　　　　　　　　　　　　　　1’；，X一．，　／

が成立する。ここでノe＃　SOに関する微分を意味する。

　　さらに，重心軸膚身の伸びは

　　　　　　　　　　　　　　　　　du　．　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u’　十w
　　　　　　　　　　　　　　　　　福『＋ア＝　1，

となるので，梁の断面の平面要素dFの位置の伸びを考える場合，

仮定に従うと，重心軸の伸びと角変位：θ，4ψ，4κによって

　　　　　　　　　　　　　　e　＝　一i：．　lirii－v　’　（u’　＋v　一　ag　（e　一　ip，）　一　rp　rc，］

となる。直応力σは，Hookeの法則より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　＝＝　Ee

になる。

　2・3　基礎微分方程式

　　梁の断面における内力と外力のつりあいによって

（2）

（3）

C4）

3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bernoulliの断面平面保持の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

と表わされるから，断面の任意の位置における直応力が，重心軸の変位によって表わされたこと
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ζ互＿4F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十η／プ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，一一一一　dF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十TUr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋W7一

いう記号を定義すると

　　　　　　　　　　　　　　　7‡η距号F＋畜　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　∫7鞍4匹一書

　　　　　　　　　　　　　　　∫7青4F一一畜

となるから，（7）式に（5），（6）式を代入した結果は

　　　　　　　　　　　．．｛’“3　．＝（．i＋w）（Fr2＋．1）＋i一，（Orm4，’）Dff－74rc’」’

T　一一　jo　dF

除∫・ζ・F

M．　＝一　一一lo‘q　dF

アー
轣EF

D＝＝ r

」’＝ I

f．．

　　　　　（

誓仁一（ガ＋ゆ一7’（θ一の1一・’〆D

　　　　　　　　　　　聖翼（u’＋v）」＋・（θ一のD＋7－m’．1’

となり，これを変位について解くと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T7一一M．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　u！十v＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EF

　　　　　　　　　　　　　　　　θ一昨一慨弓一霧β

　　　　　　　　　　　　・〆尋…一二デ＋普ゴ」協鵡

ここで，記号」，，」，，」，は

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ一菜（I」一・D・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　」，　一　一1｝一　（u一　D2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　」3　＝一　一｝一　（I」一D2）

である。

（7）

（8）

（9）

（10）

（！！）

（12）

（13）

（14）

4
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　　また，Fig，4から重心iiilhの要素i‘　d9のねじり角の増分dO十ψ　d9はねじりモーメンi・M，に

よって決まるから次のようにおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’＋4）一塩

ここに，GKは同断面の直棒のねじり剛性で近似する。

　　さて，（1！）式と（13）式より，Zl，　wのいずれかを消去すると

　　　　　　　　　　四一寄＋悔2

　　　　　　　　　　u・・t＋幽一一膓二一…讐ゴ＋丑＋罪誹二辺

次に（！2）式と（15）式より，ψ，θのいずれかを消去して

　　　　　　　　　　　　　　卿一一霧一一一寄＋落影

　　　　　　　　　　　　　　卿一笠÷瞥÷一書

となる。ここで

　　　　　　　　　難：：∴1嬬1ご1∵門

0，ψに関する微分方程式が得られる。すなわち

　　　　　　　　　　d4u　　　　　　　　　　　　　d2　ze　　　　　　d6u
　　　　　　7再＋2ヨ〆＋畝¢ガ

　　　　　　　　　一・｛毒（争＋・嘉＋一側）

　　　　　　　　　　　　一毒（・鼠壁一・勘護調

　　　　　　　　　　　　「が（・’t＋2・一一髪議＋・一議多一・…一2艦欝一艦警）｝

　　　　　　　　　　d3w　　　　　　　　　　　　　d’v　　　　　　d5　’v
　　　　　　d9・＋2『諏ゼ＋矛…

　　　　　　　　　♂｛「鉱一（男許＋プー蒸器一＋4六一）

　　　　　　　　　　　　＋毒詮影＋・’鵬一箒翔

　　　　　　　　　　　　　dO　　　　　　　　　　d30　　　　　　dso
　　　　　　7揮＋2三脚　一ト．∂φ『

　　　　　　　　　一〆｛毒で嘉＋留携劉

　　　　　　　　　　　　一双（プ影＋r彦一77t。一鷺誰紘）

　　　　　　　　　　　　＋（羨（弓多留＋艶）｝

（15）

（16）

（17）

（！8）

（！9）

（20）

を考慮して（2）式で表わされているT，M「t，　A4p，　M．を（16）式～（！9）式に代入してやれば，’v，　Zl，

（21）

（22）

〈23）
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　　　　　鐸＋・鐸＋霊

　　　　　　　　一国｛一瞬（・影＋餐＋零調

　　　　　　　　　　÷ゑ←夢＋藩一三一三）

　　　　　　　　　　＋議＠一二＋饗）｝　　　　　（・・）

また，wとんについては，（3）式の関係から

　　　　　d6w　　　　　　　　　d4w　　　　　　　　　　　　　d2　zv
　　　　　uli’g’」’6一＋22’lfig”’　　　　　　　　　　　4…＋…曜∂卿一

　　　　　　　　：・＝　7－3｛毒（rge／g＋一tti”8‘gF－fi’eltSszp）

　　　　　　　　　　一翻弓詫÷・多一驚一艶）

　　　　　　　　　　壷＠一努÷饗）｝　　　　（25）

　　　　　d6m　　　　　　　　　d4　rc　　　　　　　　　　　　d2　rc．
　　　　　d9・＋2一謳一＋4伊・

　　　　　　　　一一画一（護鐸’＋馨乱＋ブ叢誌＋ブー影一＋書面竺＋護謬字）

　　　　　　　　　　＋爺（・富＋膿＋・多÷rt－77zz一・船＋努）

　　　　　　　　　　＋歩（7一・・一・一・・纂廿雰噸一・留多一書欝）　（26）

6

と得られる。以上で，円弧曲線梁の重心軸の変位に関する一般的な微分方程式が誘導できたこと

になる。

　2・4　矩形断面円弧曲線渠

　　Fig．5に示すような矩形断面の梁の場合には，　D＝oであるから1／」，　・・　oとなり，ゐ，ゐはそ

れぞれ次のようになる。

1＝摩1撫；製｝

　　いま，重心軸と離れた点（±B，e＞を考えると，こ

の点に作用する力は重心軸上の荷重に変換され，その

点の変位もまた重心軸の変位に変換される。そして重

心軸上の荷重と変位の関係は（2！）式～（26）式に表わさ

れている。従って，これより，重心軸以外の点に作用

する力によって，重心軸以外の変位も得られることが

わかる。また，梁の任意の点に生じる直応力も（5）式，

（6）式より得られる。

z

沁3 XK3

　　’X照X」1 X 　　X
wK1

1一一“mmffff一　rgB一

Fig．　5．

（27）

・呵
y　A－H

　　1

curved　beam　with　rectan一

gular　section
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　　　　　　　　　　　　　　　3．　円弧曲線スラブの理論

　　Fig．6のような円孤曲線スラブの応力，変形状態　　　　　・’　、　」　．、K、．　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tpe
は，面外変形と面内変形が互いに独立であるとすると　tP　　　　　、　．pi、．．、、

　　　　　ll∵諮｝（28）。・鉾‘’〕．ll三1・

と表現される．ここで，賑はスラブのたわみ，毎は　Fig・6・ci「culq「「ing　Plate・

スラブに垂直に作用する分布荷重強度，12（1一り2）／Eh3はスラブの曲げ剛性，　FはAirYの応力関

数であって，ゴは　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　『’

　　　　　　　　　　　　　　　」「鋒＋÷号＋÷轟

である。これらの微分方程式の解は，ω鷹ππ／ψoキ。，ωキ！として

　　　　　　　一泓桝砺ブ・＋婦・・＋A・・4r一（e＋2＋P（1・）｝・i・ω・

F一瓢糾砺ズ・＋B・・r‘o＋2＋B・4グ→…ω・

ここで，n＝1，2，3…で，　P（n）は荷重p。。の分布によって決まり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　ρ。一ρΣ！（7z）sinωψ

と級数展開される場合

　　　　　　　　　　　P一ρ12睾㌔＋耶一参鴇＋、）（画

である。この解を用いることによって，

る境界の変形は求められる。

（29）

（30）

（31）

（32）

（33）

境界面」一J；K－Kに作用する力および荷重ρ。。によ

　　　　　　　　　　　　　　　4．　構造全体の解析

円弧曲線桁構造を，曲線梁と曲線スラブに切断し

Fig．7のように不静定力を作用させる。この不静定力

Xは，曲げモーメント，せん断力，直応力，接線力の

4種類である。ところで，曲線梁にこれらの不静定力

が作用した場合の接合部における変形は2章の理論か

ら得られ，曲線スラブにこれらの不静定力が作用した

場合の接合部での変形も3章の理論より得られるから，

　　XA3　XB3　te3　XC3

A　B　　　　　　　C
　　　Fig．　7．　unknown　forces

あとは，それらの変形（3方向の変位と

回転角の合わせて4種類の変形）をそれぞれの接合線の全長にわたって一致させていけばよいこ

と…な・．その手順は鍋講定力を未燃とす・｛・膿舗の数）｝元の黒瘡式を解く

ことになるわけである

　　不静定力Xが上記の方法から得られるならば，構造全体の解析は一つ一つの構造要素の解

析の段階となり，それは、2章，3章の理論の下で行われる。
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5．解　析　例

　　Fig．8に示された断面をもつ曲線桁構造を解析した例を示す。材料は2．5　t／m3のものと考え

等分布面荷重035t／m2がスラブ全域にわたって作用しているものとすれば，構造要素に分けて

考えた場合，曲線梁上に1。71t／mの等分布線荷重，曲線スラブに0．85t／m2の等分布面荷重が作

用しているものと考えられる。桁長は20　m，ポアソン比は0とした。

　　軽き角90を100から800まで変化させた場合の桁の中央断面のたわみを示すと，Fig．9のよ

うになる。また，90　・＝　60。と9，　・＝　30。の場合の桁中央断面の直応力分布σPを示すとFig　10のよう

になる。この図で一部が不連続な曲線となって

いるのは，適合条件をスラブの中立面において

とっているので，そこから離れた点においては　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥

継莇ずかに劾れるためであ・．　§1　　　　　　§
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　d
　　これらの図から，曲線構造の場合，外側に
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　ロ　む　　　　ヨ　　む　　　　ロ　り　　　　む　

いけばいくほど，また曲線が大きくなればなる　　　　　　　　　　＆20

ほど，変形や応力が大きくなることがあかる。

t71t／m
@　　　　O．85t／m2

α35t／m2 1［］
い・・ @　　　　’畷・皆’・”

、・・二已・’．’r’乙零、．r・，．

@L　　－　　1　」

秩E’・覧、い＝’・ 1

　　　　　　　　　　　　　　［rnl
Fig．　8．　cross　section　of　example　girder

o．o

1．0

2．0

　3．O

E”．’zz
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一100
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｝1：6ぜ80
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600

700

800

一40

一20

o
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Fig．　9．　transverse　variation　of　deflection

　　　　at　midspan

　　inner　side　一　U　outer　side
Fig．　10．　transverse　variation　of　longitudinal

　　　　stresses　in　slabs　at　midspan

6．結 語

　　曲線梁と曲線スラブによって構成される構造の解析について述べた。一般に曲線構造は直線

構造より複雑な変形状態，応力状態をひきおこすため，直線構造以上の厳密な構造解析が要求さ

れる。本報告は，その要求に一つの方向を与えるものと考えている。．〈

　　おわりに，この研究にご指導いただいた芳村　仁教授に厚く感謝の意を表すものである。

　　計算は北大大型計算機センター一のFACOM　23Q－60によった，
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