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1型梁の横倒れ座屈と腹板の座屈に関する一考二

上旨　町　　糸屯　雄1　　拶！

　　（昭和49無9月30日受理）

孝　司

A　Note　on　Lateral　BuckHng　And　Web　Buckling　of　1－Beam

Sumio　NoMAcm　and　Kouji　SAKAI

　　（Receivecl　September　30，　1974）

Abstract

　　The　present　paper　discusses　the　elastic　stability　of　an　1－beam　which　is　bent　on　the　plane

of　the　greatest　fiexural　rigidity　by　a　load．　ln　this　case　elastic　instability　may　occur　in　two

different　manners；one　is　lateral　buckling　of　the　beam　and　the　other　is　the　local　buckling

caused　by　the　plane　stress　in　the　web　plate　due　to　the　stress　concentration　of　the　load．　ln

order　to　determine　whether　which　of　the　2　is　dominant，　the　stress　state　formulated　by　H．　G．

V6gel，　was　applied　to　the　buckling　of　the　web　plate　and　the　critical　value　of　the　load

intensity　was　calculated　by　Ritz’s　method，　assuming　that　four　sides　of　the　web　are　simply

supported．　The　corresponding　lateral　buclding　of　the　beam　was　evaluated　by　Timoshenl〈o’s

formula，　and　the　obtftc　ined　results　are　illustrated　and　a　comparision　between　tlie　lateral

buckling　and　the　local　web　bucl〈ling．　is　shown　in　tlie　figures．

1．　ま　え　が　き

　L型断面のように，スレンダーな断面の桁が曲げをうけるとき，横倒れ座屈（Kippung）とい

われる不安定状態が存在することはよく知られており，設計の重：要なポイントの一つとなってい

る。しかし，桁に曲げを起す外力が集中荷重の形をとるとき，その腹板中に生ずる2次元応力に

よって不安定状態になることが想像される。この後者については従来，着過されており，僅かに

実験的な研究があるのみである。本論文では，H．　G　V6gelが誘導した1一型梁の腹板中におけ

る応力分布を平面力として，腹板は上下フランジと両支点の位置で単純支持されるものとしてそ

の弾性安定を論じ，別に集中荷重による桁全体の横倒れ座羅とを独立に検討して比較したもので

ある。

2．Plate　Girderの腹板の座屈

　集中荷重，あるいは，部分分布荷重をうける梁のウエブの座屈を考えるには，先ず，これら．荷

重によるウェブ面内応力を決定しなければならない。この面内応力は，H・G・V6geli）が導いた

ものを用い，二品問題は，エネルギー法を用いて座屈荷重強度を汐ξ乱した。以下にその概要につ

いて述べる0

　2．1　仮　　　　　定

　桁の腹板は，端横断面x一一　O，　x　＝1で，せん断力によって支えられ，縦境界y＝＝　一b／2，ヅ　・・　b／2で，
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L）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Po
　　　　　　　　　　　　　　　，贈∈≦⊆高腰，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　綴

　　　　　　　　　　　　　　　離喜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一1

錘直力とせん断力が作用する矩形シャイベとして考える。フランジは工学的曲げ理ll旨言を満足する

棒として考える。フランジに作用する荷電は外荷重，並びに，シャイベの縦境界にある重疸力と

せん断力と大きさ等しく方向逆な力とからな：っているとする（図1）。

　2．2シャイベ（ウmブ）

　シャイベのAiryの応力関数に関して次のものを選ぶQ

　　　　　　F（x，y）一Σ志［んC励＋傷ツββ勧＋αS勧＋。rYDrClz。．Y］，i。・、，，X　（i）

　　　　　　　　　　t’＝1，　L，　ai

　これに対する応力と変形は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σx＝塀

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・，羅　　　　　　　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　しんy一δ髭∂夕

　　　　　　　　　　　　　㍑1撚＝驚∴　　（・）

又，の（y），Ψ（κ）ぱ，それぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の（ツ）＝・　Ko　一F　Kiツ　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　望〈x）㎜κ2一κ匪

　2．3　フランジ（図1参照）

　軸方向の釣り含いと棒の曲げ理論とによって，上フランジについ℃

　　　　　　　　　　　　　　　　　7、り＝一一EFa（Ztt’）y＝　一b／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5＞

　　　　　　　　　　　　　　　　P‘）一f）9，＝五71＝G（～メ”’〉），一＝＿b／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6＞

下フランジについて

　　　　　　　　　　　　　　　　　T’‘＝EFG・（u”），＝b／，　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　Ptt＋Pktt＝E鳶（vtt’t）y＝b／2　　　　　　　　　　　　　　（8）．

　2．4　フランジとウェブとの関係

　上フランジの位概において

暖

“　　　　　　　　　　　　←　“　恥

t’τV　X

　　し6を

一　　帥　　一　→　　　　　　　帰　噂　叫
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”Ll”o　．，　t（T），．）　y一一　一b／‘．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P14t　＝　一　t　（ay）　」t　m一　一b／L，

　下フランジの位置において

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T”＝t（T」，．x））’＝b／’2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）e・，　＝　一t（びy）y＝δ／2

が求まる。その結果，蝦：終的な応力は，次のようになる。

　　　　　　　砺一三［匠鍵瀞絆腰。切＋星雑㌦ツs切

（9）

（10）

（l！）

（12）

3

以上の条件を応力関数Fで表わし，実際に積分することによって米定定数ん，Br，　C。，　D，

＋匪μ聖画超ε伽・＋喉謬㌦yC勧］・三岬・

　　　　　　　・片黒巴鱗ノ。勧・駿離yS勧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・饗・瞭饗㌦伽］・・一

　　　　　　　丁・y一応「墜彊辞腰s勧・肇ダ僻・c勧

　　　　　　　　　　　　　　　・唾傷μクC勧＋π継・S勧］・一

ここで

　　　　　　躍㌧［t＋・Fc；・・。（1＋μ）CtlZWr■嶋＋ノ磁〔（1＋μ）ω．C伽．一（！一μ〉〕］

　　　　　　　　　　一αα々妨＋Zσα阻＋μ〉］［t（1＋ω、・α勧．）＋Fσα、・〔2Ctha）r－t一（1＋μ）砺〕］

　　　　　　N，‘’”＝：［t＋）Facr，（1＋pt）Tlzcor］［tcor＋IGcr？C（！＋pt）turTIZCer’（！－pt））］

　　　　　　　　　　一　［t　”1’ぬω，＋k”cri！（1．＋μ）コ［t（1＋ω。7－編・）＋Fσα，・〔2Thco．＋（！＋μ）ω，〕］

　　　　　　Ke　：　［t（！　一　carCthtur）　十　Facrr（2Cthtur十　（1　十iet）tur）］fSIZtur

　　　　　　Kf・’　”　［t　＋　FGcrr（1　一Y　pt）CthcOr］IShCOr

　　　　　　κ9＝［t（1・＋・di，T12ω，）＋F。・，〔2Tlzco。＋（1＋μ〉ω∂］／Char　t・

　　　　　　κ；’　＝＝　［t　一F　F。crr（1＋μ）：Thco，コ／C勧，

　分冶f荷重に対．して

　　　　　　　　　　　　　　　鴫一一蕃（P・一場…響¢・i・1穿

　　　　　　　　　　　　　　　昨号（P・一ρリナ…与ρ…誓

　　　　　　　　　　　　　　　咋蔓（治り÷…与¢…肇

　　　　　　　　　　　　　　　鴎一一暑（卿り歩…響・il曙

集中揖∫重に，対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　畔ノ讐…響

　　　　　　　　　　　　　　　　　　w・Br一控テ君！1・i・警

（1：i3＞

（14）

（！5）
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　　　　　　　　　　　　　　　鴫一聖≠・i・誓

　　　　　　　　　　　　　　　嘘一一君≠…肇

　ここで，

　　あ；フランジの断面二次モーメント，Fσ；フランジの断面積，　C；荷重分布幅，　t；腹板厚

　　E；弾性係数，μ；ポアソン比，crr＝7πμ，妨＝α〆わ／2

　2．5Ritzの方法による座屈問題の解法

　2．5．1座屈曲面

　ウェブが座屈したときの座屈曲面は，周辺単純支持の条件を用いて次のように仮定できる・

　　　　　　　　　　　　　ω一ΣΣ殴一si・塑・i・響　　　　　（・6）
　　　　　　　　　　　　　　　1｝t　n
　2．5．2　座屈係数マトリックスの誘導

　外荷重によって平板に貯えられた歪エネルヤーと外荷重がなす仕事とは等しいという条件は，

弾性安定闘題の場合，エネルギーの第2変分を0にすることである。

　　　　　　・・π一鋸畑・り・÷ay（・t）・＋・T・y・’ω・〕

　　　　　　　　　　　　　　十K（（di”十〇”）一？“（1－pt）（（o’2aY　2－tu”2））｝dxdy＝O　（17）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　co“＝Oco／Ox，　tu’＝Oct）／6Jy

Ritzの方法に依れば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷹一・　　　　　（・8＞

　先に求めたσ。，ら，τ。，を（！7）式に代入し，実際に積分して，しかる後・4mtnについて偏微

分すると，次のような座屈係数マトリックスを得る。

　　　　　　　　　　　　組凹型・砦￥ん・偏一・　　　（19）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　T・nnmn　＝lt｛（鴛π）2＋（警）2｝2

　　　　　　　　　　　　8，脚σ漏β1蕩ψ9十13舞礼加＋BSi’。pq＋召霧ψα

　　　　　β1脇バ・P・”t　＝　e㍉n，p（ん、R臨＋／1。，αβ無溢，、＋・4。、瑚、，，＋ん、α．s鉱，a）

　　　　　　　　　　r＝1，3
　　　　　BSn）tpa＝：aqcrn　’L｝　1｝　fl’£？〉，n，p（BriRS？）n，q＋Br2crrS£？）t，q＋Br3RSIt，q＋Br4crrS£e）i，q）

　　　　　　　　　　r＝　1，3
　　　　　β窺；ψ，ごασα。、ΣH5？1。，p（Cr、RS？；t，q＋C。，a，S5ラ！t，q＋¢、1？触σ＋C。、αβ鮎，¢）

　　　　　　　　　　r”1，3
　　　　　β1需ψ，ごαρα。Σ研9、、，ρ（C．、R；T）、，、＋Cr，c・，S　SII、，　，　＋　Cr、／～鉱，，＋Cr、αβ鼎、，，）

　　　　　　　　　　rsu　1，3
　　　　　　　　　　H£ll．，p＝（一i」；lr，　m，p＋Xr，，n，pHYr，，n，p－Zr，　m，　p）

　　　　　　　　　　H；Vn，p”＝（VVr，，n，p－Xr，”t，pne　Yr，，，i，p’Zr，　m，p）

　　　　　　　　　　H£？！n，p＝　（一　VVr，，n，p＋　Zr，　m，p’　A－r，　｝n，p一　Yr，　m，　p）
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　　　　　　　　　　　　　H51≧n，P＝（一w。．　，n，P＋Y。，　，n，P－x。，、）t，P一　z。，　，n，　1））

　　　　肌げ（出塁ll慧計，　x・，・・n，・一象2器欝扁．（r＝＞ffm＋P）

　　　　Y・・nr，p一器駕1：翫〉素（・＋P・・m）・z・，・・n，p一気2獄：ぞゐ！（・柳≒カ）

　（n＋q）が偶数のとき

　　　　　　　S£1）置，q＝δαrClzω7［一Pr，、、，　q十Qr，　il，q］十4ShtUr［（α多一（α，t十crq）’2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×P；，｝hq一（cr？’一（crn－aq）L’＞Q9，n，q］

　　　　　　　S碧！置，σ＝bαアCぬωr［Pr，、1，q÷（；㌧，n，σ］一4Sぬωr［（α舞一（α，露十αq）2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　XP；，｝t，q＋（cr；’（cr｝t－crq）2）Q？，n，q］

　　　　　　　SSer　！，，　，　＝　一　bClz　tor［（cr，t　＋　aq）Pr，　n，　q　＋　（crn　’　crq）Qr，　it，　q］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋8crrShtor［（crn＋crq）PP，n，q＋（crn－aq）Q？，n，g］

　　　　　　　S禦1，σ凱∫鑑，q　＝”　S£？）i，q　＝O　S茎て｝置，q＝S£％，，t　S魁～，q＝∫鶏，n

　　　　　　　I？Sl　li，q”：2crrS17　cOr［一Pr，n，　q一一Qr．n．q］　R£？lt，q＝2crrS12ct）r［Pr，　n，　q＋Qr，　n，　q］

　　　　　　　RSe’），，，　＝＝　一　2Shcor［（crn　＋　crq）Pr，　n，　q　＋　（an　ff　aq）Qr，n，　q］

　　　　　　　R；T　！i，　q　＝　一　2S12　ct）r［（crn　＋　crq）　Pr，　n，　q　＋　（crq　一　crn）Qr，　n，　q］

　　　　　　　RS？li，q　uz　RS’l！i，q　＝　R5？）t，q　＝　R5？jt，q　＝O

　（72十q）が奇数のとき

　　　　　　　S£？li　，　ci　＝　bcrrSh　a）r［Pr，　n，　q　一　Qr，　，t，　q］　＋　4Clz　tur［　一　（cr；　e　（crn　＋　aq）　2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　P；，n，q　＋　（a？・　一　（an　一ae）2）QP，n，e］

　　　　　　　S触、＝一b・・。S12　a）r［P。，　ll，．、1＋Q，，　。，　qコ÷4Chdi，［（α多一＠、＋c・、tl）2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×P；・，。，q＋（cr7・　一（α。一α，）2＞Q；，。，q］

　　　　　　　S；9！i，q＝：bSIZtur［（crn＋aq）Pr，n，　q＋（crn－aq）Qr，　n，　q］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一8crrChωr［（cr、露＋ασ）P舞，n，σ一（αη一crCi）Q；，n，qコ

　　　　　　　s鑑，α＝s鼎，，σ＝s魯！1，q　s呉l12，4篇5縞，，ts瑠置，σ＝s隅，，、

　　　　　　　R；？1，，q＝2crrChct）r［Pr，　n，　q－Qr，n，　q］

　　　　　　　救1、，，＝一2α。Chωr［Pr，　n．　q＋Q。，，、，コ

　　　　　　　罵1祷濡2C加。［（α。＋αq＞P，，。，a÷（αバ㊨Q。，n，q］

　　　　　　　R鉱，，＝2Cha）r［（α。＋αq＞P，，。，q＋（αゲα。＞Q，，・。，　q］

P・，・，q　：i｝［。多．（ゐ．。q＞・コ・砺・添．（ゐ一。q＞・］

昨飛騨1野爪鋭

編」愛寵理矧

Br・＝：」擬ぎ・B…＝＝一光一・

B…＝＝」影鍵，（）・・一一　N齊　・

c・3一一啄艫ﾊ壁（）・4一」驚8

馬」鍵

馬」鍵

贋ダ辱」叢浮

暢κノ＋w鯉α・一一ﾀξ

5
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　　　　　　　　　　　　　　　3．　梁の横倒れ座屈

TimOshenko2）によれば，中央に載荷された両端単純支持の横倒れを起す限界荷重を求める式は

　　　　　　　撃・菰玄厚φ・（71一一　一一　z）　2d．　rc　c∫！i2（髪ζ）2d・＋q∫1々（饗）2礁

2て’行なったと同様に上式を次のように置く

　　　　　　出駕鶴凱陀雁一撫一。雌）撫q億劉犠

それ，ねじり剛性，そり剛性である。

　次に，掴転角φを次のように仮定するQ

　　　　　　　　　　　　　　　¢　＝　．ti，　．z，　an　cos　？¢7’4

Ritzの方法に従って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o“di2”iL
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂島、

（22）式を（21＞式に代入し，実際に積分し，しかる後に，a，，で偏微分すると

　　　　　　　　　翠些￥砺・螺島轡冊糾謙ρβ編一・

ここで

　　　　　瓦・下拡・＋σ癖一B易・一鵯1店皇・Bf，t，一（n・）・＋81＠π）・

　i）π＝1まで考慮する

　　　　　　　　P・r　＝”　｛一郵写）／響・／㊧2④響房ii｝〆畢

　ii＞n＝3まで考慮する

　　　　［B｛，Bl、一B，，B，，］P謡羅縛四、＋Bl、一B，，一B，，］pg．

　　　　　　号。〔B｛｛B鳥・β｛瑚P影一響写肇［君｛｛・Bli］Pcr・（鰯ら2B｛｛Bll・

（20）

（2！）

ここで，Clfは横断甫iの中心から荷電の作用点までの鉛疸距離を表わし，　C＝Gノ，　C王＝ECωはそれ

（22）

〈23）

（24）

（25）

（26）

12＝3まで考慮すれば，その誤差は1％以下でト分な精度が保証される。実際に最も危険なII犬態

　　　　。　　　Q，紅1　　　　・・♂3紅12が・1σ・・

lm

　　　　　　　　　一〇1　24

　　　L＝　IOOCm

　　　嚇100”

　　　bf＝　30　t，

Q5mtチ・1〃
　　　t，，F　O．5　e

　　　W
O．r　一　Dis丁RIEetJTION（10．40・m）

Vvi－IEN　CONCENTRATED　LOAD

APPLI　ED　AT　CENTRE

　　　　図一2

　　L＝　100Cm

　　嚇100”
　　bf＝　30　・・

　　tf＝　1　・・

　　悩二α5〃

鉱つIS下職nON（10－50・m）

WHEN　CONCENTRATED　LOAD

APPLI　ED　AT　CSNTRE

　　　　　図一3

05m

lm
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琢ダーD正STRIBUTON（40－0（面）

WHEN　coNCENTRATED　LOAD

APPLIED　AT　CENTRE（L＝100Cm

h’L，f　loogn　bf＝30　Cm　tf＝1　Cm

tw＝o．s　q－n　）

lm O，5m

図一4

　　－1QlxlO

　　　　　コ　3珂σ2一ヨ・鱒

2xlo一一2

1klo－2

o

r2i，

　rlo，2xlo

o

一一・

L　L一　1600　Cm

肪200tt

bf＝　60．

tf＝　6・・

儲　 2tt

o
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　　　　　　　　　図一5

歩幅

LLIT一．L4．1nvma）
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lrxg　一DISTRIBJTON　AT　SJPP［XRT

WHEN　CONCENTRATED　LOAD　APpLIED

AT　CENTR　E（　L＝1　600　Cm，　H，v＝200　Cm

　bf　＝60　vai　，　tf　＝　S－Sgi：　）［L，一ty）Li．｛，　tw　＝　2　CM　）

2m lm

二一7

　　一2Q144rlO

は，荷重が上フランジに載荷される場合であるので，計算では，（26）式においてatを中立軸か

ら上フランジの距離と考えたもので行う。

4．　　数　　で直　　言十　　算

　図2，3，4に，縦横比α＝1の場合の応力分布を示すQ又，図5，6，7にはα＝8の場合の応

力分布を示す。いずれも梁中央に集中荷電が載荷されたときのものである。図から，分かるよう

に，載荷点直下においては，他と比して非常に大きな応力となる。これば，実験によってしばし

ば兇られる載荷点薩下の崩壊の理論II勺意味付けとなろう。

　応力分布に関する精度は，r　：200項までとれば十分であることを確認した。又，77z，7zについ

ては，α＝1，2，3，4，5に対してそれぞれ，7・7z　・・　／／nxx　3，・in　＝5　n　＝3，溺＝9π＝3，70z＝1117＝3，

辮＝1511＝3を考慮した○

　図8，9にウエブの座屈と横倒れ刈干の比較を示す。図8について落えば，bf　・25　cm　では，

ウェブの座屈が優先し，bf＝5cm，∂∫＝10　cmでは図に示すように，αが小さいときはウェブの

座屈が，又，αが大きいところでは横倒れ座屈がそれぞれ優先する。図9については，bf　・　25　cm

ではウェブの座屈が優先し，bf　＝5　cmでは図に示すような優先状態となる。

　億し，数値計算結果はすべて，kg，　cm単位である。

　尚，計算には，北大大型計算機センターFACOM　230－60を使用したQ
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9 1一工梁の横倒れ座屈と腹板の座1酌こ関する一考察 9

5．　考 察

　以上，1一型断面のウエブの座屈と横倒れ座屈との比較を行なった。ウエブの座屈では，フラン

ジ幅bfの影響は，横倒れの場舎に比して少ない。これは当然のことで，　weak　axisに関する断

面二次モーメント為が小さいと横倒れが生じ易くなる。すなわち，bfが非常に敏感に影響する

訳である。従って，ウエブ座属と全体横倒れ座屈とを比較する場奮，適当な座屈値で両者の1坐屈

曲線が交わるような断面を考えるとき両座屈に舛する安全度が等しくなり，設計上ある意義を有

することに．なる○
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