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北海道大学工学部研究報告

第78号（昭和51年）

IBulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　　1｛okkaido　University，　No．　78　（1976）

有限関係の表現とそのデータ処理への応用

　山　口　　忠＊

（昭和50年6月30H受理）

A　Representation　of　Finite　Relations　and　its

　　　applications　to　data　processing

’fadashi　YAMAGUCHI

（Received　June　30，　1975）

Abstract

　　The　finite　reiation　is　often　a　useful　mathematical　tool　for　describing　some　relation－

ships．　ln　this　paper，　its　representation　with　some　subsets　is　discttssed．　Especially，　a

space　aRalysis　is　described　for　storing　finite　relations　in　a　computer　and　a　time　analysis

for　searching　such　relations　is　also　reported．

1．　まえがき

　　有隈関係という概念は，数学ばかりではなく他の多くの分野においても基本的でよく州いら

れている。しかし，有限関係そのものは構造がゆるいというせいもあって，その研究は多くな

い。それも主に2項関係だけである。Haralicki）は，2項関係の極大な直積的部分集合（定義1．

参照）による表現（Diclique表現）を導入し，その代数的性質について発表している。筆者は

Haralickとは独立に先の発表2）において，一般の有限関係の表現を定義して，2，3考察を行った。

今回導入する表現は，応用を考慮して先の表現を少しゆるめたものである。本報告は，洗の発

表2）に続くもので次の2点について述べる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt

　　1）π項関係の直積部分集合による表現とそのrankについて。

　　2）その表現のデータ表現（構造）への応用とそれに関連する問題の量的考察。

2。　用語と定義

　　以下で考える集合はすべて有限集合である。π個の集合5、，S2，…，S，、から作られる直積集

合を次のように表す。また9の部分集合をとくにπ項関係という。以下，π≧2とする。

g　ma　×7・一i　Si　＝＝　（（ai，　a・2，　…，　ao，）　1　ai　E　Si　（i＝1，　2，　…，　n）］

　定義1．％項関係丁⊆；6に対して，鶏⊆3乞（i＝1，　2，…，π）が存在して，7』X振嬬になると

き，Tは直積的であるという。このとき，　IT訳匹の位数）≧2なる’iの澗数をTの指数という。

　　定義2．n項関係R⊆㊥に対して，　Rの直積的部分集合（以下，　d藻合という）による被覆を
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42 山　　lll 忠 2

とくにd被覆と言う。また被覆に寄与しているd一撃舎がたがいに共通部分が空のとき，d一分割と

いう。さらに，いくつかあるd一被覆（d一分割）の中で寄与しているd殴合の個数が最小のものを
　　　　　　　　　　　ヨ　　　じ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ　く
最小d一被覆（対応して，最小d一分割）という。この最小数をrankといい，　rank（R）で表す。与

えられたRに対して，その最小d被覆と最小d一分割の値は一般に異なるが，どちらの値である

かは文脈からわかる。

　　　　　　　　　　　　3．　Rの最小d一被覆とrank：について

　　すべての要素が陽に与えられる形でRが規定されているとき，それからRの最小d一被覆を

求める方法について述べる。また，Rに対してrankの上限についての！つの結果をあげる。

　　i）最小d被覆を求める方法

　　最小d被覆は，集合被覆の特別なものであるため，一般の被覆問題3）へもっていくための前

処理を必要とする。以下ではその前処理部分のみについて述べる。

　　1）指数0のRのd一集合をすべて求める。これは，Rの要素（α1，α2…，‘z。）から，　d一集合

X㌘司｛ai｝を求めることにほかな：らない。

　　2）指数ぎのd一集合がすべて求まっとして，それから指数¢＋1）のd一集合を求める（この

段階で新らたに得られるd一集合がなかったらここで終える）。

　　以上で得られたd一集合をもってRの被覆問題を解けばよい。d一分割を求めるには，　disjoint

の条件を入れて解けばよい。1），2）の前処理は何の変哲もない単純なものであるが，今のところほ

かに使えるものがない。

　　ii）rankについて

　　与えられたRに対して，被覆問題を解かずにrankを評価することは興味あるが，現在得て

いる次の結果についてだけ述べておく。

　　結果1。

　　1＞あをSiの位数とする（i＝！，　2，　…　，　n）。　R⊆（ら躍X観15‘に対して次式が成立する。

rank　（R）　S　1）iP2　”‘　／）・n／maxi　（Pi］

　　2）どんなρ1，p2，…，p，、に対しても上式の等号をみたすRが存在する。

　　証明：！）については文献2）を参照。2）について：拓一max｛Pi｝とし，各Siを次のように

する；Si＝｛0，1，…，p一1｝。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ンゐ　ユ
　　各zF（α1，　a2，…，　a．7、．一1）∈X仁i　3zに対してΣ　a」（mod♪，、）∈S，、を対応づける写像を／とする。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴコユ
この！を用いて次のようにRを定義すれば，このRはrank（R）一IRI　一p，，　f）2，…，Pn－1であるこ

とは容易にわかる。

　　　　　　　　　　　　R一｛（u，・f（卵・x黙｝⊆s一焔・・

4．　d一被覆のデータ処理への応用

　　与えられπ項関係Rを計算機ヘストアする方法として種々考えれる。そのうち，従来から

ある辞書式順序での単純なス5ア方法と，ここで導入するd被覆を用いてのストア方法を対比さ

せて，ス5アに要する領域数とストアされたRに対する探索時間（項の比較回数）について考え

る。この両方式の差はある程度容易に見巌のつくことであるがあるモデルのもとで量的評価を行

った。
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　　i）方式1：Rの各要素に対してn記憶単位を割り

当て，第π成分が先に変化するような辞書式順序でストア

7「』X7畷TSの部分のみを示してある。

　4ほ　記憶領域数について

九瓢畿凝繋響禦器i㍍　　　場。要．
Σ7篇11丁動単位必要であるからR全体としては次のM，　　　　　　　　　楢

となる。

T2，…，　Tkがdisjointで（すなわちd一分割のとき），すべ　Fi9●LSto「ing　cQnfigu「ation　of㍗

てのらブについて17劉一賜≧2とする。このとき，IRI＝kmnとなるから，

　　　　　　　　　　　　　IMIi　＝＝　nkm’t，　A42　＝　izk（7n　一1一　1）十々

となる。一方，7n　＝：　1のときは，方式2にとってはworstケースになり，

　　　　　　　　　　　　　　Mi　＝　nk，　1鴎＝（2n十1）k

となる。

　4．2　探索時間について

　　以下では，Rがすでにス1・アされているとして，　query　u∈Rに対して，それがス1・アされて

いる位置を決めるまでに走査する記憶単位の比較圃数を考える。探索時間を考える際，他にも関

連する鍛（たとえば，ループのための制御変数の計算など）があるここでの議論ではこれらを無視

した。

　　uに対する比較回数C（U）は，Rのストア方式および使用する探索アルゴリズムによって決ま

る量なので，一般論は展開できない。そこで次の様なモデルを考えて両方式の対比のもとで。（1．t．）

の値および特別なケースのC（のとその平均値を求める。

　　次のモデルを考える：

　　　　　　た　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　1）R＝：UTi（Rのd一分割）；「」’i・・XT多，7垢講IT多l
　　　　　i＝＝1　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

　　2）群〆ならばT｛∩7■1’＝φ（この仮定によりユ〉はRのd一分割になる）。

　　3）方式1によるストアでは，Ti，　T2，…の順にストアされる。

ただしそのとき，各㌘ごとに辞書式順序（第π成分が先に変化する）でストアされているとす

る。また，各劉に対応する部分をblockといいBiで表わす。　さらに，各blockは，その第1

成分の値のテーブル丁壬を持っているとする。

　　2）と3）の仮定は，議論を簡単にするためと，方式1の。、（u）と方式2の。2（u）の対比のため

に入れたものであるが，c、（u）の値の減少化をはかっている。「したがって3）で第1成分以外のテ

ーブルも持たせたらどうなるかという溺の問題が昌＝1てくるがここでは扱わない。．
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　　以下で，u＝＝（2，3，…，10）∈Tゴとかu＝（11，12，…，ら）

ETゴのような記法を用いるが，これは％の第1成分が

T｛の2番目の要素であり，第2成分が甥の3番目，第

n成分がT9の10番目の成分であることを意味する。

方式1でのこの記法から，blockの先頭よりの位置を求

めるには，Fortran言語などでよく知られている多次元

配列要素の位置ぎめの手法4）で行う。これはCl（U）の導

出で用られている。

　　4．　2．1方式1における比較回数Cl（u）

　　Rの方式1におけるストアのblocksをB1，　B2，…，

Bkとし，　Bi＝｛紘砿…，垢δとする。　U∈Rに対して

Fig，2のアルゴリズムを用いる。ただしbox　1は3）で

述べたテールブを用いての探索を行いUの属している

Bゴを決める。また，box　2ではuと鵡の第1成分から

順に比較を行い等しくない成分で下のboxへ行き，すべ

ての成分が等しいとき④へ出るものとす。のこのアル

box　1 box　1

4

UfBJなる
」の決定

uξTJなろ

Jの決定

i－1 i－2

鹸2
　σ一屡　1

i－i“1

r
i〈一dj

　B｝　｛A

box　2

σの誠分のTt／に

おける位置の決定

ゴ中一i＋1

T
　iS．n

　　　F

　　終

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．　2．　Fig．　3．

ゴリズムにおいて，u…（1，，　1，，…，　ln）∈Bゴをこ対して④に出るまでのbox　1，　box　2で行われる成分

ごとの比較回数c1（u）は次式で与えられる。

　　結果3．

　　c・（・）耀岡＋［か但）蜘］ただ・溜イ轡畷1醗屑）

　　第1項，第2項はそれぞれbox　1，　box　2での比較回数である（証明は付録Aを参照）。

　　4．2．2　方式2における比較回数。2　（u）

　　ec一（1，，12，…，　ln）∈Tゴに対してFig．3のアルゴリズムを用いたときの，　box　1，　box　2におけ

る比較回tw　c2（u）は次式で与えられる。

　　結果4．

　　　　　　　　　　　　　　　c2（・・）一［蓼1〃脳Hか］

　　第1項，第2項はそれぞれbox　1，　box　2での比較回数である。

　　このアルゴリズムでは，box　1の判定の代りにiを！からはじめても同じことになるが，

Cl（u）との対応を考えてこうしてある。

　　4．2．3　特別な場合におけるc1，　c2の値とその平均値

　　Cl（u），　c2（u）の形からもその違いは読めるが，ここでノ場一m≧2（1≦蓬ん，1≦ブ≦π〉という特

捌な場合について考える。結果5は，結果3，4の書きかえである。

　　結果5，

　　U＝（1，，1，，…，ln）∈Td（…，B」）のとき，　Cl，　C2は次のようになる。

　　　　　　　　　　　c・（u）一［（ブー・）娼H許（1・一・）・糾・l

　　　　　　　　　　　c2（u）＝＝［（ブー・）蝿H急z4

　　さらに各％ξRが選ばれる確率が一様であるとして，c、，　c2の平均値を求めると次の結果を
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得る。E〔c2］の導出のみ付録Bにあげておく。

　　結果6。

　　　　　　　　　　　　　胴一÷｛・灌＋・＋2’黎窒〒1）＋・｝

　　　　　　　　　　　　　E［c2］　＝　一ll　（m（k－1）＋n（m＋1）］

　　これらの結果から，方式1では’nzの値が本質的にさいてきでいることが分る。　E［Cllを小さ

くするには，？lbの減少化を計ればよいが仮定3）より限界がある。一方，方式2では，　kとmの

兼合いになっていることがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　む　す　　び

　　本報告では，π項関係についての2通りの記憶方式を対比させ，チータ処理で問題になる領

域量と探索時間（比較回数）についてのいくつかの結果をあげた。そこでのk，77’tの値に対しての

Rのd一分割（d一被覆）を求めるには前半で述べた被覆聞題で解けばよい。また2方式の陽の比較

を行うには更に詳細に議論する必要がある。特に方式1で用いた補助テーブル，アルゴリズムは

ad　hocである。しかし以上の解析からだけでも，ある程度両方式の差の量的把握が出来たもの

と思う。

　　おわりに，El頃ご指導頂いている加地郁夫教授に感謝いたします。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　付　　　　録

A．結果3の証明
　　tC＝＝（ll　12，…，　ln）∈Bゴなるuに対して，　box　1では，　T｛（i＝1，…，ブー1）のテーブルを探索し，

T｛の1，番目の比較でブが決まる。ゆえにbox　1での比較回数は，　Xrrl　1　T｛1十liとなり，第1項

が出る。

　　次に，box　2での比較回数を考える。　B」における・a　一　（li，1，，…，　ln）以前にストアされている

要素でz‘とee’　1；成分ではじめて異なるものの個数は，（1，一！）D劉固あってそれらとはi回の比較が

行われる。このことはi＝1からπまでについて言える。それと④に出る直前で行われるn回の

比較を力目えれば，第2項を得る。

B．結果6．のE［c2］の証明

　　　　　鯛温論・・ω隔嘉謬（tC）一論躰［（ブー肋＋か1

和＊は，1≦li≦ノπなるすべての順列（1，，1，，…，　ln）を動く。

　　　苓ロー副ノー・）＋・廻・・’11z（’nz　十　12）…加日一穿［・・（h－1）＋・（m＋・）］

ゆえに，鯛一÷レ圓＋・・瞬・）］・


