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北海道大学工学部研究報告

第96先｝　（1昭禾［154翁り

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hol〈kaiclo　Univers｛ty，　No．　96　（1979．　）

任意形状を有する四辺形膜の自由振動

入江敏博’：．：一　山田　　元；t：’　依田兼雄’：’：一　’i：’

　　　　　　（｝1召和54””蓄i．6月30日受嚢摂）

Free　Vibration　of　a　Quadrangular　Membrane

　　　　　with　an　Arbitrary　Shape

Toshihiro　IRIE，　Gen　YAMADA　and　Kaneo　YoDA

　　　　　　（Rece｛ved∫une　30，エ979）

Abstract

　The　free　vibration　of　a　quadranguiar　membrane　with　an　arbitrary　shape　is　analyzed　by

use　of　the　Galerkin　method．　For　this　purpose，　a　quadranguiar　membrane　is　transformed

into　a　square　membrane　with　edges　of　unit　length　by　the　transformation　of　variables．　By

applying　the　Galerkin　methed　to　the　equation　of　motion　of　the　membrane，　the　frequency

equation　is　derived　anaiytically，　where　a　double　Fourier　series　is　used　as　an　admissibie

function　expressing　the　transverse　deflection　of　the　membrane．

　The　present　method　is　applied　to　quadrangular　membranes　symmetrical　with　respect　to

one　of　the　diagonals；　the　natural　frequencies　（the　eigenvalues）　and　the　mode　shapes　of　the

membranes　are　calculated　numerically　and　the　effects　of　the　shape　of　the　membrane　are　studied．

1．緒 言

　最近，種々の機械や構造物に軽量構造が広範囲に採用されるにいたって，基本的な構造材とし

ての薄板や膜の占める割合が大きくなっており，これらの振動問題の研究もきわめて活発であ

る。一様な張力で張られたたわみ易い弾性体を膜というが，大きい張力場におかれた薄板におい

て張力／曲げ剛性比が大きい場合，これを近似的に膜と考えて取扱うことも可能であり，また周辺

が単純支持された薄板の振動に膜のそれとある定つた相似性があることから，膜理論も大きい実

用性を有している。

　種々の形状を有する膜の研究taは，ひし形や平行四辺形膜1・2・3），偏心した内部境界を有する円

形膜の，多角形膜5）の自由振動，あるいは円環状の衝撃荷重を受ける円形膜の過渡応答5），三1ヨ月

形膜の自臨振動やだ円形膜の動的応答7）などがあり，　また周辺が単純支持された多角形板と同形

の膜との相似性8）と，　この考え方に基づいて等脚台形板9），不等脚台形槻。）の自｝圭i振動を論じた

研究もあるが，任意の形状を：有する四辺形膜の自由振動を論じた研究は兇当らない。

　本論文では，任意形状を有する（凸形）饅辺形膜の自由振動を解析し，その固有振動数と振動

形をかなり高次の振動まで求める。そのために，まず四辺滑膜を適当な座標変換によって単位長

さを有する正方形膜に変換し，これに関する運動方程式を導く。ついで膜のたわみを二重フーリ
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：・：・　lili三弦級数で近似し，ガラーキソ法のによって振動数方程式を誘導する。そしてこの方法を，一

つの対角線に関して対称な四辺形膜に適用して團有振動数と振動形を数値計算し，その結果から

膜の形状が振動に与える影響を明らかにするQなおひし形膜について，この方法によって得た数

値計舞の結果を他の著者が求めた数値と比較検討することによってその妥当性を確かめる。

　　　　　　　　　　　　　　2．　四辺形膜の振動数方程式

　図！は任意形状を有する四辺形膜を示す。一つの頂点を原点にとり，図のように直角座標系

O＝a　yと，他の三つの頂点の座標を定める。ここでαは代表寸法，αゴ，β，σ＝1，2，3）は無次元量

を表わす。膜の自由振動を支配する方程式は，周知の通り

　　　　　　　　　　　　　　　　　7ク卿＋ρω2耳！＝o　　　　　　　　　（1）

と書ける。ここでWは膜の横変位，ρは単位癖積当りの質量，Tは張力，ωは円振動数を表わ

す。

　いま，新しい無次元変数多らvを用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　x＝：a（ait・c＋cr2v＋a3UV）　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）　　　　　　　　　　　　　　　　二y＝a（βitc＋β2v　＋β3ttv）　　　∫

により変換すれぽ，四辺形膜は単位長さの辺を有する正方形膜に変換される。この場合，式（1）

は

　　　　　　L（w）一f20（u，　v＞雑一2プ㌔1（zちv）諾渉＋．プ。2（Zt，　v＞羅

　　　　　　　　　　　　　　　一・ん圃も謬一・f。1（U，　V）∂雰蝋・圃W一・　（・）

となる。式（3）の係数は

　　　　　　　　　　ノ㌔o（Zt，　zノ）＝（c22十2c23z・e十。33ze2）（d，2－d31u－d23v）

　　　　　　　　　　fii（U，　V＞＝（C12＋C31U＋C23V　一Y　C33UV）（dm－d3、u－d23v）

　　　　　　　　　　プ『02（tt，　v）；（ClI十2c3，v十。33v2）（d，2－d31u’Td23v）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　ノ’、。（ZらV）＝：（C12＋C31U＋C23V　一5　c33uv）d23

　　　　　　　　　　ノ『e1（Zt，　zノ）＝（C12→一。31tt一｝一。23v－f－c33Ztv）d，1

　　　　　　　　　　五、。（zらv）；（d、2－d31z‘一d，3v）3

で与えられる。ここでCii，砺は

　　　　　　　　　　6ゴゴ＝αfαノ＋β’βノ，　　4∫ゴ麗αゴβノーαノβ，　　　（i，ブ＝1，2，3＞　　　　　　　　　　　　　（5）

y
（α置－著一α2＋a3　，βi卜＆’f．魚）α

t　a2　，32　）a

｛　ai　，Bi　i　a

　　艀

to，1’

x
o

1 1

（1，0）

tt

o

図1　四辺形膜とIE方形膜への変換
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を表わす。式（3）にガラーキソ法を適用することによって

∫1幻珊）δ陥4圓 （6）

が得られる。ここでし（W）は残差，δWは重み関数を表わす。たわみに闘する試験関数として，

2璽フーリエ正弦級数

　　　　　　　　　　　　　　　　　エサノ　　ハド
　　　　　　　　　　　　　　　W＝Σ　Σ：】ノ4∫ノsinゴπ％sinブπo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　齢1ノ黒1

を仮定する。この関数が周辺における境界条件

　　　　　　　　　　　　　u＝・O，！とv＝O，！でW（u，v）＝0　　　　　　　（8）

を満足していることはいうまでもない。式⑦を式⑥に代入することによ・：・て，砦干計算のの

ち次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　きデ　　ル
　　　　　　　　　　　　　　　　ΣΣ・4iノ（σ｝1’）一λ27「警」））＝＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ罵1ゴ＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∫，le＝：1，2，＿，ハ4；ブ，1＝1，2，＿，！＞）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ・篇廻1ぜ

は無次元振動数パラメータを表わす。σ1夕’）および丁鯉はそれぞれ

　　　　　こ11ダ）＝i2rr2［C22di2fo1’（，一C22d231e∬1一一（C22d3　t－2c2δd12）∫ilo－2c23d23／，∫，

　　　　　　　＋（c、、d，2－2c、3d31）／、／。　一一　c33d、、1、Zr　63343ノ、珊11＞＋2iiπ2［ci2di2ノ、ノ。

　　　　　　　＋（C23d12－C、2d23）1。ノ、＋（63、d12－C12d31）ノ1ノ。＋（C33d12－C23d31－C31d23）ノ1五

　　　　　　　一C，3d23〃、一C、、d、，1，11一C、、d，、〃，一C334、、ノ，J，コ1夕’）＋ブ2π2［CI，d，，1。1。

　　　　　　　一（clld21－2c31d12＞1＝o∬1－clld“∬正1（，一2c3idsili∬1　ri一（c3茜412－2c“d23＞1b1F2

　　　　　　　－c、、ds〃、一63、d，ノ。Z3］｝夕1＞＋2iπd，，［012ノ。Z。＋ご、、〃1＋c31〃。＋o、3／1Z1コ｝1’〉

　　　　　　　十2．ノπd31［c1210／o十CmJeノ蓋÷c31・1，ノ。→一。33∫1／1］警’）

　　　　　　7、1夕’）＝［ld？2fO1’〔｝一34宝2（d2．10∫t　1－d“1『ilO＞→一3d，2（2d2．d．111，一i－4婁31〔｝12十4§1112∬0）

　　　　　　　　一3d2メゴ31（d23∫，12十d3，∫21，）一dij3∬o∫3－d彗1∫31e］綾’〉

によって与えられる。式（1！＞，（12）中の［c22da2／01e　一＿欝’〉などはすべて

　　　　　　　　　　　　　　［C22d121。Z一＿コ警’）＝＝　C22d、211鱗1ンー＿

を略記したものであり，IS’t’2，ノ留～iはつぎの定積分を表わす。

　　　　　　　　　　　瑠～1距・s・・一…n・…　（P一・，・，2，・）1

　　　　　　　　　　　旛門川一…漁（P一・，・，・＞i

（9）

（10）

（！1）

（12）

（13）

　式（9）は未定係数A、ゴに関する線形同次方程式で，これらの係数に関するマトリックスから作

られる行列式の値を0とする固有値2を求めることによって膜の固有振動数が決定され，おのお

のの1劃有値に対する係数の値を計算することによって振動形が定まる。

　　　　　　　　　　　　　　3．数値計算例ならびに考察

　以上の方法を適用して，図2に示す一つの対角線に関して対称な四辺形膜の國有振動数と振動

形を計算する。この場合，膜には対称軸に関して対称な（S形）振動と逆対称な（A形）振動とが

生じるので，試験関数［式（7）］を二つに分けて
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図2　一一一・つの対角線に関して対称な四辺形膜
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S形振動：

A形振動：

　　たレ　　ギ
IU＝ΣΣAゴ（sin・iffz‘sinブπ〃＋sinノπ～‘sin∫π〃）

　　f＝1ノ＝1

　　レ　　　　ハア
W＝＝　XΣAウ（sin　Zπ多‘sinブπ〃一sinノ・T　ze　sin　i一．　v）

　　’二1ゴコゴ＋1

（14）

（15）

と書くのが便利である。

　なおこの種の計算を実施するに当っては，採用する試験関数の四四M，1＞を解の収束状況と

精度を見ながら適当な数で打ち切らなけれぽならない。この方法による計算精度を検討するため

に，一つの頂角が60Q，一辺の長さがaのひし骨膜の振動の閲有値を数値計算した結果を表！に

示す（付録参照）。この計算においては，M，　Nとして5ないし7項を採用している。この表に

同じひし形膜についてDurvasulai）がりッツ法によって計算した結果をあわせて記載してある

が，本方法によりM×N＝＝7×7項を用いて計算した結果とDurvasulaの結果との間の相対誤差

は0．2％を超えない。本方法において，試験関数の項数を増すほど園有値の精度は高くなるが，

それだけ多くの計算時間を必要とすることと，6×6項採れば実用．ll．卜分な数値が得られるので，

本論文の計算ではこの程度の項数に止めてある。

　以下に，図2に示す形状の膜について数値計算を実施した結果を述べる。ここでは式（2）の膜

の形状を与えるパラメータとして

　　　　　　　　　　　cri　：！．　0，　cr2＝O，　a；3　＝＝r　l
　　　　　　　　　　　Bi＝O，　i92＝＝1．0，　Ps＝＝r　（r＞一〇．5）　J

を選んである。rは膜の形状変化を表わすパラメータである。この場合，式（5）のCif，4’」は単

に

　　　　　　　　　　　Csi　：！，　C］2＝O；　C2－2＝＝　1，　C，a］　＝r　’，　C3i　＝r，　c33　＝2r2

　　　　　　　　　　　　　　　dii＝！，　d23＝一r，　d3i＝’r

で与えられる。とくにr＝0の場合は：tE方形膜，γ＝　一〇．5は直角三角形膜に当る。

　図3は種々のγに対して計算した四辺形膜の固有値と振動形を最低次振動から順次高い次数の

振動へ大きさの順序に並べたものである。この方法は7＝一〇．5のとき式（2）による座標変換を

行うことができないので，三角形膜に対しては厳密解によって求めている。四辺形膜のなかに描

かれた痕線や曲線はすべてその線上で膜の変位が0となる節線を示す。四辺形の対称軸である一

つの対角線上に節線を有する振動はすべて逆対称形振動で，それ以外の振動はすべて対称形振動

である。この図からγの大きさ（絶対値）が増し，膜の形状の変化が大きくなるにしたがって，

周知の止方形膜とはかなり異なった形の振動形が現われることがわかる○
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　　　　　　　　　　図3　一一一一つの対角線に対称な四辺形1嘆の振動モード

　図4は膜の形状パラメータ7に対する固有値の変化を示す。みやすいように，対称形と逆対称

形振動の固有値とはそれぞれ実線と破線で区別して表わされている。正方形膜と三角形膜に当る
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　図5　t一・’一つの対角線に関して対称な

　　　　四辺形膜の固有値
　　　　（等而積膜に換算）

γ簾0と一〇．5の縦線．しに記入した。印は近似解法によらない厳密な固有値を与える。γが増す

にともなって膜面積も増加し，したがって各次数とも固有値は単調に減少する。またこの図か

ら，正方形膜の場合に一致していた対称形と逆対称形振動の固有値がγの変化によって分岐する

こと，およびγが増して膜が偏平になると固有値の大きさの間に交差が起こることがわかる。1白：

角三角形膜の振動は対角線1－i　ec節線を有する！E方形膜の振動と全く同一のものである。

　図5は各形状の四辺形膜の國有値を等面積の膜の固有値に換算した結果を示しており，これか

ら膜の形状効果（偏平度と固有振動数の関係）がわかる。パラメータγの変化による固有値の変

動状況は振動の次数と振動形に依存しているが，そのなかで，対称形振動の固有値は最低次振動

と閉じた節線をもつ4次振動を除けば，偏平度が増すにしたがって単調に減少する。

4．　周辺が単純支持された平板と膜の振動との相似性

　いま，互いに合同な形状を有する薄板と膜の自由振動を考える。単位体積当りの質量ρρ，板厚

lZの薄板の自由振動を支配する方程式は，板の振動数パラメータ

　　　Eh3［

D＝＝
hJ，”
if＝ib2）・

・2一噌ω1

E：ヤング率， 琳…比1

（16）

を用いて

眺一（2‘p）愉・一・
（17）

で表わされる。ここでWpは板の横変位を表わす。周辺が単純支持された板では，すべての辺
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でつぎの境界条件が満足されなけれぽならない。

　　　　　　　　　　　　　　　　PVp　＝o，　f72　Wp　＝o

式（！7）は

　　　　　　　　　　　　　　｛・・＋（2pa）2｝｛〆一㈲悔一・

（18）

（19）

となるが，このうち｛ク2一（λb／a）2｝　wρ　・・oからは二つの虚数の固有値が，｛72＋（7，　p／a）2｝P称＝oか

らは正と負の闘有値が出てくる。実際に意味をもつのはllEの固有値だけなので，後者に注潤して

　　　　　　　　　　　　　　　　1・・Wp＋（を魎一・

が得られる。この式は武（！），（IO）で与えられた膜の横たわみW。tを支配する方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　肌・（曾）2駄一・

と同形である。膜の周辺が固定されているとぎは，すべての辺で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vpr．　＝　o

（20）

（21）

（Pw2）

となる。板の境界条件は式（18＞で与えられるのに対し，膜の境界条件は式（22）で与えられる。

膜の場合，式（21）により境界王においても

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p’2W，．＝O　（L3）
が満足されるので，結局膜と板の支酎方程式と境界条件は岡じ式で与えられることとなる。した

がって，両者の圃有値と固有関数の開につぎの関係が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　2p＝　7．　．，，　Wf，　（x，　jy）＝　W，．　（x，　y）　（2　4）

5．　結 論

　任意形状を有する（凸形）四辺形膜の自由振動をガラーキン法によって解析した。すなわち

（1）任意形状を有する四辺形膜を単位長さの辺をもつ正方形膜に変換し，この正方形膜に対する

　　運動方程式を導き，ついでガラーキン法によって振動数方程式を誘導した。

（2）ひし形膜について，採用する試験関数の記数をかえて固有値を数値計算した結果と他の著者

　　による数値とを比較検討したところ，6×6項程度の試験関数を採れば十分な精度の固有醜が

　　得られることが明らかとなった。

（3）この方法を一つの対角線に関して対称な（凸形）四辺形膜に適用して振動の圏有値と振動形

　　を数値計算した結果，四辺形膜の偏平度の振動に与える影響が定昂：的に明らかになった。

（4）問じ形状を有する単純支持板と膜の振動が岡一の方程式と境界条件に支配されることを示

　　し，両者の糊有値と固有関数の問に熱った相似性があることを説明した。

参　考文　献

1）　Durvasula，　S．：」．　Acous．　Soc．　Amer，，　44　（1968），　6，　p．　1636－1646．

2）　Bauer，　L．　and　Reiss，　E．　L．：J．　Acous．　Soc．　Amer．，　54　（！9．73），　5，　p．　1373－1375．

3）　Vijayakumar，　K．　and　Durvasula，　S．：　」．　Souncl　and　Vibr．，　34　（1974），　4，　p．　557－559．．

4）　Nagaya，　K．：　J．　Sound　and　Vibr．，　50　（1977），　4，　p．　545－55！．

5）　Laura，　P．　A．　A　et　al．：　．1．　Sound　ancl　Vibr．，　60　（1978），　4，　p．　499－509．

6）　Nagaya，　K，：　J．　Souncl　and　Vibr．，　55　（19．　77），　2，　p．　2！5－223．

7）　Nagaya，　K．：　．1．　Appl．　Mec，h．，　45　（1978），　1，　p．　！53－！58．

8）　Conway，　H．　D．：　Can．　Aeron．　J．，　6　（19．　60），　p．　263．

｛）　Chopra，　1．　and　Durvasula，　S．：」．　Sound　ancl　Vi｝）r．，　19　（1971），　4，　p．　379－39．2．



8　　　　　　　　　　　　　　　　　　入江敏博・山田　元・依出兼雄　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

10）　Chopra，1．　and　Durvasula，　S．：」．　Sound　and　Vibr．，20（1972），2，　p，125－134．

11）Chen，　Y．：Vibrations：Theoretical　Methods，（1966），　p，266－268，　Addison．Wesley　Pub，　Co．

　　　　　　　　　　　　付録　ひし形膜の方程式と試験：関数

　この場合はα1＝β2，α2謹β1，α3＝β3＝Oで，式（5）の。坊d’ノは

　　　　　　　　　　　　　1鳶贈㍗三酒

と書け，式（3）以．ドの計算も簡単となる。ひし形には二つの対角線に関して対称性があるので．）

これうの対称軸に関する対称と逆対称振動を組合せた下記に示す四種の試験関数を用いるのが便

利である。

　　　　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　ぎ
　　　　　SS形振動：　　　W漏Σ　　Σ　Aiノ（sinガπ’‘sinブπ～ノ＋slnノ詔si漉π～ノ）　　（A－1＞
　　　　　　　　　　　　　　　　tml／mi，’†2．．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　ぜ　　　　　　が
　　　　　SA形振動：　　W＝Σ1　Σ　　．砺（sin∫πz‘sinノπ〃十sinブπz4　sin　fπ〃）　　（A－2）
　　　　　　　　　　　　　　　　t［：1ノー一i←1，i十3，．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　パマ
　　　　　AS形振動：　W＝ΣΣAゴ（si冠πκsinブ認一sinブπz‘si溜π乙・）（A－3）
　　　　　　　　　　　　　　　　1＝zlゴ＝∫＋1，it3，．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　な　　　　　ハダ
　　　　　AA形振動：　　W＝Σ　　Σ　Aiゴ（sin∫π3‘sinノπ卜sinブπz6　si爵π〃）　（A－4）
　　　　　　　　　　　　　　　　i，一一1ノ嵩～十2，i＋」，．t．


