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一般化主成分分析法とその改良について

水　田　正　弘
（昭棟63年3月3！日受理）

Generalized　Principal　Components　Anaiysis

　　　　　and　ait　lmprovement　in　it

　Masahiro　MlzuTA
（Received　March　31，　1988）

Abstract

　　Generalized　Principa｝　Components　Analysis　（GPCA）　is　explained　briefly　and　an

improvement　in　GPCA　is　proposed　in　this　paper．　GPCA　is　one　of　the　methods　that

determine　non－linear　structures　of　the　data．　Most　of　the　properties　of　’non－linear’　modes

are　not　dependent　on　a　coordinate　sys£em，　but　the　resuks　of　GPCA　are　not　always

invariant　under　orthogonal　transforma£ions，　para！lel　translations　and　similarities　of　the

coordiRate　system．　An　lmprovement　in　GPCA　is　proposed　iit　order　to　cope　with　ehis

defect．　The　proposed　rnethod　ls　invariant　under　these　transformations　of　the　coordinate

system．

1．はじめに
　最近，必ずしも線形ではない構造に対するデータ解析の方法が活発に研究されている。例えば，

多変量データにおいて，変量が1個の霞的変量と数個の説明変量に分かれているときに，その目

的変量を説明変量の非線形な結合によって表す手法が数多く開発されている。しかし，変量を目

的変量と説明変量に分けることが不可能な場合，すなわち，各変量が同等で等しく扱わなくては

ならない場合における非線形な構造の解析方法はあまり研究されていない。Gnanadesikani）によ

って開発された一般化主成分分析法は，このようなデータに対する数少ない手法の一つである。

一般化主成分分析法は通常の主成分分析法の拡張になっており，計算もかなり容易である。また

一般化主成分分析法の解はデータに対する当てはめとなっているので幅広く適用できる可能性を

持っている。そこで本報告では，はじめに一般化主成分分析法について簡単に説明する。

　しかし，一般化主成分分析法には，利用する関数の選び方をはじめ解決しなくてはいけない問

題が残されている。Mizuta4）によって，座標系の直交変換に関して結果が変わらない一般化主成分

分析法が数学的に特定されたが，座標系の平行移動および野阜変換に関して結果が変わらない手

法は発表されていない。そこで，本報告の後半では，これらの座標変換に関しても不変な手法を

一般化主成分分析法の改良として報告する。
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2．一般化主成分分析法と座標変換に関する不変性

　はじめに一般化主成分分析法の紹介を行う。N個の個体に対して，それぞれp変量の観測値

x＝（Xl，　　二金，　　’。●，　　xρ〉が得られたとする。ここで弄（x）（i＝1，2，…，　k）をp次元ベクトルxに

ついて定義されたん個の実数値関数とし，刃（κ）＝伍（κ），ゐ（κ），…，五（κ））’と置く。この

F（x）によって決められる一般化主成分分析法とは，f‘（x）σ罵1，2，…，ん）の一次結合で表され

る変数（Xの関数）のうち分散が最大な変数をZlとし，　X、と無相関でかつ分散が最大が変動を22，

以下同様に変数z3，24，…，2hを選ぶ方法である。ただし，

　　　　　た
　　　9ゴ聯Σら差（x）＝z3．F（x），

　　　　　趣1

　　　あ謙（るゴ，らゴ，…，㈲，

　　　　　　た
　　　房Zゴ＝：Σ♂ごゴ2鳳1，（ブ＝1，2，…，ん〉　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　i＝1

とする。主成分分析法の場合と同様にベクトルム，あ，…，振は嫉（x），渥（κ），…，五（κ））

の分散共分散行列の固有ベクトルである。従って実際の計算は次の様に行う。

1）p変量データ｛x＞をF（x）によってん変量データ｛F（x）｝に変換する。

2）データ｛F（x）｝の分散共分散行列Cov（F（x））を計；算し，その固有値λ、≧λ2≧…≧λ声よび

固有ベクトル1，，1、，…，畠を求める。ただしliは固有値λごに対応する固有ベクトルとする。

3）2）で求めた固有ベクトルによって変数（主成分）

　　　　　ん
　　　21＝Σli，弄（x）＝tl　F（x）

　　　　　加1

　　　　　ぬ
　　　Zk＝Σlikプ1（x）：IJ，　F（x）

　　　　　幽t

　を得る。

　最：小固有値に対応するZkは，差（x）（i＝1，2，…，々）の一次結合（ただし係数の平方和は1）の

うち分散が最も小さいものである。すなわちZhはデータに対して適合するue　tw　2k　（κ）であると考

えられる。特に，p次元空間における曲線｛X∈RP∫ih　”＝　Zk（X＞｝はデータに対する当てはめ（フ

ィッティング）と見なすことができる。ただし，姦は2k（X）の平均とする。

　関数F（x）をいろいろ選ぶことによって各種の一般化主成分分析法の手法が得られる。例えば，

i・　（x）・・Xi　（i＝1，2，…，　p）と置くと通常の主成分分析法となる。またGnanadesikanが2次の主

成分分析法と呼んでいるものは

　　　fi（x）＝Ci　　　　　　　（i＝1，　2，　…　，　／））

　　　fi（x）＝篇κゴ　Cm　　　　　　（i＝＝p－1－1，　…　，　（p2十3p）／2）

によって定義される。ただし，ノとmはp≧ノ≧m≧1なるすべての組み合わせをとる。2変量：

（p＝2）のとき2次の主成分分析法は，

　　　五（x，夕）＝xf2（x，y）＝夕f3（x，y）＝・κ2f4（x，夕）＝ayf5（x，y）＝夕2

で定義される。ここでん謹（x，ツ）とする。

　形式的には刃（x）として任意の関数を選んでも一般化主成分分析法が定義できる。しかし，意味

のある解析を行うために最小限必要な次の条件を仮定する。
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　条件1）fi（X），　f2（X），…，　f2（X｝はxの関数として一次独立である。

条件2）任意のp次盧交行列丁に対してF（Tx）me　WF（x）となる行列wが存在する。

　条件3）fi（x）はxについて連続関数である。

　以下ではこれらの条件のもとで，座標系の直交変換に対して不変な一般化主成分分析法につい

て述べる。

　一般化主成分分析法の手法がf不変』であるとは，座標系を直交変換したとき得られる結果を

元の座標系で考えると，元の座標系から直接得られた結果と常に一致していることを言う。そこ

で，このことを数学的に述べる。

　座標系の任意な直交変tWx＊　・Txについて，　x＊を変量と見なしたときの結果を

　　　zブ＝Z傍’F（x＊）漏Z到17（Tx）　　　（ノ編1，2，…，々）

で表す。ここで菖はF（x“）の分散共分散行列Cov（F（x“））の固有ベクトルである。手法が「不

変sであるとは，任意の直交行列Tについて
　　　1；・，17’（x）＝一±lf・’17（Tx）　（i　一一1，　2，　…，　fe）

がxの関数として成立することである。ただし，“±”の記号は単に固有ベクトルの向きを示して

いるだけで本質的ではない。

　前述の条件1），2），3）のもとで座標系の直交変換に対して不変な手法は以下の関数により決定

されるものに限り，逆に以下の関数により決定される手法は不変である4）。

　1）　つぎの二つからなる関数の組

　　　縞臆（富盛〕・・…一・溜〕躍・…）一励虻1紹レ門脇レ声一・・

　　　伽団9・助君1一閉プ押・〔iTsf　］　ysxM－s一…）　＋hi（xfii一　（Y］　y2xAfrm2＋　［　」ll　］　y4　xM－4一…）｝

　　　M＝Mi　（i　ww一　1，　2，…　，　s）

　　　ただし，＆，h，は評についての任意な達続関数，　M，は任意な正の整数とする。

　2）いくつかの～厨の連続関数。

補注：厳密に轡えば不変な手法はベクトル値関数PF（X，y）による決まるものに限る。ここで

F（x，　y）は上述の1），2）からなるベクトル値関数，Pは直交行列とする。ただし，一般にF（x）で

決められる手法から得られる結果とPF（x）で決められる手法から得られる結果は一致する。

　以上で2変量データについての不変な手法を決める関数の一般形を示したが，多項式の場合の

関数を具体的な形で紹介する。各次数に応じて次の関数系がある。

　2変量1次多項式：　　　x，y
　2変：量2次多項式：　　κ2，My，　y2

　2変量：3次多項式：κ3，tsκ2y，　v礎「茂y　2，　y3

・変量轍多項式…，πレ㌧～M［、）xM一…，…，個・門・・

これらは一般形から得られる関数系に適当な直交行列Pを掛けることにより求めることができ

る。

　一般のp変量データにおいて不変な一般化主成分分析法の手法を定義するF（x）は，任意の2

変量についての直交変換に対して不変な一般化主成分分析法の手法を求めれば良い。例えば3変

量（x，y，　z）では，（x，　y），（y，　g），（2，x）についての直交変換に対して結果が変わらない一般化主成
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分分析法の手法は3変：量全体について見ても不変な手法である。

　従って3変量以上では次のような関数系がある。

　3変量1次多項式：　　　x，y，　z

　3変量2次多項式：κ2，y2，　z　2，　thay，　nyz，」22x

　3変量3次多項式：κ3，y3，23，痔κ2夕，∬y2g，！」♂κ，痔κy2，　tSy22，》署εκ2，　A6xyz

3蜘次多項式：

　　　　　　　　　　　　（i＋グ＋k＝q∫0≦ガ，ノ，k），

　　　　　　　　　　　　tw　1

ク

Σit＝q：O≦　i，，

t＝1

3．一般化主成分分析法の改良

　前章で紹介した，座標系の直交変換に関して不変な一般化主成分分析法も，座標系の平行移動

や相似変換に関しては必ずしも不変ではない。前章と同様な方法で議論することにより，平行移

動や相似変換に関して不変な一般化主成分分析法を求めることができる。しかし，これら全ての

変換に対して不変な一般化主成分分析法は（通常の）主成分分析法に限定される。そこで，本章

では一般化主成分分析法の改良として，これらの座標変換に関して不変な手法を提案する。

　一般化主成分分析法を別の言い方をすると，（2変量2次では）

　　　z＝　ex　＋　by　＋　cx2÷d　Mxy　＋　ey2

と置いて，a2＋b2＋c2　fe　d2＋e2・　1の条件のもとで，　zの分散を最大または最小にするa，ろ，　c，

d，eを求めることと書える。しかし，これでは関数族（x，　y）と（κ2，vi7xy，y2）を同等に扱って

いるために，座標系の平行移動や相似変換に関して結果が不変ではない。そこで，条件a2＋b2＋

c2÷d2＋e2　・＝　1を。2＋d2＋e2　・1に代えることにより，関数族（κ2，　Mxy，　y2）の係数のみに制約を

加えることが考えられる。すなわち，第1主成分Zlを，

　　　　　　max　min　（Var　z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　C2＋d2＋62＝l　a，　b

となるa，b，　c，　d，　eによるzとして定義する。　z2は②式にz、から得られた係数ベクトル（c，

d，e）と直交するとの条件を加えたものである。さらに，　z3も同様に決定できる。　z3は

　　　　z3＝　min　min　（Var　2）
　　　　　　c2＋d2＋e2＝＝1　a，　b

と表現できる。以下，1（1）＝＝（a，b）t，1（2）＝（C，　d，　e）’，　（X，　y，　X2，源κy，　y2）の分散共分散を

Σ一 k翁；〕

とする。ただし，Σ，，は（X，y）の分散共分散行列，Σ22は（κ2，nxy，y2）の分散共分散行列，Σ12，

Σ21は（x，y）と（κ2，V7ay，　y2）の共分散行列である。説明の都合上Σ，，は正則行列とする（正則
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行列でなければ，通常の主成分分析法を一度適用すべきである）。Var　zはこれらの記号を使うと

　　　Var　z　＝（1（i｝’，　1｛2）’）’2（1（i），　1（2））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　x　1｛’）’2，，　1（i｝÷　1“）’2，，　1（2）十　1（2）’22i　t｛i）　H一　1｛2）’222　t（2｝

となる。

　はじめに，Zω畿（c，　d，　e）’を固定したときの，‘ω＝（a、　b）’に関するVar　zの最小値を考察する。

　　　’：sil／Tsrmi）　Var　z＝22n　IO）÷2£i2　1｛2）

　　　　　　　　篇G

より，

　　　t｛i｝　一一一211－i212　t（2）　（4）
でなくてはならない。（4）式を（3＞式に代入すると

　　　Var　z　＝　1（2）’　（222一£2i2ili£i2）　IC2）

となる。したがって，1（2）’1（2＞　＝1の条件下でのVarzの最大値，最：小値は，それぞれ（Σ22一Σ2，Σ1iiΣ、2）

の最大固有値，最小固有値に対識し，そのときの1（2）の値はそれぞれの固有ベクトルとなる。

　以上のことから，a，　b，　c，　d，　eを求める計算方法は次の通りである。

　1）　（x，夕，κ2，My，　y2）の分散共分散Σを求める。

　2）Σ22一Σ21Σ11｝1Σ12（3×3行列）の圏有値問題を解き，最大固有値に対応する固有ベクトル

から順にt‘（2）＝（Ci，　d，，　ei）（i＝1，2，3）と置く。

　3）　1（i）＝一2，，一i2，，　t｛2）

によりZガω；（ai，　b，）を計算する。

　1），2），3）により得られた（ai，　b，，　Ci，　d，，の（i＝1，2，3）が求める値である，　i＝1のときzの分

散は最大，i＝3のとき2の分散は最小となる。

　一般的に表現すると，F（x）＝G（x），　f2（x＞，…，姦（x））’において，

　　　F（x）＝（F，（x）’，　F，（x）’）’

　　　Pi　（X）　＝　（fi　（X），　f2（x＞，　…，　f．一，（x）〉’

　　　F2　（x）　：（fr（X），　fr＋i（x），　’”，　f2　（X））’

　　　（rはr＞1なる整i定数）

　　　1　．．，　（　t（1）t，　1（2）t　）t

　　　t〈1｝＝（lli　ip7　’”f　lr－1）t

　　　t（2）＝＝　（lr，　lr＋i．，　’”，　lk）’

　　　z算z’F（x＞

　　　　．　1（1＞〆F，（x）＋1（2）ノP2（x）

とおき，

　　　　max　min　（Var　z＞
　　　1｛2）’1（2）＝：1　1（1）

などを1について解くことになる。この場合も2変量2次のときと全く同じ計算方法で求めるこ

とができる。

　これらのときもF（x）として2章で紹介した関数族を利嚇する限り，この新たな手法は座標系

の直交変換に関して不変となる。さらに，多項式の関数系を使い最：高次の係数のみに剃約式を科

すと座標系の平行移動や栢似変換に関して不変となる。
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4．数　　値　　例

　次に数値例を紹介する。サンプル数47の2変量データ（平均0；各変量の分散1）に，次の3

種類の手法を適用する。

　手法D　F（x，夕）：（x，夕，κ2，xy，y2）’による一般化主成分分析法（圏1）

　手法2）　F（x，y＞＝（x，　y，κ2，　nay，　y2）’による一般化主成分分析法（図2）

　手法3）F（x，　y）＝（κ，　y，　x2，万xy，y2）’による新たな手法（図3）

それぞれ，座標系を45P回転させた結果，κ軸，夕軸ともに÷1。0ずつ平行移動させた結果も描いて

いる。

　この結果からも分かるように，手法1）（Gnanadesikanの2次の主成分分析法）は回転・直交変

換にも平行移動にも不変ではない。手法2）は回転・直交変換にぽ不変であるが，平行移動には不

変ではない。それに対して手法3）はこれらの変換に対して不変である。
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図1　2次の主成分分析法（手法！）

e

．o ^　e

　e／e
も　　eee

e

oe

e

e

e

捲

e

e

e　e

e

e

e

e

Y　　　　e

e

平行移動

　原データ｛劉，，、・

c

図2　直交変換に不変な一般化主成分分析法（手法2）
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図3　一般化主成分分析法の改良（手法3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　あ　と　が　き

　一般化主成分分析法はデータ解析における基本的な課題であるf関数の当てはめ』に対する方

法の一つと見なせる。しかし，『関数の当てはめ2として利用するためには座標系の変換に対して

なるべく影響を受けないことが好ましい。すでに，座標系の直交変換に関して不変な手法は数学

的に特定されているが，その他の変換についての不変性については発表されていない。しかし，

本報告のように一般化主成分分析法を少し改良することによって，不変性の問題は解決できるこ

とが示された。

　一般化主成分分析法における今後の問題としては，第1主成分の意味づけ，固有値の解釈，有

効【生の評緬などが残されている。
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