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1．　lntroduction　and　notations

1．1　Definitions　and　basic　facts

Let　Mm．　denote　the　space　of　all　m　×　n　complex　matrices　and　M．　the　algebra　of　all　n

square　matrices．　The　Schur　product　（or　Hadamard　product）　of　two　matrices　A　＝　［aij］　and

B　＝　［bij］　in　Mm．　is　defined　by　the　entrywise　product　multiplication　and　is　denoted　by

Ao　B：

（1．1） A・B＝［αゴゴ6司．

Thus　the　Schur　product　is　defined　fbr　a　pair　of（not　necessarily　square）matrices　of　same

size，　which　is　always　commutative　and　i重is　completely　difCerent　from　the　ordinary　matrix

product．

　　　　HistoricaUy，　it　seems　that　the　first　systematic　study　of　algebraic　and　anaユytic　proper－

ties　of　Schur　product　was　made　by　I．　SchuL　The　research　on　Schur　product　has　been　done

on　the　analogy　of　known　reslllts　fbr　the　ordinary　matriX　producも．

　　　　We　denote　theかα脚03e　of　a　matri．x　A＝［α司by　tA≡［α」ホand　theα（ij’eint　of　A

by．4率≡［～ぢ］whele　fbr　a　complex　numl）er　z，7means　t：he　complex　conjugate　of　z．　A

matrb【五∈．Mn　is∬ermitian　if　a：nd　only　if．4＝∬．　An　Hermitian　matrix、4　is　positive

de／inite　if〈ノlili＞＞Ofbr　aU　nonzero　5∈Cn　and／1　is　positive　semi（lelinite　if〈ノ1515＞≧O

fbr　al　i∈Cn　whele〈・卜＞denote　the　inner　product　o：n　Cπ．：For　two　Hermitian　matrices

24and　B　in　Mn，．4＞B（or　B＜五）means　14一．B　is　positive　de五nite　matrix，　simiユarly

・4≧B（oLB≦A）means・4－Bis　a　positive　semide五nite　m　at　riX．　For．A＝［α‘ゴ1∈ルfπits

かαce　tr（A）is　the　sum　of　iもs　main　diagonal　entries：tr（A）≡α11十α22十…十ann．λ∈C

is　caUed　an　eigenvαlue　of　a　matrix．4　if　there　exists　a　nonzero　vectol　5∈Cn　such　that

／iε＝・λ5，a：nd　Iぎis　called　a皿　eigenvector　of／1　co：【responding　to　the　eigenvalueλ．　It　is

：know：n　that　if且is　an　Hermitian　matriX　then　evely　eigenvalue　of　24　is　real　number　and　if

A≧Othen　every　eigenvallle　is　nonnegative　number．　Hence　when／hs　Hermitian　we　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

the　eigenvalues　oL4　byλ（A）・＝（λ1（且），…　，λπ（且））which　are　arra：nged　in　nonincreasing

order：λ1（A）≧λ2（ゑ）≧・∵≧λn（A）．　The　sipectTal　rα　dius　of　a　matlix．4∈Mn　is
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given　by　r（A）　＝　max｛IAI：　A　is　an　eigenvalue　of　A　｝．　Let　A　be　a　positive　semidefinite

matrix，　then　there　exists　a　unique　positive　semidefinite　matrix　C　such　that　C2　＝：　A　and

C　is　denoted　by　C　1　Ai／2．　The　singular　values　of　a　matrix　A　E　M．　are　defined　as　the

eigenvalues　ofレll≡…（A＊A）1／2，　that　is，8‘（且）：＝λf（レ1D　（i：＝1，…　，n）．　For　a　vector

x一’@’一’一　t ixi，x2，…　，x．）　E　¢”，　the　matrix　diag（x’）　E　M．　is　a　diagonal　matrix　whose　i　th

diagonal　entry　is　xi．　Let　il・II　be　a　norm　on　Mn．　Il・II　is　called　a　unitarily　invaTiant　norm

if　iレ隻ll＝ll　U　AV「l　fbr　every／1∈Mn　and　all　unitariesσ，y∈Mn，　and　l卜Il　is　a　unitαry

similarity　invariant　norm　if　11All　＝：　l　l　UAU“II　for　every　A　E　M．　and　every　unitary　U　E　M．．

　　　　：For　real　number　p≧1，　we　denote　the　Schatten　p．norm　by　i卜lIp：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll弗≡（nΣ・罫（Aた：1））1’p

In　particular，　l　l・lli　is　called　the　trace　noTm：

1卜I12　is　caUed　the　Frobenius

（A　E　Mn）・

　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　1凶1・≡Σ・i（A），

　　　　　　　　　　　　　‘：：＝1

η・・m（・・Hi1ゐ・rt－S・hmidt　n・・m）・
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旧1。。is　caUed　th・・P・cオアα1η・rm（…P・剛・・π・rm）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1凶1・・≡・・（且）一回il高ll

where　ll・ll　is　the　Euclidean　norm　on　¢”．　ll・llp　is　an　example　of　unitarily　invariant　norm．

A　nontrivial　example　of　a　unitary　similarity　invariant　but　not　unitarily　invariant　norm　is

the　numerical　radius　w（・）　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（A）≡黙1〈部＞1（蝋）　．

with　usual　inner　product　〈tl・〉．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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　　　　For　a　given　A∈Mn，　consider　the　Schur　multiplication　operαtor　SA　：Mn　ト→Mn

given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（X）1EAoX　（XEM．）．

Since　SA　is　a　linear　map　on　Mn，　for　any　norm　II・ll　on　Mn　we　can　define　the　norm　llSA　II

induced　l）y　I卜11：

（1・2）　　　　　　　剛≡認ゼ帳歪ll・

In　this　paper，　we　shal｝　investigate　the　induced　norms　of　the　Schur　multiplication　operator

for　several　norms　on　Mn．

　　　　Historically，　in　his　famous　paper　［29］，　1．　Schur　proved　that　if　A　and　B　are　positive

semidefinite　matrices　in　M．，then　A　o　B　is　also　positive　semidefinite　（today　usually　called

Schur　product　theorem），　that　is，

and　he　proved　the　submultiplicative　inequality　of　Schur　product　for　the　spectral　norm：

（1．4）　　　　　　　　　1レloB　ll　OQ≦1レlll◎oll　B　ll◎◎　（A，B∈Mn）．

1．2　Examples　of　S　chur　product

　　　　The　Schur　product　arises　naturally　from　several　different　points　of　view．　We　describe

only　two　examples　involving　the　Schur　product．　See　［12］　and　［13］　about　further　details　of

examples　which　arise　in　an　application．

　　　　［Example　1］

　　　　Let　f（e）　and　g（e）　be　continuous　periodic　functions　of　period　2T　and　consider　their

Fourier　series：

　　　　　　　αイe｛んθ∫（θ）d（θ）and－bイe‘んθ9（θ）d（θ）（ん一・，士1，±2，…）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（θ）イTf（θ一t）9（θ）d（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
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．・…・．ﾋ一・

has　Fourier　series
・イe‘為θん（θ）d（θ）

that　satisf：y　the　identities　cん＝α為・bk，　k＝0，土1，±2，…．Then　the　Toeplitz　matrix　of

Fourier　series　of　h（e）　is　the　Schur　product　of　the　Toeplitz　matrices　of　Fourier　series　of　f（e）

and　g（0）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［・司＝［α‘一5］・［b‘一ゴ｝．

　　　　［Example　2］

　　　　Let　f　be　a　continuously　differentiable　real－valued　function　on　a　real　interval　（a，b）　and

let　A，　B　E　M．　be　given　Hermitian　matrices　with　all　their　eigenvalues　in　（a，b）．　Define　g（t）

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（t）＝f（tA十（1－t）B）　（tE（O，1））．

For　every　t　E　（O，1）　from　the　spectral　theoTy　there　is　a　unitary　matrix　Ut　E　M．　such　that

tA　十　（1　一一　t）B　＝　Ut　diag（Ai（t））U，“　where　Ai（t）　are　the　eigenvalues　of　tA　十（1　一一　t）B．　’TheR

we　can　obtain　by　calculation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9’（つ＝σ毒［1（ノ（｛λi（オ）｝）o（σ～‘（ノ1－B）σ∂1σ～監．

Here　we　write

　　　　　　　　　　　　　　Kノ（｛Ai（t）｝嘔li讐i黙繍

1．3　Sketch　of　the　contents

　　　　The　weak　majorization　relation　for　the　usual　matrix　product　was　known　by　Horn　［11］，

that　is，

（1・5）　　　　　遡β）㌔遡）・遡）（且，B∈Mn）．

H61der－type　norm　inequalities　for　the　usual　product　are　derived　from　this　relation．　ln

section　2　we　discuss　a　Schur　product　version　of（1．5），　and　give　H61der－type　inequalities，for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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Schur　products　of　the　fbrm　llAoBlldi。，p。≦1囚1φ、，p、・UB　Il　di，，p2．Here　for　unitarily　invariant

n・・m［凶1φ，w・d・五n・llAlliP，。　by田Al・　l13／P．　A・a・…11a・y，　w・・ettl・，　in　a・t・。ng　f・・m，　a

conjecture　of　Marcus　et　al．　［18］　on　submultiplicativity　of　a　unitarily　invariant　norm　with

respect　to　the　Schur　multiplication．

　　　　For　A　E　M．　the　induced　norm　IISA　II　of　Schur　multiplication　SA　with　respect　to　a

norm　l卜li　on．Mn　is　de伽ed　by（1．2）．

　　　　For　p　）　1，　the　Schatten　p－norm　ll・llp　is　a　typical　example　of　unitarily　invariant

norm．　If　we　denote　the　norm　of　5「A　induced　by　the　Schatte：n：norm　I卜1し1）y　Il　SA　11p　then

IISAIIp　＝＝　IISAIIq　for　p，　g　1）　1　such　that　1／p　＋　1／q　＝＝　1，　and

llSAII2　＝　mini一くpKoollSAIIp・

In　section　3　we　present　some　convex　property　of　the　function　pト→11　SA　llp．

　　　　In　section　4，　we　show　that　the　induced　norm　of　SA　with　respect　to　the　numerical

radius　norm　is　at　most　one　if　and　only　if　A　is　factorized　by　A　＝　B’WB，　where　17［1　is　a

contractive　matrix　and　the　Euclidean　norms　of　the　columns　of　B　are　at　most　one．　We　give

other　equivalent　characterizations　and　derive，　as　a　concequence，　Haagerup’s　Theorem．

　　　　For　p　〉　O，　Holbroek　［10］　defined　an　operator　radius　wp（・）　by　relating　with　p－contraction

which　was　introduced　by　Sz．一Nagy　（see　［30］）．

　　　　The　set　｛wp（・）｝p＞o　of　operator　radli　is　a　one　parameter　family　of　unitary　similarity

invariant　（quasi一）norms，　which　interpolates　the　spectral　norm，　the　numerical　radius　and

the　spectral　radius．　For　commutative　matrices　A，B　E　M．　with　respect　to　the　ordinary

product　it　has　been　shown　（see　［23］）　that

w，（AB）≦K，1國。。・Wp（B）

where

　　　　　　　　K，　，，，　（　i［nio一く，6〈i｛6一’（2　一　6）一i　＋　（p　一　1）2（p　一一　6）一2｝’／2　［t　：　；　；：：？，

Especially，　when　p　＝　2，　using　another　tool，　we　proved

（1．6） w（AB）　S　1．16 ・1凶1。。・w（B）（A，・B∈Mn，　AB　・・　BA）．

　　　　　　　　　　　5
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It　had　been　a　long　standing　conjecture　whether　for　commuting　mahices　the　constant　1．16

in　（1．6）　can　be　replaced　by　1，　that　is，

（1．7） w（AB）　一く　llAUoo・w（B）　（A，BE　M．，　AB　＝BA）．

But　recently，　Mtiller　［20］　and　Davidson，　Holbrook　［7］　showed　that　the　conjecture　（1．7）　is

not　true．　ln　section　5，　we　mention　the　analogy　of　（1．7）　in　the　case　of　the　Schur　product

with　respect　to　operator　radius　and　the　H61der－type　inequalities．

　　　　The　contents　of　this　paper　were　published　in　［5］，（21］　and　［22］．　Moreover　the　contents　of

［22］was　presented　at　the　Inaugural　Conference　of　the　I：ntemational：Linear　Aユgebra　Society

held，　August　12－15，　1989，　at　Brigham　Young　University　in　Provo，　Utah，　U．S．A．　while　the

contents　of　［5］　was　presented　at　the　Conference　”Directions　in　Matrix　Theory”，　held　March

20－23，　1990，　at　Auburn　University　in　Auburn，　Alabama，　U．S．A．．
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2．　Unitarily　invariant　norm

2．1　Preliminaries　and　weak　majorization　relation　for　Schur　Product

　　　　It　is　known（see　［8，　p．78］）　there　is　a　one－to－one　correspondence　between　the　set　of

unitarily　invariant　norms　i卜ll　and　the　set　of　symmetric　gauge　functionsφon　Rn．．　This

correspondence　is　given　by　the　relation

（2．1） IIAII　＝＝　ip（sh・（A））　＝　ip（‘（si（A），’”，s．（A））），

wh・・eガ（五）一t（・・（五），…，・P（A））i・胤p1・・fthe　singula・vahe・・f五，　i．e．　the　eig・nvalu・・

of（．4廓且）1／2，　arranged　in　nonincleasing　order　with　muItiphcities　counted．　We　denote　this

norm　by　l卜llφ．　RecaU　that　a　nonnegative　fhnctionφon　R！｝is　caUed　a　symmetric　g傭ge

jfUnction　if　it　is　sllbadditive，　positive　homogeneous，　and　invariant　under　every　coodinate

　　　　　　　　　pelmutatlon：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（¢（ξ1，…　　，ξn））：ニφ（t（ξσユ，…　　，ξσ鴨））

foT　every　permutation　a　of　order　n．

6
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購’震蓑i難・

　　　　　　　　　　　　の　　　　Avectorξ　＝　t（ξ1，…　　，ξn）in　IR奪　is　said　to　l）e　ωeαkly　7ηαゴorized　by　another　vector

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づガ・＝オ（η1，…，ηπ）（in　symbolξ一くwガ）if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　ん

（2・2）　　　　　　Σξ［ゴ］≦Σ　axゴ］（k－1，・一，n），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　ゴ＝1

whereξ［1］≧ξ［2］≧…≧ξ［司andη［1］≧η［2】≧…　≧η回ale　the　decreasing　rearrangements

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ
of　the　components　ofξa：ndガ，　respectively・If　in　addition，　equality　holds　in（2．2）fbr　k・・＝n

　　　　　ぜ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のゆ

thenξis　said　to　be　m（η’・アized　byガ（in　symbo1ξ一くう）．

　　　　We　wiU　make丘equent　use　of　the　fact　that　a　symmetric　gauge　functionφis　monotone

with　respect　to　the　semiorder　induced　by　wea：k　majorization（see［8，　P．72D：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロひ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ一’〈wガimpliesφ（ξ）≦φ（切；

hence　by　the　statement（2．1）

（2・3）　　　　　　　　　　　5（A）一㌔5（B）implies　l凶1φ≦liBIIip．

Fo「　the　function

ﾓω（9）一

the　corresponding　norm　is　simply　denoted　by　l卜llp．　This　is　in　accordance　with　the　norm

l・ll。。．When　we　analyze　the　norm　inequaHties　fbr　the　usual（matrix）product，　the観owing

weak　majorization　relation　is　a　vely　useful　tool：

（2．4）　　　　　　　　　　9（A1ヲ）一く、〃ξ「（A）oJ（B）　（ノ1，」B∈Mn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づbetween　the　singular　values　of　the　product　4B　and　those　of．4　and　B．　Hereξo万denotes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のthe　Schur　producちi・e・the　coordinatewise　product　of　vectorξand示Therefbre，　to　ol）tain

Schllr　product　version　of　the　norm　inequalities，　we　win　start　with　the　following　lemma，

which　is　a　Schur　product　version　of（2．4）．

LEMMA　2．1．

（2．5） 遡。B）《訊五）・瑠）（A，　B∈Mn）

　　　　　　　　　　　　　　　　7
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PRooF：Let　us五rst　consider　the　case∠4≧Oand　B≧0・Putε‘＝8i（A）一8‘＋1（A）and

6ゴ＝＝8ゴ（B）一8ゴ＋1（B）（i，ゴニ1，…　，n），　with　the　convention　sn＋1（A）・＝8π＋1（B）＝・0．　Since

si（A）and　85（B）are　eigenvalues　of／1　and」B　respectively，　there　are　orthogenal　projections

．Pi，（～ゴ（i，．ブ＝1，2，…　　，η，）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　rank（Pi）＝i　and　　rank（（；～ゴ）＝ゴ　　（i，ゴ＝・1，2，…　　，n）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アル　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A一Σ　ei　Pi，　B一Σ　6，　Qゴ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　ゴ＝1

Si：nceε‘，δン≧0（i，ゴ＝1，2，…　n）and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A・B一Σε‘δ」（Pi・Qゴ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴ＝1

we　have（see［19，　p．243］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（2・6）　　　　遡・B）一くwΣε‘δゴ♂（Pi・Q」）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，ゴニ1

Now　the　Schur　product　theolem（1．3）implies，　with　I　denoti：ng　the　identity，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi　O　Qゴ≦pi　o　1＝the　diagonal　matrix　of　pi，

and　similarly，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi・Q」≦・・g」一th・diag・na1　mat・iX・f　Qj’．

Then　since≦between　I）ositive　semidefinite　matlices　imphes一㌔（see［19，　P．475D，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　5（」Pi　o（；～ゴ）一くw　5（Pi　o1）and　5（」Pi　o（～ゴ）一くで〃5（IoQj）．

It　is　known（see［19，　p．228D　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵡・・）小叩（一・一一V”一一e一・一．1，…　，　1，　O，…　，　O）

and　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　縦・・Q」）d9ゴ）一（へ1，・・●，1，0，●・・，0）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
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Aconclllsion　is　that，　with　i〈ゴ≡min｛i，ゴ｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘Aゴ

（2．7）　　鵡・Qゴ）㌔（τh，・，…，・）一ガ（Pi）・駁G5）．

Now　iもfbllows　from（2．6）and（2．7）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　遡・B）㌔Σε嗣瓦）・縦Q5）一三且）・最B）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り＝1

This　pr・ves（2．5）f・r且β≧0．

　　　Next　let　us　consider　genelaL4，B∈Mn．：Forノ乳∈Mn　let．4串・＝σレ4「be　the　polar

decomposition　oL4串．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・≦階）穿］［畔剛ρ］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一［llll　il：1］

and　similary，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［（li　il：ト

He皿ce　the　Schur　product　theorem（1．3），　apphed　to　these　2n　x　2n　matrices，　yields

（2・9）

It　fbllows　from　inequahty（2．9）that　there　is　W∈Mn　such　that　llW¶。。≦1and

　　　　　　　　　　　　　　　　　A・B＝（IA“1・IB串D1／2・W・（凶・iBD1／2．

Then　according　to（2．4）we　see

　　　　　　　　　　　遡・B）㌔」（（1∬1’・IB申D1／2）・瑚・ぎ（（囚・IBD1／2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦訳μr・IB章D1／2。被囚。IBD1／2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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where　fbrξ＝・t（ξ1，…　，ξn）∈Rヰwe　use　ii／2＝書（ξ｝／2，…，ξ蓋／2）．　By　the　arit：hmetic－

geometric　mean　inequahty，　we　have

　　　　　　　　　　　燗・剛・／・・凸面・IBD・／・≦縦1且「olB＊D2＋菰1且iOIB　D．

Now　apPly（2・5），　already　proved　fbr　positive　semide五nite　matlices，　to　the　pairsレ4「，卜B＊i

andレ41，IBI，　and　use　the　relation　5（A）＝・『（ノ1率）and・『（B）＝＝・ぎ（B率）to　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（レ1寧lol石ドD十9（レ1101BD
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一くw5（且）◎概B）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

This　completes　the　proof　of　the　lemma．■

　　　　Remark．　Bapat　and　Sunder［6］showed　that　for　positive　semidefinite　matrices　A，　B∈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

Mn　9（・40B）一㌔9（A）oβwhereβis　the　diagonal　entries　of　B，　arra＝nged　in　decleasing

order．　This　is　an　improvement　of　our　lemma　2．1　in　the　case　6f、4，　B≧0，　but　they　did　not

treat　the　general　case　or　Hδ1der－type　inequali土ies．

2．2　H61der－type　inequalities

TH：EoREM　2・2・丁五e　fbllow加g　colldf蓄fo皿5　fbτ5アmmet■fc　gauge」flnetions　ipo，φ1，φ2　are　mu－

tu・allアeq・livalent＝

　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ

　　　　（i）　φ0（ξo庁）≦φ1（ξ）・φ2（茄　　（ξ，ガ∈R！P・

　　　　（一一n）　1レ1」引1φo≦1レ111φ1・IIBIIip2　（ノ1，B∈Mn）．

　　　　（騎。，m）ll　A・珊φ。≦1凶1φ、・1剛φ、（A，　B∈Mn）．

pR，ooF：It　is　easy　to　see　that　the　Schur　product　A　o　B　coincides　with　usua1　matriX　product

AB　if・4　and　B　are　diagonal，　and　that　fbr　a　diagonal　matrix。4＝diag（α1，…，αn）and

symmetric　gauge　functionφ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1凶1φ＝φ（¢Gα、1，…，iαπD）．

These　considerations　lead　to（il）⇒（i）and（iii）⇒（i）immediately．（i）⇒（五）and

（i）⇒（五i）fbllow　Iespectively　from　the　weak　majolization　relations（2．4）and（2．5）of

皿sual　product　and　Schur　producも，　coml）ined　with　the　monotone　relation（2．3）．■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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　　　　Theorem　2．2　admits　a　natural　generahzation　to　an（m十1）一tuple　of　symmetric　gauge

functionsφo，φ1，”●，φm’●

　　　　Remark．　Hom　and　Johnso皿［15］showed『a　result　which　corresponds　to　our　Theorem

2．2withφo＝φ1＝φ2．　T：heir　proof　is　also　based　on　the　wea：k　majorization　relation（2，5）

of　Schur　product．　Their　proof　of　the　key　lemma　2ユis　quite　different　from　ollrs，　bllt　it

uses　a　commo：n　idea　with　ours　in　reducing　the　problem　to　the　case　of　a　Schur　product　of

　　　　　　　　　　　　　　

prOJectlons・

　　　　：For　each　symmetric　gauge　functionφ，　its　duα1　function　ip率is　defined　by

（2…）　ip＊（め一謁Σ詰1’彷（i∈R隼）・

Thenφ寧is　again　a　symmetric　gauge　function　and　the　corresponding　norm　Il・Ilip。1）ecomes

the　dual　norm　of　l卜Uφin　the　se：nce（see［8，　p．130－135D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll砺一瞬『鴇）1（A∈叫

We　define（i卜liφ，II・II1）・norm　of　SA　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　臨・≡撒11織111（A叫

Sim丑ary，（ll・ll¢，1卜l17）一norm　of　SA　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l剛・ぽ識1讐1続1レ（A∈Mn）

Si：nce，　by　definition（2．10），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σξゴηゴ≦φ串（ξ）・φ（切（ξ，ガ∈R穿），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

the　fbllowing　is　immediate　f【om　Theorem　2．2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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CoRoLLARY　2．3．　jFor　every　symmet■fc　gauge　functionφ

（2．11）　　　　　　ll　SA　ll　ip，・≦1凶1φ・（A∈Mn）・

　　　　Aclassical　Hδ1der　inequaHty　fbr　numerical　sequences　says　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／・　　　　　1／」　　　　1／‘
　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　Σ（ξゴηゴ）’　≦Σξ∫　・Ση1　（ξガ∈R算）

　　　　　　　　　　　　　　ゴニ1　　　　　　　ゴ＝1　　　　ゴ＝1

whenever　r，8，t≧1and　1／r＝1／8十1／t．Then　it　fbUows　from　Theorem　2．2　that

（2．12）　　　　　　　　　　ll　SA　llt，？≦llAIIs　whenever　1／r＝1／8十1／t．

To　formulate　a　generalization　of（2．12）in　a　compact　fbrm，　let　us　introduce　some　notation．

For　a　symmetric　gauge　functionφand　1≦p＜○○，　we　define　l卜llφ，p　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l凶iφ，。一覧網1左／’（A∈Mn），

then　l卜［1φ，p　is　a　unitarily　invariant　norm　which　corresponds　to　the　symmetric　gauge　function

　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コゆ

φ（ξP）1／P．In・fact，旧1φ，P　is　a　n・rm，　henceφ（ξP）1／P　is　a　symmetric　gauge　functi・n．　We　have

to　s：how　only　the　conveXity　property　of擁・liφ，P．　For　4，B∈M：πand　O＜λ＜1we　know　by

aresult　of］K．　Fan（see［19，　p．243D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　縦λ且＋（1一λ）B）㌔λ遡）＋（1一λ）縦B）・

Si：nce　tp　is　a　non－decreasing　convex　function　of　t≧0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（λノ1十（1一λ）」B）P一く卸｛λ」（．A）十（1一λ）5（B）｝P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦λ遡）P＋（1一λ）遡）P．

Since　tlle　symmetric　gauge　functionφis　monotone　With　respect　to　wea：k　majorization，　it

fbllows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i1λ且＋（1一λ）Bll葛，，≦λll且II彦，。＋（1一λ川B11葛“・

Therefbre　the　unit　baユ1｛X：llXUφ，p≦1｝is　a　convex　set，　that　is，　i卜ll　〈b　，p　is　a　norm．

Then　iレ411φ，p　is　a　continuous　nonincreasing　function　of　p．　If　we　put　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llAllip，。。＝閥。。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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it　is　i：n　accordence　with　other　l卜llφ，o。　in　the　sence　that

（2．13）　　　　　　　　　　　　　　1レ411φ，。。＝hmlレ411φ，p．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P→∞

For　p，　q≧1，li　SA　ll｛φ，p｝，｛φ，q｝is　defined｝）y

（2・14）　1剛｛一・｝≡撒U争譜・（蝋），

then　we　have　the　fbUowing　theorem．

TH：EoREM　2．4．．Letφbe　a　5アmme孟rfc　gauge　function．　Ifpo，P1，P2≧1alld　1／Po＝1／P1十

1／P2孟hen

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　SA　ll｛φ，。、｝，｛φ，，。｝≦1囚1φ，，、（且∈砥）・

PRooF：In　view　of（2．13），　we　may　assume　po，p1，p2〈○○．　Then　by　Theorem　2．2　it　sufRces

t・pr・ve　that

　　　　　　　　　　　　　　　　φ（りξPO・デ。）1／・・≦φ（々・）1／…φ（if・）1／・・（ξガ∈R年）

Tb　this　end，　let　p＝p1／po　and　g＝p2／po．　Since　1／p十1／g・＝1by　assumptio：n，　we　have

Ybung，s　inequality（see［9，1）．111D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一η9　（ξ，η＞0）；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξη≦一ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　　q

hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→　　　　　　1　→　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　デ。）　≦　一φ（ξP1）＋一φ（デ2）．（2．15）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（ξPOo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　　　　　q

　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ

Replacingξandガby老ξand（1／のガrespectively　and　taking　the　infimum　on　the　right　hand

side　of（2．15）fbrオ＞0，　we　arrive　at　the　inequality

　　　　　　　　　　　　　　φ（りξP。。デ。）≦φ（孕・）・・／…φ（デ・）・・／・・（ξガ∈R㌃）．■

　　　　Theorem　2・4　admits　a　natural　generalization　to　an（m十1）一tuple　Po，P1，…，Pm　with

1／1i）・＝Σ罪』、1／Pゴ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13
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CoRoLLARY　2．5．　SupPose　th　atτea11111mbers　lρo，P1，…　Pm　satisfy　P‘≧1（i＝＝1，2，…　　，m）

a：nd　1／poニ＝1／p1十…　十1／pTn．　Then　f‘）：r　anアノ11，…　，ノ隻m，∈Mn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HA・・…・且鵬llφ，。。≦rl：i園1φ，，パ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　為＝1

PRooF：We　shan　prove　by　inductio皿．　We　already　showed蝕m＝2　in　Theorem　2．4．　Sup－

pose　m≧3and　the　assertion　is　true　fbr　m－1．　Define　pm＿1　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／ガm一、＝1／Pm一、＋1／Pm．

Then　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／P。＝1／P、＋…＋1／Pm・一2＋1／㍍一・，

by　induction　assumption　we　have

　　　　　　　　　　　　　隔。…・五司1φ，，。＝IIA・。…・Am－2。（Am一・・A，n）llφ，。。

（2’16） @　≦｛：4i　”Aksidi，，・｝・llA一　一一i　O　一‘4一　11一・

Again　by　the　assertion　fbr　the　case　of　m・＝2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　llAm一、・A司iφ，P＿、≦II且鵬一・11　ip　，P＿■IA　m，　ll　ip，P，n，

which　together　wit：h（2．16）completes　the　proo£■

　　　　1皿（2．14）if　p＝q＝・1then　we　write　ll　SA　ll　ip＝ll　SA　ll｛φ，p｝，｛φ，q｝．　Specializing　Theorem

2．4to　the　case　po＝1，p1＝○○，　and　p2＝1we　obtain　the　fbUowing．

CoRoLLARY　2．6．　Fo■ev’e】ry　symmet■fc　gauge血ndfo11φ，

（2．17）　　　　　　　　　　　　II　SA　il　di≦1レlli◎Q　（且∈ノレfn）

　　　　If　a　symmetric　gauge　fu：nctionφis　normalized　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（1，0，…，0）＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14
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then

（2．18）　　　　　　　　　　　　1レIII　iP≧1レlll◎o　（ノ1∈！レfn），

with　equality　for　A　of　rank　one．　The　following　is　now　immediate　from　（2．17）　and　（2．18）

which　was　conj　ectured　by　Marcus，　Kidman　and　Sandy　［18］．

CoRoLLARy　2．7．　if　a　symmetric　gauge　function　ip　is　normalized，　then　ll・llip　is　submulti－

P五ca伽e盟’猛・espect‘・5（thur・mu1ゆ万ca孟f・皿：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IIAoBilip　S　llAllip・llBIIip　（A，BEMn）・

　　　　Our　Theorem　2．4　implies　that　for　every　symmetric　gauge　function　ip　the　following

inequality　holds：

　　　　　　　　　　　　llAo　BHip　S　ll　l“e41P　II｝IP・ll　lBlg　ll｝／q　whenever　1／p　＋　1／q　＝　1，

which　is　an　analog　of　the　well－known　H61der　inequality　for　numerica｝　sequences：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　書1翻≦｛描2　14i　Epi＝1｝珈・｛象iηfド｝埆

In　particular，　if　we　put　po　＝　1　and　pi　＝　p2　＝＝　2　we　can　obtain　Cauchy－Schwarz　type

inequality：　if　ip　is　a　symmetric　gauge　function，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ilA。B脇≦1i∬五ilφ・11B事Bliφ・

An　inequality　of　this　type　is　discussed　by　Horn　and　Mathias　［16］．
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3．　Schatten　p－norm

3．1　Preiminaries

For　A　E　M．　and　p　）　1，　the　Schatten　p－norm　is　defined　by

（3・・）
@　i凶し≡（シ（A））1／p・

In　palもiculal　when　p＝1，2and　OO，　norm旧lp　is　caUed　theかαcεnorm，　the紐1ろ碗一5「ch　midt

（or　Frobenius）norm　and　the　spectral（or　operator）norm　respectively．

　　　　We　denote　the　operator　norm　of　SA　from　the　Banach　space　（M．，II・IIp）　to　the　Banach

space（ノレfn，1レllq）1）y　ll　SA　llP，q，　that　is，

（3・2）　　II5娠識ll至爺li・（蝋），

and　write　llSA　IIp　：一＝　HSA　IIp，p・

　　　　Recau　a　norm旧i　on　Mn　is　called　unitarily　invariant　if　ll／411＝lluAvli　for　a11　4∈Mπ

an曲・an　unita・iesσ，　y∈Mn・F・・a・bit・a・y　p≧1，　ll・iしi・an・xamp1・・f　a　unita・丑y

inva・ianh・・m・It　i・kn・wn（・ee［8，　P・132D　that　lトいec・mes　th・dual　n・・m・f旧iP　f・・

P，q≧1・u・h　that　1／P＋1／9－1・Th・dual　map・f　SA・n　th・Bana・h・pace（Mn，1卜li。）i・

9iven　by　5Fy．　on（Mn，1卜ilの；in　fact，　fbr　any　B，0∈Mn　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈SA（B）lo＞＝t・（（A。B）・ぴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝t・（（A　o　‘C“）・tB）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝t・（B・‘（A・℃章））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　tr（B・（A　o　C）“）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〈BIAoC＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈BISK．　C）〉・

Here　to　show　the　second　equality　we　note　the　following　known　result　（cf．［14］）：

tr（（X　o　Y）・　Z） ＝　tr（（Xo

16
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for　any　X，　Y，　Z　E　M．．　lt　is　easy　to　show　IISAIIp　＝＝　llS；i’llg　＝　IISAIIg　if　p，　g　2　1　and

1／p　十　1／g　＝：　1．

　　　　In　this　section，　we　wil　present　some　co皿vex　property　of　the　mapPing［1，001∋Pト→

llSA　“，　for　any　given　A　E　M．．

3．2　Known　results　of　induced　norms　for　SA

　　　　Before　we　mention　the　main　results　in　this　section，　we　state　the　known　results　about

induced　norms　of　SA．1．　Schur　［29］　showed，　as　already　remarked，　that

（3・3）　　　　　　　　　1レ10B　llo◎≦1レlllo◎・II」引1◎◎　（ノ1，B∈ノ匠π）．

Schur’s　result　is　equivalent　to　the　following　statement：

（3．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hs／ill　oo≦1レ1［lo◎．

We　denote　the　Euclidean　norms　of　the　columns　of　A，　arranged　in　non－increasing　order，　by

ci（A）　）　c2（A）　）　…　）　c．（A）　and　the　Euclidean　norms　of　the　rows　of　A　by　7i（A）　2　r2（A）　2

・”
@2　r．（A）．　For　A　E　M．　and　a　E　（O，1），　we　write　ti（A，　or）　＝　｛pi（A，a）・qi（A，1　一　a）｝’／2

where　pi（A，a）　is　the　ith　largest　main　diagonal　entry　of（AA’）a　and　gi（A，1　一一　a）　is　the　ith

largest　main　diagonal　entry　of（A“A）i－a．

　　　　Then　C．　Ong　［24］　proved　that

（3・5）　llSAIIoo　S　min｛7i（A），ci（A）｝　（A　E　M．），

and　M．　E．　Walter　［31］　proved　that　for　a　E　（O，1）　and　A　E　M．

（3．6）　ll　SA　II　．．　S　ti（A，　a）・

Next　in　（3．8）　and　（3．10），we　consider　a　unitarily　invariant　norm　ll・Ilip　and　operator　norm

of　SA　with　respect　to　11・lldi，　that　is，

（3・7）　”sA”ip　＝＝　．s，u．p．　lll　li：A　］ilfiilldi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17

　　
　
　
．
　
　
h
．
レ
i

　
　
　
　
　
r
　
，
」
’
　
p

r
叙ｦ岬▼’』　’モハ’‘

騨卿
岬
、



As　we　saw　in　Corollary　2．6　we　have　that

（3．8）　．　HSAIIip　s　llAlloo　（A　E　M．）・

Ando，　Horn　and　Johnson　［3］　showed

（3・9）　IISAIIdi　Sinf｛ci（X）’ci（Y）：X“Y＝A，　X，YEM，n，　r）1｝　（AEM．）．

Haagerup　（c£　［25，　p．119］）　showed　the　value　of　the　right　hand　side　of　（3．9）　is　equal　to

llSA　Ilco，　hence　it　follows　that

（3ユ0）　　　　　　　　　　　II　SA　l　l　th≦ll　SA　i　l◎o　（A∈！レln）．

3．3Convexity　of　II　SA　Ilp

：For　the　H丑bert－Schmidt　norm卜I12　we　can　show　the　fbllowing：

LEMMA　3．1．　Ifi卜II　js　anア皿o■m　oll　M：n伍e11

（3．11）　　　　　　　　　　　　ll　SA　l12≦II5「A　ll　（ノ1∈Mn）．

PROOF・Let　A＝・［α‘ゴ1．　Th・n

　　　　　　　　　　　　　　　ll　SA　l12＝sup｛11　A・B　l12：ll　B　112＝1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・up｛（Σ1α‘」6言ゴ12）1／2・（Σ　lb‘ゴ12）1／2－1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘，ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　‘，」＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝max　lαぎ51

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦‘，」≦n

　　　　　　　　　　　　　　　　（‘）

Let　e‘＝・¢（0，…　，01，0，…　，0）fbr　i＝・1，…　，n．　Since　SA（Eiゴ）＝α‘51ヨ‘ゴwhere　1ヲリ＝

ei⑭e∫，α‘ゴis　an　eigenvalue　of　SA　fbr　i，ゴsuch　that　1≦i，ゴ≦n．　It　follows　from　this　fact

that　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　AoEiゴll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝陽i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　SA　il≧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llE‘州

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　18



for　any　norm　I　I・il　on　M．　and　for　any　i，」’　of　l　S　i，7’　〈一．　n；　hence　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAII2＝一．　ir［．｝qx　lai」ls｛llSAII・　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜‘，ゴ〈n

Remark．　lt　is　known　（see　［31］）　that　if　A　）　O　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　SA　II・・一、碧‘踏π團wh・・e　A一［α‘ゴ】・

Hence，　as　in　the　proof　of　Lemma　3．1，　we　can　show　that　if　A　〉一一　O　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIiip＝“iri．qx　lai」1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜りくn

．

　　　　As　mentioned　befbre，　we　have　II　SA　IIP＝ll　SA　llq　for　p，q≧1such　that　1／P十1／9＝・1；i：n

particular，11　SA　l11＝li5魂。。，　and丘om　Lemma　3．1　it　fbUows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min　li5オ1し＝目S■　112．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜P＜◎◎

We　are　interested　in　the　behavior　of　the　function：［1，00D　pト→IISA　llp　for　a　given　A∈Mπ．

　　　　Tb　show　the　main　result　in　this　section，　we　need　a　celeblated　convexity　theorem　of　M．

Riesz（see［9，　p．214］）．：Let∠4∈Mn　and　1≦8，老≦○O　be　given，　then　we　define　Iレ4巨5，¢by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i凶し，、≡，up　il彗1　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂∈σ・llξ115

　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

where纏ξll、＝（£　1・ll．，　14i　ls）1／’fbrξ＝・¢（ξ1，…，ξπ）∈cn．

LEMMA　3．2．（M．　Riesz）Le蓄ノ4∈．Mn　andλ∈（0，1）be　gfve皿．　If　8，81，82，t，t1，老2≧1and

1／8＝λ／81十（1一λ）／82，1／¢＝λ／オ1十（1一λ）／老2孟11en

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l興し，，≦IIAil、、，、、λ・1凶し2，，、1一λ．

TH：EoREM　3・3・Let・4∈Mn　alldλ∈（0，1）be　gfγen．　Ifp，P1，P2，q，　q1，q2≧1and　1／P＝

λ／P、＋（1一λ）／P2，1／q＝λ／q、＋（1一λ）／q2　th・e皿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAH。，，≦ll　SA　11。、，，、λ・i剛，、，，、1一λ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19
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PRooF：By　the　singular　value　decomposition　of　matrix（see［13，　P．1571），　HB　II、≦1if　and

O：nly　if　B　iS　Written　in　the　fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B＝uΣV

where　U，γale　unitary　andΣ＝diag（si（A），82（A），…，8n（A））such　thatΣL131（且）≦1。

Letオ，t’be　positive　real　numbers　which　satisfies　t，t’≧1and　1／t十1／が＝1．　Byもhe

de五nition　of　dual　norm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li　SA（．B）ll，＝　　sup　　lt1（（且。β）・0率）1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IlOll¢’≦1

Since　ll　C　li　，，≦　1，0is　written　by　O＝σ’Σ’V7　whereぴ，y’are　unitary　andΣ’＝

diag（・、（0），・，（0），…，・π（0））・u・h　that　2）1．、・1’（0）≦1．　Theref・・e

　　　　　l13減ll、，、＝・up　ll　SA（B）lll

　　　　　　　　　　　　IIBl13≦1

　　　　　　　　　　　＝・up　sup　ltr（（A　oB）・ぴ）1

　　　　　　　　　　　　1レ引15≦111Cll，t≦1

　　　　　　　　　　　ニニ　　sup　　　sup　　itr（（ノ10（σ・diag（5（β））・y））・y膣・diag（5（0））・σ’露）I

　　　　　　　　　　　　llB“8≦111C　l‘’≦1

wh・・e駁B）＝t（・、（B），・2（B），…，・n（B））and凝0）＝t（・・（0），・、（0），…，・n（0））．

Since　thele　exists　a　matrix　T・＝Tu，v；ぴ，γ・depending　on　unitariesσ，　V；ひ’and　V’such

that

　　　　　　　〈T（ぎ（B））15（0）〉＝tr（（ノ40（U・diag（（『（B））・y））・y撞・diag（5（0））・乙r陣），

we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　11　SA　1レ，¢＝　　sup　　　　　　sup　　　　l〈7ヒろγ，σ’，γ’ξ，ガ＞1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ・V，U，・γ’出し≦1，1圃1。，≦1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・up隆，v，σ’，v’1L，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u，v：，ひσ，γσ

H：ence　according　to：Lemma　3．2　we　have

　　　　　　　　　　　　　　l剛、，・≦・up　llT・，y，ひ’，v’ll｝、，，、・llTu，v，ぴ，v・il｝論

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ，γ，σ㌧γ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦ll　SA　11、、，、、λ・ll　SA　II、、南1緬λ．■

C・R・LLARY　3・4・Let・A∈M・　be　given・．Then　IISAII・f・a1・9－c・nvex釦d三・皿・弓（P≧1）・
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PRooF：　lt　follows　from　Theorem　3．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIp　f｛｛　IISAIIi’llSAIII；“　（A　E　Mn）

for　p，　pi，p2　22r　1　and　1／p　＝　A／pi　十　（1　一一一　A）／p2，　that　is，　liSA　II，　is　a　log－convex　function　of

窒（p）1）・■

CoRoLLARy　3．5．　Let　A　E　M．　be　given．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IISAIIp　：f｛ll　llSA“q　（i　s｛　g　：E｛1　p　f｛1　2）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llS」es，llp　：fli　IISAIIq　（2　：E｛1　p　Si　g〈　oo）

PRooF：　From　Lemma　3．1，　we　know

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min｛llSAIIp：ip　｝）　1｝　＝　IISALII2｝

and丘・m　C…Ua・y　3・引ISAIい・a1・9－c・nv・x血ndi・n・f圭（P≧1）；hence　we　can・a・丑y

show　Corollary　3．5．　一

4．　Numerical　Radius

4．1　Preliminaries　and　main　result

　　　　For　4∈Mn　the　numericaユradiusω（A）of．A　is　de飾ed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（A）三生i〈離＞l

where　〈・1・〉　and　II・11　denote　the　inner　product　and　the　Euclidean　norm　gf　vector　in　Cn，

respectively．　lt　is　easy　to　show　that　．

（4．1）　　　　　ω（且）≦1囚1。。≦2・ω（A）（五∈Mn）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21
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In　this　section，　we　will　give　a　factorization　of　A　for　the　norm　of　SA　with　respect　to　numerical

radius　to　be　at　most　one．　First　we　mention　two　characterizations　of　a　matrix　X　for　which

w（X）　S　1．

　　　　The　first　one　is　almost　trivial：　w（X）　S　1　if　ond　only　if　for　any　real　e　the　real　（or

Hermitian）　part　ef　eieX　is　not　greater　than　」，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　Re（eiex）　ii1　1／2（eiex　＋e－iex’）　s　1　（o　：i｛　e　s　2T）．’

The　second　one　is　not　trivial　and　is　mentioned　as　a　lemma．　See　［1］　for　a　proof．

LEMMA　4．1．　（T．　Ando）　For　a　matrix　X　E　M．，w（X）　S　1　ifand　only　if　there　is　a　Hermitian

u∴ざz1≧・・

　　　　The　induced　norm　of　SA　with　respect　to　the　numerical　radius　w（・）　wi11　be　denoted　by

ll　SA．　ll．：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　il　SA　llw≡撒ω留）（AE　Mn）・

It　is　mentioned　in　（［25，　p．110－119］）　that　Haagerup　succeeded　in　determining　llSA　il．．　in　the

following　form：

HAAGERup’s　THEoREM．　For　A　＝　［aij］　E　M．　the　foUowing　assertions　are　mutually　equiv－

aJe11重．

　（i）　11SAIIoo　　S　

（li）　A　admits　a　factorization　A　＝＝　B“C　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B“BolSI　and　C“ColS　1，

　　　　ωんe7e　l駕んe　identity（・・翻のmα孟鷹・

（m）Th・r・α・・勿ec伽ε‘，蛮∈cn（i＝1，2，…，n）・u・ん孟んα孟1剛，1剛≦1（i＝

　　　　　1，　2，…　，n）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α‘ゴ＝・〈一’一　t　一’一Zj写i〉　　（i，ゴ：＝1，2，。・・，n）・
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　（iv）　There　are　O　S　Ri，R2　E　M．　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［矧≧・，R…≦一2・・≦五

　　　　　Now　we　are　going　to　determine　the　norm　llSA　IIw，　and　te　derive　Haagerup’s

　Theorem　as　a　consequence．　Our　main　theorem　in　this　section　is　the　following：

THE・REM　4・2・F・・且＝［α司∈Mπ¢he翻・曲g　a5・e・孟f・n・a・e翻u詔アequivalent．

　（i）w　ilS．itillw　：E｛　1・

（五）wA　admit・　a　fact・ri・ati・崩＝．B“17v1ヲ・ucん伽オ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B’Bol〈1　and　V［i’W〈1．

（m）ωTh・r・αre　vec伽i｛∈cn（i＝1，2，…，n）and　a　matrix　VV∈砥，u，んtんat

　　　　　ilx一’illS1　（i一一一1，2，…　　，n），W“Wgland

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aii’＝〈Wz一’，・lz一’i＞　（i＝1，2，…，n）．

（iv）マ〃There　is　O≦」配∈ノレTn　3駕。んth　at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［麗］≧・一一≦五

　　　　　A　proof　of　the　theorem　is　given　after　a　series　of　lemmas．

4．2　Lemmas　for　the　proof　of　Theorem

　　　　　For　two　vectors　z”　and　y一’　in　C”，　a　rank　one　matrix　is　defined　by　z一　x　y”　i1E　iy’”．

　　　　　For　a　subset　S　of　M．　the　convex　hull　of　S　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　conv（S）　＝　｛2　AiXi　：Xi　E　S，　Ai　〉一　O，2　Ai　＝　1，k　is　arbitrar3t｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　i＝1

and　5　mean・the　c1・・u・e・f　5・W・d・n・t・th・dual　n・・m・fnum・・i・al　radiu・ω（・）by旧レ，

thaもis
　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1防一蹴lt縞）1（AE　Mn）・
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Th・n・for　i∈Cn，　w・have　il劔5「1切・＝1同12．　ln　fa・t，

　　　　　li酬i加・一・｝plt「（icg）　x’“w（B））B車1一・聾pk語＞l

On　the　oter　hand，　since　w（x一’　（Eg　i）　＝＝　llx“’l12

　　　　　　　　　醸llω・≧1も「（劔ε）（麺5w（x一　X　i））L〈（

≦・
WPω（~Ll同1・・

z一@Q　i）z一’li＞

w（ixi）

〈辮＞2
　　　　　＝　縫z”l12．

i同12

LEMMA　4．3．　‘S　一一一一一　｛4x“’・　〈2）　x’“　：　161　＝　1，　Ilz一’ll　＝＝　1｝　is　the　set　of　extreme　points　of　the　unit

b・U・fMn　Wi●th・espect　t・II・liが・M・・e・v・・，　lf　llAllw・＝1　the皿th・e・e・eXi・蓄a五皿ite・fa・爵

｛Xi　E　U：i　一一’　1，…，N｝　and　a　finite　family　｛Ai：i　’一一：　1…N｝　of　nonnegative　real　numbers

such　彦ha孟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　ハr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　＝£AiXi　and　IIAiiw・　＝2Ai・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　i＝1

PRooF：　Consider　M．　as　a　real　vector　space　of　2n2　dimension．

　　　Now　by　definition　of　w（A），

　　　　　　　w（A）　＝＝　sup｛1〈Ailx一’＞1：llx一’ll　＝　1｝

　　　　　　　　　　　＝　sup｛itr（A・iQ　z一”’）1：llx”il　＝＝　1｝

（4．2）

　　　　　　　　　　　＝＝　sup｛ltr｛A・2Ai6i（x－i　〈s＞　E，1・　）｝1：Ai　〉一一　O，］E）　Ai　一一一一・一一　1，14il＝＝　1，lliili　＝＝　1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　＝＝　sxp｛ltr（AY）1　：Y　E　’Z｝

where　Z　＝　convS．

　　　On　the　other　hand，　from　the　duality　theorem　（see　［27，　p．89］），

（4．3）　w（A）＝sup｛itr（AX）1：llXII．・Sl｝・

Then　we　have

（4・4）　llXll．・　Sl　l　o　X’　（Ei7
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by　using　the　separation　theorem　（see　［27，　p．58］）　and　（4．2），（4．3）．　Next，　we　will　show　the

following：

and

（4．6）　all　elements　of　S　a7e　eztreme　points　of　Z．

For　（4．5），　first　of　all，　it　is　easy　to　show　that　S　is　compact　in　M．．　By　the　Caratheodory

theorem　（see　［26　p．76］），　if　X　E　Z　＝　convS　c　M．　2　R2”2　then　X　is　represented　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．x　＝　2t，x，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：1

where　N　＝　2n2　＋　1，ti　一〉　O，　E）i・ll．i　ti　’一一一　1　and　ii　E　S・

　　　Let　T　＝　｛t　＝＝　（ti，…　，tN）：ti　）　O　and　2i．i　ti　＝：　1｝．　Then　Z　is　the　image　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T×S×　一・×S

（S　occurs　N　times）　under　the　continuous　mapping

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t，X，，・・‘，X．）　H　2）　tiXi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：1

Hence　it　is　proven　that　Z　is　compact．

　　　A・p・evi・u・ly・ema・k・d，　llε⑧51』・＝1　f・・avect・・ε・u・h　that　1同1＝1．　F・・（4．6），

we　must　show　that　if　for　K　such　that　O　〈　K　〈　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iX　x一”i」　一一一一一　KY　＋（1　一　K）Z

where　Y　＝　2）i．，　・）ti4iy－i　Q　y：：・　and　Z　＝　£i・）1．iJrLmi7i　〈2）　z：r・，Ai，ILi　〉　O，2f・ll．iAi　＝　2］）i・！．i　lLi　’一一一

1，16i　l＝　lnd　＝　1，　and　IIy一’ill　＝＝　l17i　ll　＝　1　then　x’Q　x”’　＝　Y　＝　Z．　It　suMces　to　treet　the　case

ハr＝2，that　is，

（4・7）　　　　5⑭♂＝λξ（y⑧の＋（1　一一　A）η（7⑭r）
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纒・　襲、罪
　　無翻．．ぎ．　聖・野灘r，，

fbrλsuch　that　O　≦　λ　≦　1　and　l41ニニ　1η1＝　1　then　5⑧x一＊　＝　ず⑧d芦　＝　ど⑭2　and

ξ＝η＝1・FLrom　the　transformation　of　the　l）ase，　we　may　assume　i＝‘（1，0，…，0）．　Let

ず＝t（Y1，…．Yn）a：ndガ＝t（z1，…，zn）；then（4．7）implies

　　　1　…　　O　　　　　ly1　12　y1至万　…　　雪1拓　　　　　　　　　lz1　12　z1　77　…　　z1　7X

　　o…o　　纏π1y・12…y・砺　　　　z、可lz、12…・，x
　　　：・．：＝λξ：・．・．：＋（1一λ）η：．．．．：
　　　●　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　0…0　　偏π…　…Iyn　12　　　・n7i7……　IZn　12
hence　we　have　lIYI　l2＝1、zl　l2＝1andξ＝η＝1therefore（4．6）is　proven．

　　　　From（4．5）it　is　known　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛x∈Mn・1凶』・≦1｝＝z，

hence　we　complete　the　proof　of　Lemma　4．3．■

　　　　Givenε∈Cn，　denote　by．D5　the　diagonal　matrix　with　i　o：n　t：he　diagonal．

LEMMA　4．4．11　SA　llw≦11f　and　o皿1アff

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HDiAD；’llw・≦llili2（iE　¢n）

whe・e　ll・H一’de皿・te・the・dual・n・・m・fω（・）．

PR・・F・The　adj・int・pe・at…f・SA　i・giv・n　by　3■wh・・e万i・a・・mp1・x・・ゆgat・a・we

alleady　showed．　Si：nce　it　is　easy　to　see　HSA　llw＝II5■1』＝・ll　SA　llw．　and　from：Lemma　4．3

the　unit　baユ1　for　the　norm　l卜1』。　is　the　al）solute　convex：huU　of　matrices　of　the　form　5⑭5寧

with　I同1＝1，　the　assertio皿fbUows　from　the　relations　l匡⑧♂llが＝1同12　a：nd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（x一’　op　z’”’）＝DiADg一．　　膣

　　　　Denote　by　Jんthe：k－by－k　m　at　riX　with　all　entries　equal　to　ones：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　…　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　」ん＝　　　：　　．．．　　：　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　…　　1
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響露・ff．

LEMMA　4．5．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIw　＝ilSAxJkllw・

PRooF：　We　treat　only　the　case　k　＝：　2．　The　general　case　（k　〉　2）　can　be　proven　by　a　simllar

argument．　lt　is　clear　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAllw　sll　IISAxJ211w・

Therefore　it　remains　to　show　that　llSA　IIw　Sl　1　implies　IISAxJ，　llw　S｛　1・

　　　　According　to　Lemma　4．4　this　will　follow　if　it　is　shown　that　if

（4・8）　　　　　　目．05溢D毒IIが≦llεli2（ε∈Cπ）

th　en

（4・9） @隣；潤一≦ll訓12＋II轍∈¢n）・

Assume　（4．8）．　Given　y’，　l　E　Cn，take　u”　E　C”　such　that

（4．10）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五〇壱＝2ア。ラ十70ゑ

Then　obviously

（4・11）　Iltil12＝llfy17112十Ilzl12・

We　can　define，　without　ambiguity，　two　diagonal　matrices　U　and　V　by

（4．12）　U＝：　D，一・Di一’　and　V＝　D．一・D．’．”．

It　follows　from　（4．10）　and　（4．12）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　囲・に］≦ろ

X　E　M2．　we　have

（生13） @ω（［州・x・団）≦w（x）・
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開

Now　since
　　　　　　　　　　　　　　　　　隣綴Hl］・DiAD：．・［州，

we　have　by　（4．13）

　　　　　　　　　　［D．YI．AAD．11　D．1’．’AADD／IIIII．．　＝　s，．u．，p．i．，　1‘r　（Du’AD：”［U“　V“］X　［il］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　sup　ltr（（D．一AD：一）・Y）l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　YEMn
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（　r）s1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　liDiAD；’liw’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦iレ司i2　　（1）y　（4．8））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝II洲2＋1同12（by（4．11）），

proving　（4．9）．　1

　　　　Let　us　recan　some　notions　from　the　theory　of　O串。algebras．　See［25］fbr　detail．：Let／1，

b”be　O率一algebras　with　unit，：Letノ㌧イbe　a　subspace　of♂4　whic：h　contains　the　un．it　of　4and　is

closed　under　the＊一〇peration．　A　linear　mapΦfromル｛to　6　is　said　to　be鴨脚1　if　it　maps

the　unit　of　A　to　the　unit　of　6　while　it　is　said　to　be　positive　if　it　maps　positive　elements

in　M　to　positive　elements　of　6．　For　each　k　2　1　the　map　¢　induces　a　linear　map　¢k　ftom

Mk（ぢ），　t：he　space　ofル｛。valued　k－by－k　matrices，　to．Mん（ぢ）1）y

　　　　　　　　　　　　　　　　Φん（［α‘ゴ］）≡［Φ（αiゴ）］∫・・αiゴ∈Mi，ゴ＝1，…，k．

Then　¢　is　said　be　completely　positive　if　¢k　is　positive　for　k　＝　1，2，…　．

　　　　Now　let／W　denote　the　subspace　of　M2（M：n）・＝M2⑧Mπ，defined　l）y

　　　　　　　　　　　　　M　EE　（［A」y＋Z　AIX一　z］：x，y，zEM．　andAEC）・

Thenルt　contains　the　unit　of　M2（Mn）and　is　closed　under　the＊。operation．

LEMMA　4・6・SupPose　th　at　ll　SA　llw≦1・Th　en　the　linear　mapΦ丘omノ㌧イto　Mn，　de五ne（1　by

（4．i4）　〈p　（［Aiy＋Z　AiX．　z］）＝Af＋g｛Aox＋A“oy｝
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’騨．騨騰

is　unita1　a皿d　c・．mplete1アP・5f伽e．

PRooF：　By　Lemma　4．5　we　have

（4－15）　llSAxJkllw＝llSA．llw　：i｛11　（k　＝＝　1，2，’”）・

［lle．arly　〈il．i．s　．u．nit．al・　．F．irst．let．　u．s．prov－e一｝hat　．¢　．is－posi：tive．　．suLppose　［A」y＋　Z　AiX．一　z］　；｝i　o．

This　positivity　implies　that　Y　＝　X“　and　AI±Z　）　O，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hence　A　）　O．　We　may　a－ssume

A　〉　o．　Then　we　have　［ix＋．illA　i　一X．　／zA／A］　｝）　o，　hence　by　iemma　4ri　w（ifL）　：f｛　i，　that　is，

w（X）　S　A．　Then　the　assumption　llSA　II．　S　1　implies　w（A　o　X）　S　A，　and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　〈p　（［Aly＋Z　AIX一一　z］）　：A」＋Re（AoX）　1｝1　O・

Next　let　us　prove　that　the　map　¢k　from　Mk（M）to　Mk（M．）is　positive　for　k　〉　1．　Supposing

that　a　2k－by－2k　block　matrix

（生16）

we　have　to　prove　that

（4・17）　　　【λ‘ゴ1＋1／2｛A・X‘ゴ＋∬・翻、≦i，ゴ≦ん≧0・

A　suitable　permutation　of　indices　｛1，2，…　，k｝　wi11　show　that　（4．16）　is　equivalent　to

（生・8）
@「⑧［λ撰ゴ丁［z‘㌦［聯己［z司］≧・

and　（4．17）　means

　　　　　　　　　　　　　I　〈g）　［Ai，t］　＋　1／2｛（A　（8）　」k）o　［Xi，・］　＋　（A’　（Eb　Jk）o　［Yii］｝　］2r　O・

As　in　the　first　part　of　the　proof，　（4．18）　implies　that　［Yi，・］　＝＝　［Xi，・］“　and

（4．19）　1（Eg　［Ai，・］　1｝il　Re｛eie［Xi，・］｝　（O　sl　e：｛；　27r）．
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Since　［Ai，・］　2　O，　there　is　a　unitary　matrix　U　E　Mk　and　pi　〉．　O　（i　’一一一　1，2，…　，k）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［Aiil　＝　U“・diag（pi，…　　，pk）・U．

We　may　assume　［Aij］　is　invertible．　Then　（4．19）　implies

　　　　　　　　　　　　　　I⑭diag（ρ1ヂ．’，Pk）≧R・｛～θ（」⑧の・［Xiゴ｝・（1⑭ひ零）｝

hence　we　have　a　numerical　radius　inequality

（4・2・）ω（（・⑭diag（ρ・，…，ρん）一1／2・σ）・圏・（・⑧ひ寧・diag（ρ・，…，ρん）一1／2））≦1・

Since　i　i　SAQJ，　I　I．　Sl　1　by　（4．15），　it　follows　from　（4．20）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　〈g）　［Ai，・］　十　Re［A　o　Xij］　2　O

which　is　equivalent　to　（4．17）．　一

　　　　We　need　the　following　two　theorems　for　the　proof　of　the　next　lemma．　Denote　by　6（7“t）

the　C’一algebra　of　all　bounded　linear　operators　on　a　separable　Hilbert　space　7”t．

ARvEsoN　THEoREM．　Letルでbe　a　subspace・faα一algebra．4，　which　c・皿tain5　tke　unit・f

Aa皿d　f・c1・sed・u皿de・th・e＊一・pe・ati・n，　and・¢　a　unita1・・mplete1アP・sitiv・map　fr・・m　M　t・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のβ㈹・Then　the・e　ex1蔭‘・a・・mpletelγ　P・・f孟fve・nap　¢　fr・m鴻・β㈹，　ex重・ndfngΦ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ（α）＝重（α）（α∈洞）．

See　［25，　p．81］　for　a　proof．

STINEspRING　THEoREM．　Let　v4　be　a　a－algebra　with　unit　1　and　g｝　a　completely　positive

map丘・m　A　t・6　（H♪・Then　the・e　exf・t・a　Hilbe・ゆaceκ，　a　u皿f‘a1＊一h・m・・n・・phi・mπ

・fA　int・6㈹，　and　a　b・unded　lfnea・m卿y加m冗‘dκ・u・土‘ha翔Φ（1）iトIMI2　a皿d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢（a）＝V“T（a）V　（aEv4）．

See　［25，　p．43］　for　a　proof．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　り：LEMMA　4・7．　If　ll　SA　llw≦1，　th　e■e　fs　a　Hilbert　spaceκan　d　lfnea■maps　B，0丘om　Cn蓄。

κsuch舌11a孟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　の（4．21）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1ニ＝BゆO

and

（4．22）　　　　　　　　　　　　　　　　　　．B㍉B＝＝0串0αndB“」BoI≦1．

PRooF：Since　the　hnear　mapΦfromルf　to　Mn　crβ（Cn），　defined　by（4．14），　is　uni毛al　and

completely　positive　by：Lemma　4．6，　according　to　the　Arveson　Theorem　and　the　Sもinespring

Theorem　there　is　a　Hibert　spaceκ，　a＊一homomorphismπof　the　C零一algebra　M「2（．Mn）into

β（κ），and　a　linear　map　V丘om　Cn　toκsuch　that

（　）Φ
i［∵∴］）一v“・π（［λ∵∵z］）・v・

Then　it　fbUow丘om（4．23）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v“・π（［：ぎ］）・v－IA　・　x，

　　　　　　　　　　　　　　　　ゾ・π（圃）・一・π（［謝）・γ

and　V零y・＝1．　Let｛eゴ｝be　the　canonicaユorthonormal　basis　of　Cπ．　Define　B　and　O　by

（4鋤
@Beゴー〉箪浅π（閣）・Ve」（ゴー1，2，…，n）

（　）・eゴー〉血書π（岡）・Veゴ（ゴー・，2，…，n）

w：here　Eiゴ＝eぎ⑭e∫．：For　i，ゴ＝1，2，…，nwe　have　1）y（4．24）and（4．25）

　　　　　　　〈酬一譲書く　π（［㍗：］）・π（岡）・囎

　　　　　　　　　　　　　　　　一2〈　π（岡）・琳αiゴ；
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識．　 ﾋ解

hence．B串0＝ノ1．　Further　fbr　i，ゴ＝1，2，…　　，π

　　　　　　　　　　　　　　　　〈B串βeゴleぎ〉一2〈ゾ・π（［／iゴ1］）・玲」極＞

and
　　　　　　　　　　　　　　　　〈二一2〈　π（閏）・Veゴ1・i＞；

　　　　　ゆ　　　　　　　ツ　　　　　　　　　　　　の　　　　　　け

hence　B＊B＝0索0。　FinaUy

　　　　　　　　　　　　　　　2〈B“B・ゴ1・ゴ〉＝〈B率B・ゴ1・ゴ〉＋〈0℃・ゴ1・ゴ〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一2〈v“・π（［E6’．9．ゴD・聯ゴ〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦2〈V“　Ve」　leゴ〉＝2，

henceB＊BOl＜1．　■

LEMMA　4．8．工f　ll　SA　llw≦1，　th　e■e　eXist　B，W∈Mn　such　th　at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．4＝・B寧VI7B

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B摩Bo．τ≦1，　W“　W≦1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　の
PRooF：By：Lemma　4．7　there　are　linear　maps　B，Ofrom　Cπto　a　Hilbert　space　K　satisfying

（4．21）and（4．22）．　Then　B　and　O　have　the　same　modulus：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　画≡（B“　B）1／2＝（∂廓∂）1／2≡1∂1．

　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　の

Let　B…IBI．　Then　first．B“B　o　J＝B＊．B　o　I≦1．　Next　there　are　hnear　mapsひ，　y　from　Cπ

toκsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　B＝ひB，ひ章σ＝1απ40＝yβ，yΨ＝1．

Let　W≡Z7索V．　Then　we　have　W＊　W＜Iand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝」B＊　cニニB＊u＊VB＝＝B＊　WB．　　　■
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LEMMA　4．9．　lf　［A“R．　AR］　20　for　someOS　RE　M．　with　．RolS　1，　then　ilSAil．　S　1．

PRooF：　Take　X　E　M．　with　w（X）　S　1．　Then　by　Lemma　4．1　there　is　Z　E　M．　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［lx＋．Z　」iz］20・

Then　according　to　the　Schur　product　theorem　（1．3），　we　have

Since　R　o　I　S　J，　it　follows　from　（4．26）　that，　with　U　iiii　R　o　Z，

Again　using　Lemma　4．1　we　can　conclude　from　（4．27）　that　w（A　o　X）　S　1，　and　hence

llSAIIw　f｛；　i・　一

　　　　Proof　of　Theorem　4．2．　（i）．　implies　（li）．　by　Lemma　4．8．　Equivalence　of　（ii）．　and

（ili）．　is　immediate　by　writing　B　＝　［ii，x一’2，…　，x”．］．　lmplication　（li）．　＝＝〉　（iv）．　is　seen　by

taking　R　E　B“B．　ln　fact，　R　o　J　S　1　and

　　　　　　　　　　　　［f“1］一し錦8．］L一齢1［1ワ］≧・・

Finally　implication　（iv）ab　＝＝〉　（i）．　follows　from　Lemma　4．9．　1

　　　　’IUrning　to　Haagerup’s　Theorem，　remark　first　that　equivalence　of　（il），（iii）　and　（iv）　as

well　as　implication　（iv）　＝＝〉　（i）　is　found　in　［25，　p．110－119］　and　is　shown　just　as　in　the　proof

of　Theorem　4．2．

　　　　For　a　proof　of　（i）　＝＝〉　（iv），　we　need　one　more　lemma　of　independent　interest．

LEMMA　4・10．　lfA＝＝　［Oo　Ao］，then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IISAIIoo　＝IISAIIw　（A一，OEMn）
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PRooF：　Remark　first　that　by　（4．1）　fora2n－by－2n　block　matrix　［Bc　DE］，

　　　　　　　　2一（B　D．］）211［g　D．］ll．．）ll［g　e］ll．．一iiDii一・

On　the　other　hand，　it　is　known　（see　［10］）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（［g　e］）＝｝，D，．．．

Therefore　we　have

　　　　　　　，，．，．．，，．，（．（［g　A，］．［g　s］），．（［g　s］）fi）

　　　　　　　　　　　　＝：sup（w（［Oo　AOoD］）：tlDttoos2）

　　　　　　　　　　　　＝　sup　（｝llAoDiloo　：llDlloo　S　2｝

　　　　　　　　　　　　＝IISAIIoo・　N

　　　Proof　of　implication　（i）　＝＝〉　（iv）　in　Haagerup’s　Theorem．　Suppose　that

11　sA　11・・一1・sinceby・・mma4・1・ifw・putA一
m：1】th・nl剛・・一II3Alいじ

一・dingt・　・・em4　・・ea・eR｛ゴ∈繭一1，2）・u・hthat
G：1≧・，

RnoJSI，　R2201SIand
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rll　R12　0　五

　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2i　R22　O　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　O　Rn　R12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＊　O　R21　R22

Then，　with　Ri　：一＝“　Rn　and　R2　iii　R22，　we　have　（iv）：

　　　　　　　　　　　　［X．’　RA，］20，　R，oJsJ，　R，ols」．　1
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4．3　Related　results

CoRoLLARy　4．11．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIoo　E｛1　llSAIIw　Sl　2ilSAIIoo　（A　E　Mn）・

PRooF：　To　see　the　first　inequality，　let　llSA　II．　＝＝　1．　Then　（iv）．　implies　（iv）　with　Ri　＝＝

R2　E　R．　The　second　inequality　follows　immediately　from　（4．1）．　一

　　　　Johnson　［17］　showed　the　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（AoB）S2w（A）・w（B）　（A，BEM．）

which　is　equivalent　t　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIw　S2’w（A）　（AEM．）．

In　view　of（4．1）　the　following　result　gives　a　refinement．

COROLLARY　4．12．11　SA　ll，〃≦1レ111◎◎　　（A∈Mn）．

PRooF：If　lレlll◎o＝＝1，　take丑二Iin（iv）切・■

CoRoLLARy　4．13．　lf’A　is　Hermitian，　then　llSAII．o　＝　llSA　IIw・

PRooF：　lf　llSA　II．　＝＝　1，　by　Haagerup’s　theorem　there　are　O　S　Ri，　R2　E　M．　satisfying

（iv）．　Since　A　＝　A“，　R　＝　1／2（Ri　十　R2）　satisfies　（iv）．．　’Therefore　IISA　I　I．．　2　i　l　SA　I　I．・　The

converse　inequality　follows　from　Corollary　4．11．　1

CoRoLLARy　4．14．　ff　A　＝＝　［aii］　is　positive　semidefinite，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAilw　＝　mpx　aii・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i

PRooF：　Since
　　　　　　　　　　　’　　圓≧・，
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the　inequality　llSA　IIw

immediate　because

g　maxi　aii　follows　from　our　Theorem．

　aii＝w（SA（Eii））　（i’一’：一1，2，…　　，n）．

The　converse　inequality　is

一

　　　　Remark　that　since　here　llSA　ll．　＝　ilSA　II．．　by　Corollary　4．13　and　the　map　SA　is　positive，

the　assertion　of　Corollary　4．14　is　an　immediate　consequence　of　a　general　result　that　a

positive　linear　map　on　a　C’一algebra　attains　its　norm　on　the　unit　element　（see　［25，　p．161）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIoo　＝　ilSA（J）lloo　＝　liAollloo　＝　mi　xaii・

CoRoLLARy　4．15．　ffA＝［AO．　“g］，then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IISAIIoo＝“SAIIw　（A　E　MIn）・

PRooF：　Since　A　：　［AO．　（3］　is　Hermitian，　it　suffices　to　prove

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HSAIIco＝＝llSAIIoo　（A　E　Mn），

which　is，　however，　immediate　from　the　definition　of　norm　by　using　the　obvious　relation

　　　　　　　　　　　　　　［gv　ii］］ll．．）ll［g　e］ll．．一max｛iic”．．，”Dlloo｝．　一

coRoLLARY　4．16．工f／1　fs　u皿itary，伍en　ll　sA　ll◎◎＝11　sA　Ilw＝1．

PRooF：　lnequality　llSAII．　ff｛　1　follows　from　Corollary　4．12．　On　the　gther　hand，　since　the

unitarity　of　A　implies　that　the　Schur　product　A　o　A　of　A　and　its　complex　conjugate　A

is　doubly　stochastic，　we　have　llA　o　Alloo　2　1　（see　［24］），　and　hence　llSA　II．．　2　1　because

llAll。。＝1凶1。。＝1．　Now　the　assertion　fbllows　from　CoroUary　4．11．冒

　　　　From　the　proof　of　Lemma　2．1　we　have　for　A，　B　E　M．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　遡・B）♂圓OIBD＋2剣∬1．IB串D・
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Hence　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　llA・B　ll。。≦1｛ll囚・1BI　ll・・＋田∬1。iβr　ll・・｝・

Therefore　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIoo　＝　sup｛llAoXllco　：X　E　Mn，llXll．．　S　i｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　sup｛ilAo　Uii．．　：U　is　a　unitary｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦｝｛il凶・lll。。＋M　A“1・lll。。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ll’｛IISIA“loo　＋　IISIAL’iHoo｝

Moreover，　if　A　is　normal　then　IISA　II．．　S　“SIAI“．．．　The　following　result　is　an　anology　of

this　inequality　with　respect　to　the　norm　induced　by　numerical　radius．

CoRoLLARy　4．17．　For　any　A　E　M．

（4．28）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　Sオi』ノ≦11　Sl／Al＋レ雲．lll、〃

ffA　is　normal，　that　is’
CIAI　＝＝　IA’1，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l15㍊脚≦li5レill；切・

PRooF：　lnequality　（4．28）　follows　from　Corollary　4．14　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［IAI　Ii．IA“1　1，．1．Al．＊1］）e’

which　is　a　consequence　of　the　inequality　described　in　（2．8），　that　is，

（，．，，）　［ll［1：1　ll［ll］　；ii，　o．

If　A　is　normal，　（4．29）　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［IAI　lilト

and　we　can　take　R　＝＝　IAI　instead　of　IAI十IA“1．　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　37



譲・

　　　　Let　us　show　by　example　that　the　inequality　in　Corollary　4．11　as　well　as　inequality

（4．28）　is　best　possible．

Exampie．　consider　A　＝　［一ii　一ii］．since　A　＝＝　u・［Oo　20］・u“　with　unitary

ひ一面［∴1］…　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（A）＝w（［Oo　20］）＝i，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I凶1・・一［：1］．．一2・

Hence　llSAII．　ff｛　llAll．．　＝2by　Corollary4．12．　Since　SA（A）＝　［11　11］，　w（［1　11］）　＝2

一一lud・　llSAIIw　一　2・Si－wit…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SA（X）＝VX　（X　E　Mn）｝

wehavellSAII．．＝1．FurtheritiseasytoseethatlAI＝
m11　11］，andlA“1＝［一一11　11］．

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　li3凶＋iA・IIL＝152・i」ニ2＝l15鵡＝2　HSA　II．。・

Therefore　the　inequality　in　Corollary　4．11　and　inequality　（4．28）　are　best　possible．

　　　　In　closing　this　section，　we　give　a　remark．　lt　would　be　pleasant　to　be　able　to　write

condition　（il）．　of　Theorem　4．2　as

　　　　（li）“：　A　admits　a　factorization　A　＝　B’C　such　that　B“B　＝＝　OC　and　B“Bol　S　1，

because　it　would　then　be　parallel　to　（il）　of　Haagerup’s　Theorem．　This　alternative　for－

mulation　would　be　correct　if　the　contraction　W　in　（li）．　could　be　chosen　to　be　a　unitary．

Y．　Nakamura　has　shown　that　it　is　not　the　case，　so　the　alternative　fomulation　（ii）“　is　not

correcも。
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5．　Operator　Radius　Norm

5．1　Known　results　of　op　erator　radius

For　p　〉　O，　a　matrix　A　E　M．　is　called　a　p－contTaction　if　A　has　a　unitary　p－dilation，　that

is，　there　is　a　Hilbert　space　K　containing　¢”　as　a　subspace，　and　a　unitary　operator　U　on　rc

such　that

（5．1）　A’”　：pPUMIcn　（m＝1，2，…　　）

where　P　is　the　projection　from　rc　to　Cn　（cf．　［30，　p．45］）．

　　　　Holbrook　［10］　defined　the　operator　radius　w，（・）　（O　〈　p　〈　oo）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ）≡inf｛，〉・、1肋P一。。nt，a，ti。n｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7

The　spectral　norm　l卜ll。。　andもhe：numerical　radius　are　incorporated　inωρ（・），　and　the

operator　radius　has　following　properties　（see　［4］，　［10］）：

　（i）　For　0　〈　p，　wp（・）　is　quasi－convex　in　the　sence　that

　　　　（5．2）　w，（A十B）Smax（1，p／2）｛w，（A）十w，（B）｝　（A，BEM．）．

　　　　In　particular，　wp（・）　is　a　norm　if　O　〈　p　S　2．

（n）ωρ（・）（0＜ρ＜oO）is　unitary　similarity　invariant　in　the　sense　that

　　　　（5．3）　　　　　　　　　　　　　　　　wp（A）ニ：’ωρ（σ．ノ隻σ串）fo：【all　unitaries　Zフ「．

（iii）　For　fixed　A　E　M．，wp（A）　is　nonincreasing　and　convex，　and　pwp（A）　is　nondecreasing

　　　　in　p　on　the　interval　［1，00）．

（iv）

　　　　（5・4）　wi（’）＝Il・1100　（the　spectral　norm）

　　　　（5．5）　w2（・）＝w（・）　（the　numerical　radius）
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　　　　For五xed／1∈Mn，

　　　　（5．6）　lim　w，（A）　＝＝　r（A）　（the　spectral　radius　of　A）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p一＋　oo

（v）　Let　e〈p〈　2．　Then　w，（A）　S　1　if　and　only　if

　　　　（5．7）　ll（p　一　1）1＋（2　一　p）e‘eAll．．　：E｛　1　for　all　e　E　［O，2T］．

（vi）　lf　O〈p〈　2，　then

　　　　（5．8）　pwp（’）＝　（2－p）’w2－p（’）・

5．2　H61der－type　inequalities

　　　　For　A　E　M．　and　a，　p　1）　O，　define　llSA　IIw，，a　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　SA　ll一≡叢ω耀）（AE　Mn）・

In　particular　we　write　IISA　II．，　＝　llSA　IIw，，w，・　The　following　theorem　can　be　consider　as　a

multiplicative　H61der－type　inequality　for　operator　radli．

THEoREM　5．1．　F・r・eve・γσ，ρ＞0¢he　fb丑・珊’ng　fneq・aLi’tアh・1ds：

（5・9）　llSAIIw，，w．，　S　max（1，91St）wa（A）　（A　E　Mn）・

PRooF：　We　have　to　prove　that

　　　　　　　　　　　　　　wap（Ao　B）　S　max　（1，　9iltL）　wa（A）wp（B）　（A，B　E　Mn）・

We　may　assume　w．（A）　＝＝　1　and　wp（B）　＝　1　in　view　of　positive　homogeneity　of　operator

radius．　Then　by　the　definition　of　operator　radius　there　are　a　Hilbert　space　K）　C’t　ii　¢”

and　unitary　operators　U　and　V　on　K　such　that

（5．10）　AM＝＝crPUMIH，　BM＝pPVM　IH　（m＝＝1，2，…　　）．
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Then　the　tensor　product　U　op　V　is　unitary　on　the　tensor－product　Hilbert　space　K　Q　K，

containing　7”t　〈D　IPII，　and　P　Q　P　is　the　orthogonal　projection　from　rc　Q　rc　to　7i（　op　H．　lt　follows

from　（5．10）　that

　　　　　　　　　　　　　（A　Q　B）M　＝：　ap（P　〈2）　P）（U　〈8）　V）MlxQH　（m　＝＝　1，2，…），

which　implies，　again　by　the　definition，

（5．11）　w．，（AXB）Sl．
To　prove　（5．9），　let　us　first　consider　the　case　ap　S　2．　Apply　（5．7）　to　A　op　B，　for　which

wap（A　Q　B）　S　1　by　（5．11），　to　see　that

（5．12）　il（ap　一一　1）J　〈8）　1＋（2　一　ap）eieA　（2）　Bll．．　S　1　（O　S　e〈　2T）．

It　is　known　（see　［2］）　that　there　is　a　positive　linear　map　¢　from　Mn　op　Mn　t　M．2　to　Mn

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢（S　op　T）　＝SoT　（S，TE　M．）；

hence　in　particular　¢（1　（Eb　1）　＝　J．　Since　such　a　map　necessarily　has　norm　S　1　（see　［28］），　it

follows　from　（5．12）　t　hat

　　　ll（σρ一1）1＋（2一σρ）・’θ・A・B　ll。。＝　ll〈ip（（σρ一1）IXI＋（2　一一　ap）・’e・A⑧B川。。≦1，

which　implies，　again　by　（5．7）　w．p（A　o　B）　S　1．　Therefore　we　have　proved　（5．9）　for　ap　S　2．

　　　　Next　let　us　consider　the　case　ap　〉　2．　Since，　for　fixed　S　E　M．，the　function　wA（S）　and

AwA（S）　are　nonincreasing　and　nondecreasing，　respectively，　in　A　on　the　interval　［1，00）　as

remarked　in　（iii），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w．，（A　o　B）　S　w2（A　o　B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　w2（A　（E9　B）　（use　the　map　¢）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　2iltLwap（A　Q　B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　Ell’2．　（by　（s．n））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　max　｛1，　！lftL｝
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This　completes　the　proof．　1

　　　　Remar：k．　The　constant　max｛1，穿｝in　Theorem　5．1　is　best　possible．　In　facちit　is

kn6wn　（see　［10］）　that　for　n　＝　2

（s．i3）　w，（［9　Oo］）＝｝　（o〈p〈oo）．

P　ut
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．＝B＝＝　［9　2］・

Then　for　every　a，　p　〉　O　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wap（AOB）＝　ir．　＝＝　Wa（A）Wp（B）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ap

NextputA＝＝B＝

m一1－1　一一1－1］．since［．一11　一11］isunitarilysimilarto［02　Oo］，wehave

from　（5．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　一　．“　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w．（A）　＝＝　一　and　wp（B）　＝　十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　　’　　　　p

On　the　other　hand，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　且・　問

is　unitariiy　similar　to　［20　Oo］，so　that　for　ap　2　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωσ，（AoB）一2一穿切σ（五）ω・（B）・

To　provide　the　inequality　（5．9）　with　more　H61der－like　expression，　let　us　confine　ourselves

to　the　interval　1　S　p　S　2　and　make　a　change　of　parameter：

　（5．14）　　　　　　　　　　　　　　　レレ㌔（五）＝（2一老）？〃2＿蓄（且）　　（0≦老≦1）．

：From（5．4），（5．5）and（5．14）we　can　see　that　V匹（・）＝1卜ll。。＝’ω1（・）and　Wb（・）＝2ω（・）・

For　O　f｛1　s，t　sl　1，　define　l　l　SA　IIvv，，vv，　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li3繍識隅翻）・（AE　Mn）・

Then　we　have　the　following：
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THEoREM　5．2． For　O　S　s，t　S　1

　　　　　　　　　　11SAIIvv，，vv，，　g　Ws（A）　（A　E　M．）．

PRooF：　Let　st　＝　O．　lf　s　＝t　＝＝　O　then　Theorem　is　clear　therefore　we　may　assume　s　ipE　O

and　t＝0．　Using　Corollary　4．12　andρト→ρωρ（・）is　nondecreasing　fnnction◎fρ≧1by

（ili），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’W，t（A　o　B）　＝　Wo（A　o　B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　2回目A　o　B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　2w（B）’IIAIIoo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　2w（B）（2　一　s）w2．，（A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：w、（且）w「亡（B）．

Next　let　st　iL　O．　Then　by　（5．8）　and　Theorem　5．1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W，t（A　o　B）　＝　（2　一　st）w2一，t（A　o　B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝8か’ω5亡（ノ40B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　st　・　w，（A）wt（B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（2　一　s）w2．一，（A）・（2　一　t）w2d－t（B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　W，（A）W，（B）．

This　completes　the　proof　of　Theorem．　1

　　　　With　a＝　1　and　p　＝

Corollary　4．12．

2　in　Theorem　5．1　we　obtain　the　result　which　is　already　shown　in

CoRoLLARy　5．3．　For　O　〈　p　：E｛　2　the　foilowing　inequality　holds：

（5．15）　　　　　　　　　　　II　SA　I　I，ωρ≦1レ411◎◎　（A∈Mn）；

in　particular

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIw　S　llAllco　（A　E　Mn）・

　　　　we　write　the　induced　norm　of　SA　from（Mn，wρ（・））to（Mn，1目「1）by　llSA　IIw，，1．　Next，

we　wiil　give　an　operator　radius　version　of　the　inequality　which　appeared　in　Corollary　2．3．
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THEoREM　5．4．　if　O　〈　p　s｛　2，　then　we　have

（5．16）　　　　　　　　　　　11　SA　11i〃ρ，、≦1レl　l　l，〃汐　（ノ1∈Mn），

where　ll・ll．，．　is　the　dual　norm　ofwp（・）；　in　paTticular

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IISAIIw，i　S　l1AIIw“　（A　E　Mn）

Wh・ere旧1が1・the・dUal皿・・m・f・the・nUme・f・al・adfU・ω（・）・

PRooF：　We　have　to　prove　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　liAoBIIi　S　llAllw；　wp（B）　（A，BEM．）・

We　may　asssume　wp（B）　＝　1．　Then　the　inequality　（5．15）　means　that　the　linear　map

5jB：五→AoBfrom　the　Banach　space（．Mn，1卜ll。。）to　the　Banach　space（Mn，ωρ（・））has

n・・m≦1；h・nce　it・dual　map丘・m（Mn，旧lw；））t・（Mn，1レll・）has　n・・m≦1・A・th・

dual　map　is　given　by　Si，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1レ40　BH1≦1レ411旬芦＝1囚1搾ωρ（B）・

Now　（5．16）　follows　by　changing　B　by　B　and　using　w，（B）　＝　w，（B）．　1

s．3　Relations　among　ilSA　lI．．，IlSA　lI．，　and　11SA　llw

　　　　Next　we　will　discuss　the　relations　among　llSA　IIoo，IISA　IIw．　and　IISA　IIw　for　1　s｛　p　f｛　2・

In　CoIoUary　4．11　we　proved　that　ll　SA　ll。。≦lI　SA　11w（五∈Mn）．　We　w皿give　a　proof　of　the

following：

THEoREM　5．5．　For　1〈p〈2

（5．17）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　硅5ノ雲鷲ωρ　≦llS．411加．

　　　　We　need　the　following　lemma　to　show　Theorem　5．5．
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LEMMA　5．6．　For　1　fE｛　p　s｛　2

（s．

撃刀j　，・一，（A）＝＝2一（［g　V（C（2JP）］［g　2］）．

PRooF：　Suppose　w，（A）　S　1．　Then　（5．7）　means

1　2　｛（p　一一　1）J　＋　（2　一　p）eieA｝“｛（p　一　1）1　＋　（2　一一　p）eieA｝．

Hence

（5・・9）［（ρ一、）、∴脚（ρ一1）1＋；2幽州≧・，

which　is　equivalent　to

　　　　　　　　［（p－ii）i　（Pli）i］）g（，ie［：　2（Pi2）A］＋e－ie［2（p一一〇2）A．　g］）

（5．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Re（eie［Oo　2（P－02）A］）．

Since
　　　　　　　　［（p－ll）1　（p－ll）1］　＝［（p－1．1）T　thl］．［6　vllt？i；￥ll）IJ］

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　陪揚、r一［1欝1，

　　　　　　　　　　　　　［（Pご、）、ρ（剴∴［鵡、詣］，

（5．20）　is　equivalent　t　o

［6　9］≧曜［鵡、∴、］［12（∵）¶1欝］｝

　　　　　　　　　　　一ψ［：蜜1｝・
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　　　　Since　e　is　arbitrary，　as　already　remarked　in　section　4，　the　above　is　equivalent　to

，　w（；［Oo　pm（Pi（1一，）P」）J］［Oo　AO］）si．

Therefore　p・w，（A）　S　1　if　and　on｝y　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ω（隠訓［：1］）≦・

which　is　the　same　as　the　desired　assertion．　一

PRooF　oF　THEoREM　5．5：　Let　A　＝　［AA　AAI　．　We　have　to　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω，（AoB）≦li5減llガω，（B）（且，B∈Mπ）・

Assume　w，（B）　S　1．　Then　by　Lemma　5．6

　　　　　　　　　　　　　ψB）一；一（［18（㌃川1∴D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　÷（［1酬［：親・［lll）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→ISAい（［：灘1］［：9］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝l15Allゼω，（B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s：　llSAII．・

Hence　we　obtain　IISA　IIw，　S　llSA　IIw．Since　it　was　shown　in　Lemma　4．5　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llSAIIw　＝：　llSAIIw，

the　last　inequality　implies　our　assertion．　一

　　　　　In　Corollary　4．13　we　showed　that　if　A　E　M．　is　Hermitian，　then　l　l　SA　l　l．．　＝＝　11SA　liw・　The

following　is　a　generalization　of　this　equality．
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PRoPosITIoN　5．7．」［f／4　is　Hermitfan¢he皿

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l15’減［1　oo：＝i15ノ乳1レωρ　　（1≦ρ≦2）・

PRooF：：Let　1≦ρ≦2．　By　definition，

　　　　　　　　　　　ll　SA　llw。一・up｛w，（A　o　B）・ω，（B）≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・up｛w（A　o　B）・w，（B）≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・up｛1〈（A・B）辮＞1・ω，（B）≦1，1同1≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・up｛ltr（（Ao2≡ヨ～）・（5⑭♂））1・w，（β）≦1洞1≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・up｛ltr（（A　o　‘（x’　Q　i“））・tB）1・ω，（B）≦1洞i≦1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・up｛llA　o　（i　op　x’一’“）睡・llεll≦1｝・

Now　since，4　and　5⑭♂are　Hermitian，．40（i⑭♂）is　Helmitian．　Hence　there　exisheal

numbersλ1，…，λπand　orthogonaユunit　vectors　i1，…，επ∈Cπsuch　that　A　o（i⑧♂）＝・

Σ1：＝1λ‘5‘⑭書・Therefore，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　liA。（i（g）　i“）　が一Σλ‘5‘⑧書

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛ニ1　　　　　　　　電〃8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（5．21）　　　　≦1．，　iλ｛田酬i加・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一Σiλ‘1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1レ隻0（ii⑧ii）l11．

Here　to　show　the　second　e（luality，　we　use　the　facもifガis　a　unit　vector　the：n　iiず⑭多「1ψ．＝1．

On　the　othel　ha皿d，　fbl　any　O∈Mn　we　have

（5．22）　　　　　　llCll・≦日Ollw；≦llOll一・

by　definition　of　dual　norm　and　the　nonincreasing　properもy　of　operator　rad五．　It　foUows

from（5．21）and（5．22）that　if　4　is　Hermitian　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lレ40（i⑧♂川口；＝llA　o（i⑧♂）llw・・
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Hence，　we　have

　　　　　　　　　sup｛HAo（xd’　（s）　E’“）ll．；：　llz’li　：f｛　1｝　＝　sup｛llA　o（x一”　〈g＞　E”’）ll．・　：　llx一・ll　fE｛　1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　llSAIIw’　＝　llS．ieillw・

Since　we　have　IISA　U．，　s｛　IISA　II．　by　Theorem　5・5　and　IISA　II．．　＝　ilSA　II．　for　Ilermitian

matrix　A　by　Corollary　4．13，　our　assertion　has　been　proven．　一

PRoposlTloN　5．8．　ff　A　is　unitary　then

llSAIIoo　＝　llSAIIw，　＝1　（1　Sl　p　：E｛　2）・

PRooF：　By　Theorem　5．5　and　Corollary　4．16　we　have　IISA　II．，

the　reverse　inequality　is　almost　same　as　Corollary　4．16．　一

S｛　llSAIIw　＝　1・　A　proof　of
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