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サヴェジ基礎論における期待値作用素概念について

園　 信 太 郎

１．はじめに
　サヴェジ氏は「基礎論」において，自身の「個
人的確率，personal probability」に基づく期待
値作用素を利用しているが，その明白な定義を
避けている。彼にとっての「合理的な個人」は，
終にはいかなる「事象，event」に対しても「確
率」を配分するに至る，理念的「存在」なのだが，
一方この「確率」は，加法法則，つまり有限加法
性を満たすのだが，完全加法性を満たす保証は
ないのである。サヴェジ氏はBruno de Finetti
の議論を支持しており，つまり（合理的個人が
従う規範としての）「公準たち，postulates」に
完全加法性を加えることを退けて，あくまでも
それを生産的な「仮説，hypothesis」として取り
扱うのである。
　サヴェジ氏の念頭にある例をあげると，次
の様なものがある。（1から始まる自然数系列
Nを添数集合とする）有界な実数列に作用する
LimをBanach極限として，Nの任意の部分集
合Aに対して，P(A)=Lim (#A[n]/n ; n∈N)
と置く。但し，A[n]={m∈A|m≦ n}である。
するとこのP(・)は，Nの任意の部分集合に
実数値を対応させる有限加法的確率測度であ
り，P(N)=1, P({n})=0 ∀n∈N,より完全加法
性は満たさない。また，P(N[n])=0 ∀n∈N,
∪ {N[n]|n∈N}＝Nより，単調収束定理が成立
しない。このようなPを自身の「確率」として採
用する「個人」を，はたして「不合理である」とし
て排除することができるのであろうか。つまり，
「明白に損な選択をしている」とか，「計算上の
間違いをおかしている」とかで，「不合理」と断
定できるのであろうか。サヴェジ氏はこのよう

なPも個人的確率となり得ると判断しているの
である。なおこのPと任意のn∈Nとに対して，
Nに対する分割(A(i) ; i∈N[n])でP(A(i))=1/n ∀i
∈N[n]を満たすものが存在する。

２．Lebesgue 式近似和
　「世界，world」Sの「任意の」部分集合に対し
て実数値を対応させる有限加法的確率測度Pを
任意に固定しておく。P(Ø)＝ 0 かつP(S)=1 か
つ 0 ≠ 1 よりSは空ではない。Sの任意の部分
集合Aに対して，Pに関する「積分」∫Aを定義
するのだが，A上で定義されている実数値を
取る（A上で）有界な「任意の」関数fに対して値
∫A f を，Lebesgue式の近似和の「極限」で定め
ることとする。
　下から上へと増大する「縦軸」を想定して
おく。a ≦ f(s) ≦ b∀s∈A を満たす実数a, b, 
a≦b, が存在する。区間［ a, b ］に対する分割
Δ=(I0 ,…, In), n≧ 0, を考える。ここで各Iiは空
でない区間とし，これらは下から上へと並ん
でいるものとする。また各Iiは上下の端点によ
って規定されるが，これら各がその区間に属
するか否かは各区間の事情による。また，点
列ξ=(ξi ; i=0, …, n, )で，各iに対してξi∈[inf 
Ii , sup Ii]を満たすものを考える。このような
点列を分割Δに対応する点列と呼ぶ。そこで
Lebesgue式の近似和，

　　　S(ξ,Δ)

　　　

を導入する。特に，ξi=sup Ii , i=0,…, n,の場
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合の近似和をU(Δ)，infの場合をL(Δ)とする。
ここで次が従う。

　　　

また分割の幅 |Δ|を |Δ|＝max(sup Ii －
inf Ii ; i ＝ 0,…, n) と定義しておく。
　ところで仮に f の「積分値」I( f, a, b) が「定
義」されたとして，分割の列 (Δ(n); n ∈N) で
|Δ(n)|→ 0, n →∞ , を満たすもので，但し
ξ(n) はΔ(n) に対応するある点列として，

　　　S(ξ(n),Δ(n) )→ I( f, a, b), n →∞，

を満たさないものが存在するとすれば，その「定
義｣には問題があることとなるであろう。しか
も，「積分値」は a, b の取り方には依存しないは
ずである。この点に注意して，次に「積分」を定
義することとする。

３．積分の定義
　分割Δ=(I0, …, In), n ≧ 0, が上に閉じていると
は，各区間 Ii の上端 sup Ii がその区間自身に
属することである。上に閉じている分割Δ及び
Δ' の分点を合併することによって得られる上
に閉じている分割を考えることにより，任意の
上に閉じている分割Δ及びΔ' に対して，L(Δ' )
≦ U(Δ) となることがわかる。すると，上に閉
じている分割の全体にわたる sup 及び inf を考
えると，supΔ L(Δ) ≦ infΔU(Δ) となる。一方
有限加法性により，

　　　

となるが，ここで任意の正の数εに対してある
Δが存在して |Δ|＜εとできるので，

　　　supΔL(Δ) = infΔU(Δ)

が従い，この値を Iとすると，

　　　

となる。
　次にΔ＝ (I0 ,…, In) を一般の分割として，Ii の
上端がこの区間に属していればそのままとし，
属していなければ上の区間からその点を分離し
てこの区間に添加するという変形を，各 Ii に
対して行い，このようにして得られる分割を
Δ＊とする。また，ξ＝(ξi ; i=0, …, n) をΔに対
応する任意の点列とすると，近似和 S(ξ, Δ) に
対して，

　　　

となる。従って，

　　　

が従う。これより，任意の正の数εと｜Δ｜＜
ε/2 を満たす任意の分割Δと，それに対応す
る任意の点列ξとに対して， と
なる。従って，Iは前節で述べた収束に関する
要請を満たしている。
　但し，Iは見掛け上 a, b に依存しているので，
これを I(a, b) と記すと，別の a'，b' に対して，
a''=max(a, a' )，b''=min(b, b' ) と置くと，

　　　

となり，Iは a, b の取り方に依存しないことが
わかる。この I を∫A f と表記する。近似和の
定義により，平均値の定理，

　　　

が成立している。
　また上に閉じている任意の分割Δに対して，
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なので，｜Δ｜→ 0として，∫A f ＝－∫A(－f ) と
なり，

　　　

を得る。
　また (Ai ; i =1, …, n), n>0, を A に対する分割
として，(ai ; i=1, …, n) を互いに異なる実数値か
らなる列とし，f を各Ai 上で値 ai を取る関数
とすると，∫Aの定義により，

　　　

が従う。特に定数 c に対しては，∫A  c =cP(A)
だが，左辺の c は A上で値 c のみを取る関数
である。

４．定義域に関する加法性
　A, B を共に Sの部分集合とし，f を A∪B
上で定義されている有界な実数値関数とする
と，

　　　

が従う。ここで右辺の f は，順に f|A, f|B で
ある。実際，任意の分割Δに対して，Aと B
とが互いに排反ならば，

　　　

となるので，近似和U(Δ) は，A, B の各へと
分割される。そこで｜Δ｜→ 0とすればよい。
　f を A上の有界関数として，(Ai ; i=1, …, n)
を A に対する分割とすると，数学的帰納法に
より，

　　　

が従う。また∫Ø f ＝ 0。
　なお Bが Aの部分集合である場合，A上で
定義されている Bの指示関数を，IB , A と記す。
つまり IB , A(x), x ∈ A, は，x が B に属している
か否かに応じて，各値 1か 0を取る。すると，

　　　

が従う。但し，右辺の f は f|Bである。さらに
また，B⊂Aで g の定義域は Bとし，B上で
g に一致し，他のA上で値 0 を取る g* を考え
ると，∫Bg = ∫A g* となる。なお，IB , Sは単に
IB と記される。

５．順序を弱く保つ
　f 及び gを Aを定義域とする（実数値を取る）
有界関数とし，f(x) ≦ g(x)∀x ∈ A とする。こ
の場合，

　　　

が従う。実際，分割Δ＝ (Ii ; i=0, …, n), n ≧ 0, に
対してAi=A{ f ∈ Ii }と置くと，

　　　

となるので，平均値の定理により，

　　　

であり，定義域に関する加法性を使えば，

　　　

となる。左辺は f に対する近似和でΔは任意。
従って，結論を得る。
　特に 0≦ f(x)∀x ∈ Aとすると，∫A f ≧ 0 で
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ある。しかし，冒頭の節で言及した Pに関し
ては，f(x)=1/x, x ∈ N, とすると，f(x) ＞ 0∀x
∈ Nかつ∫N f=0 である。

６．線形性
　cを定数，f を A上の有界関数とすると，

　　　

となる。但し，左辺の c は A上で値 c のみを
取る関数である。実際，Δを第 2節と同様の（但
し，[a+c, b+c] に対する）分割とすると，c+f に
対する近似和U(c+f, Δ) は，

　　　

　　　

と書ける。二項目の総和は f に対する近似和
U( f, Δ' ) だが，ここでΔ' は [a, b] に対する分割
であり，｜Δ｜＝｜Δ'｜である。従って，｜Δ｜→ 0
とすることで，結論の式が得られる。
　f, Δは第 2節と同様とし，gを A上の有界関
数とする。

　　　

 となる。故に，

　　　

となり，Σi をほどこすと，定義域に関する加
法性を使って，

　　　

を得る。同様にして，

　　　

が得られる。従って，｜Δ｜→ 0として，

　　　

が従う。
　また，定数 aに対して，

　　　

となる。実際，aを正とすると，

　　　

より， となり，従う。a=0 だと明
らか。aが負の場合は，第 3節で示しておいた
∫A(－f ) ＝－∫A f を利用すれば，正の場合に帰
着する。
　以上により∫の線形性が従うが，数学的帰納
法により，

　　　

となる。

７．期待値及び半期待値という言葉
　以上により，∫が実際に「積分」であることが
確認された。また，∫A f を，
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と表記しても良いであろう。特に，

　　　

と置き，E( f ) を f の「期待値，expectation」と
呼ぶこととする。但し，ここに f は S上の有界
関数である。さらに，

　　　

と置く。ここで二番目の等号は第 4章の末尾の
段落より従う。また右辺の f は f|Aである。こ
のE( f, A) の呼称が見当たらないが，f の A 上
の「半期待値，partial expectation」とでも呼ん
ではいかがであろうか。また以上で，サヴェジ
氏の期待値作用素E(・) が「正式に」導入された
こととなる。

８．効用関数の有界性
　サヴェジ氏の公準系では，第七公準 P7を利
用することによって，個人的効用関数の有界性
が従う。彼の期待値作用素Eはこの「有界効用」
に作用するのである。つまり，個人的効用関数
Uとその個人の行為 fとに対して，

　　　

を考えるのである。個人の価値尺度が上に有界
でないのならば，即ち，いかなる有限の限界を
も越えて増大し得るのならば，St. Petersburg 
paradox に突き当たるので，「その個人」は「事
実上の不合理」に陥ることとなる。つまり彼は，
「コモン・センス，common sense」に反する，「事
実上は明白に損である」選択を為すに至るので
ある。つまり効用関数は上に有界でなければな
らない。同様にして，効用関数は下にも有界で
ある。特に「その個人」の「貨幣，money」に対す
る効用関数は有界なのである。

９．補遺 1―区間の概念―
　第 2節で実数直線 Rの「区間，interval」に言
及したが，そこではサヴェジ氏の「基礎論」の付
録 2（266 頁）の概念規定を念頭に置いた。つま
り，Rの部分集合 Iで，

　　　

を満たすものを（Rにおける）区間と呼ぶので
あり，サヴェジ氏が表で示しているように，
Dedekind 切断の原理により，区間たちは，Ø, 
R, {x}という「極端な」場合をも含めて，11 通り
の「型」に分類されるのである。

10．補遺 2 ―Banach 極限―
　冒頭の節で言及した Lim につては，Royden
（1988）の 228 頁，問 20，224 頁から 225 頁に
かけての 5 命題，及び 223 頁から 224 頁にか
けての 4 定理を参照されることを勧める。こ
の定理とは，Hahn-Banach の拡張定理であ
り，また命題の方はその「精密化」である。な
お，Yosida（1971）の 104 頁の定理では，添数集
合が一般の有向集合に置き換えられたために，

という基本性質が欠落している。

11．補遺 3 ―選択公理―
　通常Hahn-Banach の拡張定理は，選択公理
（と同等な命題）を利用して導出される。しかし，
田中（1999）の 125 頁から 131 頁で議論されてい
るように，この拡張定理そのものは選択公理よ
り弱い命題から導出できる。またサヴェジ氏が
｢基礎論｣第 3 章第 4 節，42 頁，で言及してい
るように，Banach-Tarski paradox の問題があ
る。つまり，「すべての」事象に「確率」を配分す
るのならば，選択公理によって導出される「集
合」も「確率」を持つわけだが，そこで厄介な事
態が生じ得るのである。サヴェジ氏自身が注意
しているように，S上の（うまく選ばれた）完全
加法族に事象を制限することが，「数学」上は得
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策であるかもしれない。だが彼自身は結局の所
そうはしなかったのである。「その個人」が統計
家であるのならば，当然実証的な傾向を持って
いるであろうから，選択公理を無条件で受け入
れるとは考えづらい。「彼」は結局選択公理を制
約して行く道を選ぶのではなかろうか。
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