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醐圏■d■■■．一一＿　　噸．一一＿．

On　a　denominator　of　a　certain　formal

power　series　attached　to　local　densities

MASAKI　HISASUE

Department　of　Mathematics，　Hokkaido　University，　Sapporo　060　Japan

O．　lntroduction

Let．p　bei　aJprime　number．　When　A　and　B　are　non－degenerate　symmetric　matrices

aVpe（rBZ，z）Obfydegree　M　and　n　（m　．〉．　n），　respectively，　’we　defineV　the　local　density

（O．1）
αP（B，A）一。1禦一亡e掲・（B，A），

淫心｝7温舗竺購岬，且）＝｛・・「∈M一（Zp）脚一（Zp）；咽…B

I．n．　spite一　of　the　importance　of　local　densities，　it　is　not　easy　to　calculate　their

explicit　values．

　　In　［9］，　Kitaoka　introduced　the　formal　power　series

（O．2）
　　　　　　　　　　　　　

P（B，A：x）一ΣαP（〆B，A）xr．

　　　　　　　　　　　r＝O

｝i1e－proved．　it　is　a　rational　function　of　x　and　obtained　its　denominator　for　A　＝＝
（！Z12　Eo，k）　where　Ek　（resp・　ok）　is　the　identitY’一ihTa’tr－i’xV一’　Ji’aVe’g“r’6’eW”kV（‘，，’，V5．‘’ti．

4ero　matrix　of　de．gree　k）．　Moreover　he　conjectured　the　rationality　for　an　arbi－

tfirp．　r．y　symAmetric．一4．　lts　ratiopality　and　the　denominator　have　been　ihvestigated　by

B6cherer－Sato，　Hironaka，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　Katsurada　in　special　cases．

　　In　［21，　Hironaka　proved　the　rationality　and　the　determined　its　denominator　for

arbitrary　A　and　B　in　the　case　p　＃　2．

Btnyphere！　and　Sato．（［1］」）　showed　the　rationality　of　the　series　for　arbitrary　A　and

E・　T．h，e￥．also　de．termlped　its　dgnominator　in　the　following　two　cases　by　5pplying

Denef’s　theory　of　p－adic　integrals；

　　（1）　m　is　even　and　A　is　unimodular，

　　（2）　B　is　anisotropic．

Typeset　by　．ALMS－TEX
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圏圏圏■■■■■一＿、

an撫n晶鼎膿謙。を1論盤lll・⊥B・，theygene・alized（・・2）

　　　　　　　　　P（（Bo，Bl，…　　　，　Bs），助1，＿，勾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（0・3）　　一ΣαP（B・⊥〆iB・⊥…⊥〆・B。，鋸1．．．xg・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl，＿，r8＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－P－c・cf’…舜（c，α1，．．．，α。∈Z）．

　　　In［3］，　Katsurada　intr・duced　the　1・cal　density　with　a　c。ngruence　c。nditi。n　and

pr・y．ed．　the・ati・nality・f（0・3）in　the　case　that　deg（B。）＝0．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　He　also　obtained　the

鵠謡鷲繍蹴野寄1；i蕪講casep≠2anddeg（B・）一・・

　　　　　　　　　　　R（（Bl，t・・，　Bs），肋1，．．．，勾

（0・4）　　一ΣαP（P「1B1⊥…⊥〆・B。，A）xl・．．．餌；・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r・≧…≧r。≧o

where　B－B1⊥…⊥B・，　deg（B∂＝ni・He　and　the　present　auth。r　p，。ved　the

「a

　　We　de丘ne　the　following　formal　power　series；

　　　　　　　　9（（Bo，Bl，…，Bs），A；x、，＿，勾

（0・5）　　一ΣαP（B・⊥〆・B・⊥…⊥〆・B。，且）xf・＿xgs．

　　　　　　　　　　　　　　　　rl≧…≧r。≧O

Note　that

　　　　　　　e（（○，B・，…・B・），鯛，…，・C・）＝R（（B・，＿，B。），A；X、，＿，C。）．

Our　main　results　are　a£fbllows：

The・rem　1・Let　A　and　B　be　are　arbitrαry　n・η吻・η・rate．symmetric　mαin㈱α5

αδ・むε・五et・tゐe　tんε171Zitt　ind・X・μ．　Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uk＝min（n・＋…＋nk－1，t）

αnd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vk一｛1演説。と1＋ηん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2



Th・ηP（（Bo，Bl，…，Bs），A；Xl，…，勾融m伽αZ加C伽・f　x、，＿，X。ω伽α
denominator

ll　（1　一　xl　．　．　．　xk）Vk　fi（1　．一　p（ni＋’”＋nk　一i）（一一M＋n＋i＋1）　（xl　．　．　．　xk）2）．

　　Theorem　1，　in　the　case　A　is　even　unimodular　and　deg（Bo）　＝　O，　has　been　proved

by　Katsurada　and　the　present　author　in　［6］．　The　crucial　part　of　the　present　paper

is　to　prove　Theorem　1　when　A　is　odd　unimodular．

　　Remark　that　the　value　of　the　local　density　coincides　with　the　special　value　of

singular　series，　hence　it　is　meaningful　to　study　not　only　the　even　unimodular　case

but　also　the　arbitrary　case．

　　If　s　＝　1　and　Bo　＝　2S，　then　by　definition　P（B，A；　x）　＝　Q（（／，B），A；　x）．

CoroUary・Tんe　3e甥e5　P（B，　A；x）isαrationα1　function　o／aω伽αden，omin，αtor

　　　　　　　　ゼ

（1－x）”II（1－P（n－i）（一m＋n＋‘＋1）の2），

　　　　　　　i＝0

where　tt　＝　min（n　一　1，t）　and　v　＝　1　or　O　according　as　t　）　n　or　not．

　　Since　P（（Bo，　Bi，．．．，　Bs），　A；　xi，…　，　x．）　is　a　linear　combination　of　the　series　sim－

ilar　to　Q（（Bo　，　Bi　，　．　．　．　，　Bs　），　A；　xi　，　・　・　・　，　x，），　we　have　the　following：

Theorem　2．五et　A，　B，ちukαnd　vk　be　as　above．　Then　P（（Bo，β1，＿β8），且；xl，…，勾

づ5α剛伽αげunction　O／Xl，＿，コじ。ωith　a　denomin伽r

ll　（1　一一　xl　．　．　．　xk）vk　n（1　一一　p（ni＋”’＋nk　一i）（一m＋n＋i＋1）　（xl　．　．　．　xk）2）．

　　Notation．　For　a　set　Z，＃Z　denotes　the　cardinality　of　Z．　For　a　commutative

ring　with　an　identity　element　R，　we　denote　by　Mm．（R）　the　ring　of　（m，　n）一matrices

with　entries　in　R．　Put　Mm（R）　＝　Mmm（R）．　When　7n　＝O　or　n＝　O，　we　understand

M．．（R）　＝＝　／．　GL．（R）　is　the　group　of　all　invertible　elements　of　M，．（R）．　We　call

elements　of　GL．（R）　unimodular．　Further　let　S．（R）　denote　the　set　of　all　Symmetric

matrices　in　M．（R）．　Put　Z20　＝　｛x　E　Z；x　2　0｝．　By　Qp　and　Zp　we　denote　the　p－adic

number　field　and　the　ring　of　p－adic　integers，　respectively．　For　any　square　matrix　A，

tr（A）　denotes　the　trace　of　A．　For　a　symmetric　unimodular　matrix　A　with　entries

in“Zp，　we　say　A　is　evep　．unimodular　if　all　the　diagonal　elements　belong　to　2Zp，

otherwise　we　say　A　is　odd　unimodular．

　　Let　M　be　a　R－module　and　Q　a　mapping　from　M　to　R　which　satisfies　the　condi－
t｝’№獅刀@（1）　Q（Tm）　＝　r2Q（m）　for　T　E　R，　m　E　M，　（2）　2B（m，　n）　：＝　Q（m＋n）　一一　q（m）　一

Q（n）　is　a　symmetric　bilinear　form．　We　call　（M，　Q）　or　simply　M　a　quadratic　’mbd－

ule　over　R，　Q　a　quadratic　form　and　B　an　associated　symmetric　bilinear　form．　For

quadratic　modules　M　and　N　over　Zp，　if　they　are　isomeuic，　we　write　M　cr　N．　For

3
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sfiquar
〟@mat｛ices　U　epd　一V，　we　．denote　（oU　vO）　by　U　x　V．　For　an　element　a　of

！e．　and．ap　eleLplent．　X　of　Mm．（R），　we　oNften　us’e　the　same　symbol　X　for　the　class

X　modulo．　aMmnkR）・　．We　den．ote　by　1．．　（resp．　O．．）　the　V（m，　n）一matrices　wh－o一’STeT

1．　Preliminary　results

　　For　S．E．　S．m（AZ，？），T　E　Sn（Zp），　：’　＝　（6i）　E　（Zp／peZp）M，　and　a　non－negative　integer

e，　we　put　（cf．　［2］）

　　　　　Ae（T7　S；　：’）　＝　｛X　＝　（xii’）　E　Ae（T，　S）；xii　E　4i　mod　pe　for　1　S　i　一く　m｝

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ae（T，　S；　’＝一’）　＝　＃Ae（T，　S；　：’）．

　　For　a　non－negative　integer　r　〈　m　十　n，　put

A，（r；　T，　S）　＝　｛．Pgi　E　Mm＋．一．（Z．／peZ，）；　（S　±　一一T）［（EX．　）］　i　O．　mod　pe｝，

where　E．　is　the　identity　matrix　of　degree　T．　Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ae（r；　T，　S）　＝　＃A．（r；　T，　S）．

Moreover，　put

　　　　　　　　　　　　　　αP（r；T，S）一。1四目e（（（m＋励一〈「〉）α。（r；T，5）．

Thi．s　limit　e．xi’sts一as一一w」i“’ P1　be　shown　in　Theorem　3．2．　Note　that　if　T　＝＝　t　L　Ti，　then

we　have　ap（n　一　　　　　　　　　　　　　　1；　T，　S）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　a．（Ti，S　i　（一t））．

put　H＝　（9　6）　and　y＝　（？　5）．　ifpl　2，　it　is　weil　known　that　a　non－

deggner－ate　symmetri’c　matrix　is　equivalbnt　over　Zp　to　a　unique　matrix　of　the　fol－

lowing　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L，r・．o　pi（Vi　i　Ui），

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v，　．，　CEF’”：i［’：’1．　．．　±　H　．ith　12　o

and
　　　　　　　　Ui　＝　s2」，（c）　or　ci　J一　c2　with　c，　ci，c2　E　ZpX　and　一cic2　¢（ZpX）2．

Here　Z　denotes　the　empty　matrix．

4
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i，r・＝，　2　i iVi　±　Ui），

where

　
　
y

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝⊥知。ゼゴwith　c葱ゴ∈Z穿，0≦ki≦2

satisfying　the　following　conditions：

if垂足1，c”＝10「3　if　ki＝1，　and（ci・，・ci2）一（・・土1），（・，土3）・（一・，一・），・・（一1，3）

　　（C．2）　ki　＝　ki－2　＝　O　if　Y，一，　＝　Y，

　　（9・3）　rdeg　Ui．　i1i　1　mod　4　if　Yi　＝Y　and　ki　＝　2，

　　　　　　　　grl）ki－i　det　Ui　E　1　mod　4　if　ki＋i　：’　o，　kl：　o，　　（C．4）

　　（C．5）　Ui　f　一1　L　一ci2　if　ki－i　＃　O，

LC．6）　Ui　＝＝　szf，（1），1　」ny　±1，　一一1　LL　一Ll　if　k，＋，　7E　o．

Le（W，　V）

｛ip　E　Homz，（17V，　V）　（8＞　Z．／peZ．；B（ip（w），　ip（w’））　iiii　B（zv，w’）　mod　pe　for　w，　w’　E　17V｝．

Further，　for　a　quadratic　submodule　17Vi　of　17V　and　ipi　E　L．（17Vi，V）　put

　　　　　　　　　　　　五・（W；φ・）一｛φ∈五・（叩）；φ陥…φ、m・dp・y｝，

where　iplWi　denotes　the　restriction　of　ip　to　17Vi．

＃Le（W，　V）　＝　＃Ae（T，　S），

and

＃1ンe（「レレ㌧1／；φ1）＝＝＃ノ4e（T，　S；（ξ∂）．

5
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Ptet　Y一　anq．．W　be　as　above，　and　Vi，V2　be　quadratic　submodules　of　V　such　that

齢1？警：羅畿愚P鑑￥礁器’濫盤・…，Vn｝，

五・（W，隅，V2；w，v）一｛φ∈L・（脚）；P・v－z，岡φ（ωゴ）一δ6ゴゆ・≦i，ゴ≦n｝，

　　　　　Le（W，　VI　Vi）　’V2iW，V］　Wi，　ip1）　＝　｛ip　E　Le（17V，　V；　Vl，　V2；W，V）1　ipl17Vl　＝　ip1｝・

The．a－bJ　ove　tvyg　．sets　depend　on　w，v　as　well　as　171Z，　V，　Vi　and　V2．　However　we　have

the　followin　　　　　　　　　　g（［61）．

P．rgp．o．sitign　1：1一　・　A－ssyme　that　W　＝　Z．［wi，．．．，w．］　is　totally　singular　and　V　＝

巧⊥巧ωんere　V2＝Zp［v・，…，Vnl・五ε明＝Zp［vl，＿，vA］ゐe　a　quαd伽m。翻ε

SUCんthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（v：・，v；）　t　一B（vi，v，・）　（1　．〈一　i，2’　一く　n）．

Then　there　eXiStS　a吻eCti・η伽L・（即；巧，V2；W，V）オ・L。（瑠，V、）．酬ん，r

2．　Some　propositions

In　this　section　we　will　prove　an　essential　proposition　to　get　a　recursion　formula．

Pgfinition．．　．We　c，a－lg　qn　eZement　T　of　S．（Z．）　or　〈T＞　of　level　pi　of　l　is　the　least

in吻er・such　th吻iT－1　is　ev・n　integral．

e　czT唐狽塔ｿηzsometrStη：」乙望　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　satisfying　n（vi）　E　wi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mod　ph＋iM＊．

　　Let　A　＝　V　1　U　be　a　symmetric　unimodular　matrix　with　canonical　form．　Let

V　f±i　H．i　Y’，一w．here　Y’　＝Y　or　O　and　U＝L」　c」　as　above．　Note　that　if　p　l　2，

we　have　always　Y’　＝　O．　Then　for　O〈r〈lset

A（’）　＝ii．一．　Hi　Y’　LU　and　A“　＝　V．

6
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灘蔀、照灘撚謝脆門鑑灘鰍一Σ　1・，　ki・

（B（zi，　z，・　））i　．〈　．i　．・　〈一k　＝　S　L　T，

1

eie！’i！辮2熱濃重心α噸1＋・・2）…・m・d2P・オんθ励ere　e廊オ

（a）i6∈Kユーd儲：18謬lll：18）一儲）蜘・∈2Zp，η2∈Z疹，

　　（b）Zp［z5，…，zk，＋k，］　is　isometric　to　〈　S（i）　＞1

　　（c）Zpレん、＋鳶、＋、，…，之る1繍・me二仏・K3，

gd，）　llr　＝　Z．　［xlL，　6］　」一　Z．　［i5　，　・　・　・　，　zi　，．，，］　一L　Z，　［ik，．k，　．，，　・　・　・　，　zk］，

　　（e）　ZS・　一　z2・　E　Z．［ii，・・．，ik，．，，．，1’）bi’k，　＋ki　iLi　’k’　7一く’　k．

オん総3磁詮撒難濫。雛α噸＋u2）≡・m・dp3・オんeη

Z回一η儲綴li：1　）一面）　η1∈P3Zp，η2，η3∈

　p7

1灘義：‡無購二難雛⊥K2　’漁。哲・＜y＞，
gd．）　lir　＝　Z．［ii：zsJ　一L　Z．［z5，…，ikJ，＋，，］　一L　Z．［zk，＋le，＋，，…，zk］，

（e）弓一zゴ∈2Zp［・・，…，Zk、＋k、＋、1勉た、＋k2＋1≦ゴ≦k．

Proof
2．3iis）oTwheiSo；aiint　？heeP690VoeS　by　the　same　argument　as　that　in　the　proof　of　［3，　Lemma

Th留膿s描羅器e饒莞a雛£膿t藷enput之6一・k・＋1・

Kl　i　K2　＝　Zp［ul　十u2，　z5，zl，…　，　lk，］・

Then　there　eXist　elements｛μゴ｝ユ≦ゴ≦k、＋k、，｛〃ゴ｝・≦ゴ≦k、＋k、・f　Zp　such　that

　　　　　　　B（　i，・　＋　pa，・　（ui　＋　u2）＋　u2・　z5，　z；・）　＝O　（1　一く一　2’　S　ki　＋　k2，1　S　i　一く　2）．

PUt　Z5．＋．2　＝　Z」’　＋　pa2’（Ui　＋U2）＋　V2’zS　for　1　S　2’　一く　ki一　Then　by　Proposition　2．1，　we

have　（b）．

。f琢。翻elh康e「e　eX’st　elements｛μゴ｝k・＋k・＋・≦ゴ≦kl＋k・＋2，｛〃ゴ｝le・＋k・＋1≦ゴ≦k1＋k・＋2・

B（9ゴ十μゴzi十レ・ゴ2：5，2：≦）一〇（kl＋k2＋・≦ゴ≦kユ＋k2＋2，1≦i≦2）．
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Put
　　　　　　　　　弓一｛ll・＋　paゴ蝿’雛；‡1：1：1｝＋k2＋2

墨臨熱血灘告estatement（c），（d），and（e）aresatis五edbysuch弓も・

　　　By　apPlying　Lemma　2・2，　we・have・the・f・ll・wing　P・。P。siti。n．

　　　　　　　　　　　（β（Zi・・2ゴ））・≦i，ゴ≦m＋箆一A⊥B，（B（ωi，ωゴ））、≦i，ゴ≦π一〇n，

｛（1）五吻≠2・Assum・オんαt　PrK＿M、φ、（W、i；・｝3g〈m＋n　of　K　such　that）¢pM・・Then　tん…e魏横戸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B（21，zS’））3≦i，ゴ≦m＋n＝且（1）⊥B

and
　　　　　　　　　＃L・（17V，K；M，N；W・V；W・，φ・）一＃L。（吻，K’；M’，N’；W，，V，），

　　　　　　一

際㌃撫⊇鳩．三瓢・，zh＋・い’＝＝　Z・［ih＋2，…，編w’一

　　　（2）五吻一2・Assume　that　PrK－M、φ、（W、）¢pM、・rσ≠1⊥一1．　Then　tんere

exist　element5　　　　　　　　　　　　｛zl｝3≦i≦m＋n・f　K　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　　t　．．lB（　Zi，zゴ））3≦i，ゴ≦m＋n＝A（1）⊥B

and
　　　　　　　　　＃五・（17V，K；M，N；W・V；W・，φ・）一＃五。（砂，K’；M’，N’；W・，V・），

ωhere　tんεη・tations　are　tんε・αmeα・伽ω．

一轍焙撫織「K．一Mipi（VVi　）．　¢　pM　and　PrK．M，　ipi（17Vielem・傭｛zl｝3≦漁＋n・f．κ　such　tんat）⊂pM・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　　t　tB（　■i，之ゴ））3≦i，ゴ≦肌＋π＝且＊⊥B

αnd

　　　　　　　　　≠L・（W，K；M，N；W・V；W・，φ・）一＃L。（砂，K’；M’，N’；W・，V，），

ωんere　tんe　n・傭・η5αre君hε5αmεα3呵1ノ．

雛下畑舗搬5櫨耀舗ρtauth・・in［6】・（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
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　　　Put　zl＝φ1＠1）．　Then　we　have

（2・1）　　　　　B（zl，zi）＝Om・dp・．

Put　Ki　＝Mi　for　i＝1，2　and　K3＝N・Then　f・r　the　m・dule・K、，＿，K3，　and　the

l臨謡編≦嬬t盤望；，離：ltt　st　e’ements｛　tll・　z｝2≦i≦m＋n　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（2・2）　z5Σξ琶〆づ（1≦ゴ≦m＋n）with（ξiゴ）∈σLm＋n（Zp）．

　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

撫e訟a），（d）and（e）of　Lemma　2・2（2），　the　matriX（ξiゴ）・≦琶ゴ≦m＋ηcan　be一

（2・3）　　（ξiゴ）一（亀。禽lm葺ll），

where宮23≡En＿1　mod　2．

　　The　assumption　that　PrK→Nφ1（ω1）＝zm＋1　implies

（2・4）　　　・ヨ2・一（。nl、，、）・

Then　by（a）～（e）of　Lemma　2．2（2），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　t　’tB（　■i，zゴ））3≦i，ゴ≦m＋n＝A＊⊥B．

φ’＝Prκ一K’φIW・Thenφ’bel・ngs　t・L。（バw，K’）．　In　fact　f・r　1≦ゴ≦n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十n

（2・5）　　　φ＠ゴ）＝・　2　xi」ii　with（忽‘ゴ）∈Mm＋n，n（Zp）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：＝1

Then　fbr　1≦ゴ≦nwe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十n

（2・6）　　　　　φ（ωゴ）一Σ嘱
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（2・7）　　　　　　鞠＝Σξd。垢ゴ・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αニ＝1

Sinceφ＠・）≡zl　m・d　pe　andφ’（ωゴ）＝φ（ωゴ）一三ゴ・｛一⑳灸ゴi5（2≦ゴ≦n），　we　have

B（φ（ω・），φ（ωゴ　　　　　　　　　　　））≡B（il，xlゴzl＋¢騒）≡Om・d　pe　f・r　2≦ゴ≦η．　Thus　by（2．3）

and（a）・f　Lemma　2・2（1）we　have妬ゴ≡Om・d　pe　f・r　2≦ゴ≦n．　Thus　we　have

（2・8）　B（φ’（ω∂，φ’（ωゴ））≡B（φ（ω∂，φ（ωゴ））m・dp・f・rany2≦i，ゴ≦η．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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iNfi，，tidlll一

Sincg　B（ip（wi），ip（w，’））　E　B（wi，w，・）　mod　pe　for　any　2　S　i，］’　一く　n，　ip’　belongs　to

P．（M．7，一K’）．　FurAthgrpsore　．by一く2．3），（2．4）　and　（2．7），　we　have　xi，‘　一＝　x；・，・　mod　pe　（m　＋

2SiSm＋n，2Sj　〈一　n）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Thus　we　have　for　1　一く．　i　S　n　一一　1，1S　1’　一く　n一　1，

（2．9）　PrK．Nip（zu」）　＝　6ii・im＋i　if　and　only　if　PrKt一．Ntip’（w2’＋i）　＝　6i2’Z；n＋i＋i・

Thusφ’bel・ngs　t・五・（吻，　K’；M’，N’；w，，v・）．　Thus　we　can　de丘ne　a　mapPing而。m

Le（W，　K；　M，　一ZVI　W，Vl　Wl　，　ip1）　to　Le（VV，　K’；　M’，　N’；　w’，v’）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（ip）　＝　ipt．

Let　iP　be　an　element・f五・（W，　K；砿N；w，v；W・，φ1）．　Then　by（2．2），（2．4）and（2．7），

we　have

（2・10）　　　　　　　　‘じm＋1，ゴニ＝訂左ゴ＋ξm＋1，m，＋1詔㍍＋1，ゴ＋ξm＋1，m＋2‘じ銚＋2，ゴ．

Then　we　have　for　2　S　］’　一く．　n

（2．11）

Prκ→N（φ（ωゴ））＝δ1〆飢＋1　if　and　only　if婿ゴ≡一ξm＋1，m＋ix猛＋1，ゴーξm＋1，飢＋2忽銚＋2，ゴmod　pe，，

this　shows　the　injectivity　of　T．

　　Lastly　we　prove　T　is　surjective．　Take　an　element　ip’　in　L．（fu，　K’；M’，N’；w’，v’）

and　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ’（wゴ）一Σ嘱（2≦ゴ≦n）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝3

？一Ut－－　Y12’　＝　一6m＋i，m＋iyin＋i“・　“p　Cm＋i，m＋2yin＋2“一　and　define　a　mapping　ip　from　17V　to

K　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十n
　　　　　　　　　　　　ip（wl）　＝　il，　ip（w2’）　＝　一yl，・i｛　＋　2　y；o・z；・　（2　S　2’　一〈　n）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝3

Then　by　construction　and　（2．8）s（2．9）　and　（2．10），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　ip　E　L，（17V，　K；　M，　N；　w，v；　Wi，　ipi）　and　r（ip）　＝　ip’．

Thus　we　complete　the　proof．口

Remark・（1）ひnder・the　ab・ve　n・tαi・n　we　see　eαsiZy　thαt

　　　　　　　　　　　　＃L．（Vi＞r，　K’；　M’，　N’；　w’，v’）　＝＝　＃A．（n　一　1，　一B，　A（i））

or
　　　　　　　　　　　　　＃Le（；；i）i’，　K’；　M’，　N’；　W’，V’）　＝　＃Ae　（n　一　1，　一B，　A“）

αCC・丁伽9α3伽ω，（2ノ・酉ηピ3ノ．

　　（2）ln　tんeα6・ve　pr・P・siti・η，　assume翻N＝N、⊥N，ωんere　N、αnd　N

are　quadratic　submodules　of　rank　1　and　n　一一　1，　respectively，　and　M　＝〈　A　〉　is

unimodular　and　ipi　E　L．（N｛，M），　where　for　a　guadratic　module　L　＝〈　S　〉　we　wm’te

L’・＝＜一5＞』Een　by　Pr・p・5伽η1，3αη4　Pr・r・siti・η2．3・weんαve

＃L。（N’，M；φ・）一＃L。（ル’，M（1）⊥N、）・r＃L。（N’，M；φユ）一＃L，（抑’，M・⊥N、）’

where　M（1）＝〈A（1）〉αnd　M＊＝〈A＊〉αcc・r吻α3オんe　cα8ε（1），（2）・r（3）伽

Proposition　2・3・ノl　part　o／theプ「ormer　cα8e　is　nothing　but！2，　Proposition　2．2ピ1．6ノノ．

　　Summarizing　Proposition　1．1　and　Proposition　2．3，　we　have　the　following　propo－

sition．
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一de≧2・Assume　tんα孟
i一二1一範）≠・m・dp・

　　　（1）Let　p≠2．　Assumeオんαオヨ1≠Omod　p．7「henωeんαve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・（B，A；三）＝α。（n－1；B，且（1））．

　　　（2）五et　p＝2．．4ssumeオんαオE1≠Omod　p　or　U≠1⊥一1。　Thenωeんave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・（B，且；三）＝α。＠一1；B，A（1））．

　　（3）五eオp＝2．ノlssume統αオ三1≡Omod　pαnd　U・＝1⊥一1．　Then　weんαve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・（B，Al：一）＝α。（η一1；B，A＊）．

Remark　As8ume　tんα痂・lev・Z・ノf∈5，一、（Zp）is　equα1　t・・r・mα〃e崩αη

〃（2轍1δ・）一1・Th・n　the　matrix　di＋δ・（鋤）ユ≦り≦，一、　i・eg珈α♂・醐・di　f・…y

ω∈zケ1・　　　　　　　　　　　ThUS　fOr　any　symmetric　matm’x　S　we’hαve

　　　　　　　α・（　　　　　　　ハオー1；b1⊥T，S）一Σα。（i’＋わ、働）、≦琶ゴ≦ト、，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（yi）∈（Zp／pe　Zp）重一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニpe（t一一1）α。（［i’，5）．

7フLze5ωεんαve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αP（t　一一　li　bi　±　T，　S）＝αP（T，5）．

3．Arecursion　fbrmula

　　F・r5∈5飢（Z2），T∈Sn（Z2），0ニ（の∈（Zp／pZp）祝，　and　a　n・n－negative　integer

e，put（c£　［3］）

　　　　　　A・（T，3；0）＝｛㊥∈A・（T，5）；Xiユ≡θ乞m・d　2鉛r　any　1≦i≦m｝，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d。（T，5；o）ニ＃A。（T，3；㊦）．

We　note　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・（T，SIO）一Σα。（T，5；E），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　菖

where　E　runs　through　all　representatives　of（Zp／peZp）m　such　that：E≡Omod　p．

　　For　symmetric　matrices．A　and　B　of　degree　m　andη，（m≧n≧1），　respectively，

with　entries　in　the　ring　Zp　ofp－adic　integers，　de伽e　a　primitive　local　densityβP（T，S）

by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βP（B，A）＝Iim　P－te≠B，（B，A），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e→◎◎

whereオ＝mn一γL（n十1）／2　and

　　　　　　　　　　　　　　　Be（B，A）・＝｛X∈・4e（B，A）；Xis　primitive｝．

：H：ere　X　is　said　to　be　primitive　if　its　reduction　modulo　p　has　the　maximal　rank．
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：Lemma　3．1．五et　Aニy⊥σ∈5m（Z2）∩G五m（Z2）δeα翻mo翻αT　7παオ寵8ucん

オんαオWTe5P・σえ歪・αn　・ven　unim・d・伽ピresp．・d4翻m・d・・1αr？卿・∫吻ee　m、

（resp．．　m2）．　Let　〈E）i　E　（Z2／2Z2）M’，　G＞2　E　（Z2／2Z2）M2　and　b　G　2Z21

（1）　Assume　that　e　2　2，　ei　1　Om，，i　mod　2’ C　e2　t一　O．，，i　or　lm，，i　mod　2．　Then　we

んαve

2（一m＋i）ea，（b，　A；　（Tl　））

ロ
　
　
　
　
シ

り
白
0

＝

2－m＋2
　　　　　’

either　if　e2　i　O．，，i　mod　2　and　V［Oi］　＝一一　b　mod　4

0r　if　02≡lm，，1　mod　2αnd　V［0ユ］≡一tr〈　U）十bmod　4，，

otherwise．

（2）一・t厩≧3，σ一
i6　P1），・・≡・ml，1m・d2・Tんe…ん一・

2（一m＋i）ea．（o，A；　e）　＝　｛　i；M，；h3，’，lfil，U．，lfE）2］　i　Omod8，

Proof．　For　e　1｝r　1，　put

　　　　．4t．（e）　＝　｛X　＝　（Tii）　E　（Z2／2eZ2）MiA［X］　E　b　mod　2e＋i，xil　Eii　ei　mod　2｝．

For　e　2　2，　consider　the　map　¢　：　A．（b，　A；e）　一〉　．21’e－i（e）　defined　by　X　mod

2e　e．一X　m．．od　29－1　for　e　2　2．　lt　is　a　surjectioh，　and　we　hav6　＃¢一’（X）V＝　2m　for

any．X　E　v4’．ki（e）．　Ngxt　consider　the　map　W　：　v21’．（e）　．　．Zl’．一i（e）　defined　by　X

　　　　　　　　　　　　　　　e’一i．　Obviously　it　is　a　surjection．mod　2e　”X　mod　2
．　（1）　lt　is　easy　to　see　that　if　e2　1　Om，，i，lm，，i　mod　2，　then

a．（b，　A；　e）　＝　o．

First　assume　that　（E）2　iEi　Om，，｝　一mgd　2．　For　any　IE7　＝　（il－lii）　E　v21’．．i（（D），　put

X－V＋2・一1鳳（・），2一
i象）∈（Z2／2Z2）m・Then

A［X］　1A［Y］　十2e・tZI　A＊Yi　．一，，　b　mod　2e＋1．

Since　O1≠Om1，ユmod　2，　we　have．4＊Yl≡A＊θ1≠Om、，1　mod　2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　＃｛Zi　E

（Z2／2Z2）Mi；EZiA“Yi　E1i　2－e（b　一一　A［Y］）　mod　2｝　＝　2mi－i．一’Thus　w－i（Y）　1　N2rn－i．

Moreover　＃A’i（e）　＝　1．　After　all，　we　obtain　that

a．（b，　A；　e）　＝　2M＃．Zli．一i（e）　＝　・　・　・　＝　2M2（e－2）（m－i）＃．Zlt，（e）

　　　　　　　　＝　2M2（e－2）（m－1）

for　e＞2．

By　similar　argument　as　above　we　get　a．（b，　A；　e）　＝　2M2（e－2）（M＋i）　for　e　2　2　when

O2　i　1．，，1　mod　2．
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（2）　Similar　argument　implies

a，（O，A；　e）　＝　2M＃．21t．一1（o）　＝＝　・　・．　＝　2m2（e－3）（m－1）＃．21i2（e）．

Since

　　　　　　　　　＃．4’2（e）　＝＝　＃｛X　E　（Z2／4Z2）MIA＊［Xi］　＋V［X2］　ii　O　mod　8，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xl　E　O　mod　2，　X2　i　1　mod　2｝

　　　　　＝　2M－2＃｛（x－i）　G　（Z2／4Z2）21x？　一　x3　i　O　mod　8，x，　iE　x2　1ii　1　mod　2｝，

we　have■A，2（0）・＝2m，　this　completes　the　proof．口

　　We　shall　make　a　distinction　of　the　following　types　as　above．

　　（case　1）　p　1　2，

　　（case　II）　p＝2　and　U　f　1　±　一1，

　　（case　III）　p＝　2　and　U＝1L　一一1．

The　nextitheo；em　in　the　case　for　p　＃　2　and　that　B　is　diagonal　is　given　in　［3］　and

in　the　case　that　A　is　even　unimodular　is　given　in　［6］，［7］．　We　get　here　fhe　geneiallized

formula　without　such　restrictions　such　that　we　shall　prove　the　odd　unimodular　case．

Theorem　3．2．　Let　A＝A＊⊥σ6eα5ッmme魏。槻伽。翻αT　mαオ鷹of　degree　m
αnd　B　6εαη・n一幅eηemオe　mα傭・μεgree照5αδ・ve。　Then　weんαve

a，　（B，　A）　一一　p－M＋”＋　i　a．　（B　lp－i　1　E．　一i　］，　A）

　　　　　　　6p　（O，　A）a．　（n　一一　1；　B，　A（i）），

　　＝　〈　p“一2｛6，（O，　A“）　＋　6，（tr（一一U），A“）｝a，（n　一　1；　B，　A（’）），

　　　　　　p－i　fip（O，　A“）ap（n　一　1；　B，　A（i））　＋p－M＋3　orp（n　一一　1；　B，　A’），

（case　1）　，

（case　II），

（case　III）　，

ωh・re　we　mαke　tんe　c・nv・nti・ηオんαオαP（n一　1；　B，　A（i））＝0働e職漉伽・f　A　is

O　and　6．（tr（一U），A“）　＝　O　if　U　＝　／．

Proo．f．　iThe　progf　in　the　．case　A　is　even　unimodular　is　completed　in　［6］　and　［7］，　so

we　shall　prove　the　case　that　A　is　odd　unimodular　and　p　＝　2．

　　We　assume　that　e＞　3．　Then　we　have

ae（B，　A）　＝ 　　　2　a．（B，A；e）．

eE（Z2／2Z2）m

Let　deg（A“）　＝　mi　and　deg（U）　＝　m2・

　　Put　for　a　E　Z2，

S（a）　＝　｛e　E　（Z2／2Z2）Mi；e　1　O．，，i　mod　2，　A“［0］　E　a　mod　4｝．

Further　put

s＝ ｛e　E　（z2／2z2）rn2；u［e］　i　o．，，i　mod　s，　o　；t　o　mod　2｝．

13
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and

　　　　S’　＝　｛（ei　，　02　）　E　（Z2　／2Z2　）Mi　×　（Z2　／2Z2　）M2　］　A“　［ei］　＋　U［e2］　ii　O　mod　4，

　　　　　　　　　　　　　　　　ei　f　02d，i　mod　2，　02　f　O．，，i　mod　2｝．

Then　we　have

（3．1）　a．　（B，　A）　＝a．　（B，　A；　O．i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋6黒。）ae（B7A；　（o．eld，i））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋蓋5偽（B，A；（o融1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　（6，　tt一　，）es，　ae　（B，　A；　（　／T；　））．

（case　II）　Since　Uf　（6　一〇1），　we　have　S＝　o．　lf　deg（U）　＝1　then　it　is　to　see

that　S’　＝i　／r　Next　we　assume　deg（U）　＝　2．　lf　（Oi，02）　E　S’，　then　02　＝　i2i．　ln　fact

slnce　iA“［0．i］　＝一　Qmod　2　for　apy　ei　E　（Z2／2Z2）Mi，　so　that　we　have　U［e2］　S7　O　mod　2

therefore　e2　＝　1－ Qi．　Then　U［e2］　E　tr（U）　mod　4，　and　we　have

　　　　　　　　　　　　　ae（B，　A）　＝　ae（B，　A；Omi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　e，E．（，）　de（B’　A；　（omO’“　；，，　））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋。、∈黒媛σ））ae（B，A；（1瓢））・

N．　ote　that　the　last　term　on　the　right－hand　side　is　O　if　deg（U）　：　2．

We　can　show

（3．2）　2e（一mn＋n（n＋i）／2）a．（B，　A；　6mi）　＝　2’M＋ior2　（B［2’一i　1　E．　一一．i］，　A）

tgr　q　sufligientl￥　large　e　in　the　same　way　as　in　the　proof　of　［3，　Proposition　3．6（2）］．

Next　we　show　that

（3・3） @艸（n＋1）／2）6黒。）ae（B，A；（6瓢、））

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　52　（O，　A“）or2（n　一一　1；　B，　A（i）），

f・r　a　su伍cient　la・ge　e・By（2）・f　P・・P・siti・n　2・4，　f・r　any三∈Zy・uch　that

三…
i。激、　　　　　　　　）　mod　2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　ae　（B，　A；　：’　）　＝　a．（n　一　1；　B，　A（i））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14

鑛灘
　　　　　　　　　　　　　難11

。e．，
蜑T灘難野



■四劇幽■■L＿． 一一一ﾚ一一一一一

　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　6蕊）de（B，A；（6瓢））

　　　　　　　　　　　　　＝　E　2a．（n－i；B，A（i））

　　　　　　　　　　　　　　e1∈8（0）　：三

　　　　　　　　　　　　　＝　e，lit｝（，）　de（b”　Ai　（o．e’i，　））a．（n　一一　i；　B，　A（i）），

）lrPere．：’　runs．over　elements　of　（Z2／2eZ2）M　satisfying　that　：’　ii1　（om〈E一）ii）　mod2．

Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　2e（一mn＋n（n＋i）／2）o，　itl（o）ae（B，A；　（ome－i，））

　　　　　　　　　　　　　＝　2（一一M＋i）ee，］［it｝（o）　de（bi，A；　（o．e－i，　））

　　　　　　　　　　　　　×2e（軸（m－1）（　1）＋（π『1）n／2）α。（n－1；B，且（1））．

By　Lemma　3．1　（1），　for　any　（1）i　E　S（O），　we　have

．　2（一M＋i）ed．（b，，AI　（　o．e’i，　））　＝　2一一M＋2．

Thus　we　have

　　　　　　　　　2e（一mn＋”（”＋i）／2）　e，］litii（o）　ae（B’　Ai　（OmO－ii　）　）

　　　　　　　　　＝　2－m＋2＃s（o）2e（　一一（m’一1）（n一一1）＋（n一’1）n／2）a．（n　一　1；　B，　A（1））

　　　　　　　　　＝　2－252（O，　A“）a2（n　一一　1；　B，　A（i））

for　a　sufliciently　large　e，　which　implies　（3．3）．　Similarly，　we　have

（3・4） @艸（n＋’）／2）㊥1∈5Σ（σ））ae（B・A；（i禽、））

　　　　　　　　　　　　　　　＝　2－262　（一tr（U），　A“）a2　（n　一　1；　B，　A（i）），

ggr　q　sufficiently　large　e．　Thus　the　assertion　（case　II）　follows　from　（3．2），　（3．3），　and

（3．4）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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　　　Next　we　prove　（case　III）．　We　have

　　　　　　　　　ae（B，　A）　＝　a．（B，　A；O．i）

　　　　　　　　　　　　　　　＋e，］lli．i（，）｛de（B，A；　（　oe一，1　））　＋　de（B，　A；　（　i－0一，1　））｝

　　　　　　　　　　　　　　　＋冷（B，AI（o駕）），

　where　e2　runs　over　the　set

　　　　　　5”一｛◎∈（Z2／2Z2）2；（6ρ、）回≡・m・d8，・≠・2・m・d2｝・

Since　tr（U）　＝　O，　we　see　similarly　as　in　（3．4）　that

　　　　　　　　　　　　　　艸（n＋1）／2）㊦黒。）ae（B，且；（豊D）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2－i62　（O，　A“）a2　（n　一一　1；　B，　A（i））

for　a　sufficiently　large　e．　After　all，　the　assertion　（case　III）　reduces　to　（3．5）　below．

（3．s）　2e（一M”＋n（”＋i）／2）　elltils．　a．（B，　A；　（OMo一　〉’i　））　＝　2－M＋3a2　（n　一　1；　B，　A“）

for　a．syMcie．ntly　large　e．　By　（3）　of　Proposition　2．4，　for　any　：一　E　Z2M　such　that

ヨ≡
iOmi　，1e2）m・d2，wehave

’　ae（B，　A；　：’）＝a．（n－1；　B，　A（i））．

　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　藷聯（o帥

　　　　　　　　　　　　　　：　］E　2ae　（n　一　i；　B，　A“）

　　　　　　　　　　　　　　◎2∈8”　二

　　　　　　　　　　　　　＝＝　eliltils，，　ae（bi’A；　（OMe”ii　））ae（n　一　i；　B，　A＊），

TWh
?　r唐??

：’e@rhta獅魔re
@OVer　eleMentS　Of　（Z2／2eZ2）M　satisfying　that　：一　E　（Omdii）　mod　2．

　　　　　　　　　　　　艸（n＋1）／2）6碁偽（B，A；（6る穿1））

　　　　　　　　　　　　＝　2（一M＋’）e　elll，il．，，　de（B，A；　（OMe”ii　））

　　　　　　　　　　　　x2e（一（　ユ）（　1）＋ψ＋1）／2）α。（n－1；B，A・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16
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　　i

　　　
　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

｝Then　by　Lemma　3・1（2），　f・・any㊦2∈5”，　we　have

　　ヒ

；　　　2（嘲m＋1）・ae（b1・A；（0陶1））一2－m＋3・

　　　　　　　Noting　that≠…5”＝1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2e（一mη＋ψ＋1）／2）。碁偽（B，A；（03穿1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一2　＋3＃8”2e（一（　1）（n－1）＋（耐）n／2）α。＠一1；B，A・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2－m＋3α2（n－1；B，A＊）

　　　　　　　f・・asu伍ciently　la・ge　e，　which　p・・ve・（3・5）and　the　as・erti・n（case・III）．ロ

　　　　　　Remark・1オ。α励e　eα8吻proηεd伽オ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β2（0，A＊）＋β2（一頓σ），A＊）＝2degσβ2（0，　A）．

　　　　　　Pr・P・sit・n　3・3（［6］）・五eオe・6・αn　i吻er．五・t　S　and　T　be　n・n－d・generate　s〃m－

　　　　　　me耽mα傭e8・μegree　3，卜1respecti吻，αnd　T　be・f　level　pt．　Assume　tんαオ

　　　　　　」≧e・＋1一δ2P・　Then　we　hαve　f・r　a　sufi7cie吻鞠e　e

　　　　　　　　　　　　　ω（1－P“’s＋ト1）pe（鴨st＋t（t＋1）／2）pe・鱒eΣ＃Ae（P・・α⊥T，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Zp／pe　eoZp

　　　　　’　一Σ｛（1－P－1一一P－3＋t－1）αP（P・・α⊥T，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Z跨／（Z顕）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（1　一一　p－1）P－1αP（peo＋ユα⊥T，5）＋P－2αP（pe・＋2α⊥T，5）｝，

　　　　　　ω厩α一・”er　a”elements・∫Z疹／（z“×　p）2α蜘一＃（Z夢／（Z言）2）．

　　　　　　4・Properties

　　　　　　　　In　this　section　we　give　some　concrete　fbrmulae　for　local　densities　to　get　an　in－

　　　　　　teresting　result．　Note　that　the　results　in　this　section　are　treated　by　Katsurada　and

　　　　　　the　present　author　in［61．

　　　　　　　　We　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　βP（0，A）αP（B，且（1）），　　　　　　（case・1），

　　　　　　　　　　ノ（B）＝　　　P葡2｛βP（0，A＊）＋βP（tr（一σ），・4＊）｝αP（B，・4（1）），　　　（case　II），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P－1βρ（0，A＊）αP（B，A（1））＋P　＋3αP（B，A＊），　（㈱III）．

　　　　　　　　First　assume　that　p≠2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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霧鵬甥●1’LetA　be　as　above．　L・tB一〆β1⊥β2ωん　degB1≦2αη蜘・

（1）　Let　r　iir　s＋1　and　Bi　＝（c）　with　c　E　ZpX．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，．　／（zS

Prqof　（1）The　assertion　can　be　easily　proved　by　Theorem　3．2．

　　（2）By　Theorem　3．2，　we　have

．　ap　（B，　A）　一p－M＋”＋i　orp　（B　lp　一i　L　E．一i］，　A）

　　　　　　　　　　　　　　＝　6p（O，　A）ap　（p’ci2　i　B2，A（i）　L　一prcn）．

By．一a．ssumption，　cny2　＋　ci2　is　a　unit　for　any　y　E　Zp．

　　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　ap　（prci2　±　B2，A（i）　±　一prcn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p－1
　　　　　　　　　　　　　　　＝　p－i　2）　ap　（pr（cu　a2　＋　ci2）　L　B2　，　A（i））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝O

Thus　the　assertion　holds．

　　（3）　For　a　sufliciently　large　e　we　have

　　　　　　　α。（n－1；B，A（ユ））

　　　　　　　　一（　　　　　　　2Y」’　）EMi　，n－i（Z．　／pe　Z，）ae（偽窟），A（1））

　　　　　　　　＝　（，，　）EM，，t．　，（z，　ip．　z，　）　ae（　（　2Pr？Yi　一一　P8’　Bii　［‘y’］　Bo2　）　，　A（i）　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　18

　　　　　　　　　　　　　　a．（B，A）　一一p’M＋n＋ia．（Blp－i　L　E．一i］，A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝・ノ（B2）．

（2）　Let　r　2　s＋1　and　Bi　＝　cn　一L　ci2　with　一cnci－2i　¢（ZpX）2．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　ap（B，A）　一p－M＋”＋ia．（Blp－i　±　E．一i］，A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　p－i　2f（p’（ciia2　＋　ci2）　±　B2　）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝O

　　（3）　Let　T　．〉一　s　and　Bi　＝H．　Then　we　have

　　　　　　　αP（B，A）一P『蜘＋1αP（BIP－1⊥En一、］，A）

　　　　　　　　　　　　　＝　ifit＝’il　”Fny－p－m＋n　￥｛（i－p－i－p－m＋”）f（pTa－LB2）

　　　　　　　　　　　　　＋　（1　一　p一’　）p－if（p’＋ia　i　B2）　＋p－2f（pr＋2a　i　B2）｝，

where　a　runs　over　a　complete　set　of　representatives　ofZ．×／（Z．×）2．
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一「■圏■」一．

yvhere　‘）；’　＝　（’y2，．．．？？」．一｝J｝．　By　assurpption，　2p’yi　一p2rB2’一i［ty’］　El　prZp／peZp

fo“r．一aPYiS’yi，：・・，qi　n一一i）．E　（Z，／peZ．）”d－i．　Thus　the’　map’　¢　fioni’（Z．／pe’z，）“n’：i　t6

〆Zp／peZp　given　byΦ（（Yl，…　，？Jn＿1））＝・2pryl　1－P2ワヲ『1［tytl　is　a　surjection　and　for

any　y　E　prZp，　we　have　＃¢一i（’y）　＝　pe（n－2）＋’．　Thus　we　have

　　　　　　a．（n　一　1；　B，　A（i））　＝　pe（n’2）＋’　2　a．　（pra　1　B2，A（i））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEZp　／pe　一一　rZp

Thus　the　assertion　holds　by　applying　Theorem　3．2　and　Proposition　3．3．　0

5鷹オんαtBi・αcαη卿。αZ加mβ1乞・α翻m・dulαr　mαtrix・ノ勿ee≦2，12≦1
証6熟亡濃（Bi　＝　（p　一一ibiZ夢）2，0r石「．）翻δ耀曜αCC蜘9α5B・＝（6・）・B・ニ

ap（B，　A）　一一．　p－m＋n＋1ap　（pr－1B1　ipr’2　B2　iB3　，　A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　］2　c（B’；　Bi　，　B2　）f　（p’一2　B’iB3　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B，

where　Wんere　B’剛η5・V・rαC・rtain　finit・ly　mαny　Sivmmetm’C　mαtm’ce・・ノ吻ee

吻B・＋吻B2－1，αnd　c（B’；B・，B2）宮5α剛2・naZ　number　determined　by　B、，B2
απ（1／1　SUCん哲んαt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　c（B’；　Bi，　B2）　＝　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bt

　　　Nex－t　we　consider　the　case　for　p＝　2．　We　have　only　to　analize　a2（n　一一　1；B，A（i））

’　since　the　same　argument　holds　for　a2（n－1；　B，　A“）　without　any　modification．　MoreL

over，　if　deg（B）　＝　1，　then　a　recursion　formula　is　obtained　easily　so　we　assume　assume

　deg（B）　〉　1．

Theorem　4．3．　Let　B　＝i：・．o　2i（Ui　L　Vi）　be　a　canonical　form，　and　degUi　＝＝　ki，　as

above．

　　　（1）　Assume　that　U．　＝　（c．）　and　V．　＝　／．　Put

Br－1　＝2Ur－1　i　Ur－2　－2Vr－i，

and
Br－2　＝i；’．一〇3　2iUi　±i；・＝一〇2　2iVi．

Then　we　have

a2　（B，　A）　一　2－M＋”＋i　a2　（2’一2　c．　一L　2r－2　B．．i　J．　B．　一2　，　A）

＝　s－Zr－i－kr－i－kr’2　：　f（2r”2B．一i（（yi））　J一　BT－2），

　　　　　　　　　　　　　　　（yi）

where　（yi）　runs　over　alZ　elements　of　（Z2／8Z2）i’＋k’一’＋k’一2　and　B．一i（（yi））　is　a　cer－

tαin　symmetm’c　mαtn’x　Of（legree　lr十kr－1十kr＿2ωitんentries　in　Z2｛letermined勾

B，一1　αη（i（lyi）sucんカんαオ〃（det　Br＿1（（跳）））≦3．
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　　（2）A・・um・that　Ur＝c・1⊥c。2ω蜘。、，c。2∈Zζαη覗＝の．　Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B。＿1・＝u，．一1

αnd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－2ニ⊥；；b2　2’Ui⊥⊥；；i　2i　Vi．

　　　　　　　　　バFor　Ur　put　Ur：＝乙lr，一Ur，y；or　Hαcco痂ηgα5－crl　cr2≡一1　mod　8，一cTI　cア2≡3

　mod　8，一crl　cr2≡5　mod　8，0r－cTlcr2…1mod　8．　Thenωe　hαve

　　　　　　　　　　　α2（B，A）一2－m＋n＋’α2（2「『’o．⊥2「’”B。一、⊥B。一2，A）

　　　　　　　　　　　　　一8－kr－1－1Σ∫（2　1B＿、（（？yi））⊥β。一2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ω

ω厩ωTuη・・v・r　all・Z・ments　・f（Z2／8Z2）k・一1＋1αnd　B，一i（ω）is　a　certαin

s〃mm・tric　mαtrix・∫吻Teeん・一・＋1d・termined　b〃　B。一1αnd（（yi））sucんオんαオ
z1（det　Br＿1（（？Ji）））

≦3．

　　（3）ノ1ssume　that「Vr：＝｝乙　五eオ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Br＿1＝2乙「r，

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B，一2＝⊥二；bi　2i（Ui⊥Vi）．

Thenωe　hαvθ

　　　　　　　　α2（B，A）一2－m＋n＋1α2（2「一1（1⊥3）⊥2「一1B伺⊥B。一2，A）

　　　　　　　　　　　　　　　　一2－k・印1Σ∫（Br－i　（（Yi））⊥B＿2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（yi）

ωんereω駕π8・ver・all・lements・ノ（Z2／8Z2）kr＋’　and　Br一一1（ω）i・αce吻in　s〃m－

me耽mα傭・ノdegree　k・＋1　determined　by　B・一・αnd（（〃∂）・uch・that・u（det・Br一、（ω））≦
3
．

　　　　　　　　　　　　　　Zr－1

　　　　　　　　　　　一　　（4）五eオ「Vr＝H⊥。・・⊥H⊥Yr　with　lr≧1．　ワレre　set

　　　　　　　　　　9＝α2（2’H⊥B。，A）一一　2－m＋n＋1α2（2「噸IH⊥B。，A）．

　　（4．1）Assume　tんat乙rr＿ユ＝＝○．7フten

　　　　　　　　　9一（・一2　＋n）一1Σ｛（2－3－2－m＋n－2）ノ（2「＋’α⊥B。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

　　　　　　　　　　　　　　　＋2－4ノ（2「＋2α⊥B。）＋2－4ノ（2「＋3α⊥Br）｝，

切ん・re・a　runs・ver　c・mμe舌e　5eオψe郷e出漁・・けZ営／（Z蒼）2。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20

撚
灘
鱗

・
縫
灘

、
羅

、
㈱
雛 一

顎瓢

‘

欝
鳳灘・、灘灘馨



N．，“一N
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c

（4．2）　Assume　that　U．　＝　（c．）　or　c．i　．L　cr2．　Then

　　　　9一Σ｛2－3！（2「α⊥B・）＋（1－2－m＋n）一・（2－4－2一＋n＋3）∫（2・＋・α⊥B。）

　　　　　　　　α

　　　　　＋2－5ノ（2「＋2α⊥Br）＋2吻5！（2・＋3α⊥B．）｝，

伽・α一・v・rc・mpl・t・　set　・f・r・presentαtives　・f　Z2×／（Zダ）2．

　　　　　α2（2’c・⊥B；一・，A）一2　＋η＋1α2（2「一2c。⊥Bニー、，A）＋ノ（2・c。⊥Bニー、）．

Further　we　have

ψ一1；2’c・⊥Bニーユ，A（1））一Σα。（Bニー、＋2・（c劔ゴ）2≦i，ゴ≦n，A（・）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！ノの∈（Z2／2cZ2）n－1

and　B；一1＋2T（c・鋤）2≦乞ゴ≦n　is　n・n－degenerate・ver　Zp／P・Zp　and　its　determinant

巽e濃tdepend　on　e鉛「asu伍ciently　la・ge　e飴r　any（〃2，…，〃n）∈Z穿口1・Thus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2（n－1；2「cr⊥B4＿1，ノ1（1））

　　　　　　　　一2噌e（　1）Σα2（B二一、＋2r（c。鰯）2≦乞ゴ≦n，A（・））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　（yi）∈（Z2／2εZ2）n－1

1n　particular，　B－2＋2「（Cr腕防）1．・．一　1＋k．一1＋k．一，＋2≦i，ゴ≦n　is　equivalent，・ver　Z2，　t。

儒B・一2鉛ranyω2≦i≦z。一1＋k’，、．．　1＋k．．一，∈Zl・一1＋kr－1＋kr一・一1．Thus・the・asserti。n　h。1ds．

（2）F・r　t
撃?　matriX　Y・，　put　・r一（侮1ゐ俳2鵡）・Then　U・　is　equivalent，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノし

・ve・Z2　t・Ur，　and　2’U・IP－1⊥1］＝2「一IVr．　Thus，　by　apPlying　The。rem　3．2　t。

2’Ur⊥B・一1⊥B・。2　the　asserti・n　can　be　pr・ved　similalry　t・（1）．

eq羅鵬囎f笥．be　p「oved　simila1「y　to（1）n・t’ng　that　2’ylV－1⊥・］is

　　　（4）Similarly　to（3）of　Theorem　4．1，　we　have

　　　　　　　　ae（一1；2’H±Br・A（1））一＃｛（（聖））∈M一一・…・（Z2／2・z2）；

　　　　　　　　　　　　A（1）［xi…（2r＋1”1一τrβ71［亡ゾ1£）m・d2・｝，

where亡y，ニ＝（Y2，．．．，Yn＿1）．

　　（4・1）First　let　deg（Ur）一2・By　assumpti・n，2「＋1？y・一22・B搾1［¢y・1∈2・＋・Z2／2・Z2

f・rany（〃2，…，Yn一・）∈Z8囎1・Thus　similarly　t・（3）・f　The・・em　3．1，　we　have

　　　α・（n－1；2’H⊥B・・A（1））一2e（n－2）＋「＋1Σα。（2・＋1α⊥Br，A（・）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈Z2／2e一「一夏Z2
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thus　the　assertion　holds．

　　（4：2）　By　assumption　22rB．一’［‘y’］　＝　2’　2，2・．，　c．，y，2t．＋，・　＋　2’＋ib　with　b　E　Z2　for

any　（’yit．．．，’yn）iE　Z8．　Thus　2r＋i’yi　一　22rB．一i［ty’］　E　2rZ2×　or　E　2r＋iZ2　according

as　exactly　one　of　yi　2t．＋i　and　？y2t．＋2　is　unit，　or　not．　’撃氏@the　f－盾窒高?ｒ　case，　for　each　sucfi

i，Y．2ifi’（1　，　？L121r　＋2　）［z2／2ez2）S一一（3Zt2．／2｛e，Z｝232，fia．”，ddabyfiXed　e　E　（2rZ2×　＋　2eZ2）／2eZ2　the　mapping　¢．

　　　　　　　　　　Φ・（（〃・，…，i」121．，〃2z．＋3，…，〃η一・））＝2「＋1・」、一22「B7ユ［¢y’1

置脚糊近辺詫；1遡深田嚇21C濫C島（g／21r＋1　，　？」21r＋2by）∈

　　　　　　　　　　¢’（（？」1，　’　’　’　，　7」21．，　Y2t．　＋3，　・　・　・　，　？Yn－1　））　＝　2r＋1　‘yl　一　22rB．一1　［ty’］

is　a．surjection　and　for　each　x　E　2r＋iZ2／2eZ2　we　have　¢’一’i（x）　＝　2pt（n－4）＋r＋i．　Thus

we　have

昏 　　　　　　　　　　　　ae　（n　一　1；　2rH　L　B．，　A（i））

　　　　　　　　　　　　　＝　22e－i＋e（n－4）＋r＋i｛　E　a．　（c　！　B．，　A（i））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cE（2rz，×　十Z2）／2eZ2

　　　　　　　　　　　　　　　　＋　2）　a．　（2’＋ia　1　B．，　A（i））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEZ2　／2e　一一　r一　1　Z2

　　　　　　　　　　　　　＝2e（　1）噛3Σα。（2’α⊥Br，　A（ユ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aEZ，×　／（Z，×　）2

　　　　　　　　　　　　　　　　＋2e（n’2）＋r　Z　a，（2r＋iaiB．，A（i）），

thus　the　assertion　follows　similarly　to　（1．1）　in　this　theorem．　Similarly，　the　assertion

　holds　fbr　deg（σ；r）＝・1．　口

Corollary　4．4．　Let　Bi，B2αnd　B3　beηoη一degenerate　symmetric　mα伽ce50／leve1
2ii，2i2　and　2i3，　respectively，　with　entries　in　ZTQ．　Put　B　V一一一一一　2rBi12’一2B2iB5．　As一

・umeオ煽捌3α・α脚歪。αZメ・㎜・．Bユ客5α翻m・dulαr・mαtrix・ノdegTee≦2，12≦1

and　r≧93＋1・Put・B・＝2一’B・，Bユ，1⊥3，・r　Eαcc・rding　a・Bユ＝（b、），6、⊥δ2忍

・r・H，ωんere”↑”is　tんe　5αmεα8伽跣ε・rem　4．3（2？．　The側eんαve

　　　　　　　　　　　　　a2　（B，　A）　一　2－M＋n＋1　a2　（2r－1　Bl　t2r－2　B2　±B3　，　A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　2　c（B；　Bi，　B2）f（2’一2B’±B3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bう

wher・B’runs・uerαCε吻唇η加鈎mαπ〃5〃mm・傭mα傭e5・∫吻Tee　4・g（B、）＋
吻（B2）一1，　and　c（B’；B・，B2）奮3α繍・nα1　number　d・termined　b〃　B1，B2αnd　A

SUCんオんα≠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E　c（B’；Bi，B2）　＝＝　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bt
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5．　Proof　of　the　main　theorems

re，1：1離鑑器課瀦：il雛撫無deg・eem・η・，η・・…，ns｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

P（（B・，B・，…，B・），A；X・，…，X・）一ΣαP（B・⊥P・・　Bi⊥…⊥〆・B。，鋸・＿ω；・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl，＿，rs＝O

憂i続ali蝸．deg（Bo）＝0，　the　above・eries’・n・thing　but　the・nes　defined　by

Let△P　be　the　c・mplete　set・f・ep・e・entatives・f　Z蒼／（z“×　p）2，　and　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　An，P＝｛（b・，bl，…，bn）；bi∈△P｝

or

　　　　｛（Bo，　Bi，．　．　．　，　B．）；　deg（Bo）　＋　deg（Bi）　＋　・　・　・　＋　deg（B．）　＝＝　n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bi　＝　（？　6），（？　5）　or　deg（Bi）　＝　i　and　Bi　E　A．｝

according　as　p　f　2　or　＝　2．　Then　the　set　of　power　series

　　　　　　　　　　　　　｛P　（（Bo，　Bl，…，　Bs），　A；　Xl，…，Xs）｝（　Bo　，Bi　．一，Bs）EAn，p

pe丑niti・n・五eオBδeαη・η・吻enerate　s〃mmetric　maim’x　with　entm’・s　in　Zp．　B

贈三脚撫轟霧器ニ二階X3漁αt　det（X）∈pZp－d

To　determine　the　denominator　of　formal　power　series，　we　need　the　followings．

5翻んαオdegB・＝degβ・αnd〃（det　B・）一〃（det　B・）i・αP・3伽・・v・η吻，r，αnd

　　　　　　　　　　　　　αP（peBユ⊥B2④一P（　＋n＋1）6・αP（P・B、⊥B2④

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2c（B｛，Bi，A）f（pe－2B｛　L　B2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bl

wんere　bド（〃（det　B・）一レ（det　B・））／2，　B｛　run・・ver　finit・Zy　mαny　symm，tric　ma一

繕e灘欝・一1認。（B｛，B・，A）’…伽α1　mδ磁禰吻B｛，B・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多。（B｛β・・A）一1誤欝・

23



一一・一IIP一．一L

（2）A・・鷹オんat・B・ゴ5　mα珈α乙Then　w，んαve

　　　　　　　　　　　　ap（peBl　1　B2，A）　一一　p（一M＋n＋1）niap（pe－2Bl　t　B2，A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2　c（B｛，　Bi，　A）f（pe－iB｛　i　B2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bl

臨E，，灘瀞臨鵬響欝鷺轍e　1認。（B｛β1・A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σc（B｛，β1，A）＿と型竺．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl？i’　一　”　1一一p－m＋n＋1

fP狽?ｉＯotf’inl！Y？o？＆t：e　that　a　maximal　matrix　is　equivalent，　over　zp，　to　a　matrix　of　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pひ1⊥u2⊥巧，

For　each　non－negative　integers　i，　］’　and　k　such　that　1　酷く一　k　f｛　i，　put　（c£　［41）

　　　　　　　　　ツ（i・ゴ・k）＝（一・）kΣP（殉（ゴ＋11）＿P（i一一1・）（ゴ＋ど・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦ll＜…くlk＜盛一1

Here　we　understand　that　or（i，2’，　O）　＝　1．　lt　is　easy　to　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　i－1　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　n（1　一　p（i－k）（2””‘）x）　＝　27（i，2’，　k）xk．

　　　　　　　　　　　　　　　　k：＝0　　　　　　　　　　　　　　　発二〇

贈禰緯伽・tαt’ons　and　the　ass噸・ns　be・the・Sαme・as・in・P噸ti・η

　1十1

§7（η1，一＋η＋1，のαP（プー2’B・⊥B2，A）一φ意と欝ψ（の，

where

　　　　　’Bp　（．O，，E＋．17　A）Ctp（B？．，　．4（‘’i）），　（case　1）
¢　，．　1　p一］S　i．　tl）　ap　（B2　，　A（　i＋i）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（case　II）

　　　　　p一（i＋i）fip　（Oi＋i　，　A“）｛a．　（B2　，　A（i＋i））

　　　　　　　＋p一一m一一t＋4（p3（1＋i）　一　1）（p3　一一　1）一’i6．（O，A’（t））一ia．（B2，A“（t））｝，　（case　III）

and
　　　　　　　　ψ（i）　＝　｛　｝｝　（O，　A“（i））　＋　，（3，　（tT（　一’U），A＊（の）■翻ll）
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1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た。　1－P隔m＋n＋i＋2　．

　　　　By　apPlying（case　lI）and　by　n・ting　that

　　

｛　　　βP（・，A）βP（・i・A（1））一βP（・i＋・，A），

　1
　　　　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　ご

1　　碁7（η1－1，一＋η＋2，のαP（P・一　・B｛⊥B2，A・）

　
1

：：　一P幅2どβp（・1，A＊）αp（B2，A＊（z））＃と欝

；fo「anysuchB｛・Thuswehave

　　　　　　　　　　　　　　　　　l十1

1　　ζツ（n・，一m＋n＋・・のαP（Pε嘲2’B・⊥B2，A）

　　　　　　ぼ

5§7（n・一・，一＋n＋2・の｛αP（P・一2’B｛⊥B2，A）一P一＋n＋・αP（P・一　2B｛

　i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25
　
1
、
，

　
i
”

＿舞駕m齢ec…・襯・η勧P（B2，A（1＋・））一1・r・げη一、・噛，

　　　　　　　　　　αP（pP’Bl⊥B2，A）一P（『m＋n＋1）π1αP（P・一2B1⊥B2，A）

　　　　　　　　　　　＝Z］）一1βP（・・A＊）Σc（B｛，B・，A）αP（P・一・Bl⊥B2，A（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bi

　　　　　　　　　　　＋P　＋3ΣC（B｛，B・，且）αP（P・一・Bl⊥B2，且・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　B｛

鵡躍｛，，a誕蓋εeothers　are・nes　in（2）・f　P・・P・siti・n　5・1・By　the　inductive

　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　　嘉ツ（n・一・，一＋n＋2，のαP（P・一　・B｛⊥B2，A（ユ））

　　　　　　＝鵡（Ol，A＊（1））｛αP（B2，且（’＋1））＋P一一t＋7（P3z－1）（P3一、）一ユ

　　　　　　　　　fip（0，A＊（ユ））一1αP（B2，A＊（り｝11

i　B2，　A）｝



r
・

　　　　ご

＝§7（…1・一＋η＋2，の｛P－1醐）Σc（B｛，B、，A）αP（プーB｛⊥β2，A（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bi
＋P『m＋3 ｽC（B｛・Bl，A）αP（pe　B｛⊥B2，A・）｝

＝P鴨1βP（0，∬） ｽ。（B｛β1，A）鵡（・1・ガ（1））｛αP（B2，A（z＋1））

＋P一　＋7（2！）31　一一　1）（P3軸1）『恥（1））一1αp（B2，A＊（1）｝＃と欝

＋P　3 ｽ。（B｛，Bi，A）P嫡21鞠）αp（B2噸と驚．

　Thus　the　assertion　holds．

a齢s蹴鵠舗撒leThenby（1）・fPr・P・siti・n5・1thereeぬsts

　　　　　　　　　αP（peB・⊥B2，A）一P←m＋n＋1）61αP（〆一2B、⊥B2，A）

　　　　　　　　　＝P”一1fi・（0，且＊）Σc（B｛，B1，A）αP（P・一2B｛⊥B2，A（・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B｛

　　　　　　　　　　　＋P　＋3ΣC（Bl，B・，A）αP（P・一2B｛⊥B2，且・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　BS

識畿鵬臨叫喚・印可糖e…1，andc（B｛β1，A）

　　　　　　　　　　　　　　多。（B｛，B1，A）一需・

Thus　we　have

Z十1

§ツ（n・・一＋n＋・・のαP（P・一2歪B1⊥β2，A）

　　　　　　　　　t十1
＝P（　＋1）61 汲V（n・，一＋n＋1，のαP（プー2iB・⊥B2，A）

＋P鴨1
ｽ。（B｛，B・，A）嵩ッ（n1，一m＋η＋1，のαp（pe－2i－2B｛⊥B2，A（・））

　　　　　　　　　　　　　　　ご十1
＋P嚇鋭＋3 ｽ。（B｛・B1・A）ζ7（η1，一＋n＋1，のαP（プーB｛⊥B2，Aり．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26
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1

By　the　inductive　hypothesis　the　second　term　on　the　right－hand　side　of　the　above　is

（i－p（一m＋n＋i）bi）t／．1，ll；o・L＝itz：1．ls　llli；IIII：；2．ll（一n．ip；L／＋：i”＋＋ii＋i）p一（i＋i）6p（oi＋i，．，4＊）｛．．（B2，A（i＋i））

　　　　　　　　　　＋p　一m－i＋7　（p3i　一一　1）　（p3　一　1）　一一i　6．　（O，　A’（‘））　”一’　or．　（B2　，　A’（t）　）｝，

and　the　third　term　on　the　right－hand　side　of　the　above　is

（・一P（一m＋η＋・）bl）喜と欝P－2z瓶＋3βp（・1，　A＊）αp（B2，A（t））。

Thus　the　assertion　holds．　口

　　　Using　The・rem　5・2，　we・btain　the　f・11・wing　P，。P。siti。n．

　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　嘉（1　一一　p（ni－i）（輔酬1）x；）（［？（（B・，B・，…β。），五；x、，…，勾

　　　　　　　　　　　‘o　　　　i

　　　　　　　　一Σ　xl‘　2）7（n1，一m＋η＋・，i一ゴ）

　　　　　　　　　　歪二〇　　ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　’Q（（B・，P2ゴB・⊥B2，B3，…，B。），且；XIX2，X3，．．．，X。）

　　　　　　　　　　lO　　　　　　歪

・　　＋2）　x？i＋1Σ7（n・，覗＋n＋1，i一ゴ）

　　　　　　　　　　i＝0　　　ゴ＝0

　　　　　　　　　　　●9（（B・，P2ゴ＋1β・⊥B2β3，…，β。），且；・・、嫡，．．．，勾

　　　　　　　　＋喜1一濫掘＋1）響li4

ωゐere

6＝

fip（．．O．　i＋i，A）Q（（Bo，B2，…，Bs），A（i＋i）；xix2，x3，．．．，x，），

p一一2‘o　｛6，　（O，　A“（i））　＋　6．　（tT（一U），　A“（i））｝

・Q　（（Bo，　B2，．．．，　B，　），　A（iO）；　xi　x2，　x3，．．．，　xs　），

p－tO@Pp　（Oig　，　A’）｛Q（（Bo　，　B2　，　．　．　．　，　B．），　A（iO）；　xi　x2，　x3　，　．　．　．　，　x．）

＋p－m－lo＋4（p3（to＋1）　一　1）（p3　一　1）一16p（O，　A“（lo））一一一1

（case　1）

（case　II）

　　　　　　　　・R（（Bo，　B2，．．．，　Bs），　A“（i）；　xix2，　x3，．．．，xs）｝，　（ca，se　III）　．
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一，，．．一一一b一一

　　　　　　　　ヨ　　むた

　　　　　　　9嘉（1－P（n’＋●”＋　の（一m＋η＋i＋・）（x・．．．Xk一）2）i（1－x、…x。）・k，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jk＝1

瓢野ドm’n（nl＋…＋nk－1，のα晦一・・r・αcc・rding　as　t≧n、＋．．．＋nle

P瞬lt　i・di・ectly　pr・ved　by　P・。P。siti。n　5．3．ロ

su，舗ve　the　main　The・・ems，　we　need　the拙・wing　Pr・P・siti・n　due　t。　Kat一

　　　　　　　　　　　　6P（T・，Hk）αP（T2，Hk－t⊥（一Tl））

　　　　　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　　　　ニζ（一1）’1？i（’罵1）榔＋1『2k）苧αP醐⊥T2，Hle），

翫編（Zp）繍Z霧糖綴蹴・ver　the　re一α傭・ゾ

無誰禦h鳥t－P2娼andp2B－T2・ThenbyapPlyingPr・P。siti。n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
fip（駒P2A，　Hm）αP（P2B，P2A）一 ﾃ（一1）’p’（歪鴨1）＋’←m＋n＋1）ΣαP（一P2A［gi　i］⊥P2B，∬m）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9i

Not’ng　thatβP（一p2A，　Hm）≠・andαP（P2B，P2且）一pn（η＋1）αP（B，A），　we　have

　　　　　　（？（（Bo，Bl，…，Bs），A；X1，．．．，X。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　＝6P（。P2A，∬m）馴1Σ（一1）’p’（一m＋n＋の一（η＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　．婁9（（一P2A［9鞠11⊥P2β・，P2B・，…，P2B・脚、，．．．，勾

駕醜㍑1琵識re琶5・4t・（［？（（一P2制⊥P2B・，P2B1，…，P2購；x1，．．．，x。）・se

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　28
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To　prove　Theorem　2，　define

　　　　　　　　　　　　　’r　（s）　＝　｛（rii　，　・　・　・　，　ri．　）　E　（Z　｝ro）S；　ri．　1｝1　Tib　Or　ri．　〉　rib

　　　　　　　　　　　　　　　　　　according　as　i．　〈　ib　or　not　for　1　S　a，　b　一く　s．｝．

舌lt面諭謡豊gene「atemat・’X・fdeg・ee－iththeWittindexちB・，B・…，Bs

　　　　　　　Qii，．．．，i．　（（Bo　，　Bi　，　・　・　・　，　Bs），　A；　xi　，　・　・　・　，　xs）

　　　　　　　　　　　　　　　　］X）　ap（Bo　．L　priiBl　J一　・・．　」一　prisB．，A）xTii　．．．xgis．

　　　　　　　　　　　（ri　1　．・・ri．　）ET（s）

恥2騨濃舎、鑑擁1擁鑑鴛野禽2二塁2琶・編！語藩…，Bs），
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H
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・
H
周

ωんere・uk－min（n・＋…＋nk－1，オ）α蜘ド1・r　O　acc・rd吻α・t≧η、＋＿＋nk
orη0オ．

Npw，　we　can　prove　Theorem　2．

圃・f　The・rem　2・　ldentifying（i・，…，is）and　G

group　of　degree　s），　we　can　write

iSD）　E　G」s（symmetric

P（（Bo，　Bi，…，　Bs），　A；　xi，…，xs）　＝：　2）　Qii，．．．，i．　（（Bo，　Bi，…，　Bs），　A；　xi，…，xs），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（il，…，is）ESs

t－hat　is，　P（（Bo，Bi，．．．，Bs），　A；xi，．．．，xs）　is　a　finite　linear　combination　of

gi、，…，is（（B・，B・，…，Bs），A；x・，＿，x。），　which　pr・ves　the　asse，ti。n．ロ
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