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Study　on　lifespan　of　solutions

to　quasilinear　wave　equations

（準線型波動方程式の解のlifespanについての研究）

Akira　Hoshiga

（星賀　彰）
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　　　　　　STUDY　ON　LIFESPAN　．

OF　SOLUTIONS　TO　QUASILINEAR
　　　　　　　　WAVE　EQUATIONS

　　　　　AKIRA　HOSHIGA

Kitami　lnstitute　of　Technology

　　　　Kitami，　090，　Japan
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Introduction．

　　Iii　tliis　paper，　we　st，udy　the　behaviour　of　classical　solutioiis　to　quasi－

linear　wave　equations　in　two　space　dimensions　with　small　data，　as　t，he

following　t：　pe：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（062　一一　alr）　一　OS’）“）‘u　＝　2）　a．p（zL’）0．　Op　zL，　（x，　t）　E　R2　×　（O，　oo），　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ct，p＝o

　　　　　　　　　iL（　u，　O）　＝　e　f（　v），　Oo　zL（［u，　O）　＝　sg（gc），　cu　E　R2，　（2）

where　we　denote　Oo　＝　a／Ot，　Oi　’一一一　0／Oxi　and　zL’　＝＝　（Oo　iL，　Oi　zL，02　iL）．　Tliis

equaition　includes　the　following　equation：

　　　　　　∂ぎu－diV（1≒）一・，一（x，t）∈蜘・・）・（3）

wliere　Vu　＝　（Oi’tL，　02？i）．　Tliis　equation　describes　the　vertical　motion　of　a

vibrating　membrane．

　　We　assume　that　f　and　g　are　smooth，　have　compact　support　and　do

not　vanish　identically．　XVe　also　assume　that　any　a．6（7L’）　is　smooth　abi｝d

量駐
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ααβ（z〆）＝o（11tt’12）near　uノ＝o．　「▽ve　define薦！espαn処　of　tlle　cauchy

problem　（1）　ancl　（2）　by　tlie　supremum　of　all　T　for　which　a　COO（R2　×　［O，　T］）一

solutioi）　exist，s．　Our　a・iin　is　to　obta・iii　sonie　estima，tes　of　the　lifespan．　This

paper　c．oi）sists　of　two　parts．　11）　Part　1，　we　obtain　a　lpwer　bound　of　the

lifespan　ai）d　suMciei）t　conditioiis　for　t，he　glob一　al　existence　of　tl｝e　solut，ion．

Ii）　Part　II，　we　iiivestigate　an　upper　bound　of　the　lifespai｝　and　asyinptot，ic

behaviour　of　the　solutioii　i）ear　the　blowing　up　point．

　　IDVI．　Koval：　ov　proved　in　［6］　t，hat，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lil．1！yf　S2　log（1　＋　T．）　lll　C，

wl）ere　C　dep　eiids　on　f，　g　ai）d　a．，p．　Tlie　first，　aim　in　Part　1　is　to　det，ermine

c’onstant，　C　explicitly．　To　realize　t，1）at，　we　use　Friedlai）der’s　radiatioii　field

．7’ iw，p）　which　is　defined　b一：　f　and　，g，　see　pa，ge　7．　Moreover　we　writ，e　the

nonlinear　terin　of　（1）　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L）

　　　　　　　（L　dvp（zL’）Ocy　Op　zL　＝　2　Z．s．6　06　2L　06　uO．　ap　ue　＋　O（　lzL’13　1　iL”1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ，δ＝O

TIiei）　we　clefine　an　important，　quantity；

　　　　　　　　　　　H　＝　，，lll｝，．a，1，，｛　一一C（　一一　1，　cu）0，．」rr（cu　，　p）o，2　．1・（．，　p）｝，

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　C（X）＝　2　Zath6XorXpXtyX6，　X＝（Xo，Xi，X2）

　　　　　　　　　　　　　or　，／5　，7　，6＝O

abnd　C（一1，cu）　is　clefined　by　setting　Xo　＝　一1　and　（Xi，X2）＝　cv　E　Si．　S　i

stands　for　the　unit　circle．　When　H　〉　O　we　prove　the　following

Theorem　A　（Theorem　1　in　Part　1）．　ff　H＞　O，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li？i／L／　｝’6if　s2　log（1　＋　T．）　1．）　」1｝．
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　　This　theorem　claims　that　the　lifespan　goes　to　infinity　as　H　tei）（ls　to

O．　Thus　．you　may　expect　that　the　solution　exists　globally　in　time　wheii

H　＝＝　O．　ln　fact，，　we　prove

2



Theorem　B　（Theorem　2　in　Part　1）．
Lro　＞O　such　that　T．　＝＝　＋oc）　foi’s〈　Eo．

ff　H　＝　O，　then　there　exists　a，n

　　Since　we　assunie　that　f　and　g　clo　not　vanish　identic，ally，　t，he．　condi－

tdion　H　＝　O　is　equivatleiit　tto　t，he　c．onditioii　C（一一一1，w）　i　O　in　S　i，　whic，h　is．

called　Klainermaii’s　i）ull－condit，ion．　The　ii（）nlinear　t，ernis　satisf：　iiig　null－

coi）dition　are　represented　a，s　linear　combinat，iong．　of　the　following．

　　2

Σcαβ∂α∂／3・・L｛（∂・1・の2一（∂・・L）2一（∂2の2｝＋o（1u’131u”D，

a’
C，B　：O

　　　　　　　　2

　　　　　　　Σ0αβ∂…ZL∂β｛（∂・？L）2一（∂・zの2一（∂2・ZL）2｝＋0（團31z乙”D，

　　　　　　or　，6＝　o

　　　　　　　　　　　　　’．7，．，

　　　　　　　　　　　　2　CcuicsOcti・L｛Oi‘1“’）zL　一一一　Oi2zL　一　0・．2．7　zL｝　＋　O（lzL’131zL”1），

　　　　　　　　　　　a，B＝　0

　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　2　C（　y　Ocy　zL　｛　0／／ie　zL　0一，t　06　zL　一　0．一，　zL　Op　06　zL　｝　＋　O（　1　zL’　13　1　Gt．L”　1　）　，

　　　　　　　　　　a＝O

where　C．fi　and　C．　are　constant．　Our　method　of　t，he　proof　of　Tl）eorem

A　and　Theorem　B　is　based　on　tlie　one　in　F．　John　［3］．　He　proved　some

reults　similar　to　ours　in　three　space　dimensions．

　　However，　these　results　mei）tion　only　the　lower　bound　of　the　lifespai）

and　thus　you　may　wonder　if　tl）e　estimate　in　Theorem　A　is　optimal　or

i）ot．　Therefore　we　have　to　thii）k　about　an　upper　bound　of　the　lifespaii．

For　some　technical　reason，　however，　our　solution　requires　to　be　spatially

radially　symmetric　to　sl）ow　the　blowing　up　result．　lf　the　solut・ioii　t（）　tlie

Cauchy　problem　（1）　a，ncl　（2）　is　spatially　radially　symmet，ric，　it　sat，isfies

　　　　　　O8’）’　ttL　一一　c2（Oo　zL，　0，，．　ze）（0．3“，　ze　＋　li　Or　iL）　＝　i：　Or　ZLG（OoU，　Or　？‘），　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，　t）　E　（O，　oo）　×　（O，　oo），

　　　　　　聯・’・一、　麟’…　．

　　　　　　　　…．・嘗．・…　’1：・！・‘野・・部・：・　「．・撃7・『

激遜‘旨。噌繭儲艶右』謡諭此

zL（’r，　O）　＝　Ef（7’）， Oo　zL　（r，　O）　＝　Eg　（r），

3

r　E　（O，　oo）

．鴻！富鼠二二tt！．！、．t．．；　」．t：　　　．．、．uJ’　・

（5）
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wliere　’r’　＝　l　a＞’1，　u　E　IR2　and

c2 i∂。u，∂。の一1＋α、∂。zL2＋α2∂。u∂。u＋α3∂。u2＋0（1∂。u13＋1∂。u13），

G（Oo　rz．L，　0・，・’u）　＝（ll）（100　’i．L1”7“　＋　10．，・’tL12）．

Froi’n　now　oi）　T．一　st・a・iids　for　the　lifespa，n　of　thc　Cauch：　problein　（4）　and

（5）．　ln　Part　II　we　prove

Theorem　C　（Theorem　2．1　in　Part　II）．　ff　ai　一一　a2十a3　7E　O　，　we　have

iii
〟pLE，up　i2　iog（i　＋　TE）　；S　h，

Wi　til

H。＝max｛一（α、一α2＋α3）∫ノ（ρ）．7’”（ρ）｝，

　　　　　pEIR

Wheエ’e　f（ρ）fs班edla・ユder　’s　radiati・n　fi’eld・f！（’r）and　g（7’）・

　　Since　t，he　Cauchy　problem　（4）　and　（5）　is　a　special　case　of　（1）　and

（2），　t，he　estimat，e　in　Theorem　A　holds　for　this　problem．　Oi）e　can　verify

tliat　C（一一1，cu）　iiii　a　i　一a2・2　十a3　and　thus　H　＝＝　Ho．　Therefore，　c，ombiiiing

Theorem　A　and　Theorem　C，　we　coiiclude

Theorem　D　（Corollary　in　Part　II）．

．1iLn，　62　log（1　＋　TE）　＝　lli　，・

　　The　proof　of　Theorem　C　goes　as　follows．　At　first　we　construct，　aii

ordinary．　differential　equation　with　respect　to　Ot2　ze　along　t，he　characterist，ic

c．urve　dr／dt　＝　e（Oo　zL，0．u）　iii　（r，　t）一plane　by　using　（4）．　Then，　solving　t，he

ordii）ary．　different・ia，1　equat，ion　we　obtaii）　an　expression　of　the　solut，ion

a．iicl　find　t，ha，t　02層目　goes　to　infinit：　as　t　tends　to　T．．　Tliis　method　was

ii）vestigated　in　F．　John　［2］，　L．　H6rmander　［4］　aiid　S．　Alinhac　［1］　．

　　Tlie　equation　of　vibrating　membrane　（3）　is　rewritt，en　in　the　form　（4）

with　ai　一一一　a2　＝＝　O　and　a3　＝＝　一一3／2，　if　the　solutioii　is　radially　symmetric：．

Since　ai　一一　a・2　十　a3　74　O，　Theorem　C　is　applicable　and　it　implies　that　tlie

sec．ond　order　derivat，ive　of　t，he　solut，ion　develops　sii）gularities　pointwif．　ely

in　finite　time．　The　solutioll　？L　of　（3）　stands　for　t，he　vert，ical　motion　of

4
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the　vibrat，ing　menibra，ne．　Thus　our　blowii）g　up　reg．　ult・　ineans　t，hat　t，he．

c．urvat，ure　of　tt｝）e　membrane　breaks　at　sorne　poiiits　，while　the　difference　of

tlle　membralle　alld　the　speed　of　the　vibratioll　stay　sma11．　Whell　tlle　spaぐe

diinensioi）　is　one，　（3）　staiids　for　the　niotioii　of　vibrating　st，ring．　For　this

equatioii　S．　Klainerma，ii　and　A．　Majda，　［5］　proved　that　t，he　solution　always

blows　up　in　finite　time　under　t，he　Dirichlet　or　t，he　Neuma，nn　bounda，ry

coiidition．
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PART　1
　　　　　　The　initial　va，lue　plobleins

　　　　for　quasi－linea，r　wave　equa，tions

in　two　space　dimensions　with　small　da，ta

ABsTRAcT．　ln　Part　1，　we　st，udy　the　lifespan　of　solutions　to　quasilinear　wa，ve　equations

in　t，wo　space　dimensions　with　small　init，ial　data．　We　shall　show　a　lower’　bound　for　the

lifespan　Te；lil．g－jsfe2　log（1＋　Te）　〉．　117　（H　＃　O），　where　H　is　explicit，ely　represent，ed

by　initial　data　and　nonlinearities．　From　the　above　estimate，　one　may　indicate　that

TE　＝　oo，　if　H　＝　O．　lndeed，　this　will　be　proved　in　section　3．　By　virtue　of　the　explicit，e

form　of　H，　We　can　decide　the　form　of　cubic　term　of　the　nonlinearity　which　satisfy

H　＝　O．　To　sum　up，　Part，　1　sa，ys　global　existence　of　solutions　depends　not　only　on　tThe

power　of　t，he　nonlinearit，y　but　on　the　form　of　the　top　term　of　it．

1．　lntroduction　and　Statement　of　Results．

　　We　study　the　lifespan　of　solutions　of　quasi－linear　wave　equa七ions　in　two　space

dirnensions，　wi七h　small　iliitiaユdata，　as　following　type；

叫．T，・t）＝ααβ（の∂α∂β・ゆ，オ）， （c，　t）　E　R2　×　［O，　oo）， （1．1）
「

．
1
．
「
1

　　　　　　　　　　　　　　　　2L　（x，　O）　＝　ef（x’　），　Oo　zt，（．x，　O）　＝　eg（x），　x　E　R2．　（1．2）

Here　a．p（u’）　＝　ap．（iL’）　and　we　denote　ao　＝　0／Ot，　Oi　＝　0／Oxi　（i　＝　1，2）　and

口＝∂1一∂1一∂1．The　gradient　of　zL　is　denoted　by　u’＝（00U7011L，02U・）．　We　use

the　sulnma七ion　convention　with　subscriptsα，β…　ranging　over　O，1，2and　i，ブ，…

over　1，2．　Moreover　we　assume　that

f，g　E　C，OO（IR2） a，nd　f（x）＝g（x）＝O，

a．p（p）　E　COO（IR3）

for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ct，，B（p）　＝　O（lp12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　laor6（p）1　〈　1／2

for　Ipl　〈　b一，　where　6　is　a　small　positive　number．

　　The　supremum　of　all　7　for　which　COO

（1．1），　（1．2）　exists　is　called　the　“lifespan”　T．．　When　T．

problein　（1．1），　（1．2）　has　a　global　solution．

　　M．　Kovalyov　has　proved　in　［12］　that

lxl　〉．　M （1．3）

（1．4a）

（1．4b）

（1．4c）

（R2　×　［O，　7））一solution　of　the　Cauchy　problem

　　　　　　　　　　　　　　　＝　oo，　we　say　the　Cauchy

lim　ipf　c’2　log（1　十　T．）　〉／　C，

　e－O

6

（1．5）
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where　the　consta，nt，　C　depends　on　f，　g　a，nd　a，，B．　The　first　aim　is　to　determine　the

constantt　explicitly　by　Friedlander　radiation　field．　Let　U（ar，t）　be　a　solution　of　linear

wave　equationl
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OU（．x，t）＝O，　（．？r，t）ER2×［O，oo），　（1．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　U（；v，　O）　＝　f（ar　），　Oo　U（：v，O）　＝　g（　tv，　），　．ir．　E　R2．　（1．7）

Then　we　can　define　the　Friedlander　radiation　field　Jl’（w，p）　by

」［　’ iw，　p） ＝　lin’）　ri／2U（x，t），

　　r一　oo

JJC’　is　explicitly　expressed　by

Ji’（w，　p）

x＝　rco，　c，v　E　Si，　p＝r－t，

where

ti5．7fp．○（・一ρ）一1／2｛R・（ω・・）一　a・　Rf（・v，・）｝d・，

Rh　is　Radon　t　ransform　of　h　E　CoOO（IR2），　z’．e．，

Note七hat∫satisfies

Rん（ω，s）
一ムー．　h（・J）dSy・

Ji　’ iw，　p）　＝＝　O　for　p　〉．　！11f，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

For　the　above　facts，　see　H6rmander　［3］．

　　We　write　the　non－linear　terrn　in　（1．1）　as

　　　　　　　　　　　aiafi（’U’）Ocr　afi　ZL　＝　Z．p，s（0．’u）（06　zL）（0．　Op　‘u）　＋　O（ltu，’13

10S’一（tu p）1　〈．　C（1　＋　lpl）一i／2－e．

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zαβ・δ一∂急轟）。，一。・

Thus　we　define　an　import　ant　quantity

1zL”　1），

H　＝＝　，，ti｝eiE．，｛一C（一1，w）0，．7　（w，p）a7．1　’（．，　p）｝，

（1．8）

（19）

（1．10）

（1．11）

（1．12）

（1，13）

（1．14）

whe1’e

　　　　　　　　　　　　　　C（X）：Zdi76XaXpXtyX6，　X＝（Xo，Xi，X2），　（1．15）

and　C（一1，Lo）　is　defined　by　setting　Xo　＝　一1，　（Xi，X2）　＝　co　E　Si．　By　（1．10）　and

（1．11），　we　find　that　H　is　well－defined　and　non－negative．

7
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Theorem　1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
1i｛．ill16）f　i2　log（1　＋　T．．）　〉．　fi，．

　　Proof　of七his　theoren：1　is　basically　owed　to七he　rne七hod　in　F．　John［6］．　When

ac，p（’tt，t）　＝＝　O（1’tt’1）　in　three　space　clirnensions，　he　proved　thcat，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ii．）tti6if　e：　log（1　＋　Ts）　〉／　1ti’T．　，

xv　h　e．　r’　e

　　　　　　　　　　　　　　　　　H’　＝　，Etti，9E’　s2　｛　一　1，　C（一i，　tu）02」e（cu，p）｝．

XVe　next　study　the　interesting　case　H　＝　O．　The　condition　is　equivalent　tg　the

condition　（i）　．h　and　yc　vanish　identically　or　（ii）　C（一1，Lv）　＝　O　for　any　Lo　E　Si，　seg

Appendix．’@Vncler　the　condition　（i），　the　Ca，uchy　problei’n　（1．1），　（1．2）　ha，g．　a　trivia，1

916bal　solution　・u　iii　O．　Under　the　condition　（ii）　which　is　callgd　Kla：inerin．a．Jn’gL　null－

U，ondition，　we　find　from　（1．15）　that　C（X）　is　devided　by　Xo2　一Xi2　一　X22．　Henc．e

aap（zL’）Oc，afi’u　is　represented　as　a，　li1Lear’　coniLbiii）atioiL　of　tlLe　followiiiLgs：

0αβ（∂α∂β’・，）｛（∂。u）2一（∂、u）2　一（∂・の2｝＋0（lu’13　1u，”D，

　　　　　　　　　0αβ（∂α・u）∂β｛（∂。の2一（∂、の2一（∂2u）2｝＋0（1・，’131u”D，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σαβ（∂αの（∂βuロ＋o（lu’131㍑”D，

　Cα（∂αu）｛（∂β・u，）（∂7∂δu，）一（∂’ゾα）（∂β∂δ・IL）｝＋0（lu’131㍑”D，　βデγ・δニ

where　Ccr6　a，nd　C．　a，re　constants．

The・rem　2．丑’H＝0，　there・exists　an　e。＞O　such　that　T。＝

（1．16a）

　　　　　　（1．16b）

　　　　　　（1．16c）

O，　1，　2，　（L16d）

oc　for　any　O　〈　6　〈　Eo・

　　S．Klainerlnan［111りし．　H6rrnander［3ユ，　D．　Christodoulou［1］and　F．　John［6］

proved　independently　tha，t　the　null－condition　implies　global　existence　for　sinall　data

l’n　three　space　dimensions．　When　the　non－linear　tern’i　is　cubic　forrn　of　u，’　ii｝　two

space　diniensions，　P．　Godin　［2］　proved　the　same　results　by　i’iaking　use　of　Li－LOO

estimates　studied　in　L．　H6rmander　［4］　and　S．　Klainerman　［9］．　Theorem　2　is　obtained

along　the　same　lines　as　in　P．　Godin　［2］．

　　X・Ve　will　prove　Theorem　1　in　section　2　and　Theorem　2　in　section　3．

2．　Proof　of　Theorem　1．

　　First　we　introduce　the　generalized　Sobolev　space．　Denote　by　ri，r2，…　，r7，　the

vector　fields

　　　　　　　　　　　　　Lo　＝tOo　十・xiOi　十x2a2，　Lz‘　＝　x’iOo　十tOi　（i　一一　1，2），

　　　　　　　　　　　　　　Sr）　＝　tTlO2　一　CV2al　，　00，　01，　a2，

respectively．　These　operators　satisfy　comniutation　relations

［r，，o］＝rpロー□1⊃p＝2δ1p口，’1：）＝1っ2，…　　，7，

　［r，r］　＝£r，　［r，　o］　＝＝　xo．

（2．1）

8
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Y“”・　stands　for　finite　linear　combination　with　constant　coefficients．　For　cr　E　Z；’　（Z＋　iti

the　set　of　non－negative　integers），　we　put，　ra　＝　Tfir2a2…r9，　7．　We　define　the　norins

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11’v（t）11k＝　2　［lrC’　‘v（・，　t）llLz．　（R2），　（2．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1σ1≦ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’v　（t）lk　＝　2　11rav（・，　t）IIL：，i）．c“　（i｝g2）．　（2・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1σKん

For　convenience，　when　k　一一　O，　we　ornit　sub－index．　Following　propositions　are　very

illlporta，11t　ill　provillg　our　theol’el’lls，

Propostion　2．1　（Klainerman’s　inequality　［10］）．　For　smooth　function　’v（；zr，t）
（tl’　（ill　IR’i，7Z　〉／　2）r，

　　　　　　　　lv（．fL’，t）1〈×　Cn（1＋　・・1＋t）＋1）／2（1＋1ト　・11）一1／21i・，（オ）ll［号］＋・，（2・4）

where　［．s’］　stands　for　the　largest　integer　not　exceeding　s．

Proposition　2．2　（generalized　energy　estimate）．　lf　the　solution　u　of　（1．1），
（1．2）　exists　in　Coo（IFR2　×　［O，　T））　an　d　satish・es

　　　　　　　　　　　。黙呈，1小）1［牛］＜1，。黙，1小）1＜δfor　O＜老くT，　（2・5）

then
　　　　　　　　　　　　　　Uzt，t（t）11k　〈．　C，11tt．L’（・）11k　exp（Ck　f，t　1小）ll畢］d・），　（2・6）

where　6　is　the　one　in　（1．4）　and　k”　E　N．

　　We　prove　Proposition　2．2．　Multiplying　Lv　by　Oov　and　integrating　with　respec，t

to　．x’　over　R2，　we　a，rrive　at　the　“energy　identity”　for　a　scala，r　z）：

　　　　　　　議ん｛（∂αの（∂幽・（∂・・り2矧伽）（・」V）｝d・・　＝　fR，　’J（ちψ，

where五＝ローααβ（zt，　t）∂α∂βand

　　　　　　　　　」＝2（∂。の（五’ひ）一（∂。α。。＋2伽乞。）（∂。v）2－2（伽乞ゴ）（∂。の（∂iv）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　（Oo　ai」　）（　Oi　v）（　02’　v）・

Using　assumption　（1．4c），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　llv’（t）l12≦3目v’（・）l12＋2就、1綱ldl，　（2・8）

which　irnplies

　　　　　　　　　　　　　11・・，’（t）ロ・x〈311zL’（・）H・＋・か’（・細㍑’（・）IIZd・・　（2・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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Using　（1．1）　and　（2．1），　we　verify　that　for　l　a　l　〈．　k，

　　　　　　　　　　　　　　五r「σu＝Σφ（u・’）（rξ1∂α、・u’）（rξ2∂α2u）…　（r’ξq∂αg’u，），　　　　　　　（2．10）

whereφ∈000　in　21，’is　formed　frol’ll　theααβ（の，　and　q　and　the　111ulti－illdicesξ．i

sa，tisfy

　　　　　　　　　　　　　　　3≦；g≦；k十2，　　1ξ11十1ξ21十…　　十1ξql≦；k十1，　　　　　　　　　（2ユ1）

By　（2．9）　we　can　assume　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iξpl　x〈［k吉1］for　p＞．2・　　（2・・2）

Therefore　we　find　frorn　（2．7），　（2，10），　（2．11），　（2．12）　and　（2．5）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．，I」（・，・・うld・・’一〇（1小）i陣］11its’（・）i12・）・

Applying　（2．8）　to　v　＝　ra‘u，　a，nd　combining　with　（2．9），　we　get

　　　　　　　　　　　　　H・u，’（t）11・k　〈x　Ck（11ZL’（・）lk＋か’（・）1酬i小）ll翼4・）・

Therefore　Gronwall’s　inequality　yields　（2．6）．

　　In　order　to　prove　Theorem　1，　it　is　sufficient　to　show　following　lemma．

Lemma　2．1．　For　any　k　〉．　9　（k　E　N），　B＞H　and　m＞　O，　there　exist　Jk（B）　＞O

an　cl　ek一　（m，　B）　〉　O　su　ch　th　a，t　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　〈　min｛T．，　一1　十　exp（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）｝　（2．13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Be2

an　cl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1‘u・’（t）1［A？］〈at－il｛im＋　tE），／，　for　O〈x　t〈7，　（2・i4）

then　for　any　O　〈　c“　〈　ek（m，B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　liL’（t）1［k．gi］〈rtillS？illSi｝’ki（？）i’一／，　for　o〈xt〈T，　（2・is）

where　H　is　given　in　（1．14？．

　　We　shall　prove　Theorein　1　by　assuming　Lemma　2．1．　Let　U（x，t）　be　the　solution

of　（1．6），　（1．7）．　We　find　frorn　（1．4b）　t　hat

　　　　　　　　　　　　　　ra　zL　lt＝o　＝　eT　cr　Ult＝o　十　O（e3）　for　any　a　E　Z4．　（2，16）

Therefore　by　（2．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llu’（o川k　〈x　Ckε．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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Moreover　by　k　〉．　9　a，nd　（2．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1・ltt（0）1［牛］〈×1・・，t（0）k：一・≦0ん目iU”（0）llk≦qε・　　（2・17）

Lett，ing　’）7z　〉　max｛2，Jk（B），　Ck｝，　we　get　for　sufliciently　small　7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　izt・’（t）1（“L］〈・iiltil一一一illZili－i－7－i一＋’？iE），／，　for　o〈．　t〈7・　（2．is）

If　（2．18）　holds　for　any　T，　then　T．　＝　oo，　Hence　there　exists　a　r　（O　〈　7　〈　T．）　such

tha，t　（2．18）　holds　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　陶1［蛆2］一（1至7篭・／2・　　　（2・19）

Suppose　that　7’　〈　一1　＋　exp（ab，一2　），　then　we　can　apply　Lemrna　2．1　and　obtain

　　　　　　　　　　　　iu’（t）i［k－is．1］〈rtil－2il）7si；s－Jki（？）1‘／，〈i7at－lillll－si7ilii　一Z；），／2　for　o〈×t〈7・

This　contradicts　（2．19）．　Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　　T．　＞7　〉．　一1　＋　exp（　ttt　）　for　O〈6〈　Ek（rn．，　B）．

Since　B　is　arbitrary　except　for　condition　“B　〉　H”，　Theorem　1　follows．

　　Now　we　prove　Lemma　2．1．　First　we　verify　that　（2．15）　holds　for　O　〈．　t　．〈　c一，一i．　By

（2．17）　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll・u，’（O）Ilk　〈　Cke・

The．n　for　sufliciently　sniall　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll’u，’（t）11k　〈　2Ck2．6，

a，lso　by　（2．4）　and　k　〉．　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1㍑’（t）1［等］＜（1薪／2＜臥

for　sufficiently　sinall　en．　Using　Proposition　2．2，　we　find　that　these　inequa，lity　will

continue　to　hold　as　long　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4C，7．　e2　log（1　十　t）　〈　log　2．

Therefore　if　we　take　e　such　that

4Ck7．　e2　log（1　十　6－i）　〈　log　2，

（2．15）　holds　for　O　〈．　t〈　E－i．

　　Moreover　we　have　’u，（x’，t）　＝　O　for　I　c　l　〉．　t十　A4　（see　［8］，　Appendix　1）．　Therefore

we　can　restrict　ourselves　in　the　region

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－i　．〈t〈　T，　lxl　〈．　t＋　M．　（2．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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In　orcler　to　show　（L？．15）　in　the　region　（2．20），　we　introduce　“pseitt，do　cha，Ta，cteTistic

Tαッ3”in（7’，　t）一plane，　which　is　given　by　solutions　of　ordinary　different，iaユequations；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dザ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万＝κ（7’，　t）・　　　　　（2・21）

where　co　E　Si　is　fixed　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（r，t）　＝1＋　lt　C（一1，　cv）（Oo　’tt，　）2．　（2．22）

For　each　point　（r，　t）　with　r　〉．　O，　c一　一i　．〈　t　〈　T，　there　exists　such　a　curve　through

t，his　point．　Continuing　this　curve　backwards，　we　arrive　a，t　a　point　（ri，ti）　for　which

e・ithe－r　ri　＝　O，ti　〉　6－i　or　ri　〉／　O，ti　＝＝　e－i．　We　ca，11　SA　the　solution　of　（2．21）　with

t1一ザ1＝A．

　　Along　SA，　we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　gi！yi＝i＝一y（t　7t　A）1＝ii一，，i〈．　q，，，i2〈．　Elif’zlii．f；．1．n2e’t’2，　（2．23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt－7’一Al　〈×　c77？，2c！一210g（1＋t）　〈．　！211’F2，　（2．24）

where　we　have　used　（2．21），　（2．22），　（’2．14）　and　（2．13）．　We　take　ek（m，B）　such　tha，t

Ek（m，B）　〈　b“m，nvi，　then　Propog．　ition　2．2，　（2．14）　and　（2．13）　yield

　　　　　　　　　　　l陶IIんくCkε・exp（・イ警i4・）〈・んεexp（0膠τ2）・

Therefore　by　k　〉．　9　a，nd　Proposition　2．1

　　　　　　　　　　　　1zLt（t）t［k．is，．1］＋，〈．　lu，（t）1，一，〈．ect＋t）ki，eilptl±｛lllllllb”II’12，）），／，．　（2．2s）

VSIe　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，，，．十’2＋exp（2！C21grikM2）．　（2．26）

Then　by　（2，24），　（9一．25）　a，nd　（2．9“6）　along　SA　with　A　〉．　Ao

剛［出2］≦（1＋蒜腎1轟））、／2≦（1寄許r・・〈t〈T・

This　irnplies　that　（2．15）　is　valid　along　SA　with　A　〉．　Ao，　then　it　is　sufficient　to　show

（2．15）　a，long　SA　with　一11Vfl　〈．　A　〈．　，＞t　o，　6－i　〈．　t　〈　7’．

　　For　functions　g（x’，t；e），’ip（．x’，t；e）　we　write　g　＝　O’（th），　if　for　any　k　〉．　9，　B　〉　H

and　m　〉　O，　there　exist　，Jk（B）　〉　O　and　6　k（m，　B）　〉．O　such　that

lg（x，　t；　6）1　〈　・Jk（B）th（x，　t；　e”）　for　O　〈e　〈　6k（m，　B），

12
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as　long　a，s　（2．13），（2．14）　hold，　a，long　SA　with　一！1tl　〈．　A　〈．　．＞Lo　and　s－i　〈．　t　〈　T．　Then

our　purpose　is　to　prove

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lu，’（t）1［tt．y，．］　＝＝　O’（s（1＋t）一i／2）．　（2．27）

If　we　ta，ke　t”k（77z，B）　〈　Ao－i／i’，　then　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ao＝O’（e’i’）　for　fixed　p＞O．　（2．28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
For　la，ter　we　shall　assume　that　z）　〈　｛li．　We　find　from　（2．28）　and　（2．24）　that

t　＝　r　＋　O“　（E－i’　），　7’　一i　＝　t－i　＋　O“（6．　Hi’　t’2　），　ri　／2　＝＝　ti　／2　＋　O’（．n．　mpu　t－i　／2　）．　（L）　．2g）

Then　it　follows　from　（2．25），　（2．29）　and　（2．28）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Iit，’（t）1［lt－t．L，］＋，　＝＝　O＊（ei－i’t－i／2）．　（？．，．．30）

Sinc．e

　　　　　　　　　　lrw）1一一ズ＋㌦∂ハ（岬・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　O（　f．‘＋M　IU！（t）1［＆EI　L，　］＋2dS）　＝　O’（ei’2Pt－i／2），

　　　　　　　　k十1
for　lal　〈×　［　　　　　　　　　　　　　］十　2，　we　have

　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’u　（t）1［　．ts．y，．］＋，　＝　O“（eAi’2Pt一’／2　）．　（2．31）

　　The　operator　0．　ca，n　be　written　a，s

　　　　　トωiOo＋1五汁箒五・rl舞ω1）いr・≒2（オ五・一XiLi），

（see　［6］，　Appendix　2　and　［7］）　and　these　representations　yield

　　　　　　　　　　　　∂αv＝一ωα∂ozフ十〇（t－1回、）＝一ωα∂rV十〇（オー1回1），　　　　　（2．32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1vli），　（2．33）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0．　z）　＝　O（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iトrl

　　　　　　　　　　∂α∂fi　v＝ωαωβ∂ぎη十〇（t－ilz）’1，）＝ωαωβ∂鼻，十〇（t－11が11），　　　（2．34）

　　　　　　　　　　　　（Oo　十a．）v　＝O（t－ilvli），　（Oo　十〇．）2v　＝＝　O（t－21v12），　（2．35）

where　Or　＝　cviOi　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13
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職，

　　　r］］he　opera，tor　L　can　be　vyTritten　in　the　form

　　　　　　　　　　　五v＝　2t－1／2（∂・＋κ∂・）（オ1／2∂・の一（∂・＋∂・）2叶綜7’∂・む

　　　　　　　　　　　　　　一2（κ一1）（∂・＋世一δηi許μブ五陶材恥

　　　　　　　　　　　　　　一　a・．，B（’u・’）a，，　OI3　ti）　＋　C（一1，　c．；，）0，2v．

The，n　by　（2．29），　（2．33），　（2，34），　（2．35）　and　（2．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　議（tl／2∂・v）一1オ・／2五v＋・・（t一・／21vl、）．　（2．36）

WeapPly（2・36）t・…r・ru，　with　1σ1　〈×［k g1｝b・1・w・Wh・n…r・zt

　　　　　　　　　　　　　t’／2∂・ra・1・（t）L一・一・（ε一1／21zL’（ε一1）1［等］）一・（ε）・　（2・37）

　　Now　we　show　（2．27）　by　induction．　VLIe　first　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ltu，’（t）1＝O＊（Et一’／2）．　（f“）．3s）

Let　‘v　＝　‘u，　in　（2．36）．　Then　it　follows　from　（2．31）　and　LzL　＝　O　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誘（t・／2∂・の一・・（ε1－2Pt－2）．　　（2．39）

Integra，ting　（2．39）　froni　6－i　to　t，　we　find　from　（2．37）　that

It’／2∂・u（t）1〈×1…1／2∂・‘IL（・）1一・1＋・・ i∠1、εト…一勾一・・（ε）・（2・4・）

Nvhiclr　in）plies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OozL（t）＝O“（Et一’／2）．　（2．41）

Using　（2．32），　（9“．31）　and　（2．41），

　　　　　伽（t）一一ωρ・2什0（t－11uDll－0＊（εt『1／2）＋0＊（ε1－2pt－3／2）一〇＊（ε）．

　　Next　we　sha，11　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l’u！　（t）li　＝O＊（cn　t－i／2　）．　（2．42）

VVe　begin　the　proof　of　（2．42）　by　showing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OaOpiL（t）　＝＝　O’（et－i／2）．　（2．43）

Letting　v＝∂ou　in（2．36），　i七follows　from　LzL＝0，（1．15），（2．32）ラ（2．34），（2．30）and

（2．31）　that

　　　　　　　　　L（ao　zL）　＝　O（Oo　zt，）　一　a，．6（u，’）0．Ofi　Oo　2L

　　　　　　　　　　　　　　　＝（∂・ααβ（め）∂α∂βu

　　　　　　　　　　　　　　　＝　ZaP”r6　Oo　｛（　0－r　Zt」　）（　06　zc　）｝　Oc，　0，c3　z‘　＋　O（　1　zL　’　12　1　zt，”　12）

　　　　　　　　　　　　　　　＝20（一1，ω）（∂3の2∂・u＋0（1司21u”12＋t－1川u’ll）

　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　2C（　一一1，w）t－i（t50，2u）2aou　＋　O’（63一‘pt’一2）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14
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翻

Thell　we　write　the　differential　equation（2．36）as

　　　　　　　　　　　　瑳陶一・（一1，ω）t－1／・秤三（t）・∂。u（t）＋・・（ε・一1・　t一・／・），（2．44）

　、vhere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VI／1（t，）　：t’／2002’u，（t）．　　　　　（2．45）

Notice　that　by（2．30）ラ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　町の一〇＊（ε1－1））．　　　　　　（2．46）

　　　The　following　facts　play　all　important　role　in　our　proof．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂beσ（ar，t）　一（一1）e∂1ア（ω，ρ）1－o（パ3／2），　　　（2．47）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂締，ε｝1）一ε∂9σ（；x’，ε『1）｝一〇（ε3），　　　（2．48）

with　e－1，2・（2・47）can　b・p・・v・d　by　u・ing　Lemlna　2．1．1　in［3］．　We　p・・v・（2．48）

for　4＝　　　　　　　　1because　another　case　can　be　proved　in　the　siinilar　way．　By（2．16）ラ七he

function　u一εσsatis丘es

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□（tU　一εσ）一ααβ（め∂α∂β’・・，　　　　　（2．49）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　日∂・㍑（0）一ε∂・σ（0）U＝0（ε3）．　　　　（2．50）

ApPlying　P・・p・・iti・n　2・1　and・1assi・al・n・・gy・・timate　t・（2．49），（2．50），　we丘nd

tha，七

　　　　　　　　　　　1∂・’Ur（ε一1）一ε∂。σ（ビ1）1

　　　　　　　　　≦σ（1＋ε『1）一1／2ii∂。’・，（ε一1）一ε∂。σ（ε一1川

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　≦・ε1／2（ll・・　…（・）一ε∂・σ（・川＋κ㍉1ααβ（小））∂α∂βu，（・）岡・

Since　O≦；s≦；ε『1，we　find　that

　　　　　　　　llααβ（・ut（，S’））∂α∂β…（・）II〈×・（孟、1小）i副／2一・（ε3ゴ1／2）・

Therefore　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　1伽（ε一1）一ε∂・び（ε一1）i一・（ε7／2＋ε1／2f。εε・・一・／24・）一・（ε・）・

This　implies（2．44）with乏＝1．

　　It　follows　frOlll（2．40），（2．47）and（2．48）that

t1／2∂・ttL（t）一（ε一1）1／2∂。u（ε一1）＋0・（ε3／2）

　　　　　　　　　　一（ε一1）1／2ε∂。σ（ε｝1）＋0＊（ε3／2）

　　　　　　　　　　一（ε一1一λ）1／2ε∂・σ（ε一1）＋0＊（ε3／2）千0（｛（ビ1）1／2　一一（ε一Lλ）1／2｝ε）

　　　　　　　　　　一一ε∂，∫（ω，一λ）＋0＊（ε3／2）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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　On　the　other　hand，　by　（2．47）　and　（2．48）

　　　町ビ1）一（ε一1）1／2∂ぎitL（ε｝1）

　　　　　　　　　　　＝　（e一一i　）i／2　．一　06”’　U（e－i）　＋　O（e－5／2）

　　　　　　　　　　　＝＝　（eh’　一　A）’／2eO，2　U（　c一　一i　）　＋　O（e5　／2　）　＋　O（　｛（　eA　一i　）’　／2　一　（e－i　一　A）’／2　｝s）

　　　　　　　　　　　＝＝　60；”　JF（c．c？，　一A）　＋　O（e’一3／2）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．52）

Then　by　（2．46），　（L）．51）　ancl　（2．52）　we　rewrite　（2．44）

　　d
万町）一一εσ（一1，ω）∂ノ（ω，一λ）t－1聯）2＋0＊（ε1－1’t－3／2＋ε7／2－21・’t｝1），（2・53）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VVi　（e　一i）　＝＝　60，2，　」1’（co，一A）　＋　O（e3／2　）．　（2．　or　4）

　　　If　the　solution　liVi　（t）　of　（2．53），　（2．54）　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I’Vi　（t）＝　O＊（e），　（2．55）

then　we　obtain　（2．43）．　lndeed，　using　（2．45），　we　ha，ve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，2　2L　（t）＝0＊　（et－i／2　），　（2．56）

t，hen　（2．34），　（2．30）　and　（2．56）　yield　（2．43）．

　　　XVe　shall　show　（2．55）．　Multiplying　sgnVVi　to　both　sides　of　（2．53），

　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　認1聯）1≦一ε0（一1，ω）∂・∫（ω，一λ）t一ユ1聯）12＋1ゐ（t）1，　（2・57）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（t）一〇＊（ε1一1’t－3／2＋ε7／2－2Pt－1）．

INT（：）te　tha，t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．1，　IL（s）1ds　：O’（c”5／‘）・　（2．Jrs）

R．e．placing　jf　necessary　VVi　by　一Wi　，　we　ma，y　assuiine

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W，（E－i）　〉．　o．

We　set

β隅（ε一1）＋」k（B）ε5／4一ε・（一1，ω）∂・∫（ω，一λゾ、臨（・）12・一1d・，

t・he－n　we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　〈．　IWi（t．）1　〈．　／B（t）．

If　C（一1，　co）0，　Jl　’（cv，　一一A）　／〉　O，　by　（2．57）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三隅（t）i・〈IL（オ）i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16
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Integ　ra，ting　this　inequality　fi’om　e－i　to　t，　we　obta，in　by　（’2．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　隅（t）［〈．W、（ε一1）＋0＊（ε5／4）一〇＊（ε）・

Th（’．re，fore　we　assuine　C（一1，　c．o）Op．JE’（Lo，　一A）　〈　O．　ln　this　case．，

　　　　　　　　　　　　　　　ilt　5（t）　＝　一6C（一1，　Lv）0，．7’（Lv，　一A）t－i　IVV’　（t）12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦一εc（一1，ω）∂，ア（ω，一λ）≠一1β（t）2・

Now　wc　consider　a　Cauchy　problen’i；

　　　　　　　　　　　　　　　岳Z（オ）一一ε・（一・，ω）∂・∫（ω，一λ）オー1Z（オ）2，

　　　　　　　　　　　　　　　　Z（ε一1）一β（ε一1）一町ε一1）＋・Jk（B）ε5／4・

Then　by　（2．59）　and　（2．60）

　　　　　　dti．．L　Av．NN　／　r．i　．　xA　．t一／　Nx　ft

　　　　　　dt　〈N　NI　，x／1　iK　X　’”　N’　Je－1

　　　　　　　　　d　一．x　d
　　　　　　＝｛ぞ万z（t）一芝万β（t）＋ε（フ（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1

Since　Z（6－i）　＝：　／（5（E－i），　we　ha，ve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rs（t）　〈．　z（t）．

Solving　（2．60），　（2．61）　explicitly，　we　ha，ve　by　（2．13）　and　（2．45）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z（e－i）

．・

P∫　2：＜．ちヂ、

｛（Z（t）　一　6（t））　exP（e－C（一1i　Lo）Op」E’（Lo，　一A）　f，i，（g’　（s）　＋　6（S））S－i　（lb’）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1，ω）∂ρ∫（ω，一λ）t一ユ（Z（t）2一β（t）2）｝

×　exp（c“C（一1，w）0，一（ca，　一A）　f．i，（Z（s）　＋　6（s））s一’ds）　〉．　O．

Z（t）＝＝ 垂煤DEZei）（一C（一1，Loj）0，．1’（（x2，一A）logt

iT一一E（5b311te　6a2　TM（Lo，　一A）　＋　O＊（e5／4））（一C（一1，　Lo））0，　JP’（Lo，　一A）　log　t

（2．59）

（2．60）

（2．61）

－総償：岱謬斗fl’

　　　　　　　　　　　　ヨ　ロ　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　鉾

　　　　　　　　　　　　臣　、．

　　　　　　　　　　　　卜9・》

　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　ロ　　し
　　　　　　　　　　　　［1，’　I　I「旗

　　　　　　　　　　　　1　　’，’・1；・・

　　　　　　　　　　　　　　，・1∵

　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　飯1　．∵’

　　　　　　　　　　　　　／一　　「ボ・1争

　　　　　　　　　　　　　1　…

　　　　　　　　　　　　　　　　ギ

　　　　　　　　　　　　　　　　　曳
　　　　　　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　　じ　　コ　ド

　　　　　　　　　　　　　　一　i－1

　　　　　　　　　　　　　・1ピ、．

　　　　　　　　　　　　し’～．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　1：』『　」．．、匿’r

　　　　　　　　　　　　　ゴ　　　　1L，

　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　
　　　　　　　　　　　　　一ii∵．1　r・

　　　　　　　　　　　　　　　∵

　　　　　　　　　　　　　　ンこ1：

　　　　　　　　　　　　　；　．唖’ト・，

　　　　　　　　　　　　　1↑　　1隔　・
　　　　　　　　　　　　　　　し　　　コ　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　ナ　　　　　　　　　　　　　’昌　　　　r，・1）
　　　　　　　　　　　　渥1、．1・，婦1．1

　　　　　　　　　　　　　　ユのレ　　　　　ぢ
　　　　　　　　　　　　占∴…1「

　　　　　　　　　　　　降1ぜ

　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　　」
　　　　　　　　　　　　　　．

O’（e）

O’（c”）

　　　　　　　　　〈×

Hence　we　have

　　　　　　　　　　　i一：一7117（一（：一67－L　（｛（一C（一1一，’cv））0，．1’（cu，一A）02」1’（Lo，一一A）＋O’（ei／‘）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O＊（6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　O＊（E）．

　　　　　　　　　　　＃（B　一　H　＋　O’（．ni／4　））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　〈．　IltV，（t）1　〈．　，（3（t）　〈．　Z（t）　＝　O“（E），

then　（2．55）　holds．

　　Noixr　w6　prove　（2．42）．　Let　v　＝　r’u　in　（2．36）　（r　is　an　arbitrary　one）　and　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vv（t）＝　ti／2　aoru，　（t）．　（2．62）

17

．、罵r　　難準騨；、蝋．醗難、野・・＝『tTr：1．二r／二・禦・鱗｝一FS’’’’”．1’職

デ

／
．
㌔

師冊F厭



It・　follows　froin　（2．1），　（2．32），　（2．38），　（2．43）　and　（2．62）　that，

　　　　　　　　五（rの＝ロr・U，　一　aα，B（の∂α∂βru

　　　　　　　　　　　　　＝ロr遅一ro・・，＋r（ααβ（め∂α∂βu）一ααβ（め∂α∂βru

　　　　　　　　　　　　　＝o□u＋（rααβ（め）∂αラθu＋ααβ（の（r∂α∂βu一∂α∂βr・の

　　　　　　　　　　　　　＝　Cce．e（’u，’）0．，　Op　‘u，　＋　（ra，，　，B（u，’））a．　06　’u，　＋　a．p（“u，’）0一，　06　’U，

　　　　　　　　　　　　　＝o（1zt．t121zt，tt　l　＋　IVzct11’u，ill’u，tt　I）

　　　　　　　　　　　　　＝　O（lzL’121’u，”1　＋　10arzt，11zL’UzL”1）

　　　　　　　　　　　　　＝　O（1zt，’121zt”1　＋　100r’tt，　［1’tt，’11zt，”1　＋　t一’lzL121’u，’11‘it，”1）

　　　　　　　　　　　　　一〇・（ε3オー3／2＋ε2t一3／21’則＋ε3－2・戸／2）

　　　　　　　　　　　　　＝　O＊　（e　：3　t－3／2　＋　E2t’　：3　／2　IWI　）．

Therefore　by　（2．36）　a，nd　（2．31）

　　　　　　　　　　　　　　　i／kt　ii7V（t）　＝＝　O＊（e3t－i　＋　E2t－ilw（t）1　＋　6’一2put－2）．

Int，egrating　this　equation　from　e－i　to　t　and　using　（2．13）　and　（2．37），　we　have

　　　　　　隙）1≦隣・）1＋・・（∠1、（ε3・一・＋ε・1恥）ド1＋ε1－1）・一2）d・）

　　　　　　　　　　　　＝　0’（e）　＋　O’　（e2　f．1，　lw（s）ls一一ids）．

Hence　Gronwall’s　inequality　and　（2．13）　lead　to

　　　　　　　　　　　　　　IVI／（t）1　＝　O’（E　exp（E．2　log　t））　＝　O’（ee’／B）　＝　O’（e），

ゼ．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂。叫）＝0＊（εt一’／2）．　　　　　（2・63）

N7V”e　also　find　from　（2．1），　（2．32），　（2．31），　（2．38）　and　（2．63）　that　（2．42）　holds．

　　Finally　we　prove　（2．27）．　lt　is　sufi！tcient　to　show　that

under　the　assuinption

　　　　　　　　　　　　　　k十1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　］・where　1　〈×　e　〈x　［

　　　　　　　　　　　　　　　2

ancl　set

樫：iぎ］1：ll∵＝ぎ響警lll

lZL’（t）レ＝0＊（εオー1／2），

　　　　lu！（t）le－i　＝　O＊（et－i／2），

Let　v　＝　reu　（for　e　E　Z＋，re　stands　for

IiV　（t）　＝　ti　／2　0，　re　iL　（t）．

へ
　
ド

男
．
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（2．64）

　　　　　　　　　　（2．65）

£　ra）　in　（2．36）

同＝e

（2．66）
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Using　（：？L．1），　（2．32），　（2．38），　（2．42）　a，nd　（2．65），　we　have

　　　五（re，u，）一口r㌔一ααβ（め∂α∂βr㌔

　　　　　　　　一re□’・，＋Σo。rμ□Zt一ααβ（め∂αクβrf㍑

　　　　　　　　　　　　　　　μ＜超

　　　　　　　　一re（ααβ（の∂α∂βの＋Σo，、r’忍（ααβ（・・”）∂α∂βu）一ααβ（の∂α03r㌔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa．　〈e

　　　　　　　　一Σ⇔（r’一”ααβ（の）（Pμ∂α∂βの＋ααβ（のre∂α∂，B’・・

　　　　　　　　　　＋Σo，rμ（ααβ（め∂α∂β’・’）一ααβ（’・，’）∂α∂βr㌔

　　　　　　　　　　　μ＜疋

　　　　　　　　＝　O（1’tL’1　，al　’u！　1〈lzt；’16）　（77，　（1“，　tf．　〈．　L’，　77　＋　〈　＋　e　．〈　L’　＋　1）

　　　　　　　　＝0（1・・，’11－1＋岡。岡11u’1の

　　　　　　　　＝　o’（e3t－3／2　＋　E2t－ilu！　le）

　　　　　　　　＝　o＊（63t－3／2　＋　E2t－3／2v（t）），

whei’e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V（t）＝t’／21u’（t）le．　（2・67）

Therefore　by　（2．36）　and　（2．31）

　　　　　　　　　　　　話卿）一・・（ε・オー・＋ε・オー・V（t）＋ε・一2・オー・）．

Integrating　this　equation　frorri　6－i　to　t　and　using　（2．13）　and　（2．37），　we　have

　　　　　l卿）1僻・）1＋・・（∠1、（ε・ゴ・＋ε・V（・）・一1＋ε・一…一2）d・）

　　　　　　　　　　＝　O’（e）　＋　O＊　（62　／，1，　v（s）s’ids）．

Then　by　（2．66），　（2．1），　（2．32），　（2．37），　（2．65）　and　（2．31）

　　　　　　　　　　　　　　V（オ）一・・（ε）＋・・（ε2∠1、V（・）鵡

Gronwall’s　inequality　and　（2．13）　yield

　　　　　　　　　　　V（t）　＝＝　O’（E　exp（62　10g　t））　＝　O’（eei／B）　＝　O’（e）．　（2．68）

NVe　find　from　（2．67）　and　（2．68）　that　（2．64）　holds’and　this　complete　the　proof　of

Theorein　1．
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　　　3．　Proof　of　Theorem　2．

　　For　a　func．tion　h　E　CO（）’（IR2　×　［O，　T）），　“re　denote　by　ET（h）　t，he　solution　of　the

Ca，uchy　pr’oblei’n；

　　　　　　　　　　　　　　　［］ET（h）（；zr，t）　＝　1？，（a’．，t），　（；r，t）　E　R2　×　［O，　T），

　　　　　　　　　　　　　　　ET（h）（　・2r，O）　＝　O，　Oo　ET（h）（　．ir，　O）　＝　O，　ar　E　R2．

Using　a，n　Li一一LCX’　estin）ake　in　Corollary　6．2　in　［4］　（also　see　［2］，　Lemn）a　4．1），　we　c（an

pl’ove　l

Proposition　3．1．　Suppose　tha，t　b　E　R，　a，nd　h，i，h2　E　CL’O（R2　×　［O，　T））　have　a

compa，ct　support　in　x　for　fi’xed　t，　then　there　exists　C　〉　O　such　tha，t

（1十t）1恥）圃12≦・（1駆tll碧1皐留12お）（1論∠’砦畢み〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

for　O　．〈　t　〈　T．

　　VVe，　alg．　o　need　following　proposition　which　is　proved　in　［13］．

Proposition　3．2．　lf　functions　’u　and　v　a，re　smooth　ancl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ，オ）＝v（（，v，　t）＝Ofbr　la・1ン＋M，

then　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　目ZL（t）z，’（オ）ll≦OMΣlrθ・，（オ）1　IIZL’（オ川・　　　（3・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lel＝i

　　Let　k　be　fixed　a，nd　k’　〉．　9．　For　functions　so（．z’，t；e）a，nd2／）（：x，t；e），　we　denote　g　＝＝

0＊（’4））　if　for　any　m　〉　O，　there　exist　，J　〉　O　and　e（m）　〉　0　such　that　for　O　〈　e　〈　6（m），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（，o（ar，t；　cn）1　〈　．T　？！）（x，　t；　e）　for　O　〈．　t　〈　7’，

holds　as　long　as　T　〈　Te　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　圃1［出2］＋・＜（、鰐11／2f…≦オ〈τ・　（3・3）

By　the　siinilar　a，rgument　in　Section　2，　it　is　sufficient　to　prove；

Lemma　3．1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lzzt（t）1［si．t，．L，］　＝＝　O’（e（1　＋　t）一i／2）．

　　“Te　conclude　this　section　by　proving　Lemma　3．1．　Denote　by　F　the　right－hand

sicle　of　（1．1）．　By　（2．1）　we　1iave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oru　tu　＝　2　cArAF　（c’．　一一一　1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A〈．a
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Then　we　can　write
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ra・u　＝　vva　＋　2　cAE．（r“F），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A〈．a

where，　lil／’a　is　a　solution　of　linea，r　wave　equation；

　　　　　　　　　［］　LVa（　tr，t）　＝　o，　（，v，　t）　E　R2　×　［O，　7），

　　　　　　　　　m／σ（・㍉0）＝rσ・・，（・㍉0），∂。VVσ（・ら0）＝∂。　rσ遅（v，　Oい・∈R2．

Sinc，e，　as　well　known，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cae
　　　　　　　　　　　　　　　　　阿／σ（ar，t）lx〈　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fO1’　O　〈．，　t　〈　T，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1十t）1／2

it　is　suMcient　to　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Kc　十1
　　　　　　　　　　　E．　（rAF）　＝　O’（6．　（1　十　t）一i　／2）　for　IAI　〈．　［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］十1．　（3．4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

．4Ls　sta，ted　in　introduction，　we　i’nay　assun’｝e　that　．17　has　a，　forrn　in　（1．16a，一一d）．　We　verify

（3．4）　for　ea，ch　case．

Case　（1．16a）．　We　have　to　show

　　　　　　　　　　　　　　　　E。（rλ（∂α∂β’ug（の））＝0＊（ε（1＋t）一1／2），　　　（3．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E．　（TA（lu’1：i　1’u，”1））　＝　O＊　（e（1　＋t）一i　／2　），　（3．6）

where（？（zL’）＝（∂oの2一（∂1　u）2一（∂2　u）2．　It　follows　from　Proposi七ion　2．2　and（3．3）

tha，t

　　　　　　　　　　　　　　　　llu，’（t）11k　〈．　Cc“　exp（C　f，t　lu，’（．一s’）Ilik．g，一！，．］cls）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈．　Cen　exp（Cm2c’2　log（1　＋　t））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈．　Ce（1＋t）P　for　O〈．　t〈r，

if　Cm2e2　〈　p．　For　later　we　shall　assume　that　p　〈　i．　Hence　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IlzL’（t）llk＝　O’（e（1　十t）P），　（3．7）

　　Now　we　shall　prove　（3．5）．　Using　Proposition　3．1　with　b　＝＝　一1，　we　get

　　　　　　　　　　　（・＋り1／21E・（rλ（∂α∂βug（の））1≦0Σ布（オ）」〃（t），　（3・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ十レ＝λ

where
　　　　　　　　　　　　η（t）一（1暴ズ　rθ一雨）112（1＋・）一2　d・）　1　／2・

　　　　　　　　　　　　ゐ（t）一（5詳11rθ嚇））ll脇）1／2・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　入，十1
Since　k　〉．　9，　IOI　十　ILtl十1　一く．‘　［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］　十3　x〈　Ar．　Therefore，　by　（3．7）　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　1，，（t）　＝　o’（（　f，‘e2（1　＋　．s’）2p－2ds）i／2）　＝　o＊（6）．　（3．g）

　　On　the　ot，her　hand，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（’Ui’）＝オー1（ゐ。U∂。・・，一五∫U伽），

reryQ（tu，’）　is　re．presented　as　the　sum　of

　　　　　　　　　　　I「ρ（t－1）1「η（1ンa、’U，）rξ（∂α㍑），　　ρ十η十ξ＝θ十zノ，　α＝0ラ1，2．

’VXfe　ca，n　verify　in　the　support　of　u，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rp（t－i）　〈．　ct－i（1＋t’lpl）．　（3．10）

Moreover　we一．　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　HPrp（L．u（t））rC（a．u（t））II　〈．　Clu（t）1［L，s！］llu’（t）Ile，　（3・11）

where　e　＝　［E’ g1］＋3・lndeed，　ifw・・etζ一η＋X（IX’1一・，　r・・一五α），　we・bta，in

lぐ＋ξ1≦［k g1］＋3－e・lf　lξ1≧［乏吉1いhe附与］and（3・・1）h・1d・・lf

la　〈　［｛1／一13L］II　LI］，i．e．，lcl　．〈　［IC－ltSLILI］　一　1，　we　have　by　using　proposition　3．2

　　　　　　　　　　　　　　　11rCu（t）T40．u，（t）”　．〈　c　2　lr4＋e・u，（t）1　llr〈tu，’（t）”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ltl＝＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈〈．　Cl‘u，（t）1［箏】llZL’（t川e，

whi・himpli・・（3・11）・Since切we　g・照and［4 g1】〈×［k吉1］・Then，　by

（3．3）　a，nd　（3．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　11rζZL（のrξ∂cy　ZL（t）　≦CI・LL（オ）1牛］11…’（オ川k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　0’（e（1　＋　t）p－i／2）．

Combining　（3．10）　and　（3．12），　we　get

　　　　　　　　　　　　　llTeTuQ（zct（t））ll　＝＝　o＊（et－i（1　＋t－le＋vl）（1＋t）pmi／2）．　（3．13）

On　the　other　hand，　as　shown　in　section　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llrervQ（u！（t））”　〈．　ce　for　o〈．，　t〈．　1．　（3．14）
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Hence　by　（3．！3）　and　（3．14）

　　」1ノ（≠）

＝（tl；1　li］．．，　／，”　11rerYQ（・ut’（一s・　））112（1　＋　一s一“）dts　＋　1111111　i］．．，　f，’　”reryQ（・．t（，））”‘2（1　＋　，）d，）i／2

〈×　（CE　＋　O’　（　／1’t　cn2（1　＋　．sfi’）2P－2d．s））1／2　＝　o＊（e）．　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．IJr）

Therefore（3．5）follows　from（3・9）and（3ユ5）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

！　e，xt　we　shall　prove　（3．6）．　Using　Proposition　3．1　with　b　＝＝　tt，　we　get

　　　　　　　　　　　　（1＋t）i／21E．（r“（liu，’1：31’u”1））1　〈．　C　2　．1“，，，（t）tl．（t），　（3・16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ十レ＝λ

wher’e
　　　　　　　　・・（t）一（1幕かθr・qが（・）1・川2（・＋・）一・／・d・）1／2，

　　　　　　　　み（t）一（1μfllrθr・（1が（・）1［’・，〃（・川・（1＋・）一1／2d・）1／2・

since　lo　＋　p，1　〈．　［6L’　iilil－1一＋　i］　＋2　〈．　k，　we　can　verify

　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　rθrμ（21，t（S）12）ll　〈×　CIZL（・）［［牛】＋・　小川k・

Using　（3．3）　and　（3．7），　we　get

　　　　　　　　　llrθr・（レu’（s）12川く×σmε2（1＋・）・一1／2－0＊（ε（1＋・）P－1／2）・

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　I，，　（t）　＝　O’　（（　f，‘　c’“2（1　＋　．s’）2”’3／2ds’）i／2）　＝　o’（e）．　（3．17）

Similarlv　we　also　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（t）＝0＊（ε）．　　　　　　　（3・18）

Therefore　（3．16），　（3．17）　and　（3．18）　imply　（3．6）．

Case　（1．16b）．　We　have　to　show

　　　　　　　　　　　　　　　E。（rλ（∂αu∂βQ（の））一〇＊（ε（1＋t）一1／2）．

This　ca，n　be　obta，ined　similarly　to　（3．5），　by　using　（3．10），　（3．11）　and　Proposition　3．1，

　　　　　　　　　　k十1
　　　　　　　　　　　　　　ユ十4in（3．11）．3．2　but　e＝［
　　　　　　　　　　　2
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お

Case　（1．16c）．　“le　ha，ve　t，o　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Er（rA（0．・　’tt・　0，B　’u，0’u，））　＝　O’（e（1　＋　t）一i／2）．

Using　（1．1），　we　get

　　　　　　　　　　　r　）｛　（Oa・　’u，　Os　‘u，　O’LL　）　＝＝　rA（0，，　・u，　a，B　・tt，　（0．，　iu，　06　itt，　O・it，　＋　O（　1　・i／　13　1　4u，　”　1）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．，　o（r」X（1・t，t，t141iL”1））．

The．refore　tJhis　case　can　be　reduced　to　（3．6）．

Case　（1．16d）．　We　have　to　show

　　　　　　　　　　　E．（IFA（0．　u・　（a，B　‘u，　0．，　06　’u，　一　0，　’u，　a6　a6　・u，　）））　＝　O’　（e（1　＋　t）di　／2　）．

Using　（2．3：）L）　and　（2．34），　we　have

　　　　　　　　　O．・’tL（Op　’tLa一，06　’tL　一　0一，，ii，0606　’et，）　＝＝　O（t一’（izt，’121u，’h　＋　lzt，’11‘u，”ll＋u，li））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0（t－1剛ul、岡、）．

Therefore　this　case　caii　be　verified　similarly　to　（3．5）　as　（2　＝　t－ilzL’II’u　h，　then　the

pr（）of　of　Theorem　2　is　complete．

　　　Appendix．

　　If　H　＝＝　O，　we　find　from　the　definition　of　H　（1．14）　tha，t

　　　　　　　　C（一1，w）0，．JP’（w，p）a2．」E’（w，p）　＝　iC（一1，tu）0，（（0，Jl’（tu，p））2）　〉．　O，

for　any　co　E　Si　and　p　E　IR．　For　fixed　cv，　if　C（一1，Lo）　7E　O，　then　Op（（0，」C（co，p））2）

is　of　constant　sign　in　p．　Using　（1．10）　and　（1．11），　we　find　that　ap．JP’（w，p）　＝＝　O　for

a，ny　p　E　IR，　i．e．，　Jr一 itu，p）　i1i　const　in　p．　Therefore　（1．10）　implies　．1”（w，p）　：　O　for　any

p　E　IRI．

　　We　se七

　　　　　　　　S－Z　＝　S’　×｛Lo　E　S　i　I　C（　一1，　Lo）　＝　O　and　Jl’（　Lo，　p）　＝＝　O　for　any　p　E　IR｝．

VKie　claim　that　Srz　is　either　the　set　of　w　such　that　C（一1，w）　＝　O，　or　the　set　of　w　such

that　Jl’iw，p）　＝O　for　a，ny　p　E　R．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F＝　｛cv　E　Sltl　C（一1，w）　i7E　O｝．

Clearly　F　is　open　in　st．　On　the　other　hand，　by　thg　above　argument　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F　＝＝　｛c．o　E　st　l　Jl’（Lo，p）　＝＝　O　for　any　p　E　IR｝．
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Then　we　find　that　F　is　also　closed　in　S）．　Therefore　F　is　equal　to　either　ip　or　S）．

“lhen　．Z7　＝　ip，S一）t　is，　the　set　of　Lo　such　that　C（一1，Lv）　＝　O，　N？Vhen　F　＝＝　S），　S－2　is　tihe　g．　e・t，

of　c．L＞，　such　t・hat　Jl’ iLo，p）　＝＝　O　for　any　p　E　IR，

　　Sinc．e

either　“

when　H

Using　Tichmarsh’s　Theorem　（

integrating　by　parts，　we　find　that　f　a，nd　g

clition　“H　＝　O”　implies　et’ther　“C（一1，w）　＝

ident，　i　c．　a，11y”　．

Si　＝＝　st　u　｛Lv　E　Si　I　C（一1，Lo）　＝　O　a，nd　Jl’（c．o，p）　＝　O　for　any・　p　E　IRI｝，

C（一1，Lo）＝　O　for　any　c．v　E　Si”’　or　“．」C（Lo，p）　＝　O　for　an＞’　L4）’　E　Si　and　p　E　IRI”，

＝　O．　Moreover　if　Jl’（Lo，p）　＝　O　for　any　Lo　E　Si　and　p　E　IR，　tlien，　by　（1．9），

」1’（w，　p）　＋　Jl’（一cu，　一p）　＝　V｝r．　，［，OO（s　一　p）Mi／2R，（cu，s）d．s一’　＝　O，

恥げ（一ρ）一一
增D○（・一ρ）一1／2聯，・）d・　＝＝・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　see　［14］，　p．166），　Radon　problem　（see　［5］，　，　Radon　problem　（see　［5］，　p．162）　and

v’anig．　h　identically．　Therefore　the　con－

O　for　any　L」　E　Si”　or　“f　and　g　vanish

F
，
f

1一　一一
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　　　　　　　　　PART　II

The　asymptotic　behaviour　of

the　radially　syinrnetric．　solutions

to　quasilinea，r　wave　equations

　　　in　two　space　dimensions

ABsTRAcT．　ln　Part＋　II，　we　study　the　behaviour　of　solutions　to　quasilinear　wave

equat，ions　in　t，wo　space　dimensions．　We　obtain　blow－up　results　near　the　wave　front．

More　precisely，　any　ra，dially　symmetric　solution　with　small　initial　dat＋a　is　shown　tio

develop　singularities　in　t，he　second　order　derivatives　in　finite　t，ime，　while　tihe　first　order

derivatives　and　it，self　remain　small．　Moreover，　we　succeed　to　represent　t，he　g．．olution

explicit，ely　nea，r　the　blowing　up　point，．

1．　lntroduction．

　　　Pa，rt　II　deals　with　the　initial　value　problem：

u…c2
掾j（’u・・　＋　il．1　・・r）÷・σい。），（・，t）∈（・，・・）×（・，Te），（1．1）

　　　　　　　　　　　　　　u，（r，　O）　＝ef（r），　zLt（r，　O）　＝Eg（r），　r　E　（O，　oo）　（1．2）

where
　　　　　　　　　　　　c2（zt・t，　’ur）　＝1　＋　ai　zc？　＋　a2　LctzLr　＋　a3　zL3　＋　O（lzt，t13　＋　1’u．13），

　　　　　　　　　　　　G（’utt，　z‘r）　＝0（lut12　＋　lutr12）

near　u　t　＝　’u．　＝O　and　the　initial　data　are　smooth　and　have　compact　support．　The

equation　（1．1）　is　the　radially　symmetric　form　of　quasi－linear　wave　equations　in　two

spa，ce　dimensions．　ln　［2］，　we　have　shown　that　the　smooth　solution　to　the　initial

value　probleln（1．1）and（1．2）exis七s　almost　globally，七ha七is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gi．m，cn210g（1＋Te）一〉一7ii6

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho　＝　r，nEaRx（一（ai　一　a2　＋　a3）．r’（p）．」z　”（p））．

The．quantity　T．　stands　for　the　lifespan　of　the　smooth　solution　to　（1．1）　and　（1．2）　and

the　function・1てρ）is　the　Friedlander　radiation　field　with　respect　to！and　g　defined

ii｝　below．　lt　has　bAeen　proved　that　the　smooth　solution　to　（1．1）　and　（1．2）　exists

globa！ly　provided　c2（zLt，　‘u．）　一　1　＝：　O（lu，t13　＋　lzL．13）　by　M．　Kovalyov　［9］．　Eveh　in　the

Typeset　by．4ル15一［i　E？（
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present　case，　by　provided　Ho　＝　O　［2］　ha，s　proved　the　smoot，h　solution　exists　globally．

In　other　words，　n’u，ll　con，dition　guarantees　the　existence　of　globa，1　solutions．

　　Our　inain　purpose　in　this　paper　is　to　sliLow　that　tlLe　sizrioot，h　solutioiL　t，o　（1．1）　and

（1．2）　blows　up　in　finite　tirr）e　if　Ho　does　not　vanish．　We　have　two　points　of　v・iew　t，o

st，udy，　One　is　to　deterinine　the　blowing　up　tiine　of　the　sinooth　solution　to　（1．1）　and

（1．2）　exactly，　We　will　prove

e－O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
1iinA　s2　log（1　＋　T．）　；S

Ho

in　below．　The　constant　Ho　is　the　same　as　t，he　ea，rlier　one，　thus　we　conclude

．liino　e2　log（1　＋　Ts）　＝＝　til16’・

“Jhen　the　coefllicient　e2　of　the　Laplacian　has　the　form

c2 izLt）　＝＝　1　＋　a‘ut　＋　O（lzet12）， alO

a，nd　G（’ut，u．）　ii　O，　F．　John　［3］一［5］　and　L．　H6rma，nder　［1］　have　obtained　in　three

s．　pace　diinensions，

s一一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
1imA　c’一　log（1　十　T．）　＝

Hl
（1．3）

whei‘e

Hl一・
P（雪∫”（ρ））

and　L．　H6rmander　［1］　has　also　showii　in　two　space　dimensions，

－
瓦

＝
（1．4）

where
H2　＝　m－a．zax（a．1”’（p））．

　　　　　pER

　　Secondly，　we　turn　our　interest　to　the　behaviour　of　the　solution　near　the　blowing

up　point．　To　rnake　our　purpose　clear，　it　is　worth　noting　how　the　blowing　up　of　the

g．mooth　solution　occurs．　Let　wi（r，t）　be　a　directional　deriva，tive　of　zL．（r，　t），　whose

direc七ion　intersec七s　orthogonally　the　pseudo－charac七eris七ic　curve　to七he　equation

（1．1）　in　（r，t）一plane．　lf　we　denote　the　value　of　wi（r，t）　along　the　pseudo－characteristic

curve　by　wi（t），　then　wi（t）　diverges　as　t　tends　to　T．　for　sufliciently　small　initial　data，

while・u，　and　the　firs七〇rder　deriva七ives　of　u　are　still　slna11．　Thus　it　is　na七ural　fbr　you，

to　vsionder　about　the　action　of　wi（t）．　We　will　represent　wi（t）　explicitely　near　the

blowing　up　point　as　a　limit　when　E　tends　to　O．　lt　ha，s　not　been　studied　yet　for　the

cases　of　F．　John　and　L．　H6rmander．

　　For　an　a，pplica，tion　of　our　results　we　consider　the　equation　of　vibrating　membrane：

z］ctt　一　div　（ iF￥i’IXFv，，12）＝O，
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The　radially　symmetric　fbrln　of　this　equaltion　is　written　in　the　forlll　of（1ユ）with

（ti　＝　a2　z＝　O　atnd　a3　＝＝　一3／2．　The　solution　’tt　stands　for　the　vertic．al　inotion　of

t，he　vibrating　1’neinbraii）e，　thus　our　blovyTing　up．　results　irnply．　that，　the　curv・ature　of

t，he　n’ien’｝brane　brakes　at　soine　points　while　the　difference　of　the　ineinbra，ne　a，nd

the　speed　of　the　vibration　bec，oi’ne　si’nall．　Furt，her　consideration　for　the　v・ibraLiong

inenibra，ne　will　be　developed　in　section　7．

2．　Statement　of　results．

　　To　state　our　results　for　the　initial　value　problen’i　（1．1）　and　（1．’2）　we　set　t，he

assuiiiption　more　clearly．　We　assume　c，　G　E　CiC’O（IR2），

　　　　　　　　　　　　c2（’LLt，　’u・r）　＝1　＋　atl’u？　＋　ce2’u・t’ur　＋　a3　u・2．　＋　O（lzLt13　＋　lztirl：3　），

　　　　　　　　　　　　G（ut，ur）　＝O（1‘u・t12　＋　lur12），

near　’uj　t　＝　’u，．　＝　O　and　assume　f（1．z’1），　g（la）1）　E　C，OO（R2），　lfl　十　lgl　；z2　O　and

suppf，　suppg　c　［一11Vtl，　A4］．　We　also　need　ai　一　a，2　十　a3　1　O　so　that　Ho　does　not

va，nish．　NVe　define　the　Friedlander　radiation　field　／’ ip）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．」rr（p）　＝　rS　iu，O（r，　t）　along　p　＝　r　一　t，

where　u，O（7’，t）　i　s　the　solution　of　linear　wave　equation：

　　　　　　　　　　　　　　　’u’　？t　一　’us　9rr　一　’1　u・　9r　＝　O，　（7’，t）　E　（O，　oo）　×　（O，　oo），　（2・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザ

　　　　　　　　　　　　　　　u，O（r，　O）　＝　f（r），　u，9（r，　0）　＝　g（　7’）　rE　（O，　oo）　（2．2）

∫てρ）is　strictly　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　」i7（p）　＝　vliT．　f，oo（s　一　p）一g（R，（b”）　一　R’f（s））ds，

where　Rh（s）　is　the　Radon　transform　of　h（lxl）　E　C，OO（IR2），　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rh（・）一fsO．砦テdξ・

Moreover，　Jl　（p）　has　the　properties：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dk
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jz　（p）1　；．；　ck　（1　＋　lp1）一g－k　for　p　E　R，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　dpk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（p）＝O　for　p！M．

（e．g．　L．　H6rmander　ll］）．　Tl）us　the　quantity

　　　　　　　　　　　　　　　　Ho　＝＝　mJan］Mx（一一一a」r’（p）f”（p））　＝＝　一aJl”（po）」r”（p，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ∈1盈

is　well－defined　for　some　po　and　non　nega，tive．　Our　assumption　l　f　l　十　lgl　f　O　a，nd

（t　：一＝＝　ai　一　a2　十a，3　74　O　guarantee　that　Ho　〉　O，　which　is　shown　in　［2］．　The　lifespa，n　T，

of　the　solution　’u　to　（1．1）　and　（1．2）　means　the　supremum　of　7　such　that　the　solution

e，xist，s　in　Coo（（O，　c）o）　×　（O，　’T））．

　　At　first，　we　will　prove　the　following
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Theorem　1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li？）一ssipE2　log（1　＋　Te一）　；　7i16

　　Clon’）bining　the　result

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　ipf　E2　log（1　十　T．）　ll；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ev’・O

obt，ained　in　［2］　with　Theoren’i　1，　vvre　have

Corollary．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！ttno　6・2　log（1　＋　T．）　＝：　th一．

　　This　blowing　up　result　will　be　obtained　a，s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wi（t）一〇〇　as　t一一一〉　Te

for　some　flnc七ioll　lv1（t）constructed　by七he　second　order　derivatives　of　u．　With

regard　to　’u）i（t），　we　will　prove

Theorem　2．
　　　　　　　　　　e－o，　．2igigi’lii＋t）．，ds（lil16一　’　62　log（i　＋　t））1！｛’1－V－LLi一（，　t）　＝　liii6．」rt，（p，）．

　　XVe　define　the　function　wi（t）　describing　the　outline　of　the　proof　of　Theorem　1

and　Theorerri　2．　First　we　fix　a　consta，nt　B　〉　Ho．　Set　p　＝　r－t，　s　＝　e2　log（1　十t）

and　consider　the　Burgers’　equation：

　　　　　　　　　　　　　　U，（p，　s）　＋　［ll’（U，（p，　s））3　＝＝O，　（p，s）　E　IER．　×　［O，　b］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（ρり0）＝∫（ρ）ラ　　ρ∈R・

For　the　solutions　U　of　the　above　Burgers’　equation　a，nd　fu，　of　the　initial　va，lue　problem

（1．1）　and　（1．2），　we　will　find　that

　　　　　　　　　肺叫一ε・一S←・）m∂1＋mσ（・一t±，去）1≦・ε一2　・一S

　　　　　　　　　　　　　　for　r－ts　）．一｛ll，　and　1，mENU｛O｝　（1＋mlO），

where　ti／B　＝　exp（1／E2B）一　1，　i．e．，　c”2　log（1＋ti／B）　＝　1／B．　Mg．reoyer，　04．ch－aracAte．rT

istic　c，urVes　A　in　（p，　s）一pla，ne，　we　approximate　U　by　the　Friedlander　radiation　field

∫．f6r　O≦s≦1／B．　These　give　u　approxirna七ion　by∫a七t＝オ1／B．　These　will　be

proved　in　section　3．　Next　we　investigate　the　behaviour　of　u　after　t　＝　ti／B　in　section

4．　lf　we　set　v（r，　t）　＝　ri／2u（r，　t）　a，nd

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wi（r，t）＝E2！’！us211arr　E”rt，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w2（r）t）＝E［13tl：zlil　Yttrr　fVrt）
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騨轡ジニ

t，he　following αP↑・ぎ。ザ乞estimates　hold

　　　　　1’v（7㍉オ）1＜c・ε去， Iu，（・㍉t）旧定，。（7一，オ）1＜cε，

Izv2（r，t）1　〈　Ce－3

as　long　as　u　exists．　On七he　other　handラwe　de丘ne　a　pseudo－characteristic　curve　Zl

i1）（7’，　t）一plane　as　a　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dザ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニご
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒

…me・t・d　with・・…eAatオーt、／B・We　den・te（7’（t），t）∈Zl　and・etω1（t）一

ω1（7’（t），のう七his　is　the　definition　ofω1（t）．　Using　aboveαp短。幅estimates，　we　c．01）．

struct　all　ordinary　differential　equation　wi七h　respect　toω1（t）．　Solving　the　ordinary

differential　equa七ionラwe　will　find七hat　Theorem　l　and　Theorem　2　hold　in　section　5

and　6．

　　In　the　end　of　this　sec七ionラwe　Inention　the　case　of　F．　John　and　L　H6rmander

（1．3）and（1．4）．　We　also　expect

　　　　　　　　　　　＿，。1糖＋t）一六（t一ε1・9（1＋り）ω誉≠）一tl　」C”t（p・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　識一素（iiiiii一εN／1）ω誉オ）一e、」r・t，（ρ・）

respectively．　These　would　be　proved　in　paralle1．

　　3．　Approximation　for　Le　by　the　solution　of　Burgers’　equation．

　　It　ca，n　be　easily　seen　that　the　following　lemrna　leads　Theorem　1．

Main　Lemma．　For　any　A　〉　Ho，　there　exists　an　c“A　〉　O　such　tha，t　for　O　〈　E　〈　eA，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E2　log（1　＋　Te）　；S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho

1ユ01cls．

　　To　prove　Main　Lemma，　we　consider　the　following　Bergers’　equation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　u，　＋　g’（u，）3　＝o，　（p，　s）　ERx　［o，　b］，　（3．la）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U（p，　O）＝JZ’（p），　pE　R，　（3．2a）

or
　　　　　　　　　　　　　　　　　Ups　＋　ILI（U，）2　U，，　＝　O，　（p，　s）　E　IR　×　［O，　±］，　（3．lb）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U，（p，　O）＝　Ji”（p），　p　E　IR，　（3．2b）
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where　a　＝　ai　一　cL2　＋　a・3，　B　〉　Ho，　p　＝　7’　一t　and　s　＝　e2　log（1　＋　t）．　“ie　find　thatJ　the

51nd　（3．2a）．　For　the　soluti6ns　ti　of　（’3，la）　and　（3．2a）　and　’ud　of　（1．1）　and　（1．2），　we

will　prove

　　　　　　　　　l∂1∂1・・叫）一ε・一去（一・）・rl・∂f，＋mU卜≠者，去）i≦c～，mβε薯・一s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f。，。一≠、〉ユand　Z＋m≠0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万　　　3ε

Whﾄ∴齢1臨ご＝£1謡ε漏，。ve（3．3）．　T。　d。　thi，，　w。　int，。duce　the

vecJto一一秩@fields　used　in　S．　Klainern）a，n　［6］　and　state　some　results　used　through　this

1）a・per．

　　　　　　　　　Lo　＝　tOt　＋　ariOxi　＋　ar20x，，　Li　＝　ariOt　＋　tax，，　for　i　＝　1，　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　axi，　a．・2，　at，

named　ri，　r2，　・　・　‘　，　r6　respectively．　These　operators　satisfy　cornmutation　relations：

　　　　　　　　　　　　　　［r・，□1一「・ロー叫一璽・P□fo「P＝1，2，”●，6，　（3．4）

　　　　　　　　　　　　　　　［rラr］＝百rラ　［r，∂ユ＝Σ∂，

where　a　＝＝　a，2　一　A　and　：　stands　for　a　finite　linear　con｝bptAa，・tion－vylth　cgn．stnaiit

coefficients．　F’
潤f

@r　a　E　Zg（Z＋　＝　N　U　｛O｝）　we　write　Ta　＝　r？ir2cr2…T86　and　define

t，he　norrns
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llv（t川k一Σ11ra’v（t）11LZ（R・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10rlSk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I’v（t）lk　一一一　2　llra’v（t）11L，cx．）．　（R2）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1c￥1〈一一．k’

In　［2］，　we　proved　that

　　　　　　ir　ev　a．　“u・　1，　lr　or　Ot　u・1　lll　C．，Be（1　＋　t）一i　for　O　S．　t　lll　t，b，　cv　E　Z6．．　（3．5）

For　the　solution　uO　to　（2．1），　（2．2），　we　set　F（1／r，p）　＝　ri／2u，O（r，t）．　Then　L．

H6rmander　showed　in　［1］　tha，t

　　　　　　　　　　　loLo，mF（z，p）1；；；　c，，．（1＋lpl）一g＋i－m　for　o〈z；；1　liltlT　（3・6）

ancl

rcr　（02“　F（z，　p）　一

for

券∫（ρ））≦・α，K・・L（1＋1ρD参一k（・＋t）一’

r｝｝1　Lt　and　t｝）　1．
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r

Here　A4＞Ois　the　raditls　of　suPPort　of　illitial　data　and五＞0．　Furtherlllore，σ（ρ，5）

satisfies

　　　　　　　　　l∂1∂gmσ（ρ，・）1≦Cl，m．　，B（・＋1ρ1）一去　・T）1・f…≦・≦去　（3・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　，．　．．1一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（ρ，・）一〇f6・ρ≧M・0≦・≦万，　　　（3・9）

which　will　be　proved　in　Appendix　1．

　　We　choose　a　cut．off　fullctionλ1∈000（R）eqtlal　to　l　in（一〇〇，1）a皿d　O　in（2，㏄），

alld　define　a、　fullction　w（7’，　t）by

　　　　　　　　　　ω（7’りt）一εx（εオ）‘・，　O（・、オ）一ε（1－x（εt））x（一3ερ）・・一sσ（ρ，・）．

Using（3．5），（3．6），（3．7）and（3，8），　we　will　prove

　　　　　　　　　　lrαωM≦0αβε（1十t）｝S（1＋1ρD一圭f・・0≦t≦t±，　（3・1・）

　　　　　ilrα川。≦0αβ（ε蓬（1＋t）一書＋ε4（1＋t）一1）f・・0≦オ≦オか　（3・・1）

where
　　　　　　　　　　　　　　　」（7’，t）一□ω一（α1繍＋α2ω，砺＋α、ω？r）△ω．

　　：Firs七we　prove（3．10）．　Since　the　following　decay　es七illla七e　for　uo（showed　in：L．

H6r111ander［1］）holds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrα・uo（r，オ）1≦0α（1＋オ）一i（1＋1ρ1）一S，　　　（3．12）

we　find　that　the　firs七term　ofωsatisfies（3．10）．　On　the　other　ha1ユd，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t十1≦67・≦6（t→一ハ4’），

in　the　suPPort　of（1－X（εt））X（一3ερ）σ（ρ，3）．　The　second　term　ofωsatisfies（3ユ0）

if　we　prove
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［rβ（　　　　　17’　2）1≦0β（1＋オ）一9，　　　　（3．13a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrβ（1－X（εオ））1≦σβラ　　　　　　　　　　　　　　　（3．13b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　irβ（X（一3ερ））1≦0βラ　　　　　　　　　　　　　　　（3．13c）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrβ（σ（ρ，・））1≦0β（1＋［ρ1）一去．　　　　（3．13d）

Indeed，（3．13b）follows　ill　principle　from七he　inequalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　i五夕（1　一　，1￥（at））1≦Ck　2　2ε2’　IXil’t」一ilx（ブ）（のl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝Otニ0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦oたΣεゴオゴix（」）（εのl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（；k　　　for　　i＝・＝1ラ2つ
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where　the　last　inequality　holds　since　c一．t　：S　2，

follows　frorn　the　inequalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　ブ

　　　　　　　　　　　　1蜘（3ερ））1≦oんΣΣ

in　the　support　of　x・（i（st）．　（3．13c．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・戸iρ1ンIX（の（一3ερ）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ブ＝0～＝・O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；lll　Ck　2　c“”’　lp1）’　lx’（’i）（一36－p）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ブ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦Ck　　　　for　　i＝1う2ラ

where　the　la，st　inequality　holds　since　e　lpl　：；1　2／3　in　the　support　of　；y・（］’）（一36．p）．

follows　frorn　（3．8）　and　a　sirnila，r　ca，lc，ulation　as　above．

　　Next　we　show　（3．11）　by　dividing　the　proof　into　three　cases．

　　Case　1．　0　S｛　Et　：i｛1　1．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（7’，t）　＝＝　ezl，O（7’，　t），

we　find
　　　　　　　　　　　　　　　　，1（r，t）　＝　一e一．3（ai’tL92　＋　a2u，9’u，9．　＋　a3u9．2）Av，O．

It　follows　frorr）　（3．12）　tt　hadt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrα」（剛≦oαε3（1＋オ）｝号．

Sillc．e

　　　　　　　　　　　　　　　4，lrα」（7’，t）12ぬ2πズハ41rα」（7’，晦・

．ゴレψゴー’

（3．13d）

we　get
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llrα」（7’，・t川。≦σαε3（1＋t）一号（t＋M）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；li　C．E3（1　＋　t）一t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l：ll　C，，Eg（1　＋t）一｛，

where　the　last　inequality　follows　from　the　fact

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　en．（1十t）　S．　e’十152・

This　is　what　we　wanted．

　　Case　2．　1　S　et　S　2．　Since　the　sa，me　estimate　holds　for　nonlinear　term　一（aiw？　十

a2’tvt’tvr　十　a3zv9．）Aw，　we　have　only　to　examine

　　　　　　　　　　　O‘u）　＝ED［（1　一　」y（et））｛）Li（一一3ep）r－iU（p，　s）　一　uO（r，t）｝］

　　　　　　　　　　　　　　＝εロ｛（1　一　x／（6t））（j）（←3ερ）一1）uo｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＋　c”o｛（i　一　x（et））xi　一一一3ep）r’一5（u（’p，s）　一　F（4，p））｝

　　　　　　　　　　　　　　＝，Ji　＋　．J，，

ef．、肇’　　穣　・

．一@・一　・　　　ρ喝ζ｝一・「‘；’噂tt’．・，いv？＝F弓’町7・，

nU；　J・
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where　F（1／7”，　p）　is　the　one　in　（3．6）　a，nd　the　last　equality　is　the　definition　of　．Ji　and

・J・2．　ln　the　support　of　1　一一　，x（一3e－p），　we　ha，ve　6r　：！1　5t．　Hence　we　find

　　　　　　　　　　　　iraO，S　OiM　’u，　O（7’，　t）1　；；1　C．，　，i，　，．　（1　＋　t）　一i’i一　”i’　for　t　｝一il　1．　（3．14）

Sinc，e
　　　　　　　　　　　　　　lO．5．ai？’｝｛（1　一　）y’（ect））（xi－3e／f））　一　1）｝1　；lll　Ci，．Eri’M

and　the　support　of　u，O　is　the　saine　as　that　of　U，　it　follows　froin　（3，13b），　（3．13c．）　and

（3．14）　t，hat

　　　　　　　　　　　　　　　　lra’　・Ji（r，t）1　S　C．，（e，3（1　＋　t）一’　＋　．一2（1　＋　t）一2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　III；1　Cat　ef2（1　＋　t）一2，

　　　　　　　　　　　　　　　llrα」、（t川。≦0αε2（1＋t）一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦oαε暑（1十t）一図．

On　the　other　hand，　in　the　support　of　」2，　we　have　1十tS　6r　5　6（t　十　M）　and　then

obtain　（3．13）．　Moreover　we　prove　tha，t

　　　　　　　　　　　Ira（OSU（p，　s）　一　OSF（　；．　，p））1　S　Ci（1　＋　lpl）i　一一t（1　＋　t）一i，　（3．IJr）

for　O　SI　s　；S　1／B，　r　ll；　1／（2！14）．　lndeed，

　　　　　　　　　　　oLu（p，　一s’）　＝　ohu（p，　o）　＋　f，’　zi4t　oSu（p，　As）dA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1£lii7，　f（p）　＋　e2　iog（i　＋　t）　f，i　aSa，u（p，　As）dA

By　（3．8），　（3．13d），　6t　：1　2　a，nd　the　fact

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lrB（e　log（1　＋t））1　S　C6，

we　find　that

　　　　irα（ε・1・9（・＋t）f，1・la・U（岬λ）1≦・α（ε21・g（1＋t）（1＋1ρD一去　4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦0α（1＋1ρD去一’（1＋t）一1．

Thus　it　follows　from　（3．7）　tha，t

　　　　　　　　　　　lrcr（OSU（p，　s）　一　OSF（　“．　，　p））1　S　C．（1　＋　lpl）S一一i（1　＋　t）一i，

which　implies　（3．15）．　Now，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ローブ圭（∂～∂翼412）両，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　34
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we　get
　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　」2＝ε・・一5（∂r∂。）（∂汁∂，・）｛（1－N（ε≠））X（一3ερ）（乙7－F）｝

　　　　　　　　　　　　＋εパ号（1　一　x’　（　e：t））x（一3ερ）（σ一F）

　　　　　　　　　　＝Jl＋・Jl’，

where　the　lalst　e（luality　is七he　definition　of．JS　and　Jる’．　By（3．6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　irβF（1，ρ）i≦・β（1＋1ρ1）一i．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ

Then　it　follows　from（3．13）り（3．16）alld　1十オ≦6r　that

　　　　　　　　　　　　　　lrα　，Jl’1≦0αεバ去（1＋t）一2（1＋1ρD一去．

Since（∂t十∂・r）ρ＝0りwe　obtain

　　　　　　　　lrα．Jli≦0α（ε2・一去irα｛（∂r∂の（x’（εt）x（一3ερ）（σ一F））｝｝

　　　　　　　　　　　　　　＋εバ麦（1＋t）『2（1＋1ρD一去），

where　we　have　used（3．13），（3．16）り

using（3．13）and（3．15），　we　find　that

　　　　　　　　　　　　lrα｛（∂t一∂。）（x’（εオ）x（一3ερ）（σ一F））｝1

　　　　　　　　　　　≦0α（ε（1＋オ）一1（1＋1ρ1）i＋（1＋オ）一1（1＋1ρ1）一圭）

　　　　　　　　　　　≦σα（1＋t）一1（1＋1ρD－t．

ThUs　we　get
　　　　　　　　　　　　　　　lra’　，Jl　1≦Cαεr－9（1十t）一2（1＋1ρD『S

and　then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　irα」21≦Cαε・一S（1＋t）一2（1＋1ρD｝券，

　　　　　　　　　　　　　　llrα」2目。≦0αε（1＋t）一2（1・9（オ＋M））去

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦oαε薯（1＋t）一髪，

which　ilnplies（3．11）for　1≦εオ≦2．

　　Ca・e　3・2≦εt≦εt±・ln　thi・ca・e・we　have

　　　　　　　　　　　　ω（岡一ε・・一9x（一3ερ）σ（ρ，・）一εズ去。（ρ，・）．

NVe　divide　J　into七hree　parts：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rα」＝Q1＋（？2＋（？3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　35

（3．16）

1　十t　S　6r　S　6（t　十　M）　and　6t　S　2．　Moreover

阪　　　　　　鱗

i鍵籔．灘

」
も
r

、

．
』
下

縢欝．



whei’e

　　　　　Qi　＝：　1“　a’　（o　・tL7　＋　2e3　7・　一　ts3　iip，），

　　　　　（22　＝1“a（一2s37’一i；　1）IT，，，　一　（ai　一　a2　＋　a：i）（　Clp）2　（］“lpp），

　　　　　Q：3　＝　Ta’（（a，i　一　a2　＋　a，3）e37’一g’　（dlp）2　U“　t，p　一　（ai　’u？？　＋　a2　’tvt’u．，r　＋　a3’u）2．．　）A’io）．

Thus　our　purpose　is　converted　to

　　　　　　　　　　11　（［2il　lo　＝　（1］）　（e｛　（1　＋　t）一｛　＋　e‘　（1　＋　t）’i）　for　i　一m　1，　2，　3．

In　thei　support　of　（［2i，　we　have　1十t　；；1　3r　；1；　3（t十！14）　and　then　we　have　（3．13）．　First

we　c．onsider　Qi．　We　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一　一．i　．．”A一．　．　1　．r＞　一A
　　　　　　　「α□ω（・・t）一「α（εブ7（∂一∂・）（∂t＋∂・）ひ（ρ，・）＋4ε・’　一5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U（p，　s））

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝R，　十　R，，

where　the　last　equality　is　the　definition　of　Ri　and　R．2．　Using　（3．13）　a，nd　1十t　S　3r，

we．　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IR・21　S　Caer－t（1　＋　t）一2（1　＋　lpl）一t

and　then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll　R2　1　io　S一　Cav　e（　1　＋　t）　’2　（log（t　＋　！TV4　））i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　Cae－2　（1　＋　t）一X．

Since　（Ot　十　0．）p　＝　O，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　Ri　＝　r“　（e3　r－S（　Ot　一　0．　）｛（1　＋　t）　一i　O，　（p，　．s’　）｝）．

Moreover，　by　（3．8）　and　（3．13），　we　get

　　　　　IR、＋2ε3rα（・一9（1＋t）｝2　0，ρ（ρ，・））1≦0αε3バ去（1＋t）｝2（1＋1ρ1）一多，

　　　　　　　　　　　　　IRi　＋2．r－3ra’（r－gO，，（p，s））1　一く．　C．e3r－g（1　＋t）一2（1　＋　lpl）一i，

where　we　have　used　the　fact

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lror（po，，（p，s））1　，〈．，　c．（1　＋　lpl）’g．

ThUs　we　ob七ain

　　　　　　　　　　　　　　llQill，　S　IIR，　＋　ra（2E：3r－gO，，（p，　s））llo　＋　llR，llo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．　Ca　（e3（1　＋　t）一2　＋　6｛　（1　＋　f．　）一｛）　（3・17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　c．e－2　（1　＋　t）一e．

　　Next　we　consider　（？3．　Using　（3．13），　we　get

　　　　　　lra’（olai”’tw（7・，t）　一e7・一g（一1）‘OS＋MO（p，　s））1　S　C．，i，．，er”g（1　＋　t）一’．
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This　estilllate　yields
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IQ，1≦6・αε3ズ号（1＋≠）『1

a，nd　then　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llQ311。≦0αε3（1＋t）一2（t＋M）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5　　　　　　5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦oαετ（1＋り一丁．

Finally　we　estilnate（22．、Vhen　X（一3ερ）is　equall　to　l　or　Oラwe　find（～2＝Oby（3．11））．

Thus　we　can　assume　1≦一3ερ≦2，’i．e．，（1十1ρD－1≦3ε．　Using（3．8），（3。12）and

1十t≦3r，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I9、1≦0αε4・一去（1十t）一1（1＋iρD一参，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　11Q211。≦（フαε4（1＋t）｝’．

Combining（3。17），（3．18）and（3．19），　we　find　tha七（3．11）is　valid　fbr　2≦6t≦6t1／B

a1ユd　then七ha七is　valid　for　O≦オ≦t1／B・

　　To　finish　the　poof　of（3．3），　we　need　the　fbllowing　propositiolls．

Propositioll　3．1．　Let’v∈σ2　satisf：y　a　wave　equaめfon’

　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　叫・㍉オ）一Σ　or。’β（功∂α∂βv（圃＋ん圃，　M∈R2×［0，・。），

　　　　　　　　　　　　　　α，β＝O

wllere∂o＝∂オa，n・d

　　　　　　　　　　　　　　　lツ（t）1。一£［ッαβ（t）1。＜1　f・r・≦t〈　T．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β＝O

Assumeむha亡fbr　any五xedちv　vanishes　for　large　lxl．　Then　we　ha，ve　for　O≦オ＜T

　　　　　　　　脚）ll・≦3（11Dv（・）”・＋f，tllh（丁川・dT）exp（f。‘1叶）1・dT）・

w1ユere
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　Dv一（∂・V，∂・v，∂2のand　1D7（7）1・一Σ1∂δ7αβ（丁）1・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β，δ＝O

Propositioll　3・2・F（）r　a　smooth　fhncむfo．n　v（xラオ）radfally　5ymme伽。　wfむh　resped

孟olら

　　　　　　　　　　1’v＠，オ）1≦¢、（1＋1a；’1＋オ）一ぎ1（1＋［ト回D一去　”（ti川囲＋l

h・ICIS　where同Stands　f（）r　the　lar．．’est　integer　n・めeXCeed加g　5．

　　Proposition　3．1　is　obta，ined　by　integration　by　pa蹄s　and　Gronwall，s　inequality．

Proposition　3．2　is　so－called　Klainermanラs　inequality　which　has　proved　in　S．　Klain－

enllan［7］and　F．　John［5］．
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　　If　we　show　that

　　　　　　　　　　　IlrCtD（u，（r，t）一w（7’，　t））lio　；ll　C．，Bc一｛　for　a，ny　a’EZ！1一，　（3・：）LO）

xve　find　that　（3．3）　ig．　va！id．　lndeed，　it　follows　froin　（3．20）　and　Proposition　3．2　tthati

　　　　　　　　　　　　10SOiM・（一u，（7一，t）　一　tiv（r，t））1　ll；　Ct，．，．E－g　7・一g　O　：ll　t　S．　t．i，．

for　a・ny　1　and　77z．　Moreover　when　t　lll　2／e　a，nd　r－t　llll　一1／36，　・to（r，t）　＝　er－i／2U（p，　s）．

Thttm
　　　　　　　　　　　　　o．i　Oir’i・　・u，（7一・，t）　＝＝　c7・一S（一1）MOS＋””U（p，　s）　＋　0（E7・一g）

holds．　By　coinbining　above　inequa，lit，y　and　equality，　the　desired　estii’nate　is　obtaine一　cl．

Thus　we　have　only　to　prove　（3．20）．　lf　we　set　v（r，t）　＝　u，（7’，t’）　一　‘u）（r，t），　by　（2．1）　’v

satisfies

OV　＝＝（（LIUt？　＋　a2tLt’ur　＋　a3u？．　＋　O（IDuj14））Auj　＋　！urG（uJt，　u・r）　一“一　eJ（r，t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’

　　　　　　　一　（a，iwt2　＋　a2wtw．　＋　a，3zo；）Azv

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．21）

　　　　　一（aJi　’u・？　＋　a2　’ut’ut．　＋　a，3zt，　？．）A’v　＋　0（iDzt，　141Azi，1）＋！u］rG（u。，吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’

　　　　　　　＋　｛（1’1（‘U‘t　＋　Z”t）’Vt　＋　（Z2（ILtVr　＋　ZL’r’Vt）　＋　a3（lt・r　＋　JW・r）Vr｝A’U）　一　，J（7’，t）．

By　（3．5），　we　have　for　sufi！iciently　small　e　〉　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　Iα・　・iL　？（t）＋α2U細t）＋α3畑・≦1・

Thus　we　can　apply　Proposition　3．1　to　（3．21）．　Since　v（r，　O）　i　O，　we　obtain　for

O　：E｛1　t　f｛｛　ti

　一　　一　　吾

　　　　　　　11D・V（t）Ilo　SC　f，‘ll　（IDur（7）1＋1Dω（丁）Dl叶）1・1△ω（7）1＋I」（7）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ID網D2㍑田Z・。。σ（T）lll。d7

　　　　　　　　　　　　　　　　　×exp（・f，t　ID’u（7）卜ID・u・（r）ldT）・

It　follows　from　（3．5），　（3．10），　（3．11）　and　e2　log（1　十ti／B）　＝　1／B　that

ll酬・≦・・号
ﾚ孟｛　5ε竃（1＋t）一髪＋ε4（1＋オ）一1＋ε2（1＋オ）一11隊）ll・｝dT

　　　　　　　　　　　；S　Ce　一2　＋　C　f，‘　e2（1　＋　T）一i　llDv（7）Ilod7・

Gronwa，11’s　inequality　yields

　　　　　　　　　　　　　ll酬・≦・ε葺eXp（・f。tε2（1＋オ）一一idτ）≦・ε葺・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　38
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This　implies　that　（3．．9．，O）　i’s　va！id　for　cv　＝＝　O．　To　prove　（3．20）　by　induc．tion，　we　casg．　uine

that　（3．20）　holds　for　l　at　l　＝　．s一’　一　1．　For　any　a　with　l　a・1　＝　s，　（3．3）　admits

　　　　　or　cr　tv　：　2　rP（o・t））　＋　rcr　｛（　a，i　’ut　ti　＋　at2’u・t’it　・r・　＋　ai　：3　’u・　？．　）Av｝

　　　　　　　　　　　IBI〈lal

　　　　　　　　　　　＋rα｛（α1（U汁ω∂’Vt　＋　（L2（’・，・tV汁ω。えの＋α3（UJr＋ω。）V。）△ω｝

　　　　　　　　　　　＋　O（iDu　14　IA’u，　1）　＋　一ILu．G（　’u．，　FtLt）　一　Ta’　．T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’

　　　　　　　　　　一（（1・　1　’Uj　？　＋　（L2　’II・　t’U・　r　＋　（lb　：1　’IL　？．）△rα・，＋0（（ID・・，1＋IDωDl△・・卜IDrα・，1

　　　　　　　　　　　＋　tTs－iDz）1（’　msD‘u，　t2　＋　lrs＋i　・w　12）　＋　lrs　，Jl　＋　ITsDzt　14trsAttt，　1

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　十　lrS（；urG（’u，r，　zLt））1），

　　　　　　　　　　　　　　　　ザ

where　Df　＝（Otf，　0．f）　and　rS　＝：　］E）　rA．　By　Proposition　3．1，　we　get　for　O　；1；t：．f

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lA1　＝s

ti／B

　　　　　llDr％（t）ll・≦・ズll　qpα（T）1＋IDω（γ）DI△ω（ア）1仰％（ア）1

　　　　　　　　　　　　　　　　＋　lrs－IDv（7）1（lrsDu，（T）12　＋　lrs＋IDw（T）12）　＋　lrs」（T）1

　　　　　　　　　　　　　　　　1r・Du，（7）1・lr・△ψ）1＋lr・（1，、。σ（r））剛。d7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザ

　　　　　　　　　　　　　　　　×・xp（・ズ‘砂ψ）1・防（ア）1dT）・

Proceeding　as　a，bove，　by　（3．5），　（3．10），　（3．11），　e2　log（1　＋　ti／B）　＝　1／B　and　the　as－

stnnption，　we　ha，ve

llDra’　・v（t）110　；；；C　f，t｛E｛（1　＋　7）’｛　＋　e4（1　＋　t）’i　＋　e2（1　＋　t）一i11Drcr　iv（T）Ilo｝dT

　　　　　　　　　　　　≦・ε号＋・∬オε・（1十7）一i　”Dr　crv（丁川・d7．

Gronwall’s　inequality　yields

　　　　　　　　　　　llDrαη（t川・≦・ε暑exp（・f。‘ε2（1＋7）一1　clT）≦・ε妥・

Again　using　（3．4）　and　the　assumption，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llrαD・（t）口。≦oε号，

f（J）r　any　a　with　lcu　l　＝＝　s．　This　completes　the　proof　of　（3．20）．

　　At　the　end　of　this　section，　we　investigate　the　value　of　the　solution　U　＝＝　U（p，　s）

at　s　＝　1／B　it．e．，　t．　＝　ti／B．　We　assume　that　the　maximum　in　the　definition　of　Ho　is

attained　a，t　p　＝　po，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho＝　一af’（po）一”（po）．　（3．22）
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In　（p，　s）一pla，ne，　we　consider　a　cha，ra，cteristic　curxre　Ag（g　E　R）

s（）lutdion　of　the　following　diff’erential　equation：

　　　　　　　　　　　　（lp　a，

　　　　　　　　　　　　ds・　一

If　we　denote　a　point　on　Ap，　by　（p（

Incle．e，d．

　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　一　（L　JI　”（　po

by　（3．lb）　a，ncl　（3．2b），　wev　have．　along　Ap，

　　　　　　　d“一．．．　．　一L　a

Henc．e　we．　have

t／’（U，（p，一s一’））2　for　．s’IO，　p＝g

　　　　　　　　　　　　s），s），　then　we　find

　　　　　　　　　　　　　　1，　1
　　　　　　　　こ7・（ρ（万）・万）一∫’（ρ・）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　）σρρ（ρ（毒），毒）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（　Up　）2　U，，

which　iinplies　（3．，23）

　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　ズ・・（ρ（s）

Solving　this　equation

つ諺Z

り沼．
Z

5
＜
＝Or

ゴ
ノ
　
　
コ
　

り

　
－
一
）

．
A
1
ー
オ

　
）
葡
ラ

　
Y
、
7

　
－
匝

　which　is　defined　bv　t，he
　　　　　　　　　　　　　　　　　馳ρ

for　s＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho

薦σ，（ρ（・），・）一乙lp・＋i　一・・≦・≦去・

σ・（ρ（・）・・）一乙・p（ρ・，・）一∫’（ρ・）・≦・≦去，

　　　　．　Similarly，　it　followg．　froin　（3．lb）　and　（3．25）　that

　　　　　　，　s）　＝＝　U，，，（p（s），　．s’）　＋　g’　（U，（p（s），　s））2　U，，，（p（s），　s）

　　　　　　　　　＝　一　aUp（p（s），　b’）（Upp（p（s），　．s’））2

　　　　　　　　　＝　一　a」rr’（po　）（　Upp（p（s），　s））2．

　　　　　，　we　obtain　by　（3．2b）　and　（3．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U，，（po，O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う

Upp（p（s），　s）

　　　　　　1

U，，（p（s），　s）

　　　　　　　　　1

1　＋　a，」Z　”（po）Upp（po　，　O）S

　　　　1

．JC’，’　（po　）

＋　a．1　”t　（po　）s，

一　1

（3．23）

（3．24）

（3．25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wt’po　Up（p（s），s）：Z76’一S’

　　　　　　S　1／B．　Thus　（3．24）　follows　from　this　equality．

　　　A加0ザ乞estimates．

From　now　on，　we　investigate　the　behaviour　of　zc　after　t　＝　ti／B．　lf　we　set　v（r，　t．）　＝

　　　　　　the　equation　（1，1）　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　・v…c2幅）＠・・＋i・’一2vr）一・一㌔。G幅）・　（4・1）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω1（ザの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：）Lc　2c　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，rr＋定，。t　£1・こ，r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tO2　（　7”，　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2c　2c　i

where　，（；i　＝　Ot　十　cO．，　，L；2　＝　Ot　一　cO．．　NIVe　find　tt　h（a，t　tp　i　and　’ip　2　s　atisfy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ZVI　＋　’IV2　＝＝　Vr・r：　C（U）2　一　’U）1）　＝　’V・rt，

a，nd　these　irnply

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　1　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’‘L　・r＝ザ2t’ドノ2z’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．．　．　3　3　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　U7’r　＝7’一S（’U）1＋ZO2）一7’一5’　’Vr＋17’一5’v，　（4．：）L）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i．　．　1　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　’・・　rt＝・・一す（ω2一ω1）一互ドすむか

Then　using　（4．2），　we　obtain　the　equalities：

L1　Wl一｛・（α・画塾uの一越一α・・1・r＋・（ID・u13）｝r－9w？

　　　　　　　　　＋0（｛・肉例・1・v21＋・一91D・円D・・，　1＋バ号IDul・i”1｝1ω、1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

　　　　　　　　　＋ズ墓1ω、卜1D・，，卜回＋・一書1ω2日D副D・軒r－21Dvl＋バ3回）

　　　L・ω、一〇（｛7・一i　1w、1・ID’・，1＋バ蓼ID・・卜IDvl＋パ号iDUI　1・回｝1’・Vll

　　　　　　　　　＋・’一±　ID’・，　1・IUI、12＋・一9“　ID・ul・ID　・vl・lw、1＋バ墓1伽、目D・L口”1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　＋r－2　IDv　1＋パ3回）．

In　wha，t　follows，　we　a，ssume　that　there　exists　a　T　（ti／B　〈　T　〈　ti／A）　such　that　the

Cauchy　problem　（1．1），　（1．2）　ha，s　a　solution　’u（r，　t）　for　O　；1　t　；1　T．　ln　（r，t）一plane，

we　consider　pseudo－cha，racteristic　curves　ZS　and　ZZ　which　are　given　by　solutions　of

differential　equations：

　　　　　　　　　　　　dr
　　　　　　　　z天・　　　　　　　　　　　　　　一・（｝のf・・オ≧オか　　A＋tkf・・t一オか

　　　　　　　　：　［（ll17t’　＝　一。（　iLt，　’ut　．）　for　t　ill　tk，　r＝　／tL　一　tfraciB　for　t＝　t・　zis

）vloreover　we　clefine　functions　wi（r，t），w2（7’，t）　by’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ctヲγ・’r一宅，γ・f
∠：2・ヒ，r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’　＝
　　　　　　　　　　　　dt

　　　　　Zi2，，　：　ll’fi’h　＝　一。（　iLt，　’utr）　for　t　ill　t－s．　，　7’　＝　／LL　一　tfraciB　for　t　＝　t・　一一　・

NVe　set

　　　　　　　　　　　　　D一｛（7’，t）1弩≦≦T，（7’，オ）∈z支ドN≦λ≦M｝，

　　　　　　　　　　　　Dt．　＝Dn｛（r，t）　1　t±　，〈．，　t　一く．　t．｝，

where　the　consta，nt　Ai　is　sufflciently　greater　thai）　l　po　l．　Moreover　we　define　the

fu1）ctions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珊一樹∵1小ア）ld・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　照）＝max　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lv（r）　7’）17

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，r）EDt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　照）＝max　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IVr（r，T）田Vt（rの1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（dr，r）EDt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　％（t）＝max　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lω2（r，ア）1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，ア）∈Dt

，騨轡磯難響1騨騨・
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where（7’1（7），ア）∈Z王！v　and（r2（τ），τ）∈Zλ4．　Then　the　purpose　of　this　section　is

fo110Nvi1ユg、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　There　exists　a　constant　O＞Oindependent　of．4乏md　a，11εA＞Osuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　バ　　ユ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（t）＜oε，照）〈oε7，

　　　　　　　　　　　　　　　殉く∂ε，聯）＜∂εい＞1吉オ，　（4●5）

f（二）r（？・，t）∈五）and　O＜ε＜εA．

　　To　obtain（4．5）we　jtlst　have　to　show：

　　（1）（4．5）holds　atオ＝tl／B，

　　（2）If（4・5）holds：for　tl／B≦オ＜オ1，（4・5）also　holds　at　t’＝オ1・

At　first　we　prove（1）．　If（ザ，　tl／B）∈Z弐∩D，　it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝オ⊥十λラ　　　一1V≦λ≦ハ4’，　　　　　　　　　　　　　　　（4．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

then　we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t⊥一N≦7・≦t⊥＋M．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　　　　　　　一　　　一　　B

If　we　takeεsuf且ciently　slnall　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　t，2r－eXP（2）一1＞max（・M－2，2N＋1），

then　we　obtain

　　Be

1十赴
　　　B

For　（r，t，2｝．）　E　ZK，　it　foll

　　　　　　　　　　　　　　　lzL（7’，　t±）1　＝＝

　　　　　’a？一

〇ws　from　（3．5），　（4．6）　and　（4．7）　that

〈　r（ts）〈　2（1＋t＃）

一ズ壱＋M∂
（ze　（A，　t　，b　））　clA

　　　　b710

1，＞t　＋　Ml

　　　　一二

　　P
－S　＝　Co67’

（4．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aA

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦略＋M一・卜1・・L・（t⊥）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦σε（1＋ts）一券

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SC（M　＋　N）e（1　＋　t＋）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈vilEC（IN4　＋N）er－i　＝　Co67’一g，

whic．h　implies　V（ti／B）　〈　Coei／2．　lt　follows　from　（3．4），　（4．7）　and　V（ti／B）　〈　Coe’／2

that　for　（r，ti／B）　G　D，

　　　　　　　　　　　　　　　lv．（r，t±．　）1　＝17’SzL．（r，t，k　）　＋　：“1；　7’一iv（r，　ts．　）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5Crge（1　＋　t±）一i　＋　gCor’一ie－5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜lv／17・ε＋羨・・ε圭（1十t2　　　万）一1・
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If　we　t　ake　e一．　sufficiently　small，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　＋　t±）一’　＝　（exp（g

Thus　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

Siinila，rly　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

Therefore　we　obt，ain　V（ti／B）　〈　Ci　e・　Usin

〈　Ci．　e一　a，nd　an　equality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂オ十∂r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t十r

　　　　　　　　　（r，ti／B）　E　D，we　have　for

　　　lttv，（7i，　t　，i｝．　）1

’Vtr　十　C‘Vr’r

　　　2c

1’vrt　十　vr’rl

　　　　　　　　　　　　　　　　　：3　　　　　　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　））一i　〈　e”・

　　　　　　　　　e2

　　　　　　　　　Ci
l’v・（γ●うな）｝＜デ・

1顧）i＜争ε・

　　　　　　g　（3．5），　（4．8），　V（ti／B）　〈　C」，Ei／2，

　　　　（五。＋竺ゐ、＋生五2　　7’　　　ザ），

（4．8）

V（tl／B）

　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　0（（桔＋7’）一1レ，・（オ者）il　　　B

　　　　　　　　　　　　　O（ε（1＋ts）一1＋ε3（・塊）一1）

　　　　　　　　　　　　　O（E4）．

Thi，　impli・・聯、／B）＜02ε3．　Finally　we　c・n・ide・1（t1／B）・It　f・11・w・丘・m（3・5）・

（4．8）　V（ti／B）　〈　Coe－i／2　and　V（ti／B）　〈　CiE　that　for　（r，　ti／B）　E　D，

1ω1（7㍉オ去）1

＋O（（IVrtl＋1’vrrl）IDitt12）

　　　　　　　　　＋（1’v。t（赴）io＋lv，。（オ毒）10）1加（f・者）11）

tvγ・t－C‘V　・r　’r・

2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜團吉團＋・（（團＋IVrr　1）iDiL　12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：llC”（e　＋　e3（1　＋　ts）一’“i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S｛CiE．

On　the　other　hand，　it　follows　froin　（ri（ti／B），ti／B）　E　ZIN，（r2（ti／B），ti／B）　E　ZM

a，nd　（4．6）　that

　　　　　　　　　　　l・’　2（ti　B）一r・（t±）Hオ者＋M一オ±＋Nl－M＋N・

Then　we　have

　　　　　　　　　　　・（tk）一∠1ご≠）1鵬）1dr≦び（M＋一ε・
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If　we　t　ake　C＞O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　〉　ma，x｛Co　，　Ci　，　C2，　C：3　｝，

（4．or）　is　valid　at　t　＝　t　i／B　for　sufliicient　ly　sinall　s．　Thus　we　hav　e　proved　（1）．

　　To　prove　（2）　we　assume　that　for　fixed　ti，　（4．5）　holds　for　ti／B　；．f　t　〈　ti．　The・

sinoothness　of　the　solution　‘u　guarantees　that　the　inequalitJies　which　are　alt，ered　〈

by　〈＝　in　（4．5）　hold　at　t　＝　ti　．　First　we　s“　hovsT　r　〉　（1　十　ti　）／2　if　6　〈　6，　A．　By　（4．5）　and

the　a，ssuinption　e，2　log（1　十　T）　〈　1／A，　we　obta・in　for　（r（t），t）　E　ZK，　ti／B　1：ll　t　；一｛　ti

（1（7一　一　t）

　　　　　　　＝卜1＝0（1D・，，　12）＝0（ε2（1＋t）一1）

　　dt

lr（t）　一　t　一　Al　；；IC　f，　1，　e2（1　＋　・T）一id7’

　　　　　　　　　　SCe2　log（1　＋　t）

　　　　　　　　　　≦豆．

　　　　　　　　　　一A

This　le．a，ds　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C．　“一．　C
　　　　　　　　　　　　　　　・（tl）≧オ・＋λ一三≧tl　一・A／1一万＞

provicled　ti／B　〉　9“A4十2C／A十1，　which　is　attained　for

sinall．　Y！　ext　we　estinLate　v（r，ti）．

1十ti

（4．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　’

　　　　　　　　　　　　　　　　0＜ε＜εノ1ifεノ聖is　suMciently

By　（4．5）　and　（4．9），　we　obta，in　for　O　〈　e　〈　6A，

lv（　7一，　t1　）1　：

　　　ti十M－fr
　　　　　　　　Vr（A，ti）dA

　　ム

≦Cεlti＋M一ザ1

　　．σ
≦o（二十M十ノv）ε

　　バ　　ユ
＜（りfεs

　　　　　，

ifε、1＜（C／A　十M十N）一2．　Tl・u・V（tl）＜δε券h・1d・．

　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　To　prove　1（tl）〈0εラwe　consider　exterior　derivatives　of　differential　formsω1（lr－

Cω1砒andω247・＋Cω2dt；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂c

　　　　　　　　　　　　　　　　d（ω・＠一・dt））一一（’t・ω・＋5ω1）翻礁　　　（4・10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂c

　　　　　　　　　　　　　　　　d（ω2（研・dt））一（・・（・w・一5ω2）dr　A　dt・　　（4・11）

We　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ＝｛（7・ラt1）∈Dtl　iω1（r，tl）＞0｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ’＝｛（・一，・tl）∈Dt、1ω、（・，t、）＜0｝．

Since　these　are　open　sets　in　Rりんandノ（：’are　the　unions　of　at　rr10St　denulnerable

families｛瓦｝and｛Ils”f．　　　t｝of　open　intervalsラno　two　of　which　have　co111mon　points．

マ
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y
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．4s．　ss　ume　that　K］1　＝　｛（r，　ti　）lri　（ti　）　1；ll　r　，〈．　r2　（ti　）｝・

and　using　Green’s　forn）ula，　we　obtain

　　　　　　一　，／fD，，　（Z［　i’t”’　＋　2÷／　toi）drdt

　　　　　一ズ∵一ム．

Since

　　　　　　　　　　　　　　　ム期＠一醐一・

xv　e，　h　ave

　　　　　　　　／1　’・v・d7一≦∠∵圓略、

Further‘i’nore，　assurne　thatt　K：’　＝　｛（r，　ti）lri（ti）　一く一　r

al’№浮獅撃?ｎｔ　gl’ves

　　　　　　　一ん幽幽）／ψ＋広

　　　　　嬬）1ψ≦∠聯）圓略1

Then，　integrating　（4．10）　over　Dt，

toi（d7’　’　c・（lt）　一　fK　Wi　d7’　一　fz

for　a，ny　A，

上N

wi（c17’　一　cdt）．

　　　　　Oc
JC　i　zvi　＋　’lll一：’1一　’tvi　1　drdt．

　　07’

，〈．，　7’2（ti）｝

　　　Oc

．　Then，　the　san’｝e

Lizvi　＋　一lft－L’　zvi　i　clrdt．

Siunining　up　such　inequalities　corresponding　to　．IN’i　and　IN”，1・，　we　obtain

一・（tiB）＋孤、

Lizvi　＋　51／t．　’tvi　l　drdt

Or

1．）

Oc

　　　　　Oc
」4iwi　＋　Sl／lt．　wi　1　drdt．

（4．1？“）

It　follows　from　（4．2），　（4．3）　and　（4．5）　that

£…V・＋塞ω1一・（｛・一91叫1・v21＋・一t3叫IDZL　1＋バ号ID・・，卜回｝1ω、1

　　　　　　　　　　　＋パ号iω2卜三岡＋，rgltw21・1叫IDvl＋r－21Dvl＋バ・回）

　　　　　　　　　　＝＝O（（6‘（1　＋　t）一’　＋　e2（1　＋　t．　）一2）lwil　＋　E（1　＋　t）一2）

Note　tha，t，　from　（4．9），　we　have

　　　　　　　　lri　（t）　一　r2（t）1　Slri（t）　一一　t＋　！Vl　＋　lt　一　r2（t）　＋Ml　＋M＋N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2C
　　　　　　　　　　　　　　　　　：〈＝　：AV　＋A4＋N

Then　it　follows　from　（4．5），　（4．8）　and　the　assumption　62　log（1　十　T）　〈　1／A　that
罵
、

＝（；）（／t

砒痂期翫
5

十〇1“

；ピ（1　＋　t）一i　＋　e2（1　＋　t）一2）dt　f．i（2，（）‘）／ψ＋な1＋呵∵）dr’）

＝：o（e5　log（i　＋　ti　）　＋　（2’il［iiPC　＋　M　＋　Ar）e（i　＋　ts）一i）

一・（6．3　．2C
奄煤{（tr’＋M＋IV）ε・）．
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Thus　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（ti）　〈　C．3E＋　O（e．2）　〈　（ii’e，，

forε＜εA　ifεA　is　suf壬iciently　slnaユ1．

　　Nie．xt　we．　est，irnate　tv．．．　N7Ve　fix　a　point　（r，ti）　E　Dt，，　tdhen　there　e．xist　Ao　and　xto

such　that　（r’，　ti）　（｛i　ZS，　n　ZL2，，．　lnt，egrating　the　following　equality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」41’V・r　＝　Vrt　十　eV・rr　＝　2CU？2，

a・long　ZK，　fro1n　t　i／B　to　t　i，　“re　fincl

　　　　　　　　　　　　　　卿舳＋三一／11話＠・（7’（f．　），　t））dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　f，　1i　Liv・r（r（t），t）dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2　f，　1’　cw2（r（t），t）dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝o（f，　1i　lw2（r（t），t）ldt），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万

where　（r（t），t）　E　ZK，．　To　estimate　the　la，st　integral　in　the　above　equality，　we　set

　　　　　　　　　　E　＝＝　｛（r，　t）　E　Dt，　1（r，　t）　E　ZS　n　ZR，　Ao　；；　A　and　ps　；；i　xito｝．

By　the　g．　caine　arguinent　to　obtain　（4．12），　we　get　fron’i　（4．11）

　　　　　　　ム！ω・1（醐≦fE∩｛t一，去｝1ψ＋碓2晦÷・d・・dt・

It　follows　from　（4．5）　and　（4．6）　tha，t

砥｝1ψ≦いdr≦聯毒）叫醜）1一・（ε3）・

The　sa，me　a，rgument　to　eE　timate　the　integral　of　ILi’tvi　十　（Oc／ar）’wil　over　Dt，　gives

　　　　　　　　礁・ω・一9／　w2i　drdt≦ffD，，　IL2w・÷・・d脚ε2）・

On　the　other　ha，ncl，　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti　，　．　．　．　．，．　dr
　　　　　　　　　　　　　　　　ム1ψ＋醐一⊥1ω2（7’（t），州（流＋ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9，，
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’t’■ @．　　　　舞．、

for　suf且ciently　slllallε．　These　imply

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠、剛’t）ldt一・（ε2）・　　（4・13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万

ThUs　we　obtali11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・，・（7’．t）一…（λ・＋t±，t，2；）＋0（ε2）・　　　（4・14）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lv描）1≦警ε＋・（ε・）＜ξε．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畠胴♂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＿i

Similalrly　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－v　t（7’，t・）一・，・（λ・＋オかオ去）＋0（ε2），　　　（4・15）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　臨酬くデ・

　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

Thus叩1）〈0εh・ld・・M・re　preci・ely・w・hav・f・・（7’（オ）・オ）∈Zl（、／B），

　　　　　∂1∂1’izi，（・（t），オ）一（一1）・・εパ圭ア’（ρ。）＋0（ε葺バS）f・・Z＋m＝1，　（4。16）

whereρ（！／B）is　the　one　in（3．23）or（3．24）．　Indeed，　if　we　write　7’1／B＝ρ（1／B）十tl／B，

（3．3）and（3．23）illlply

　　　　　　　　　　　　　　・轡（・S’t±）一・（一1）7n　U・（ρ（毒）・去）＋・（・葺）　（4．17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（一1）ητε∫’（ρ。）＋0（ε”2）．

When　m＝1and　1＝0，　using（4．15）withλo＝ρ（1／1ヲ）and（4．17）we　obtain　fbr
（7’（t）・オ）∈z2．（1／B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・㌔州，オ）一面鳴，t±）＋・（ε2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一ε∫’（ρ。）＋o（ε”：）．

The　other　case　shall　be　obtained　by　using（4．14）and（4．17）．

　　Fillally　we　estimate　uフ2（7’，　tl）．　We丘x　a　poin七（？・，　tl）∈Dtl　and七ake　a　constant

μsuch　tha七（r7　tl）∈Z浅．　Then，　it　follows　from（4．4），（4．8）and　the　assumpti（）n

ε21・9（1＋T）＜1μthat　f・・（・（オ），t）∈ZZ，

噺）一醜・蝋1瑳娩（・卿t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4卿），t）dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（　　tl／t　．lli　｛E7（1　＋　t　　B）一1＋ε（1†オ）一2＋ε71ω1㈹オ）1岡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（ε4＋ε741ω1（・（オ）・t）ldt）・
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B＞r　the　sa，ine　a，rgument　to　obtain　（4．13），　we　haxre

　　　　　　　　　　　　　　tl　　　　　　　　　　　　∠一ω1（ザ（の，t）ldt＝0（ε）f・・（・（t）・t）　E　zl“・・

This　iinplies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　lω・（7”，t1）1－1　‘IV・（μ一オかオ去）1＋0（ε4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lilll　C：．i　e一．　’3　＋　O（e‘）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　で＿3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜cご，

for　c一・　〈　EA　if　c”’．　A　is　sufficiently　sinall．　Thus　we　have　finished　proving　（2））　and　then

（4．Jr　）．

　　5．Proof　of　tlle　MailゴLemma．

　　The　following　lemma　play　an　important　role　in　the　proof　of　Main　Leinn’ia．　lt，

will　be　proved　in　Appendix　2．

Lennna．　Let　zv　be　a　s・1ution　in［t。，T］・f・the・rdinaエy　differentia1　equati・n：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SII／＃Ltl　＝＝　dvo（t）w（t）2　＋　ai（t）tw（t）　＋　a2（t），

where　a，．i　i’i．re　continuous　a，nd　ao　lll　O．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　is”　＝　f，，T　ldv2（t）ldt　exp（f，，T　lcvi（t）ldt）・

if　’u，㈲＞llらω（t）　must　satisfy

　　　　　　　　　　　　　t　ix，xx　W（to）　一一一K
ω（オ）・xp（一

ャｿ・（丁）dT）≧

alユd

iv（t）exp（一　．／，，t　cvo（7’）dT）　；；i

fbrオ0≦オ≦T．

　　By　（4．3）　a，nd　（4．5），　we

　　　　　　　　（1

　　　　　　　　（1オ

1　一　（’u）（to）　一　K）　f，t6　cyo（7’）　exp（f，C　cu　i（4）d6）c17一

　　　　　　　　　　　　　定疋フ（オ0）十κ

　　　　　　　　　　　　　　　　1　一　（w（t，）　＋　ls’）　f，‘，　dv，（7）　exp（f，’，　dv，（4）dc）d4

　　　　　　　　　　　　find　thatω1（t）＝ω1（ザ（オ），t）satis丘es

一ω・（t）一α・伽1（≠）2＋α1（加・（オ）＋α・（オ）f・・オ雪≦オ≦T・
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岬

al・ng　Zh（1／B）・wh・・e

　　　　　　　　　　　　　α。（t）一｛・（α1耐等U．）一等πr幅｝・一去・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　α1（t）＝0（ε4（1＋t）一1＋ε2（1＋≠）一2），

　　　　　　　　　　　　　α、（t）＝0（ε（1＋t）一2）．

It　follows　fro111（4．5），（4．9）and（4・16）that

　　　　　　　α。（t）一一αε∫’（ρ。）バ1＋0（ε毎ズ1）

　　　　　　　　　　　　一一a，εJl’（ρ・）（・＋オ）一・＋・（ε一2（・＋t）一1＋←±，）ε）

　　　　　　　　　　　　一一aε∫’（ρ。）（1＋オ）一1＋0（ε毎（1＋り一ユ）．

Since　Ho＝一α∫’（ρo）．7’”（ρo）＞0りwe　can　assu111e　without　loss　of　generality　that

一α∫’（ρ。）＞Oand∫”（ρ。）＞0．　Thi・assumpti・n　gua・antee・α・（オ）＞Of…u缶一

ciently　s111a11ε．　Moreover　we丘nd　that

　　　　　　　eXp（　　　　t±f，‘1　CYI（T）d7－exp（・（∠iε・（1＋ア）一1dτ）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・xp（0（ε41・9（1＋t））＋0（ε41・9（1＋tS）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝exp（0（ε））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1＋0（ε）f・・tt≦t≦Tl

　　　　　　　　　　　　　　　　Kイ1α2（t）lexp←f，1　a・，（ア）融

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万　　　　　　　　　　　　　　　万

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（（・＋ε・）εf，f（1＋t）一2・dt）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一〇（cn（1　＋　t±）一1）＋0（ε（・＋T）一’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0（ε3），

　　　　　　　　　　　　　　4⑳呵評（ξ）dξ）d7

　　　　　　　　　　　　一（・＋・¢））（蜘）＋・（ε｛））4（・幽

　　　　　　　　　　　　一←aε」1’（ρ。）＋0（ε葺））（1・9（・＋t）一1・9（1＋tt））

　　　　　　　　　　　　　　　　　for　t＿L　≦；オ　≦　二Z「，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　　一　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　49
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翔

if　e　〈　eA（〈　A）．　On　the　other　hand，　by　（3．5）　and　（4．5）

　　　　　岬一。品等叫

　　　　　　　　　　一1蝋t±）一鳴）＋・（ID・’・11Dit1・）

　　　　　　　　　　　“
　　　　　　　　　　　　1　4　．　I　i　．　　．　1　－！　．　1　－4i
　　　　　　　　　　＝旙蝋t±）一至黎”（t±）＋至・音2㍑・（tk）フ去2曜吉）

　　　　　　　　　　　　＋　gri，　ts2　zt　＋　o（e．6）

　　　　　　　　　　一1・削去）一1・芸蝋t者）＋・（ε・），

where　ri／B　＝　ti／B　十　p（1／B）．　Using　（3．2b），　we　ol）tain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　1．　一　s
　　　　　　　　　　　　　　　ω1（tk）＝εσρρ（ρ（万），万）＋o（εて）・

By　（3．24），　we　ha，ve　U，，（p（1／B），1／B）　〉　O　and　therefore　wi（ti／B）　〉　K．

a，pplying　（5．1）　to　’iv　＝　wi　with　to　＝　ti／B，　we　find　that　wi　inust　satisfy

　　　　（1　＋　Ce）zvi（t）

　　　＝　1　一　（zvi（t）　一　Ce3）（一a，eJl”（po）U，，（　zl｝　）　一一　Ce　一45　）（log（1　＋　t）　一　log（1　＋　tk））

　　　　　　　　　　　　　　　eU，，（　一2；　）　一　Ce｛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　　　t⊥　　≦　オ　≦　Tっ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

Thus，

　　　　　i．：：LLN　”’　lll　（1　一　Ce）iT：．：（一：Ei［一　a，Jl　t　po　u　p（”一i　N）　tS一．．’　celj（E2　log（1　＋　t）　一　’L）

　　　　　　　　　　　　　　　　σρρ（LB）一〇ε去

　　　　　　　　『1一響＋・（1　　1A　　B）ε去　　　　（5’4）

　　　　　　　　一諺｛lll）テ銑去forオ者≦オ≦T，

if　e　〈　E．A（〈　（1／A　一　1／B）一8）．　Since　the　right　term　of　（5．3）　is　positive，　the　follwing

n）ust　hold
　　　　　　　　　　　　　　　　　　e2　log（1　＋　T）　〈　th　＋　Cek．

If　xve　t・ake．　e　A　g．　uch　that　1／Ho　十　Cei／8　〈　1／A　for　6〈　cn　A，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　．一2　10g（i＋T）　〈　：li　for　6〈　eA・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　50

　　　　　レ（一αア’（ρ。）σ，ρ（毒）一〇ε去）（ε21・9（1＋オ）一去）

where　Up，（1／B）　＝＝　Upp（p（1／B），　1／B）　and　C　is　a，　constant　depending　only　on　B，　．L

g，　po，　a，　and　A／f　and　it　varies　frorn　line　to　line．　By　（3．24），　we　get

　　　　ω、（オ）　　　　　　σρρ（毒）一〇εを
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、
．

r［1］his　c．ompletes　the　proof　of　the　］Nilain　Lemma．

6．　The　asymptotic　behaviour　of　the　solution　near　the　blow　up　point

　　．Ag．　we　sta，ted　in　section　：7L，　we　study　the　behavi’or　of　wi（t）．　Note．　that　since　zvi　is．

de，fined　by　the　solution　iu，，　tvi　does　not　always　exist．

Theorem　2’．　For　any　b一　〉　O　there　exists　an　cc　6　〉　O　such　tha，t　w　i（t）

ii］　4／B　：S　t　S．　ti／H，　一6　，，　if　s　〈　et　an　cl　at　the　point　t　＝　ti／H，　一6

is　well－defi’necl

「
卜
二
圏
聖

hol（ls．

聖1（意 e．2
@ioga　＋　t））3g’一1－2i（t）　＝＝　th－」p’”（po）

Here　we　use　the　notation　62　log（1　＋　ti／H，一6）　＝＝　1／Ho　一　6・

　　As　a　corollary　to　this　theorern　we　obta，in　Theoren’｝　2　in　section　2．　ln　［2］，　we　have

prove．d　that　t，here　exists　a，n　ei（6）　〉　O　such　that　for　e　〈　ei（6）　the　Ccauchy　problei’n

（1．1），　（1．2）　ha，s　a　srnooth　solution　in　ti／B　S　t　一〈．　ti／H，一6　and　therefore　wi（t）　is

well－defined　in　the　same　interval．　Thus　we　ha，ve　only　to　prove　that　for　any　77　〉　O

there　exists　an　eo（bfi，　ny）　〉　O　suc，h　that　for　s　〈　eo（6，　ny）

法一ε21・g（・＋t・）ω乎） 翫∫”（ρ・）
〈　77

holds　at　t　＝　ti／H，一6．　As　we　stated　in　above，　for　e　〈　ei（6）　since　’wi（t）　is　well－

defined，　the　orclinary　differential　equation　（5．3）　make　sense　in　ti／B　；；　t　；S　ti／H，一6・

Thus　we　obtain　（5．4）　with　T　＝　ti／H，一6．　Notice　that　we　are　able　to　change　ei／8

with　e．i／4　in　（5．4）　because　of　1／Ho　一6　〈　1／Ho，　lf　we　take　t　＝＝　ti／H，一6　in　（5・4），

O

（
cn2　10g（1　＋　t））　1！！1’一YL2（t）

　　　　　　　　　　　　6

　　　1　一”．　．　一　，
〉一一　（　IZ｝6一　」i　’”（po）　一　　　　　　　　　　　　　C6　一4　）

±　一　62　log（1　＋　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ「ε21・9（1十t）＋0ε去

　　　1　　　　　δ　　　0δε去
＝瓦ア”（ρ・）δ＋σε「δ＋。ε去

　　　1　　　0ε去　　0δε去
＝瓦∫”（ρ・）一δ＋。ε去一δ＋。ε去

holds．　There　exi’sts　an　62（6，n）　〉　O　such　that　for　c“　〈　e2（b一，　op）

cε去 。δε去

？，　．e．，

十　　　　　　　　　く　77，
　　δ＋cε去
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h（）lds．　Sii’nilarly，　using　（5．2）　vLre　find　that　there　exists　an　63（6，　7’7）　〉　O　such　thadt　for

c一
@〈　E．3（b”，　7］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　（　z16一　一　e2　log（1　＋t））IEtEl－ll＞一！LZ一”1．（t）　一　Eli6一．7　”’（po）　〈　77

h（）lds．　Thus　if　we．　take　e’一〇（　6’，　71　）　＝　min（　ei　（　b一　），　e一　一2　（6，　77　），　c一　：3　（　b“，　77　）），　we　get　for　e　〈　t－o（　b’　，　72）

　　　　　　　　　　　　　　　　E（　th　一　6，2　log（1　＋　t））IEt！EVUV　’．，　t）　一　tX　．1’”（po）1　〈　77，

which　i1nplies　that　Theorein　2’　holds，
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　　7．　Application．

　　The．　vertica，1　inotion　of　nonlinear　vibra，ting　membrane　is　governed　by　the　equa，一

tiO11：

　　　　　　　　　　　　utt　一　div　（一7ifili　’i‘　）　＝　o，　（xi，t）　E　sie　×　（o，　T）．　（6．i）

The　total　energy　E（t）　at　tiine　t．　has　a，　forni

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（t）一ゐ（・・’　？＋・＋1叩…　e

where　st　is　a，　bounded　doma，in　in　IRI2　with　srnooth　boundary　aSHZ．　Let　a　solution　・u，

t，o　（6．1）　satisfy　initial　condition　and　Diric．let　or　Nuemann　boundary　condition，

　　　　　　　　　　　　　　　　zt，（x’，　O）　＝　e　f（x　），　’u　t（　a））　＝　e　g（　r），　，x’　E　SI－lt，　（6．2）

　　　　　　　　　　　　　u・　：O　or　n・・Vu，＝O，　（ar，t）EOSQt　x（O，T），　（6．3）

where　n　stands　for　the　outer　unit　norina，1　vector　to　OSZ．　Then　the　conservation　la，w

of　tl）e　ener’g．v　holdq．　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（t）　一　E（O）．

For　the　equation　of　nonlinear　vibrating　string　corresponding　to　one　space　dii’nension，

S．Klainermall　and　A．　Majda［8］have　proved七hat　slllooth　solutions　with　slllall　initial

da，t，a　and　with　Diriclet　or　Neumann　boundary　condition　always　develop　singula，rities

in　t，he　sec．ond　order　derivatives　in　finite　tinie．

　　For　our　problem　when　S）　is　a　ball　in　R2　with　ra，dius　R，　radially　symmetric

solutions　to　the　initial－boundary　value　problem　（6．1），　（6．2）　and　（6．3）　blow　up　in

finit，e　time，　though　we　can　not　determine　the　radius　R，　in　advance．　ln　fact，　if　we

write　r　＝　lar　l　the　equation　（6．1）　is　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uttt　一　c2（zl・r）（eqr　＋　！urr）　＝：　［！L’　G（’u・r）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7’　7’

witlTI

　　　　　　・2（’・，　．r）一1－lul＋・（團3），σ（z・・　r）一・（團2）nea・u・r一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　“

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　52

i
　
一
」
－
’
b
　一
　
　
　

レ
　
ト
　
ー
ー
ー
ー
ト
ト
“
：
　
卜
　
ー
レ
ー
ー
F
、
距
レ
ー
ト
し
」
5
ト
ー
ー
ー
ー
レ
『
」
江
卜
．
」
．
一
．
．
－
圏
』
．
巳
　
ト
」
彫
h

’
し
い
爵
k
．
．
「
．
卜
揖
．
’
ド
臥
糠
り
「
菖
：
’
㍉
：
　
．
・
ポ
簑
讐
尾
罪
ギ
霧
距
．
鷺
亙
ド
ド
蔽
ド
摩
歓
＝



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’じ』誉欝讐：群響欝欝i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∵，．IJ二∴，
　　　　　　　　　　　　　　　．一．　　　　　　　　．．　　　　．一　一　．一　－一一一『圃了－”　　『．　　　　　　1　『　…P’幽冒　　”．　　　一’．圃一．L一一t一｝一”　　　　　　　　　　．　一　　一一’一．－　　　　　　　一　一　　一．　　　　「一一山　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「を、1．　　一「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／

Thus　applying　Theoreiin　1　to　the　initiaJ　value　problein　（6．1）　and　（6．2），　we　obt，ain　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．lttmo，fi”210g（1＋T．）＝rk，　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　詠

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鼠一・識（1ア’（ρ）∫〃（ρ））・　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ豊
This　fac．t　ii’nplies　tha，t　if　we　ta，ke　T　〉　1／H．，　then　for　sufficiently　s1nall　eo　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ts，　〈　exp（一fli；）　一　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こO

If　we　t，a，ke　the　ra，dius　R，　greater　than　exp（T／e20）　一　1　十　A4，　the　solution　g．　blow　up

before　the　distervances　reach　the　bounda，ry．　Thus　the　solution　to　（6．1）　and　（6．2）　ig．

alsL　o　the　solution　to　（6．1），　（6．2）　and　（6．3）　which　blows　up　in　finite　tinie．
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Appendix　1．

　　It　relllains　to　prove

　　　　　　　　I∂1∂ll？IU（ρ，・）1≦Cl，mβ（・＋1ρ1）一i－i一　f…≦・≦去，（3・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（ρ，s）＝O　　　for　　　ρ≧Mう　　　　　　　　　　　　　　　（3・9）

for　the　solutionσ（ρ，5）of　the　initial　value　problem（3．1a），（3．2a）．　Along　the　sa111e

argument　to　obtain（3．23）we　get　fbr（ρ（5），3）∈Ag

　　　　　　　　　　　　　σ，（ρ（・），・）一σ，（q，・）一∫’（q）f…≦・≦去・　（A・1）

Henceり1）y　the　definition　of　characteristic　curves　Aq，ρ（s）can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（・）一9＋量（∫’（q））・・f…≦・≦去・　　（A・2）

On　the　other　hand，　it　has　been　known　that∫satisfies

　　　　　　　　　　　　　　券ア（ρ）≦∂k（・＋1ρD一去一たf・・ρ∈R・　（A・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（ρ）＝O　　fbr　　ρ≧M　　　　　　　　　　　　（A・4）

e．g．：L．　H6rnlander［1］．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　暑（一’（g））2・≦1望碁子≡・｛，
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「

，一　：　・lt．　r．　一 黶D＝t
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　　　∴，三潟l

PL　　　　　　　　；　　　　　　　一＿■一

　　　　「　　　　　　　　　二

where　the　last　inequality　is　the　definition　of　C｛．　At　first　we　prove　（3．8）　for　1　＝　1

and　n？，　＝　O．　When　lp（．g’）1　：1　2Cl，　we　find　that・　for　（p（s），　．s＋’）　E　Aq

　　　　　　　　　　1　U，　（p（　一s’　），　s）1　＝＝　i．7　’，，　（q）1　；；i　ii　；；1　t・’i（1　＋　2C，’　）　lgS　（1　＋　2Cl　）一　t’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：；i　（liF，（1　＋　2CO　t“　（1　＋　lp1）’g．

“”hen　l　p（．g）1　llli；　2　Cl　，　it　follows　from　（A．2）　that

lql一
ρ（・）一号（∫’（q））2・ 　　　　　　　　　　1

≧1ρト。｛≧至1ρ1・

ThUs　we　obtain

　　　　　　　　Iσ，（ρ（・），・）1－1ア’（q）1≦δ、（1＋lql）一芸≦2西∂、（1＋1ρ1）一書．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Therefore　if　we　take　O1，0β・＝01（1十20｛）3／2十2＞厄01りwe丘nd　that（3．8）is　valid

for　1＝1and　m＝0．　When　1＝Oalld　m＝0，（3．1a）and（3．2a）imply　that　for　a，ny

（p，．tf・）∈R×［0，1／B］

　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（ρ，・）一σ（ρ・・）＋∠8£σ（ρ，・）d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∫（ρ）一点・（ρ，・））3d・・

Thus　we　obta，in

　　　　　　　　　　　　　IU（p，　s）1　；；1　C70（1　＋　lpD－i　＋　Yt’1　Ci3，0，B（1　＋　lpl）一g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；；1（tto　＋　｛lit［i17’1　ci3，0，B）（i　＋　1p1）mi

This　implies　that　（3．8）　is　valid　for　1　：　O　and　772，　＝　O　if　we　take

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C・，・β一δ・＋暴・ぞ，。β・

Ne．　xt　we　prove　（3．8）　for　general　1　！　2　and　m　＝　O．　Let　s’　（0　5　s　S　1／B）　be　fixed

a，rbitrarily．　Then　for　any　point　（p，　．s’），　there　exist　a　sinooth　curve　q　＝　q，（p）　g．　uch

tha，t　（p，　s）　E　Aq．　Differentiating　（A．1）　with　respect　to　p，　we　find　that　for　1　ll　2

∂1恥）一
煤Gi∫（2’＋1）（q）m漂x砺ω（霧）m・（ゴ）（ge29）m・（ブ）…（継）一（ゴ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．5）

“7here

X一｛m（ゴ）∈Z＃一’1　ml（ゴ）＋m2（ブ）＋…柳ト、（ブ）一ブ，

　　　　　　　　　　　　　　mi　（／’）　十　2m2（］’　）　十　・　・　・　十　（Z　一　1）mi一一i（1’）　＝　1　一　1｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　54

盈「，4＿・，

　導磐袖
lj，・・一二≒卜

　　斗幽．’・・　．　’．i－－一

1’i　’

　
e

　
ド
七
』
『
ド

h
．
ヤ
イ
一

す
・
　
隠

・
上［

b
一
　
　
↓
．

一
概
　
一
F
・
‘

」
　
　
．
二
　
　
而

コ
．
一
、
「

　
⊥
．
●
一
．
■

長
歌
言
詮
隠
謎
鼠
搾
綜
漉

∴
塞
㍉
礎
三
一
譲
三
田

島．＿言言鍵辮饗1…惑鱗欝藻 辮灘…．藤　懸泥

角
聾
．
、
　
＾
尋
丁

寧
？
灘

　
　
－
藤
韓
　
　

匹

讃
．
，㍊

膨

．
弓
田
弱
，
彰



り
一
　
7

謁
乳

、、

く
・

覧

い

∵

L
．

↑

　
二
も

．
－
事

一，

`

．
ρ
．

．
’
・
ψ

μ
ご
隣

伽
．
」
蜘

「
窪
b

On　t，he　other　ha，nd，　different，iating　Oq／Op　＝　（Op／Og）一i　with　respect，　t，o　p，　we　find

that　for　k　〉一　2

券一二潔yσ一（璽Op）一（雛）一）…（募ll）一（ゴ）・一（A．6）

xvhe．i’e

　　　y一｛N（．フ）∈Z年一1　PVi（ブ）＋N2（ブ）＋…＋Nん一1（ゴ）＝ゴ＋1，

　　　　　　　　　　　　　N1（2）十2N2（ブ）十…　　十（1く，一1）．八「k．＿1（ブ）＝＝ん十1｝．

r／lore，over‘　b．v　（A．2），　（A．3）　and　the　saine　arguinent　in　the　case　1　＝　1　a，nd　77？，　＝　O，　we

obtain

Using　（A．7），　we　get

の
可
㌔

　
　
∂

．ll，L，：．’　1　m〈．　Ci，

研≦oた（1＋1ρD

q
O
’
q

∂
∂
ん

　
　
∂

ll，L’　1　S　C，，

S）／li’．　1　IIIII　Ck（i　＋　lpl）

一3－k一

一3一た

for　k　1｝il　9“．

for　k　22．

（A．7）

（A．8）

Tllus　it　follows　from（A．5）a，nd（A．8）that

　　　　　　　　　　　ど　エ　　　　　　　　　　　トユ
　　1∂Lu（ρ，・）1≦Cl，BΣ（1＋1ρD一圭＋1　H（1＋1ρD（＋：3）蝋ゴ）

　　　　　　　　　　　．プニ2　　　　　　　　kニ2

　　　　　　　　　　　ぽ　ユ
　　　　　　　≦qβΣ（・＋1ρD一圭一ゴー1（・＋1ρD一Σ織（k－1）蝋ゴ）一4瑞・蝋の．

　　　　　　　　　　　ゴ＝1

Sillce

　　　　　　　　m2（フ）十2m3（ブ）十…　　十（1－2）ml＿1（ブ）＝♂一ブー1っ

　　　　　　　　　　　m2（フ）＋m3（ブ）＋…＋m」一、（ブ）≧0，

we　have
　　　　　　　　　　l∂1乙r（ρ，5）1≦q，oβ（1＋1ρD一去一ゴー1一’＋1＋ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　≦Cl，oβ（1十1ρD一去一1．

Next　we　assullle　that（3．8）holds　for　any　l　and　O≦m≦k－1．　Differentiating　the

equation（3．1a），　we　have

　　　∂1∂ξσ（ρ，・）一Σσ∂号1∂1＋β・σ（ρ，・）∂3・∂3＋β・σ（ρ，・）∂S・∂1＋β・σ（ρ，・），
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ミ
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’

where

　　　　　　　　　　　　　　　ai　＋　a’2　＋　a・3　＝1　and　／3i　＋　52　＋　／3：3　＝k一　1．

Thus　xve　have
　　　　　　　　　　　　　　　　lOSO，kU（p，　．s‘一）1　：：；　Ci．k，B（1　＋　lpl）一tra　一4（kvi）一・3－t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　II；　Ci，k，，B（1　＋　lpl）’ts’　一4k－t．

Thig．　coi’npletes　the　proof　of　（3．8）．

　　Finally　we　prove　（3．9）．　lf　p　1．ll　Atl　and　（p，　．s’）　E　Ag，　we　find　g　lll　A4　because　of　trhe

uniqueness　of　Aq．　lt　follows　froin　（A．2）　a，nd　（A．4）　t，ha，t

　　　　　　　　　　　　　　U，（p，，s・）＝．」C”（g）＝O　for　p　llll　M，　O一く一　一s一‘　一く一　±・

Thus　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　U（p，　s’）　＝O　for　pl　M，　OSs　〈．．　±，

which　ii’nplies　（3．9）．

　　Appendix　2．

　　Here　we　prove　Lernmca　in　section　5．　At　first　we　consider　the　ca，se　cvi（t）

IfVi　（1）　be　a　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　曙（t）＝α。（オ）（町オ）一K）2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　隅（to）＝ω（オ0）

and　se七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　聯）イα2（T）ldT・

Since．　aio（t）　！　O，　we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T／Vi（t）　lll　zp（to）　〉　K　＝　1’1！’2（T）　〉　1’V2（t）

and　that
　　　　　　　　　　　　　（W，　（t）一W2（≠））’＝α・（オ）（珊（オ）一K）2－iα、（の1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦α・（t）（町オ）一掬（t））2＋α2（オ），

　　　　　　　　　　　　　VVi　（to）　一　VV2　（to）　＝W（o）．

Thus　the　usual　coi’nparison　theorein　leads　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珊（t）一脆（オ）≦ω（オ）．

By　solving　（A．9）　and　（A．10），　VVi　（t）　is　represented　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（オ。）一K
　　　　　　　　　　　　　　　　w1（オ）　K＋

1一（ω（t・）一一・K）鵡α・（T）4ゲ

：’＝@O．　Let

　　（A．9）

（A．10）

（A．11）
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Subst，ituting　this　equality　in　（A．11），　　　　　　　　　　　　　　　we　ha，ve

　　　　　　　　　　　　　　　　U，（オ0）一ムr
zv（t）　llll　．Zs”　十

　　　　　　　　　　1一（’IV（tO）一蝋tα・（ア）d7

　　　　＞　　ω（to）一K

一　1／V2（t）

．τき羅濁＿一．．．／…・

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　1　一（zv（to）一　K）　．f，‘，　a’o（7）d7　’

This　iinplies　（5．1）　for　a・i（t）　＝一　O．　On　t，he　other　ha，nd，　if　we　let，　VI／13（t）　be　a　solution

of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　嘱（t）＝α。（オ）幅（オ）＋κ）2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　晩（to）＝・w（t・），

then　we　find

（VV，　（t）＋町≠））’＝α・（オ）（購（オ）＋lr）2＋1α2（オ）1

　　　　　　　　　　　　　≧α・（t）（購（オ）＋脆（オ））2＋iα、（オ）1，

　　　　　　　　　　　　　1／V3（to）十　W2（to）　＝’w（to）．

Since　1・’V3（t，）　is　represented　by

　　　　　　　　　　　　　　　聯）一一A”＋1一（　’tv　（to）　＋　ls’w（to）　＋　K）　fi　dvo（7）d7，

“アe　（）1こ）t乏しirl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（t・）＋与　＋聯）
　　　　　　　　　　　　　zv（t）　；：；1　一A”　＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　一　（’tv（to）　＋　K）　f，‘，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αo（τ）dア

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈一．（to）十Iy

　　　　　　　　　　　　　　　　＝1一（ω（t・）＋K）鵡α・（7）dゲ

this　implies　（5．2）　for　dvi（t）　E　O．　For　the　general　case，　setting

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VV（t）　＝＝　zv（t）　exp（一一　f，，t　dvi（7）dT）

and　a，pplying　the　results　just　proved　to　VV（t），　we　would　obta，in　the　inequalities

whic，h　we　wa，nted．
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