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A　study　of　closed　hypersurfaces　with　constant

　　mean　curvature　in　a　Riemannian　manifold

　　　　　　　　　　　　　　Tsunehira　KOyANAGI

Department　of　Mathematics，　Hokkaido　University

1 Introduction

We　consider　a　hypersurface　V”　imbedded　in　a　Riemannian　manifold　R”＋i　of　n　十　1

dimensions．　Let　us　denote　by　gba　and　hb．　the　first　fundamental　tensor　and　the　second

fudamental　tensor　of　V”　respectively．

　　　Now，　if　we　denote　by　k1，k2，…，kn　the　principal　curvatures　ofレπ，　that　is，　the　roots

of　the　characteristic　equation

det（hba　一　kgba）　＝　O，

then　the　u－th　mean　curvature　H．　of　V”　is　defined　to　be　the　u－th　elementary　symmetric

function　of　ki，k2，…　，h．　divided　by　the　number　of　terms，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　¢）Hv一。、〈2　kcikc2　’”　kc．　（1　一く　v　．〈　nC2＜一・くCレ）・

Particularly，　for　a　surface　V2　in　an　Euclidean　space　E3　of　three　dimensions，　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝　S（ki　＋　k2），　K＝　k，　k，，

and　we　call　H　and　K　the　mean　emvature　and　the　Ga2Lss　curvature　of　V2　respectively．

Accordingly，　H　is　equal　to　Hi　and　K　equal　to　H2．

　　　VV「hen　hba　are　proportional　to　gbαat　a　point　1）of「レ「n，　the　point　」P　is　called　an

umbilic　point．　Then　it　is　easily　seen　that　a　point　P　is　umbilic　if　and　only　if　n　principal

curvatures　b　e　equal　at　P．

　　　The　spheres　are　characterized　by　various　special　properties　of　a　closed　surface　in　an

Euclidean　space　E3．　ln　the　present　paper　a　closed　surface　means　a　compact　connected

surface　without　boundary．　In　particular，　lt　ha　s　been　proved　that　a　closed　surface　in

E3　is　a　sphere　if　and　only　if　the　Gauss　curvature　K　of　the　surface　be　constant．　On

the　other　hand，　it　is　proved　that　a　sphere　is　a　closed　surface　with　constant　mean

curvautre　H．　When　K　〉　O　holds　good　at　every　point　of　a　closed　surface，　the　closed
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surfa£e　is　ca皿ed　an　ovaloid・It　has　been　proved　by　H・Liebmann［15］2　that　the　only

ovaloid　with　constant　mean　curvature　H　in　E3　is　a　sphere，　This　result　was　the　starting

point　of　various　interesting　investigations　of　closed　surfaces．　Afterward　this　result　was

generalized　for　a　closed　convex　hypersurface　in　an　n－dimensional　Euclidean　space　E”．

Many　investigators　have　studied　characterizations　of　the　sphere　from　various　view－

p＝oints，　and　there　exist　many　interesting　investigations，　for　instance，　Chern’s　work　［3］

about　generalizing　the　condition　H＝const．　in　the　Liebmann’s　Theorem．　ln　th6S6

investigations　the　integral　formula　of　Minkowski　type　has　played　one　of　the　important

role．

　　　Let　V2　be　an　ovaloid　in　E3．　Then，　as　the　well－known　integral　formula　of　Minkowski，

we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．，（Kp　＋　H）　dA　＝　o，

wher－e　p　denotes　the　oriented　distance　from　a　fixed　point　O　in　E3　to　the　tangent　space

of　V2　at　P　and　dA　is　the　area　element　of　V2．　This　formula　was　generallzed　｛or　a

closed　oreintable　hyp　ersurface　V”　in　E”＋i　16］．　Afterward　Y．　Katsurada　［8，9］　derived

the　integral　formulas　of　Minkowski　typ　e　for　a　closed　orientable　hypersurface　V”　in　an

（n　十　1）一dimensiona｝　Riemannian　manifold　R”＋i　admitting　a　conformal　Killing　vector

field　Ci　and　gave　certain　characterizations　of　an　umbilical　hypersurface　in　R”＋i．　The

analogous　problems　for　a　closed　orientable　hypersurface　V”　in　a　Riemannian　manifold

jRrZ＋i　have　been　discussed　by　many　investigators．

　　　It　is　one　of　the　interesting　problem　to　find　certain　conditions　for　an　umbilical　hy－

persurface　in　a　Riemanniat　t　manifold　to　be　isometric　to　a　sphere．　lf　every　p　oint　of　a

closed　orientable　hypersurface　in　E”＋i　is　umbilic，　then　the　hyp　ersurfce　is　isometric　to

a　sphere．　However，　in　a　general　Riemannian　manifold　we　can　not　expect　the　validity

of　the　same　result　even　if　every　point　of　a　closed　orientable　hypersurface　is　umbilic．

Some　investigators　［10，21］　gave　some　results　on　this　problem，　making　use　of　Obata’s

Theorem　［16］．

　　　The　concircntar　transformation　is　by　definition　a　conformal　transformation　carrying

any　geodesic　circle　into　another　one．　A　vector　field　generates　Iocally　a　one－parameter

group　of　transformations．　We　shall　say　a　vector　field　to　be　tsometric，　homothetic，

eoncircntar　or　conformal，　if　it　generates　a　oneparameter　group　of　corresponding　trans－

formations．

　　　A　proper　conformal　Killing　vector　field　C　with　components　ei　is　chara£terized　by

the　so－called　conformal　Killing　equatien

（1・1）　　　　　　　　　　　　　SξGゴi≡▽ゴξ¢＋▽‘ξゴ＝2ΨGゴi，

for　a　non　constant　scalar　field　W　which　is　said　to　be　associated　with　6i，　where　C」・i，　t4　C」i，

and　Vi　denote　the　metric　temsor　of　R”＋i，　the　Lie　derivative　of　G」i　with　respect　to　C，

盤豊e需響「r譜P黙td’ffe「entiation　W’th「espect　to　Ch「istoffel　symbols｛夷｝

　　2Numbers　in　brackets　refer　to　t　he　references　at　the　end　of　the　paper．

‘
．
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It　is　known　that　in　order　that　ei　is　concircular，　it　is　necessary　and　suMcient　that　the

associated　scalar　field　W　satisfies　the　equation　，

（1．2）　V，‘ViW　－ipG，・i　（［7］），

where　ip　is　a　scalar　field．

　　　We　shall　call　a　scalar　field　W　in　R．＋i　satisfying　an　equation　of　type　（1．2）　a　concir－

czLlar　scalar　field．　lf　ip　is　linear　in　W　with　constant　coefficients，　that　is，

（1．3） ip　＝　pW　＋　a，

where　p　is　a　non　zero　constant　and　a　a　constant，　then　W　is　called　a　speciat　concircular

scalar　field　［181．

　　　For　instarice，　let　Rn＋i　be　an　Einstein　manifold　with　non　zero　scalar　curvature　R

which　admits　a　proper　conformal　Killing　vector　field　eZ，　that　is，　Ct　satisfies　the　equation

（1．1）．　Then　it　is　known　that　the　associated　scaJar　field　W　satisfies　the　equation

（1・4）　V」　ViW　＝　一i7（i．firsl　1）　WC」i　（R　＝：　non　zero　const．）　（［23，　21，　19］），

that　is，　W　is　a　special　concircular　scalar　field　such　that　p　＝　一一（R／n（n　十　1））　and　a　＝　O．

　　　The　author　has　studied　closed　hypersurfaces　with　constant　mean　cu　rvature　in　a

Riemannian　manifold　R”＋i　admitting　a　conformal　Killing　vector　field，　or　in　Rn＋i　ad－

mitting　a　special　concircular　scalar　field．　lf　H2　is　constant　and　the　principal　curvatures

ki，　lp，　・　・　・　，　k．　at　each　point　of　Vn　are　positive，　then　H2　is　positive　constant，　because

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n2）H2一轟麟

This　property　ha8　been　the　turning　point　of　our　study　of　a　closed　hypersurfaceレn　with

H2＝constant．　And　the　author　obtained　the　fo｝lowing　Theorems：

Theorem　1．1　（［12］）　Let　R”＋i　（n　2　3）　be　an　orientable　Riemannian　manifold　of

constant　curvature　which　admits　a　conformal　Kitling　vector　fietd　Ct　and　Vn　a　ctosed

orientable　hypersurface　in　R”＋i　such　that

　　　（1）　its　second　mean　curvature　H2　ts　positive　constant，

　　　（2）　Ciei　has　fZ　ved　sign　on　V”，　whe7e　Ci　denotes　the　normat　vector　to　V”．

Then　every　point　of　V”　ts　umbilic．

Theorem　1．2（【13，14］）　Let　Rn＋1わeαηorientabte　Riemαnn伽mα呵bldω痂。ん

α伽its　a　special　conCircntar　sCα1αr　field　W　SαttSfy吻the　equation

　　　　　　　　　　　　　　V」　Wi　＝　（pW　＋　u）　G」i　（p　＝　const．　1　O，　a　＝　const．），

and　Vn　a　closed　orientabte　hypersurface　in　Rn＋i　such　that

3



　　　（1）its　first　mean　curvature　H1　ts　n・n・zero　c・nstant，

　　　（2）Ωんα5プired　3勾η・on　yπ，ωhereΨ琶＝▽‘Ψ，　an｛オΩ；びΨ琶．

　　　Assume　further　that　the　a励i・nt　manifold　Rn＋1　sattSfie・・ne（ゾtんe　folt・漁9　C・n－

ditions

　　　（α）Rn＋’んα5翫eんα㈱nic　curvα鵜仇鵜▽轟一▽ゴRk、，　wh・re　Rゴi伽オe3

　　　the　Ricci　tens・r・ゾRπ＋1，

　　　（b）Rn＋1んα5仇e脚ZZε磁cc歪傭・励幡，▽轟一〇，
　　　（C）Rn＋1碗C・ψ㎜吻伽E乞e鵬α襯αn　mαnif・td　and　the　scalar　curvature　R　ts

　　　constant
　　　　　　　　　フ
　　　（のR空＋’　sattSfies　tんe　e興α伽▽轟＋▽ゴ」賑＋▽iRkゴー03，

　　　（e）R」’・配ゴits　c・nstant，

　　　（∫）Rn＋1蜘・・ψ㎜吻．flat・Ri・m鷹an　m呵btd・and・there・脇α蜘昭）。n

　　　レπ3駕。ん診んα彦5（P・）一〇・肋・r・殊漁e3脚me面面・r　defined　by　Rゴ汁ηρσゴ琶，

　　　αnd・s＝β：iiG3t．

Then　eTery　point　Of　Vn　tS　umbitic．

　　Next，　using　these　Theorems，　the　author　proved　the丘）lloWing　ones　respectively：

The・rem　1・3（［12D五et　Rn＋1（η≧3）be　an・rientabl・Ri伽nnian　mαnifold（ゾ

COnstant　cnrVatUre　WhiCんadmitSαproper　COnfOrmαt　Killing　VeCtOr／ieldξ¢SattSfying

the　eqnation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠］ξ（7ゴ歪≡≡▽ゴξ‘＋▽‘ξゴ＝2ΨG「ゴ‘，

and・vnαC1・sed・m’e吻ゐZe吻er3刎rface　in　R”＋1　such　tんα孟

　　（1）恥曝・3伽ec・nstαnt，

　　（2）OtΨiんα3プiSed　sign　on　vn，

　　（3）0’Ψ・　ts　n・t　c・醜伽‘・ng　vn，ω厩Ψ3α師e3▽ゴ▽iΨ一一（R／ψ＋1））Ψ0ゴi，

Then　V”is　is・me勧診・α・spんere．

Theorem　1．4（［13，14D　ゐet　Rn＋1ゐe　an碗entable　Riemannian　manifold肋勉
admitS　a　3知αどC・nCirC2Ltar　SCatαr　field　W　Sa殉lying　the　・qUati・n

　　　　　　　　　　　　▽ゴΨ・＝（ρΨ＋σ）σゴ‘（ρ＝c㎝・オ．≠o，σ＝c・・zst．），

and・vn　a　cl・sed・rie伽bte　hypersurfaee　in　Rn＋1　such　that

　　（1）H、ts　n・n・zero　c・鰯αηオ，

　　（2）Ωhαs　JZ　ved　sign　on　yπ，

　　（3）　Ω乞3not　constantαlong「1／π，

　　Assume　further　that　the　ambient　m・anif・ld　Rn＋13α殉6es・ne・勉e卿・ω吻C伽
ditions

　　（α）R副幡伽んα㎜・nic　cunvα醜伽t・is，▽ゐ亀一▽ゴRki，

　　（b）Rπ＋1んα3仇ε卿〃e熾cc乞伽・r，　that　ts，▽轟一〇，

　　（C）Rn＋1融C・ψm・吻伽孟磁mα傭απ・㎜ψ‘4απ痂e3C配αrc勉剛耀Rお
　　constant
　　　　　　　　ン
　　（の」Rrrz＋15廊πe3¢んe　・quαti・π▽轟＋▽ゴRik＋W鳶ゴ＝0，

　3See【4】
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一

　　（e）　RJtR」i　ts　constant，

　　（f）　Rn＋i　ts　a　conformatty　flat　Riemannian　manifold　qnd　there　extsts　a　point　Po　on

　　V”　such　that　S（Po）　＝＝　O．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．

　　Moreover，　under　the　new　assumption　that　W　is　not　constant　along　V”，　the　author

proved　t　he　following　Theorems　in　a　similar　way：

Theorem　1．5（［12D　Let、Rn＋1（η≧3）be　an　orie伽bte　Riemαnniαn　ma吻90td　of　con－

stant　curvature　which　admits　a　conformal　Kafling　vector　field　et　sattsfying　the　equation

fξσゴ琶≡▽ゴξ‘＋▽ゴξゴニ2Ψσゴi，

αnd・vnαd・sed・rientable　hypersurface　in　R”＋1　such　tんαt

　　　（1）H2卯03伽e　c・nstαnt，

　　　（2）　Otξiんα5」禽ed　sign　on「レ「n，

　　（3）Ψおnot　constαn・tα‘oηg　V7π。

Then・vn　ts　tSometric　to　a　spんere．

Theorem　1．6（［13，14D　Let」Rn＋1δe　an　orientable　Riemαnniαn　mα呵btd　whicん

α伽itS　a　SpeCiat　C・nCirCntαr　SCαtαr　field　W，　and・VnαCZ・Sed・短e伽わ’e吻er3切bCe伽

Rn＋1　SZLCんthαt

　　（1）Hl　ts　non・zero　constαnt，

　　（2）Ωhas　fZred　sign　oη，　vn，

　　（3）Ψisηo孟constantαlongレ7π．

　　ASSUme　fUrther　thαt　the　a励ient　manifold　R”＋15螂1～e3・ne・f　the　fotl・ω吻C・n－

ditions

　　（α）Rn＋1んα3仇・んα㎜・ni・　curvatur・，　that　ts，▽轟一▽ゴRki，

　　（b）Rn＋1んα5仇・Pαra〃・1・Ricci　tens・r，　thαt　ts，▽轟一〇，

　　（C）Rπ＋1蜘C・ψ㎜吻flat　Riemannian　mαnif・ld　and　the　scatαr　curv伽re　R　ts

　　constant
　　　　　　　　　フ

　　（のRn＋’　sαttSfies　tんe　equati・n▽轟＋▽ゴ．Rik＋▽幽一〇，

　　（e）Rゴ’Rゴi　is・・nstαnt，

　　（∫）Rn＋i　ts　a　c・nf・rm吻flat　Riemannian　mαnif・td　and　th・r・exbSts　a　p・翻瑞・n

　　vn　sucんthαt・S（Po）＝0．

Then　vn　is　ts・metric　t・α・spんere，

　　Tb　prove　Theorem　1．1，　we　need　the　fbllowing　integral　fbrmulas　of　Minkowski　type　4

（1．5） fvn　HiO　dA＋　fv．W　dA　＝O

and

（1・6）n（η宅1）ん蹴鋤ん｛雌一（一2）H3｝θdA＋2f．．ΨH2dA－O，

4See　the　equation　（3．12）　and　（3．13）　in　S　3・

5
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巳

where　the　symmetric　tensor　field　pch　is　defined　by　h，Chab　一　h．C　hch，　p．C　＝　pabgbC，　V．

denotes　the　gperator　．of　the　van　der　Waerden－Bortolotti　covariant　differentiation　along

vn，　e　＝　CtCi　and　dA　denotes　the　area　element　of　V”．　Multiplying　（1．5）　by　2　H5

（＝positive　constant）　and　subtracting　the　result　equation　from　（1．6），　we　find　that

　　　　　　　　　η（2n－1）fv。甲朋＋（一2）fVn｛脳一H3｝θ朗一α

For　a　hypersurface　V”　with　positive　constant　second　mean　curvature　H2　in　a　Rieman－

nian　manifold　of　constant　curvature，　it　is　proved　that　V，p．C　一一　O　on　V”．　Accordingly，

from　the　ab　ove　equat　ion，　we　have

（1．7）
fv．｛HiH2　一一　H3｝e　dA　＝　o．

Moreover，　since　it　is　proved　that　Hi　has　fixed　sign　on　V”　for　a　hypersurface　V”　wi　th

H2＝＝positive　constant，　the　scalar　field　Hi　H2　一　H3　is　rewritten　as　follows：

（1・8）　H・H2－H3一言｛H・（H？一H・）＋（H3一剛・

　　　On　the　other　hand，　it　is　known　that

（1’9）　H？一H2＝　i“，f（ilt－is．一1）．2．，（kb－ka）220　and　H22－HiH320　onv”．

Accordingly，　from　（1．8），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HiH2－H320　（orSO）　on　V”．

Hence，　using　the　assumption　（2），　from　（1．7），　we　find　that

　　　　　　　Hi　H2－H3＝O，　that　is，　H2（H？　一一　H2）十（H，2　一一　Hi　H3）　＝O　on　V”，

from　which，　using　（1．9）　and　the　assumption　（1），　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H？　一一一　H2　：O　on　V”．

Therefore，　from　the　former　of　（1．9），　we　conclude　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た1＝紡＝…＝・kn

at　each　point　of　V”．　This　means　that　each　point　of　V”　is　umbilic．

　　　Now，　in　R”＋i，　we　assume　the　existence　of　a　special　concircular　scalar　field　W　which

satisfies　the　following　partial　differential　equation

　　　　　　　　　　　　　V」Wi　：　（pW　＋　a）　G」i　（p　＝　const．　f　O，　a　＝：　const．），

where　Wi　＝　Vitp．　If　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝pW十a，

6
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巳

C，．s

then　it　is　proved　that　¢　satisfies　the　following　partial　differential　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ゴΦ歪＝ρΦ　Gゴi，　　　　’

where　¢i　＝　Vi¢．　Accordingly，　to　prove　Theorem　1．2，　we　need　the　following　integral

formulas　of　Minkowski　type　5

（1．10）
fv．　H’edA　＋　f．．　P¢dA　＝　O

a皿d

（1・11）　h　f．．（VahcC－Ri」BaiC」）ipadA＋f．．　｛nH？　一一　（n’1）H2｝edA＋f．．　p¢HidA　＝　O，

where　Bαi＝∂xi／∂ua　andθ＝びΦ‘．　Since　HI　is　non　zero　constant，　taking　account　of

Hi　＝　（1／n）h．“，　we　have，　from　（1．11），

（…2）払凡ゴB。℃ゴφ・dA＋fvn｛nH？一（一1）H2｝θdA＋Hl　fv．　PΦdA一・・

Eliminating　fv．　p¢dA　from　（1．10）　and　（1．12），　we　find　that

（1’13）　一i　f．．　Ri」BaiC」ipadA　＋　（n　一一　1）　f．．（H？　一一　H2）edA　＝　O・

　　　On　the　other　hand，　making　use　of　the　special　concircu｝ar　scalar　field　¢，　the　assump－

tion　（1）　and　（2），　and　the　condition　of　the　ambient　manifold　Rn＋i　under　consideration，

we　will　show　in　S　6　that　Si・i　＝　O，　say，　R」i　：　一npC」i　on　Vn．　Accordingly，　from　（1．13），

we　obtain

（1．14）　f．．（H？　一一　H，）edA＝　O．

Moreover，　it　is　proved　that，　if　st　has　fixed　sign　on　V”，　then　the　same　holds　good　also

for　e．　Consequently，　since

（i・i5）　H？　一一　H2＝　｝1，2一（｝“t　’一ir」．　一一i　ili．i，（kb－ka）2）O’

we．see　that　H2i　一H2　＝　O　on　V”　by　virtue　of　（1．14）．　Therefore，　from　（1．15），　we　conclude

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ki　＝　lp　＝’”　＝　kn

at　each　point　of　V”，　that　is，　every　point　of　V”　is　umbilic．

　　　Finally，　to　prove　that　the　umbilical　hypersurface　under　consideration　is　isometric

to　a　sphere，　we’use　the　Theorem　6　due　to　M．　Obata　［16］．

　　iSee　the　equation　（3．19）　and　（3．20）　in　S　3．

　　6See　Theorem　A．　i　n　9　7’・
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巳

　　　For　a　closed　hypersurface　V”　with　constant　second　mean　curvature　H2　in　a　Rjeman－

nian　manifold　of　constant　curvature，　Y．　Katsurada　gave　Theorem　1．1　（cf．，　Theorem　3．2

in　［8］）　under　the　strong　restriction　that　at　each　point　of　V”　the　principal　curvatures

ki，k2，…　，k．　of　V”　are　positive．　The　purpose　of　the　present　paper　is　to　eliminate　this

restriction　and　prove　Theorem　1．1．　Y．　Katsurada　first　gave　the　analogous　Theorem

（say，　Theorem　3．1　in　［9］）　to　Theorem　1．2　under　the　assumption　that　an　ambient　man－

ifold　R叫1　be　an　Einstein　manifbld・So，　in　a　Riemannian　manifold　admitting　a　special

concircular　scalar　field　W　which　satisfies　the　following　partial　differential　equation

V」Wi　＝　（pW＋a）C」i　（p　＝＝　const．　7（　O，　a＝＝　const．），

the　another　purpose　of　the　present　paper　is　to　prove　Theorems　1．2　under　weaker　as－

sumptions　by　replacing，　as　an　ambient　manifold　R”＋i，　an　Einstein　manifold　by　a　more

general　one．　S　2　is　devoted　to　give　notations　and　general　formulas　in　t　he　theory　of

hypers　urfaces　in　a　general　Riemannian　manifold　R”＋i．　ln　S　3　we　deri　ve　some　integral

formulas　of　Minkowski　type　which　are　valid　for　a　closed　orientable　hypers　urface　Vn　in

一‘R，z＋1　admitting　a　c・nf・rmal　Killing　vect・r丘eld鞭ven　by（1．1），・r　a・special・c・ncircu。

lar　scalar　field　¢　given　by　V」・Vi¢　＝＝　p¢G」＋i，　which　is　a　special　case　of　（1．3）．　I　n　S　4，　we

discuss　some　relations　between　¢i　and　Vk　Rji，　and　others　in　R”＋i　arknitting　the　scalar

field　¢，　where　¢」・　＝　Vi・¢　and　¢i　一一　¢」G」’i．　Our　aim　of　S　5　is　to　give　a　generalization

without　the　above　mentioned　restriction　for　a　closed　orientable　hypersurface　Vn　whose

second　mean．curvature　H2　is　positive　constant．　ln　R”＋i　admitting　a　conformal　Killing

vector　field　Ct，　we　apply　the　integral　formulas　obtained　in　S　3　to　a　closed　orientable　hy－

persurface　V”　whose　H2　is　positive　constant，　and　give　a　generalization　of　Katsurada’s

Theorem．　Moreover，　in　R”＋i　admitting　a　special　concircular　scalar　field　W　given　by

V」・ViW　＝　（pW　＋　a）C」・i，　in　S　6　we　similarly　apply　the　integral　formulas　obtained　in　S　3

to　a　closed　orientable　hypersurface　V”　whose　first　mean　curvat　ure　Hi　is　non　zero　con－

stant，　and　prove　Theorem　1．2．　ln　the　last　section　7，　making　use　of　the　results　obtained

in　S」5　and　g　6，　we　give　certain　conditions　for　a　closed　orientable　hypersurface　V”　in

Rn＋i　to　be　isometric　to　a　sphere．

8
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2 Notation　and　general　formulas

We　consider　an　（n　十　1）一dimemsional　Riemannian　manifold　R”＋i　（n　）　2）　of　class

cr　（r　2　3）　with　local　coordinates　xt，　which　admits　a　proper　conformal　Killing　vector

field　Ci，　that　is，　a　vector　field　generating　a　Iocal　one－parameter　group　C　of　conforma｝

transformations．　ln　Rn＋i，　we　consider　a　domain　M，　and　if　the　domain　M　is　simply

covered　by　the　orbits　of　transformations　generated　by　ei，　then　we　call　M　a　reg2Llar

domain　with　respect　to　the　vector　field　Ci．

　　　The　conformal　Killing　vector　field　Ci　satisfies　the　conformal　Killing　equation　（1．1），

say，

（2．1） SξGゴi…▽ゴξ‘＋▽ie，・＝2ΨGゴi，

for　a　non　constant　associated　scalar丘eldΨin」R：n＋1，　whereξi＝ξゴCゴi　and（穿露is　the

metric　tensor　of　Rn＋i．

　　　Let　us　denote　by　Vn　an　n－dimensional　closed　orientable　hypersurface　imbedded　in

the　regular　domain　M　and　locally　given　by

xi　＝：　xi i｛ua） i＝　1，　2，　…　，n十　1；　a　＝＝　1，　2，　…　，n，

where　ua　are　local　coordinates　of　Vn．　Throughout　the　present　paper，
i，　2’C　k，…　run　from　1　to　n十　1　and　the　indices　a，　b，　c，　…　from　1　to　n．

the　indices

If　we　put

（2．2） B．i　＝　Oxi／Oua，

then　B．i　（a　＝　1，2，…　，n）　are　n　linearly　independent　vectors　tangent　to　V”　and　the

first　fundamental　tensor　gb．　of　Vn　is　given　by

（2．3） gba　＝＝　G」iBb」B．i．

We　assume　that　n　vectors　Bii，　Bi，…　，B．i　give　the　positive　orientation　on　Vn　，　and

we　denote　byびthe　unit　normal　vector　to　Vn　such　that

Bli，　B2i，・・■，B．i，び

give　the　positive　orientation　in　R”＋i．

　　　Denoting　by　Vb　the　operator　of　the　van　der　Waerden－Bortolotti　covariant一　differ－

gntiation　along　V”　117］，　we　can　write　the　equations　of　G　auss　and　Weingarten　in　the

form

（2．4） VbBai　＝＝　hbaCi，
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（2．5）　VbCt＝一一hbaB．t
respectively，　where　hba　is　the　second　fundamental　tensor　of　V”　and　hb“　＝　hbegCa．　Also，

the　equations　of　Gauss　and　those　of　Codazzi　are　written　as　follows：

（2．6）　　　　　　　　　　　　」K：dcba一（hda　hCh－h．　hab）＝」Rkゴih」Bdk　1≡ヲ。ゴBb　i　B．h，

（2．7）　　　　　　　　　　　　　　　　　▽c1乙bα一▽bん。α＝Rkゴih　Bc　k　BbゴBα琶〇九，

where　K，icba　is　the　curvature　tensor　of　V”　and　Rk」tih　the　curvature　tensor　of　R”＋i．

’llransvecting　gba　to　（2．7）　and　making　use　of　gba　Bb　j　B’ Di　＝　Gji　一　Cj　Ci，　we　find　that

（2．8）　　　　　▽。んbL▽bん。b－RkゴB。ゐ0ゴ，

where　hbb＝んbαgbαand　Rkh＝Rゐ勲σゴ‘．

　　Now，　if　we　denote　by　ki，　k2，…　，k．　the　principal　curvatures　of　V”，　that　is，　the　roots

of　the　characteristic　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　det（hb．　d一　kgba）　＝　O，

the　v－th　mean　curvature　H．　of　Vn　is　defined　to　be　the　u－th　elementary　symmetric

function　of　ki，k2，…　，k．　divided　by　the　number　of　terms，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　¢）瓦一q〈2）　kci　kc2　…　kc．　（1　S　u　SnC2＜鱒・＜Cレ）・

Accordingly，　Hi，　H2　and　H3　satisfy　the　following　relations：

（2．9）　nHi　＝2k．＝h．a，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c

（2．10）
（2）H2一画帳一1｛（ん’）・一ん’んゐ・｝

and

（2．11） （n3）H3一∫裂d噛ま｛（ん’）3＋2鞭一3鰍b）｝・
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3　lntegral　formulas　for　a　closed　orientable　hyper－

　　　　surface　in　Rn＋i　．
we　now　assume　that　the　hypersurface　Vn　under　consideration　is　orientab｝e　and　closed．

　　　Let　the　group　C　be　conformal，　that　is，　6t　satisfy　the　equation

（3．1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sξ（］ゴi　≡≡▽ゴξ，＋▽毒ξゴ＝2Ψ（7ゴi・

On　the　hypersurface　V”，　we　can　put　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ct　＝　B．ifia　＋　eci

for　a　some　vector　field　6a　and　scalar　field　e　on　V”．　Since　G」・i　C2　B．t　＝　O，　it　follows　that

and

（3・3）　6a　＝＝　Ba‘Ci，
where　6a　＝　6bgba　and　Ci　＝　e」’Gji．　We　differentiate　covariantly　the　above　equation　（3．3）

along　Vn，　and，　making　use　of　（2．4）　and　（3．2），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽bβα＝hbαθ＋▽ゴξ琶・BbゴBαi．

’1｝ransvecting　gba　to　this　eqation　and　using　（2．9）　and　（3．1），　we　have

（3．4）　Vb6b　＝　nHie＋　Sgba　Bb　J’　B．iSe　a」i，

where　Vb6b　＝　Vbfi．gba．

　　If　we　now　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tyb　＝　2pb“B．i＆，

where　the　symbols　pb．　are　the　components　of　the　symmetric　tensor　of　V”　defined　by

（3・5）　Pba＝h，Chba－hbChca，
and　pb“　＝　pbcgCa，　then　we　have，　by　covariant　differentiation　along　V”　and　by　virtue　of

（3．3），　（2．4）　and　（3．2），

　　　　　　　　　　　　　　　Vcryb　＝　2Vcpba6a　＋　2pbah．．e　＋　2pbaB，kB．i　VkCi．

And，　transvecting　gc6　to　this　equation　and　using　（3．1），　we　get

（3・6）　V．tyC　＝　2V，p．C　X3a　＋　2p，a　h．Ce　＋　pCa　B．kB．i　ScGki．
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On　the　other　hand，　from　（2・9）　and　（2．10），　the　relation　（2．11）　is　rewritten　as　follows：

（3．7）　2p．ah．C＝n（n　一一　1）｛nHiH2　一一　（n－2）H3｝．

Also，　from　（2．10）　and　the　definition　of　pbo，　we　can　see　easily　that

（3．8）　p．a＝n（n　一一一　1）H2，
where　p．a　＝　pb．gba．　Consequently，　by　substituting　（3．7）　into　（3．6），　we　find　that

（3．9）　V．7C　＝　2V．p．CX3a　＋n（n　一一　1）｛nHiH2　一　（n　一　2）H3｝e　＋　pC“B．kB．iteCki．

Therefore，　since　the　vector　field　ei　is　conformal　Killing，　that　is，　ScC」・i　＝：　2　W　G」・i，　from

（3．4）　and　（3．9），　we　find　t　hat

（3．lo）　Vbfib　＝＝　n（Hi　e＋W）

and

（3．11）　V．tyC　＝　2V，p．C13a　＋　n（n　一一　1）　｛nHi　H2　一　（n　一　2）　H3　｝e　＋　2n（n　一　1）WH2，

by　virtue　of　（2．3）　and　（3．8）．　And　consequently，　since　the　hypersurfa£e　Vn　is　orientable

and　closed，　we　apply　Green’s　formula　［22］　to　（3．10）　and　（3．11）．　We　then　obtain

（3’12）　f．．　H’e　dA＋f．．W　dA　＝＝O

and

（a13）n（η宅1）み蹴β・朋＋fvn｛nHIH2　一（η一2）H3｝θ朋＋2みΨ坊鋼

respectively，　where　dA　denotes　the　area　element　of　V”，　and　the　integral　formula　（3．12）

is　due　to　Y．　Katsurada　［8，　9］．

　　　Next，　we　assume　the　existence　of　a　special　concircular　scalar　field，　say，　a　non　con－

stant　scalar　one　¢　which　satisfies　the　partial　differential　equation　defined　by

（3・　14）　V，・　¢i　＝　p¢　C，・i　（p　＝　constant　f　O），

where　¢i　＝　Vi¢．　For　example，　in　an　Einstein　manifold　with　scalar　curvature　R　（f　O）

admitting　a　conformal　Killing　vector　field　Ci，　we　know　the　fact　that　the　associatod

scalar　field　W　satisfies　the　equation　（1．4），　say，

　　　　　　　　　　　　　　▽ゴWη（n十1）Ψσ2・（R＝non　ze「o鰍）・

　　　If　¢　＝：　O　on　V”，　since　the　second　covariant　derivative　of　¢　＝　O　along　V”　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ゴΦiBb」・Bα乞＋Φ歪▽bBat＝o，

SUbstituting　（3．14）　and　（2．4）　into　this　equation　and　transvecting　gba　to　the　resulting

gqUation，　we　can　see　that　Hi　e　＝　O　on　V”，　where　e　＝　Ci¢i．　Hence　we　have　the

following

12

　　　　rtza．．？thwli．ygy：． 彰　’・

肇縫謬蝋誌　　ド＿燃

　　　　　　　　　’．型

購・鐡灘醗灘灘i灘1購懇灘懇羅羅灘灘．



Lemma　3．1　Let　R”＋i　be　a　Riemannian　manifold　which　admits　the　special　concir一

α伽3Cα‘αγ万eZdΦ．　lf，・ηα吻e四駕ψ・Ce　Vn　in　Rn＋1，耳1θtS　n・t　identicalty　zero，

then　¢　ts　not　identicalty　iero　on　the　V”．

　　　Now，　on　the　hypersurface　V”，　we　can　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φゴ＝Bbゴφb十θ0ゴ，

where　¢」　＝　tpiGji’．　’1｝ransvecting　Gji　B．Z　to　this　equation　and　making　use　of　（2．3），　we

get

（3・15）　dia　＝＝　Bat¢i，
from　which，　by　covariant　differentiation　along　V”　and　by　virtue　of　（2．4），　（3．14）　and

（2．3），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vb　ip．　＝　e　hba　十　p¢gba・

And，　transvecting　gba　to　this　equation　and　making　use　of　（2．9），　we　get

（3．16）　Vbipb＝n（Hi　e十p¢），
where　Vb　ipb　＝　Vbip．gba．

　　　We　now　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wb　＝　hba　B．t¢i，

from　which，　by　covariant　differentiation　along　Vn，　we　obtain　，　by　virtue　of　（2．4），　（3．14）

and　（2．3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽cωb＝▽。hbaB．iΦi十んわαん。αθ十ρΦんb。．

And，　transvecting　gbC　to　this　equation，　we　get

（3．17）　　　　　　　　　　　　▽cωc＝▽cん，φα十ん。αんαce十ρΦんcc，

by　virtue　of　（3．15）．　On　the　other　hand，　since

　　　　　　　　　　　　　　　h．C　＝　n　Hi　and　h．a　h．C　＝　n2　H？　一一　n（n　一　1）　H2，

by　virtue　of　（2．9）　and　（2．10），　we　have，　from　（3．17），

　　　　　　　　　　　　　V．wC　＝＝　V，h．Cip“　＋　n｛nH？　一　（n　一　1）H2｝0　＋　np¢Hi，

and　consequently，　using　（2．8），　we　obtain，

（3・18）　▽・ωc一（▽・hcc　一一　RiゴB。’oゴ）φα＋n｛η礁（η一1）H2｝θ＋ηρΦH1，

　　　And，　since　the　hypersurface　V”　under　consideration　is　orientable　and　closed，　we

apply　Green’s　formula　［22］　to　（3．16）　and　（3．18）．　Then　we　obtain

（3’19）　f．．　H’　edA＋f．．　P¢　dA　＝O

and

（3・2・）kfVn（W一凡ゴB。i・ゴ）齢fvn｛η琳一1）H2｝θdA＋f．．PΦHidA一・

respectively　［9］，　where　dA　denotes　the　area　element　of　V”・
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4　Relations　in　a　Riemannian　manifold　admitting
　　　　the　special　concircular　scalar　field　¢

Let　Rn＋i　be　a　Riemannian　manifold　which　admits　a　special　concircular　scalar　field　¢

defined　by　（3．14）．　S　ubstituting　（3．14）　into　the　Kcci　identity

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽k▽ゴΦr▽ゴ▽たΦ・一一Rkゴi’〈1＞1，

we　find　that

（4．1）　　　　　RkゴノΦFρ（Φゴσki一Φkσゴi），

from　which，　by　covariant　differentiation　and　（3．14），　we　obtain

（4・2）　　▽hRkゴi’Φ1一一ρΦ｛Rkゴ仇一ρ（Gklcゴゐ一G鳶九・ゴ∂｝・

So，　transvecting　GPi　to　this　equation，　we　obtain

（4．3）　Vh　Rki¢t　＝　一p¢（Rkh十npGkh），

where　Rkh　is　the　Ricci．　tensor　of　Rn＋i，　and　if　we　put

（4．4）　Skh＝Rkh十npGkh，
then　the　tensor　Skh　is　symmetric　in　k　and　h，　and　consequently，　（4．3）　is　rewritten　as

follows：

（45）　　　　　　　　　　　　　　　　　▽んRklΦ1＝一ρΦ3んん．

Moreover，　transvecting　Ghk　to　this　equation　and　making　use　of　VhRhi　＝　（1／2）ViR，　we

get

（4．6）　ViR¢i＝一2p¢S，
where　S　＝　Shlt　Chk，　and　R　＝　Rhk　Ghk，　say，　R　is　the　scalar　curvature　of　R”＋i．　A　lso，

transvecting　Ghk　to　（4．4），　we　obtain

（4・7）　S＝R＋n（n＋1）p．
Therefore，　us　ing　（4．6），　（4．7）　and　Lemma　3．1，　we　have

Lemma　4・1　Let　Rn＋1δ・a　Riemannian　manifotd　which　admits　a　s卿al，。鵬。伽

scalar　fi・ld　¢　su・ん掘▽ゴΦ、一ρΦ0ゴ‘（ρ一。㎝伽オ≠0）．〃伽3cααr　c襯厩砺

nOn　zero　eonstant　and　Hie　has　fZted　sign　on　V”，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P＝一’illT．　F17」＋1）’

14



　　　Next，　transvecting　Cji　to　（4．1），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rki¢t十np¢k　＝　o．　’

Thus，　from　（4．4），　we　have

　　　Now，　from　Rk」・ii　＝　Rii2・k，　the　left－hand　side　of　（4．2）　is　equal　to　VhRii」・k¢i．　Thus，

transvecting　Chk　to　（4．2），　we　get，　from　（4．4），

（4．9）　　　　　　▽んRliゴんΦL一ρ〈1＞　Siゴ・

on　the　other　hand，　transvecting　Ghk　to　the　Bianchi’s　identity，　say，　VhRii」tk　十　ViRih」一k　十

ViRhijk　＝　O，　we　find　that

（4．10）　　　　　▽んR吻九一▽iRi」　一▽iRlゴ，

and　consequent｝y，　transvecting　¢i　to　this　equation，　we　get，　from　（4．5）　and　（4．9），

（4・11）　　　　　▽IRi」Φ1．一・・一一2ρ〈1＞Siゴ・

Lemma　4．2　Let　Rn＋i　be　a　Riemannian　manifotd　which　admits　a　special　consircntar

scatar　field　¢．　lf　the　scalar　fieta　¢　sattsfies　the　following　equation：

（4．12）　¢Sk，・＝O，
then　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ΦzΦりSkゴ＝O　　　in」配n’＋1．

　　　PRooF．　Covariantly　differentiating　（4，12），　we　get，　from　（4．4），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢ISkj　十　¢VIRkj　＝　O．

’1｝ransvecting　¢i　to　this　equation　and　using　of　（4．10），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Φ1ΦりSkゴー2ρΦ2Skゴ＝0，

frOm　which，　taking　account　of　the　assumption　（4．12），　we　conclude　that　Lemma　4．2

holds　good．

15



5 A　closed　hypersurface　with　H2＝＝const．〉　O　in　Rn＋i

admitting　a　conformal　Killing　Vector　field　ei

From　（2．9）　and　（2．10），　it　follows　that

（5．1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ηL2Hぞ＝η（η一1）正匹2十1Lαbんbα．

If　we　assume　that　the　second　mean　curvature　H2　is　positive　constant，　then　the　left　hand

menber　of　（5．1）　is　positive．　Hence，　there　exists　no　point　P　on　Vn　such　that　Hi（P）　＝　O．

Accordingly，　Hi　must　have　fixed　sign　on　Vn．　Therefore　we　have

エemma　5・1〃仇e　3ec・捌meαπc脚α嬬坊・∫Vπ卯・・伽e　c・鋭αηち仇・η仇・
fast　mean　curvature　Hi　of　V”　has　faed　sign　on　Vn．

　　We　now　assume　khat　R”’1　is　an　Einstein　manifold，　say，　Rk」　＝　（R／（n　＋　1））Gh」，

　　　　　　　　　＝　Rtk」iGii）　and　R　（＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rk」・Gk」’）　are　the　Ricci　tensor　and　the　scalar　curvaturVewhere　Rk」’　（

of　R”＋i　respectively．　Ttansvecting　gda　to　the　equations　of　G　auss　（2．6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　κCh一（んααん。b一ん。α幅）＋Rkゴi九BdkB。ゴBb’B。んgdα，

where　Kch　is　the　Ricci　tensor　of　V”．　Making　use　of　（3．5）　and　Bdk　B．hgda　＝　Gleh　一CkCh，

we　can　write　in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n十1

where　K　is　the　scalar　curvature　of　V”　and　pbb　＝　pchgch．

Einstein　manifold　and　pbb　＝　n（n　一　1）H2，　we’　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　κab－P。δ＋Rゴβ。ゴBbL馬‘九ぴB。ゴBb’Ch．

Accordingly，　since　R”＋i　is　Einstein，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　Kch　＝　Pcb　＋　iEinylilTt　gab　一　Rk」thCk　B．」BbiCh．

Moreover，　transvecting　gch　to　this　equation，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n」配
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＝pbb十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　RkhCkch，

Consequently，　since　Rn＋i　is　an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K＝　n（n　一　1）H2　＋　fi’　F－ii　R’

Thgrefore，　making　use　of　the　fact　that　the　scalar　curvature　R　in　an　Einstein　manifold

」R，t＋1　i・c・nstant，“re丘nally　reach　the　f・ll・輌ng

Lemma　5・2　Let・Vnゐe吻郷勉ψce伽n・Einste伽αnif・ld　Rn＋・，　Then，ηec。

eSsa「y　and　SUfiiCient　e・nditi・n　thαt　the　SeC・n伽・an　CUrWatUre　H2ゐεC・nStant・tS　tんα孟

the　scatar　curvature　K・ゾyπわe　c。繍砿
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　　Next，　as　a　special　case　of　the　Lemma，　let　R”＋i　be　a　Riemannian　manifold　of　constant

curvature　K　，　say，　Rk」’ih　＝　K（GkhGji　一　Gki　Gjh），　where　K　＝＝　R／n（n　十　1）．　Then，　using

（2．3），　the　equations　of　Gauss　（2．6）　is　written　in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　κ伽＝hdahCh一ん。。幅＋κ（9、lagCh－9。。9勘）．

Similarly，　transvecting　gda　to　this　equation，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Kch　＝　pch　十　（n　一一　1）Kgch，

from　which，　by　covariant　differentiat　ion　along　V”，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VaKch　＝　VaPch　十　（n　一　1）VaKgch，

and　consequently，　since　K　is　constant，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Va　Kch　＝　VaPch・

Moreover，　transvecting　gmb　to　this　equation，　we　have

（5．2）　Vb　K．b＝　Vbp．b．

On　the　other　hand，　as　is　well－known，　the　fol｝owing　equation　is　valid　for　any　Riemannian

manifolds　：

（5．3）　V，K，b　＝＝　SV，K

Accordingly，　from　（5．2）　and　（5．3），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vbp．b　＝　SVcK

Consequently，　from　Lemma　5．2，　we　have

：Lemma　5．3　　Let　Vn　be　a　hyPe「su「face　in　a　Riemannian　ma呵bld（）f　constαnt　cu「響

vature．　lf　the　second　mean　curvature　H2　of　V”　ts　constant，　then　Vbp．b　：O　on　Vn．

　　Now　we　can　prove　the　following

The・rem　5．4　Let・Rn＋1（η≧3）δεαπ・山窟わ」・Riemannian　mαnif・td（ゾ。・n・tant

CUrvature　which　admits　a　conformal　Kilting　vector　fietd　ei　and　V”　a　ctosed　orientabte

h3rpersurface　in　R”＋i　such　that

　　　（1）坊卸・3伽εc・nstαnt，

　　　（2）　e（＝　CiCi）　has　fi　red　sign　on　V”，

then　every　P・翻・∫V7π細mわ耽．

17
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　　PRooF．　Multiplying　（3．12）　by　2H2　（＝＝positive　constant），　we　obtain

and　subtracting　the　above　formula　from　（3．13），　we　find　that

　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　n（n　一　1）

So，　from　Lemms　5．3　and　n　2　3，　we　have

（5．4）　／　　｛Hi　H2
Moreover，　from　Lemma　5．1，　that　is，　from　the　fact　that　Hi　has　fixed　sign　on　V”，　t　he

scalar　field　on　V”　defined　by　Hi　H2　一　H3　is　rewritten　as　follows：

（5．5）　HiH2　一一　H3＝　iiX｛H2（H？　一一　H2）＋（Hg－HiH3）｝．

　　　On　the　other　hand，　we　know　the　fact　that

　　　　　　　　　　　　　H．2　一一　Ha－iHa＋i　）O　（a　＝　17　2，’”，n　一一　1）　（（5，　1］），

where　Ho　＝＝　1．　In　particular，　we　see　that

（5．6）　H？一L1220　and　H，2－Hi　H320　on　Vn．

Accordingly，　making　use　of　the　assumption　（1）　and　Lemma　5．1，　we　have，　from　（5．5），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HiH2－H320　（orSO）　on　V”．

Hence，　using　the　assumption　（2），　from　（5．4），　we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HiH2　一一　H3＝O　on　V”．

Consequently，　from　（5．5），　it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　H，（H？一H2）＋（Hg　一一　H，H3）＝O　on　Vn，

from　which，　from　（5．6）　and　the　assumption　（1），　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H？　一一　H2＝O　on　V”．

Therefore，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H？一H2＝mb，　n－1）．2．，（kb－ka）2’

we　conclude　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ki　＝　lp　＝’”＝　kn

at　ea£h　p　oint　of　V”．　（　Then　we　have　Hi　＝　ki，H2　＝＝　k？　and　H3　＝　k9，　from　which　we

Obtain　H22　一　Hi　H3　＝　O．）　This　means　that　each　point　of　Vn　is　umbilic．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　18

fv．　2Hi　H2e　dA　＋　2　fv．　WH2　dA　＝　O，

f．．　VcPaC6a　dA　＋　（n　一一　2）　f．．｛HiH2　一’　H3｝e　dA　＝　O．

　　　　　　fv．｛Hi　H2　一　H3｝e　dA　＝　o．
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6　Closed　hypersurfaces　with　Hi＝　const．1　O　in　R”＋i

　　　　admitting　a　special　concircular　scalar　field　W

Now，　in　Rn＋i，　we　assume　the　existence　of　a　special　concircular　scalar　field，　say，　a　non

constant　scalar　one　W　which　satisfies　the　following　partial　differential　equation

（6．1）　Vj　Wi　＝　（pW　十　a）　Gji　（p　＝　const．　f　O，　a＝　const．），

where　Wi　＝　ViW．

　　If　we　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝＝pW十a，

then　（6．1）　becomes

（6．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ゴΨi＝＝Φσ戸，

and，　by　covariant　differetiation，　we　have

（6．3）　¢i　＝＝　pWi，
where　¢i　＝＝　V　i¢．　Moreover，　by　covariant　differentiat　ion　of　（6．3），　from　（6．2），　we　find

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ゴΦ¢＝ρΦGゴi，

that　is，　the　scalar　fie｝d　¢　satisfies　the　same　partial　differential　equation　as　¢　given　by

（3．14）．　Therefore，　if　we　put　anew

then，　transvecting　Ct　to　（6．3），　we　have

（6．5）　Ci¢i＝pCtNlli　on　V”，
from　which　we　get　the　followi　ng

Lemma　6．1　lf　CiWi（＝　st）　has　fued　sign　on　V”，　and　ts　not　constant　along　V”，　then

the　same　holds　good　also　for　Ct¢i（＝　e）　respectively．

Thus，　without　loss　of　generality　we　may　discuss　the　properties　of　a　hypersurface　V”　in

Rn＋i　admitting　a　concircular　scalar　field　¢　defined　by　（3．14），　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vj¢i　＝＝　p¢Cji　（p　＝　const．　i7C　O）．

　　Now，　if　we　assume　that　the　first　mean　curvature　of　Vn　is　non　zero　constant，　say，

Hi　＝＝　const．　1　O，　then，taking　a£count　of　（2．9），　we　obtain，　from　（3．20），

（6・6）一訴凡ゴB。℃ゴφ・dA＋fvn｛nH？　一　（n　一一1）H2｝θdA　＋　H・　f．．　PΦdA　一　・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19
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Eli血nating　fv．　PΦdA　fr・m（3・19）舳d（6・6），　we丘nd　that

（6．7）
一訊。凡ゴB。℃ゴφ・dA＋（一1）fv。（Hl　一　H・）edA　一・．

First，　we　shaJl　prove　the　following　Theorem：

Theorem　6．2　Let　Rn＋i　be　an　orientable　Riemannian　manifotd　with　harmonic　c’ur－

vature，　s　ay，　VkR」・i　＝：　Vi・Rki　which　admits　a　specint　concirczttar　s　calar　field　W　sattsfying

the　eguation

　　　　　　　　　　　　　V」Wi　＝　（pW　＋　o）　G」i　（p　＝　const．　1　O，　a　＝　const．），

and　V”　a　closed　orientable　hypersurface　in　Rn＋i　such　that

　　（1）　H，　＝＝　const．　1　O，

　　（2）Ωんα3プ捻edl　sign　oη，　vn，　whereΩ＝びΨ‘．

Then　eTery　point　of　V”　is　umbdic．

　　　PR・・F・1｝ansvectingΦたt・the　assumpti・n▽轟一▽ゴRki，　we　get，　fr・m（4．11）

and　（4．5），　tp　S，・i　＝＝　O．　Thus，　using　Lemma　4．2，　we　have　（fp　k¢k）S，・i　＝　O　in　Rn＋’．　A　c’cordL

inLgly，　making　use　of　the　assumption　（2）　and　Lemma　6．1，　we　can　see　that　S」i　＝　O　on

V”，　say，　Rj・i　＝　一一npGi・i　on　V”．　Consequently，　taking　account　of　the　assumpti6n　（1），　we

obtain，　from　（6．7），

（6．8）
f．．（Hi　一　H2）edA　＝＝　o．

Also，　since

（6．9） 躍一H2一 n2

i　1

氏|1）藷岡2，

we　can　see　easily　that　H2i　一　H2　2　O．　Thus，　using　the　assumption　（2）　and　Lemma　6．1，

we　conclude　that　Hi2　一一　H2　＝　O　by　virtue　of　（6．8），　and　therefore，　because　of　（6．9），　that

ki　＝　lp　＝’”＝　kn

at　each　point　of　V”，　that　is，　every　point　of　V”　is　umbilic．

So，　we　have　the　following

Corolla　ry　6．3　Let　R”＋i　be　an　orientable　Riemannian　manofold　with　paratlel　Ricci

tens・r、　sαy，▽kRゴ‘＝0醐。んα伽its　a　speciat　c・πc伽刎αγ3α泌αr廻dΨ，　and　vnα

closed　orientable　h3Lpersttrface　in　R”＋i　such　that

　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　（2）Ωんα3．禽e4　sign　on　vn。

Then　every　point　of　V”　ts　umbntic．

20

ト
． 欝響！ii騨灘羅1＿、

恥・．’ D・・酸’1鴇

　　　ミ　　　　　　アロ

擁騰購．、．’

・繍．’懸・難灘・鱗欝、
　　　　　　’“　　　　．國　　s

難1’

蜻ﾋ灘1



F・

R傾　η一1（購購彪＋GklRゴh－GゴiRkh）＋

By　covariant　differentiation，　we　have

▽IRkゴ‘九 ﾅ≡1（▽岬

from　which，　replacing　Z　by　h　and　summing　for　h，　we　have

▽hRkゴih @1（▽ゴRk‘一一▽轟＋Gki▽hRゴん一σ

Next，　in　a　conformally　flat　Riemannian　manifold　Rn＋i，

　　h　1　tn　ch　n　ch，rt　nh　A　nhNb　R　　　　　　　（Gk・δゴ九一Gゴiδkh）．

n（n　一　1）

鴨職叫Gゴ琶▽IRkh）＋n（ViR肢鼈黷P）（嶋Gゴ1δkh），

　　　　　　　　　　n－1　　　”w許）＋η（il一：一il）（岬一岬）・

And，　making　use　of　（4．10）　and　VhR，・h　＝　（1／2）Vj　R，　we　find　that

（6・1・）　▽」R…▽轟一孟（Gkl▽ゴR一　G」1▽kR）一・（n＞2）・

Also，　in　case　n　＝　2，　a　conformally　flat　Riemannian　manifold　is　defined　by　（6．10）．

Therefore，　assuming　the　scalar　curvature　R　of　R”＋i　to　be　constant，　we　see　easily，　from

（6．10），　that　Vi・Rki　一　VkRji　＝　O．　Thus，　using　Theorem　6．2，　we　have　the　following

Corolla　ry　6．4　Let　R”＋i　（n　）　2）　be　an　orientable　conformatty　flat　Riemannian

mα呵襯ω伽1～＝const．・ωhicんα伽its　a　speciα1　C・ηC乞π刎αγ3cα」αγ飼4Ψ，　and　vnα

closed　orientable　hypersurface　in　Rn＋i　such　that

　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　（2）　st　has　fued　sign　on　V”．

Then　every　point　of　V”　ts　umbitic，

　　Moreover，　making　use　of　（4．5）　and　（4．11），　we　can　prove　the　following　Theorem　by

an　argument　similar　to　that　used　in　the　proof　of　Theorem　6．2：

Theorem　6．5　Let　Rn＋1　be　an　orientαbte　Riemannian　manifold　with▽k　Rゴ¢十▽ゴ凡た十

ViRki・　＝　O　whieh　admits　a　special　concircntar　seatar　fceld　W，　and　Vn　a　closed　orientabte

hypersurface　in　R”＋i　such　that

　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　（2）　n　has　fued　sign　on　Vn．

Then　every　point　of　V”　ts　umbilic．

　　We　now　assume　that　the　length　of　the　Ricci　tensor　Ro・i　is　constant　in　IRrZ＋i，　that　is，

（6．11）　Rpt　R，一i　＝A　（A＝　const．）．

By　covariant　differentiation，　we　have

（6．12）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽kRゴ歪1ヒゴ¢＝0．
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　　　On　the　other　hand，　from　（4．4），　（4．7）　and　（6．11），　we　can　see　that

（6・13）　　　　8ゴf畠ド2ηρ8一η2（η＋1）ρ2＋λ．

Also，　transvecting　VkR」’i’ @to　Sji　＝　Riti　十　npG」・i，　say，　（4．4）　and　using　（6．12），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽kRゴ‘5抜＝nρ▽kR，

and，　moreover，　transvecting　¢k　to　this　equation，　from　（4．11）　and　（4．6），　we　find　that

（6．　14）　¢Sj‘　Sji　＝np¢S．
Consequently，　substituting　（6．13）　into　（6．14），　we　can　see　easily　that

（6・15）　¢｛npS　一一一　n2（n＋1）p2＋A｝　＝＝　O．

So，　covariantly　differentiating　and　using　the　fact　that　ViS　is　equal　to　ViR，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　¢i｛npS　一一　n2　（n　＋　1）p2　＋　A｝　＋　np¢ViR　＝　O，

from　which，　multiplying　by　¢　and　using　（6．15），　we　obtain

（6．16）　¢2V，R＝　o．
Lemma　6・6五・t　Rn＋’　be　a　Riemannian　manifotd　with　Rゴ’R炉。・7zst．　which・admits

a　speciat　concircntar　scalar　fietd　W，　V”　a　hypersurface　in　1［｛ri＋i　and　9　jfZved　sign　on　V”．

珈≠0，th・n　w・hav・▽i．R＝O　in・Rn＋1，　and　if　Pt＝0，　th・n　w・んav・▽iR＝0・n・vn，

where　p　ts　a　constant　number　defined　by

（6．17）　pt＝ptp　2一¢，・¢’L
　　　PRooF．　Since　Vi（p〈1＞2　一　〈bj〈1＞」）　＝　O，　we　see　that　iL　is　constant　in　R”＋i．

　　　Now，　by　covari　ant　differentiation　of　（6．16），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2¢¢jV，R十　¢2VjV，R　＝＝　o，

from　which，　using　the　fact　that　the　tensor　Vj　Vi　R　is　symmetric，　we　obtain　¢（¢」・ViR　一一

¢iV3・R）　＝　O．　Moreover，　cova　riantly　differentiating　and　using　（3．14），　we　have

¢，（¢」V，R　一　¢，V」R）　＋　p¢2（G，」V，R　一一　C，，V」R）　＋　¢（¢」V，V，R　一一　¢，VkV」R）　＝＝　O，

and　accordingly，　using　（6．16），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　Φk（Φゴ▽iR一Φf▽ゴ」R）十Φ（Φゴ▽k▽i」R一Φi▽k▽ゴR）＝0．

And　consequently，　transvecting　Gk」’　to　this　equation，　we　have，　from　（4．6），　（6．17）　and

（6．16），

（6．18）　一pV，R＋　¢｛¢」V」　ViR＋　¢，　（2pS　一　V」　V」R）｝＝　O，

where　V」’ ui・R　＝　Ckj　Vk　Vj　R．　Thus，　if　pa　1　O，　then　we　have，　from　（6．16）　at　a　point

Pi　such　that　¢（Pi）　f　O，　or　from　（6．18）　at　a　point　P2　such　that　¢（P2）　＝　O，　ViR　＝　O．

And　if　p　＝　O，　then　we　have，　from　（6．17），　ptp　2　＝＝　¢」¢」．　On　the　other　hand，　using　the

assump　tion　that　st　has　fixed　sign　on　V”，　we　can　see，　from　Lemma　6．1，　t　hat　e　has

fixed　sign　on　V”，　and　accordingly，　¢」¢i’　〉　O　on　V”．　Thus，　it　follows　from　（6．16）　that

ViR　＝＝　O　on　Vn．
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：Lemma　6．7　Let　Rn＋1　be　an　orien励te　Riemαnniαn　mα吻fotd　wんicんα伽its　a　special

C・n油壷αr3αぬr掴dΨand・Vn　a　Cl・3e4・rien励le　hyperSurfaCe　in　R”＋i　SUCh　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　　（2）　9　has　fZxed　sign　on　V”．

if　ViR　＝　O　on　V”，　then　we　have　S　＝　O　on　V”．

　　　PRooF．　Tlrransvecting　B．t　to　ViR　＝＝　O，　we　get　VaR　＝＝

V”．　Consequently，　because　of　（4．7），　we　have

（6．19） S　＝　const． on　Vn．

O，　that　is，　R＝const．　on

Moreover，　using　the　assumption　that　ViR　＝　O　on　V”，　we　get，　from　（4．6），

¢s＝o on　Vn．

Here　¢　is　not　identically　zero　on　V”．　Because，　using　the　assumption　（2）　and　Lemma

6．1，　we　can　see　that　e　has　fixed　sign　on　V”，　and　accordingly，　Hi　e　is　not　identically

zero　on　V”，　which　shows　that　this　fact　holds　because　of　Lemma　3．1．　Thus，　taking

account　of　（6．19），　we　can　prove　that　S　＝　O　on　V”．

Next，　making　use　of　these　Lemmas，　we　shall　prove　the　following

Theorem　6．8　Let　R”＋i　be　an　orientable　Riemannian　manifotd　with　Rji　Rji　＝＝　const．

which　aamits　a　special　concircztlar　scalarfietd　W　and　Vn　a　closed　orientable　hypersmface

in　R”＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　　（2）Ωんα3批ε4吻πoηvπ．

Then　every　point　of　V”　ts　umbilic．

PRooF． Transvectin　¢k　to　（6．12），　and　using　（4．11）　and　（4．4），

Φ（5ワ，s：ゴ乞一ηρ8） ＝o．

we　obtain

Now，　by　covariant　differentiation，　we　get，　from　（4．4）　and　（4．7），

Φle（soisji　一　npS）十Φ（2▽鳶Rフz5頭一nρ▽kR）＝0，

and，　substituting　（4．4）　into　the　second　term　of　the　left－hand　side　of　this　equation　and

using　（6．12），　we　can　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k（S2tSji　一一　npS）　十　np¢VkR　＝＝　O・

Thus，　making　use　of　Lemma　6．6　and　Lemma　6．7，　and　transvecting　¢k　to　the　result

equation，　it　follows　that

（ΦkΦk）（8ゴisゴi）；0 on　Vn，
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and，　since，　taking　account　of　the　assumption　that　9　has　fixed　sign　on　V”，　we　can　prove

from　Lemma　6．1　that　¢k¢k　＞O　on　V”，　we　conclude　that　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Sji　＝　O，　that　is，　Rji　＝　一npGji　on　Vn．

Therefore，　from　（6．7），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．．（H？　一　H2）edA　＝　o，

and　consequently，　by　the　argument　similar　to　that　used　in　the　proof　of　Theorem　6．2，

we　can　prove　that　Theorem　6．8　holds．

　　　REMARK　1．　Theorem　6．8　is　a　generalization　of　Corollary　6．3，　b　ecause　of　the　fact

that▽k（Rゴ‘」R3つ＝2▽鳶Rゴi」Rコt．

　　　Moreover，　as　a　generalization　of　Corollary　6．4，　we　have　the　following

Theorem　6．9　Let　R”＋i　be　an　orientabte　conformatly　flat　Riemannian　manifotd

WhiCh　admitS　a　SpeCiat　C・nCircntar　sCatαr　fietd　W，αnd　Vn　a　Ct・Sed・rien励le　hyper－

surface　in　Rn＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝＝　const．　1　O，

　　　（2）　there　extsts　a　point　Po　on　V”　such　that　S（Po）　＝　O，

　　　（3）　Ωhasプ批ed　sign　on「レ「n．

Then　every　point（ゾvn　ts　umbitic．

　　　PRooF．　ln　a　conformally　flat　Riemannian　manifold　Rn＋i，

R♂一一η…1（Rki6」h　一　R」i6kh　＋　GkiR」h　一一　G」iRkh）＋n（轟1）（σ画九一σゴiδkh）・

Using　the　same　calculations　as　the　proof　of　Corollary　6．4，　we　obtain　（6．10），　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　▽ゴR短一▽轟｝莇（Gki▽ゴR一σゴi▽kR）一〇・（η≧2）

　　　Now，　tra　nsvecting　2n¢k　to　this　equation　and　making　use　of　（4．5），　（4．11）　and　（4．6），

we　get

（6．20）　2np¢Sji一（Vj　R¢i十2p¢SCji）＝O．

Moreover，　transvecting　¢t　to　this　equation　and　making　use　of　（4．8），　we　have

（6．21）　VjR¢，¢i十2p¢S¢」＝O．

And　consequently，　making　use　of　（3．14）　and　（4．7），　（6．21）　is　rewritten　as　follows：

（6．22）　V，・（S¢，¢t）　＝＝　O，
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from　which，　by　the　assumptions　that　there　exists　a　point　Po　on　V”　such　that　S（Po）　＝　O，

and　the　hypersurface　V”　is　closed，　we　find　that

（6．23） 3Φ‘Φ歪＝0

on　Vn．

On　the　other　hand，　transvecting　S3’i　to　（6．20）　and　making　use　of　（4．8），　we　obtain

（6．24） Φ（η5∫歪8ゴ’　・一一　s2）
＝o．

By　covaria皿t　differentiation，　we　have，　from（4．4）and（4．7），

Φ九（晦5ゴL82）＋2Φ（n▽hRゴiSゴ’一▽hRS）一〇．

And，　transvecting　¢h　to　this　equation，　from　（4．11），　（4．6）　a　nd　（6．24），　we　find　that

（6．25） ΦんΦん（nSjiSゴ‘一S2） ＝＝　o．

Thus，　making　use　of　（6．23），　we　have　¢h¢hS」・iS」’i　＝　O　on　Vn．　And，　from　the　assumption

（3），　we　find　that　Spt　＝＝　O　on　Vn，　that　is，　Rji　＝　一npG」・i　on　V”．　Consequently，　from

（6．7），　we　obtain

（6．26）
f．．　｛H？　一　H2｝edA　＝　o．

Also，　we　can　see　that　H？　一一　H2　2　O，

（6．27）

because

H？　一一　H2－n2（t－1）藷（刷2，

Thus，　using　the　assumption　（3）　and　Lemma　6．1，　we　find　that　Hi2　一　H2　＝＝　O　by　vi　rtue

of　（6．26），　and　consequently，　because　of　（6．27），　we　conclude　that　ki　＝　lp　＝…　＝　k．　at

each　point　of　Vn．　This　means　that　every　point　of　V”　is　umbilic．

　　　REMARK　2．　Theorem　6．9　is　a　generalization　of　Corollary　6．4．　Because，　using　the

assumption　that　R＝：const．　and　（4．6），　we　have　¢S　＝　O，　from　which，　taking　account　of

Lemma　3．1，　we　can　see　that　there　exists　a　point　Po　on　V”　such　that　S（Po）　r＝　O．
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7 Some　characterizations　of　a　hypersurface　to　be

To　prove　that　the　hyp　ersurface　under　consideration　is　isometric　to　a　sphere，　we　need

the　following　Theorem　due　to　M．　Obata　［16］．

Theorem　A．　（Obata）　Let　V”　（n　2　2）　be　a　comptete　Riemannian　manifold　which

admits　a　non－nutl　function　th　such　that　VbV．V　＝　一eVgb．　（c＝　const．），　where　gba　and

to　a　sphere　of　radizLs　1／c．

　　Now，　using　Theorem　6．2，　we　can　prove　the　following

Theorem　7．1　Leオ、Rn＋1δe　an　on●entαble　Riemαnn伽ma呵bld　w伽んα㎜o耽。雛

vature，　Sαy，▽ゐRズ▽ゴR鳶¢面Cんα伽伽α3知αごC・ncircntar　scalαr　field　W　satisfy吻

the　equation

　　　　　　　　　　　　　V」Wi　＝　（pW　＋　a）　C」i　（p　＝　const．　1　O，a　＝　const．），

αnd・vn　a　cl・sed・Wie伽ゐle　hypersurface　in　R”＋13忽Cん孟んα孟

　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　（2）Ωんα3卿ed　sign　on　yπ，　whereΩ・＝びΨ歪，

　　（3）　st　ts　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphe7e．

　　PRooF．　By　covariant　differentiation　of　the　definition　e

have，　from　（2．5）　and　（3．14），

（7．1） ▽bθ＝一んbαBα包Φ哲．

＝　C’tp　i　along　V”，　we

Also，　by　virtue　of　Theorem　6．2，　every　point　of　Vn　is　umbilic，　that　is，

（7．2）

’l！ransvecting　gCa　to　this　equation，

equation　into　（7．1），　we　have

（7．3）

hbc　＝　Hi　gbc・

we　see　that　hba　＝　Hi　6ba．　So，　substituting　this

Vbe　＝　一HIBbt¢i，

that　is，

（7．4） v，e十H，　vb¢＝o．

Accordingly，　under　the　assumption　that　Hi　＝　const．，　we　can　see　that

（7．5） e＋Hi¢＝C　（C＝　const．）

on　Vn．
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Now，　by　covariant　differentiation　of　（7．3）　along　V”，　we　get

（7．6） v，v，e　＝　一H，　（p¢gch　十　eh．，），

by　virtue　of　（2．4），　（3．14）　and　（2．3）．　Thus，　from　（7．2）　and　（7．5），　we　find　that

（7．7） v．vbe　＝ 一｛（珊一ρ）θ＋ρo｝9・ひ

Here　we　claim　H？　一一p　f　O．　ln　fact，　if　H2i　一p　＝　O，　then　（7．7）　becomes　VcVbe　＝　一一pCgch，

from　which　Ae　＝　一npC，　that　is，　Ae　＝　const．，　where　Ae　＝　gchV．　Vbe．　However　this

is　impossible，　unless　e　＝　const．　on　V”　［22，　2］．　But，　using　the　assumption　（3）　and

Lemma　6．1，　we　can　see　that　e　is　not　constant　along　Vn．　Thus，　H？　一p　being　different

from　zero，　（7．7）　is　rewritten　as　follows：

（7．8）
▽・▽ゐ（　　　pCe十　　H？　一周忌一一（H？一ρ）（θ＋鵡）9Ch，

from　which　we　get

△（θ＋鵡）一一η（Hぞ一ρ）（θ＋ pC

珊

s’）・

and　consequently，　it　follows　that　Hi2　一一　p　〉　O　［20］．　Therefore，　using　Theorem　A，　the

equation　（7．8）　shows　that　the　hypersurface　Vn　under　consideration　is　isometric　to　a

sphere　［10，　11］．

　　　And，　from　this　Theorem　7．1，　we　have

Corollary　7．2　　五e孟Rn＋1δeαη，　on●entaわle　Rieman，nian　manif（）‘かω伽Pαraltel」Ricci

tens・ろsαy，▽鳶Rゴづ＝0醐。んα伽its　a　speciαt　c・η耽刎α73c副αγ廻4Ψ，αnd　vnα

cl・sed・rie伽ゐte　hypersurface　in　Rn＋i　SUCん仇α孟

　　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　　（2）　st　has　fued　sign　on　Vn．

　　　（3）　n　is　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．

Corollary　7．3　Let　R”＋i　be　an　orientable　conformalty　flat　Riemannian　manifold

鵬’wR＝C・戚．翻Cんα伽伽a　speciat　C・πC伽ぬr　3Cα‘αr廻4Ψ，　and　vnαct・sed
・短e伽δεe吻，ersurface　in．Rπ＋1　SUCん仇α孟

　　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　　（2）　st　has　fZxed　sign　on　Vn．

　　　（3）　st　is　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometrie　to　a　sphere．

Moreover，　using　Theorem　6．5，　Theorem　6．8　and　Theorem　6．9　respectively，　we　obtain
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Theorem　7．4　Let　Rn＋1　be　an　orientable　Riemanniαn　manifotd　with▽轟十▽ゴ凡ゐ十

ViRkJ・　＝　O　which　admits　a　special　concirczLlar　scalarfield　W，　and，V”　a　closed　orientable

h！｛persurface　in　R”＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　amst．　；　O，

　　　（2）Ωんα3プ捻e4　sign　on　vn．

　　　（3）　9　ts　not　constant　atong　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．

Theorem　7．5　Let　R”＋i　be　an　orientable　Riemannian　manifold　with　R」iR」i　＝　const．

which　admits　a　special　concircutar　scalar　field　W，　and　V”　a　closed　orientable　hypersur－

face　in　R”＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　　（2）　st　has　faved　sign　on　V”．

　　　（3）　st　ts　not　constant　along　V”．

Then　Vn　ts　tsometric　to　a　sphere．

Theorem　7．6　Le　t　R”＋i　be　an　orientable　conformally　flat　Riemannian　manifold

ωんiChα伽伽α　SpeCial　COnCirCntar　SCatαr　field　W，　and　V犯αCt・Sed・兜●e伽bte　hyper－

smface　in　R7Z＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　　（2）　there　exts　ts　a　point　Po　on　V”　such　th　at　S（Po）　＝　O，

　　　（3）Ωんα3ノ批edl　sign　on　yπ・

　　　（4）　st　ts　not　constant　along　V”．

Then　Vn　ts　tsometric　to　a　sphere．

：Lemma　7．7　五et　Vnゐeαゆe循π加ceω伽砺＝positive　const・

an　umbilieal　hypersurface，　then　Hi　ts　non　zero　constant．

in　Rn＋i．　if　vn　ts

PROOF． Since　V”　is　an　umbilical　hyp　ersurface，　we　have

k，　＝　k，　＝＝　…＝　ig，

from　which，　taking　account　of　（2．10），　we　obtain

H2＝居＝Hぞ．

Accordingly，　since　H2　is　p　ositive　constant，　we　can　see　that　Hi　is　non　zero　constant．

　　Thus，　using　Theorem　5．4　and　Lemma　7．7，　we　have　the　following

Theorem　7．8　五e孟Rπ＋1（η≧3）be　an　orie伽ゐle」配iemαnn伽manifold（ゾconstant

curvature　which　admits　a　proper　conformal　Kitling　vector　field　Ct　sattsfying　the　equation

SξGゴi≡≡▽ゴξ‘＋▽歪ξゴ＝2Ψ（］ゴi，

and・V”　a　el。sed。燃励‘・ん卯・㎎π吻ce伽甜＋13徊Cん仇α診

　　（1）砺ts　P・3伽e　co観α魏，
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　　　（2）　Ω（ニ＝CtΨi）　hα3」配コじαオ3乞97LonI／π，

　　　（3）　st　ts　not　constant　along　V”．

Then　Vn　is　isometric　to　a　sphere，　wheTe　Nlt　satisfies　V」・ViW　＝　一（R／n（n＋1））iltC」i　and

w，　＝＝　v，w．

　　　Next，　under　the　new　assumption　that　W　is　not　constant　along　V”，　instead　of　the

condition　of　9，　we　prove　the　following　Theorem　in　a　similar　way：

Theorem　7．9　Let　Rn＋i　be　an　orientabte　Riemannian　manifold　with　harmonic　cur一

勿伽re・癩CんαdmitS　a　SpeCial　C・nCirCZtlar　scalar　fietd　W，αnd　VnαcZ・Sed・rientable

h3｛persurface　in　Rn＋13伽Cん仇α孟

　　　（1）　Hi　＝　const．　f　O，

　　　（2）　st　has　fued　sign　on　Vn，

　　　（3）　W　ts　not　constant　along　Vn．

Then　Vn　ts　tsometric　to　a　sphere．

　　　PRooF．　Since，　Vb（¢iB．i）　＝　Vj¢iBb」B．i十¢iVbB．i，　we　see，　from　（3．14），　（2．4）　and

e　＝　Ct¢i，　that

（7．9） VbV．¢　＝　p¢gba　十　ehba・

Also，　by　virtue　of　Theorem　6．2，　every　point　of　Vn　is　umbilic，　that　is，　hba　＝　Hi　y（ba．

Consequently，　from　（7．9），　we　have

VbV．¢　＝　（p¢　十　Hi　e）gb．・

So，　substituting　（7．5）　into　this　equation，　we　find　that

（7．10） ▽凡Φ一｛一（Hl一ρ）Φ＋・H1｝9ゐ・・

Here，　using　the　assumption　（3）　and　（6．4），　it　follows　that　¢　is　not　constant　along　V’i，

and　according｝y，　we　can　prove　that　Hi2　一pl　O，　by　an　argument　similar　to　that　used

in　the　proof　of　Theorem　7．1．　Thus，　（7．10）　is　rewritten　as　follows：

（7．11）
VbV．　（¢　一 CHiIll”；，）　＝　一一（”？　一一　p）（¢　一一 CH，

Hぞ 珊

Ilt；p）gba，

from　which　we　get

A（¢　一 CHiIll’一xp）　＝　一n（H？　一　p）　（¢　一 CHi

珊 珊一
　
，

　
一
〇
’

and　consequently，　it　follows　that　H？　一p　〉　O．　Therefore，　using　Theorem　A，　the　hyper－

surfa£e　V”一@is　isometric　to　a　sphere　［10，　21］，　by　virtue　of　（7．11）．

　　　And，　from　this　Theorem　7．9，　we　obtain
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Corollary　7．10　　Le彦Rπ＋1みeαηo悔eη，taわ‘e　Rieman，η，ian　m，αη，加Zかω伽paratte‘Ricci

孟e粥・r翻Cんα伽伽α　Specint　c・η硫ntar　scαlar　field　W，　and　Vnαct・Sed・rientabte

吻er5忽加ce胡町＋1　SUCんthat
　　　（1）　Hi　＝const．　f　O，

　　　（2）　9　has　fixed　sign　on　V”，

　　　（3）Ψおπo孟coη3孟αη，孟αZoηg　y犯，

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．

Corollary　7．11　Let　R”＋i　be　an　orientabte　conformatly　flat　Riemannian　manifotd

with　R　＝const．　whieh　admits　a　special　concircntar　scalar　fietd　W，　and　V”　a　ctosed

・短e漁δZe吻，ersurface　in　Rn＋1　SUCん仇αオ

　　　（1）　Hi　＝　const．　X　O，

　　　（2）　9　has　JExed　sign　on　Vn，

　　　（3）　W　is　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphe7e．

　　　Moreover，　using　Theorem　6．5，　Theorem　6．8　and　Theorem　6．9　respectively，　we　obtain

similarly　the　following

Theorem　7．　12　Let　Rn＋i　be　an　orientable　Riemannian　manifold　with　Vk　Rji十Vj　Rik十

▽琶馬＝O　which・a伽itS　a　speciα1　c・ncirentar　scαlar　jfietd　W，　and・V”　a・ct・sed・rientabte

hypersurface　in　R”＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　　（2）　st　has　fixed　sign　on　V”，

　　　（3）　W　ts　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere，

Theorem　7．13　Le書Rn＋1δeαn　orientabte　Rieman伽πmα呵bldω乞仇RフiRゴ奮＝
const．　which　admits　a　special　concircular　scalar　field　W，　and　V”　a　ctosed　on’entabte

hyper瑚face　in・Rn＋13包Cん仇α孟

　　　（1）　Hi　＝　const．　1　O，

　　　（2）　Ωんα3」伽αオsign　Oπγπ，

　　　（3）　W　ts　not　constant　ntong　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．

Theorem　7．14　Let　R”＋i　be　an　orientabte　conformntty　flat　Riemannian　manifold

ωんich　a伽its　a　special　C・η硫忽Zαr　3CαZαr掴dΨ，　and・V”　a・ct・sed・rien励‘eんypersur・

faee　in　R”＋i　such　that

　　　（1）　Hi　＝　const．　4　O，

　　　（2）　tんere　extSt3αpoint」P（）on「レ「n　52名。ん孟んα孟3（1そ））＝0，

　　　（3）　st　has　fZ　ted　sign　on　V”，

　　　（4）　tp　ts　not　constant　atong　V”．

Then　V”　ts　tsometrie　to　a　sphere．

Finally，　using　Theorem　5．4　and　Lemma　7．7，　we　have　the　following

30
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Theorem　7．15　Let　Rn＋1（n≧3）be　an　orien励le」配iemann伽mα吻Fotd　Of　constαnt

curvature　which　admits　a　conformat　Kilting　veetor　field　eZ　s　atbsfying　the　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠〕ξGゴi…≡▽ゴξ，＋▽乞ξゴニ2Ψ（］ゴi，

and　V”　a　closed　orientable　hypersurface　in　R”＋i　such　that

　　（1）　H2　ts　positive　constant，

　　（2）θ（＝Oi＆）んα3」伽ed　sign　on「S／n，

　　（3）　W　ts　not　constant　along　V”．

Then　V”　ts　tsometric　to　a　sphere．
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