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1. 緒 言 

 高分子系繊維強化複合材料(Fiber Reinforced Plastics: 

FRP)は，高い比強度と比剛性を有しているため自動車

や航空機等の軽量化材料として活用されている．FRP

積層板は，炭素繊維などの強化長繊維と母材から構成さ

れる薄い異方性ラミナを積層して作られる．ラミナの配

向角度により積層板全体の力学特性が変化することか

ら，振動特性など(1)-(3)の目的に合わせた最適な積層構成

を設計する必要がある． 

 積層構成の最適設計は，離散化された繊維配向角を直

接に設計変数とすると組合せ最適化問題になり，計算規

模が積層数に伴い急激に増大する．また，板の剛性は繊

維配向角に対して非線形性と多峰性の特徴を示すこと

から，その最適設計法にはこれまで積層パラメータ(4), (5)

が主に使われてきた．積層パラメータは同一材料であれ

ば積層数に依存しない媒介変数であり，板の剛性は積層

パラメータに対して線形性を示す．最適な積層パラメー

タ値を求める手法としては，勾配法を用いる方法(6), (7)，

遺伝的アルゴリズム(以下 GA)と応答曲面法を用いる方

法(8)-(10)などが提案されている．最適な積層パラメータ値

から具体的な積層構成を算出する際には，幾何学的考察

に基づく積層構成決定法(11)や応答曲面を応用したフラ

クタル分枝限定法(12)が提案されている．特に実験計画法
(13)-(15)による応答曲面法は効率な解析方法として，積層

パラメータやGAと組合わせて用いられる．しかし，過

去の報告はいずれにおいても，0º，90º，±45º などの限

定された繊維配向角を扱っており，詳細な積層構成の決

定に重点を置いていない．また，これらは単一の力学特

性を目的関数としており，トレードオフの関係にある複

数の力学特性を同時に向上する問題は考えていない．自

由度の高い設計法を確立するには，複数の設計上の要求

に対して，最適な積層構成を詳細に決定する多目的設計

の方法が必要である． 

 本研究では FRP 積層板の座屈特性を複数個同時に最

適化するため，実験計画法による多目的最適化手法を提

案する．本手法は，実験計画法を用いて各層の繊維配向
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角が板の座屈特性に及ぼす影響度を定量化し，さらに座

屈特性の推定式を目的関数ごとに作成する．その後，推

定式上で全実行可能解を算出し，逐一比較することでパ

レート最適解集合(16)を直接的に求める．その際，解精度

の向上を図るために構造解析へのフィードバックを行

う．このように，本手法は実験計画法による影響度解析

と独自の多目的最適化手法を組み合わせた統合的な最

適設計法であり，計算コストの面で高い効果を有すると

いえる．本手法の有用性を確認するために，計算例とし

て 2 つの異なる圧縮比の下における積層板の臨界座屈

荷重値を考え，全探索結果との比較を行う．なお，推定

式には Chebyshev の直交多項式(14)，座屈荷重値解析に

は計算時間に有利なRitz法(17)を用いる． 

2. 解析方法 

 2・1 Ritz 法による座屈荷重値解析  図 1 に，各

層に一方向強化繊維を有する異方性ラミナが，板の中央

面に対して対称に積層された長方形板を示す．その板寸

法をa×b×h (h : 板厚) とし，各層の弾性定数は，縦弾

性係数 LE , TE ，せん断弾性係数 LTG ，ポアソン比 LT ， 

TL (L : 繊維配向方向，T : 繊維と直交方向)とする． 

 本研究では対称積層板を考え，その積層数を2Kとす

る．板の座屈荷重値は以下に表す座屈直後のつりあい方

程式の固有値として求められる． 
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ただしw は積層板のたわみ，Di j ( i, j = 1, 2, 6 ) は積層板

の曲げ剛性であり，各層の弾性係数から決まる．Nx, Ny

は各方向の垂直合応力，Nxy はせん断合応力である． 

一般的な積層と境界条件に対して，式 (1) の解析解を

導くことは困難であるため，Ritz法を用いた座屈荷重値

解析を行う．Ritz 法は，FEM 解析と比べて計算コスト

が低く，繰返し計算が必要な最適化問題に適している．  

まず積層板内に貯えられる全エネルギ V 

 S LV V V   (2)

を求める．ここでVs は曲げによるひずみエネルギ 
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ただし， 1 は曲率ベクトル 
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である．VL は面内荷重による仕事 
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ただし 2 は勾配ベクトル 

  2

T
w w

x y


  
  

  
 (6)

である．ここで座屈モードを 
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で表す．ここでAmn は未定係数，Xm (x)，Yn (y) は変位関

数であり，平板の4辺それぞれで自由，単純支持，固定

の任意の境界条件を許す境界条件インデックスを持っ

た「べき関数」である．式 (7) を式 (4)，(6) に代入し

て式 (3)，(5) の積分結果を用いて，平板に貯えられる

全エネルギを算出し，その極値 
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を求めることで一軸及び二軸圧縮における臨界座屈荷

重値を算出し，それを無次元化して以下のような座屈パ

ラメータ λとして表す． 
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ここで  3
0 /12 1T LT TLD E h    は基準剛性であり，二

軸圧縮比は  /y xN N  を用いて表し，せん断荷重

xyN は考慮しないものとする．座屈特性最適化問題にお

いて，座屈パラメータλ は目的関数であり，最大化する

ことで最適積層構成を求める． 

 2・2 実験計画法  本研究の実験計画法では，因子

を各層の繊維配向角，特性値を座屈パラメータ λとし，

因子の組合せに対する特性値の応答から，各層の繊維配

向角が座屈パラメータ λに与える影響度の解析を行う．

 

Fig. 1 Symmetrically laminated rectangular plate 
under biaxial compression 
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さらに，設計変数を繊維配向角，目的関数を座屈パラメ

ータ λとする推定式を作成する．なお，特性値の計算に

は2.1節のRitz法による座屈荷重値解析を用いる．積層

板の剛性は繊維配向角に関して多峰性を持つが，本最適

化手法では実行可能解全ての推定値から探索を行うた

め，多峰性による局所解問題を回避することが可能とな

る．本節では実験計画法の基本的な手順について述べる． 

 解析データは各因子の水準値の組合せに対する特性

値の応答であり，本研究では多元配置法(13)を用いて作成

する．多元配置法は各因子の水準の全組合せから解析デ

ータを作成する方法であり，水準数や因子数，因子間の

交互作用を任意に設定することが可能である．因子の水

準設定の段階では，最適な積層構成を予測できないこと

から，いずれの因子についても水準範囲を最大とする．

表1は，例題に用いる対称8層積層板 1 2 3 4 s[ / / / ]    に

ついての因子を示す．多元配置法で得られた54 = 625通

りの組合せに対して，特性値である座屈荷重値を Ritz

法により算出する． 

分散分析(13)は前項で得た解析データを用いて，因子が

特性値に与える影響を検定・定量化するために適用され

る．本研究では因子の変動を次数成分に直交分解するこ

とで詳細な分析を行う．因子の効果はF検定により5%，

1%の危険率でその有意性を判断する．有意と判断され

た因子・次数成分は，その純変動が全変動に占める割合

を「寄与率」として算出し，因子の影響度を定量化する． 

 2・3 推定式の作成  本研究ではChebyshevの直交

多項式(14)を適用して特性値の推定式を作成する．この直

交多項式は各次数項が互いに独立した回帰式であり，係

数の大きさにより低次項が優先となる．また，F検定に

おいて有意であると判断された因子のみを設計変数と

するため，非常に低い計算コストで計算が可能である．

ここで，設計変数xiがm個存在するとき推定式は 

  1 2, , ..., , ...,i mY Y x x x x  (10)

と表すことができ，各次数項は次式のようになる． 
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(11)

ここで ix は水準平均値， ia は水準数，hは水準間隔，n

は次数である．係数 b0，bin は，推定式の持つ直交関係

より 
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と表せる．ここで， ( )i ivx のxi vは変数xiの各水準値，

Ti vは各水準値における特性値の和を示す． 

 例題で用いる推定式は，交互作用を考慮すると各設計

変数に関する4次多項式の積和で表されるため，その次

数は8となる． 

 2・4 多目的最適化  一般的に，p 個の目的関数

   1,2,...,kF x k p を同時に最大化する多目的最適化

問題は 

 
 

 
1Objective : Maximize ( ),..., ( )

                                             

pF x F x

x X
 (13)

と定式化できる．ただし，Xを実行可能解の集合とする．

式(13)のような多目的最適化問題において目的関数同士

にトレードオフの関係が成り立つ場合，全ての目的関数

を同時に最適化する解は存在しない． 

本研究では，複数の目的関数の重み付き線形和を考察

するのではなく，合理的な多目的解として，以下で定義

されるパレート最適解を考える． 

ある設計変数 ,x x X   に対して 

 ( ) ( )         ( 1, 2,..., )k kF x F x k p    (14)

を満たすとき，「x はx に優越する」 あるいは「x は 

x の劣解」という．逆に，式(14)を満たすx が存在し

ない場合には，「x は非劣解」という．実行可能解領域

において，p個の目的関数Fk (x)に対する非劣解の集合

がパレート最適解である． 

例として，図2に二目的最適化問題におけるパレート

最適解集合を示す．図中に実線及び点線で示されるパレ

ート最適解が形成する面をパレート・フロントと呼び，

Table 1  Level values of each factor 

Factor 
Level  

1 2 3 4 5 
θ1 [ º ] −90 −45 0 45 90 
θ2 [ º ] −90 −45 0 45 90 
θ3 [ º ] −90 −45 0 45 90 
θ4 [ º ] −90 −45 0 45 90 



このパレート・フロント上にある解集合から意思決定者

が設計上の要求に応じて解を選択することになる． 

 本研究では，実験計画法により目的関数ごとに推定式

を作成し，推定式上でパレート最適解集合を探索する手

法を提案する．用いる推定式は低次の多項式であるため，

非常に低い計算コストで実行可能解領域全体の推定値

を求めることが可能である． 

 本手法の手順は2ステップに分けられ，図3にその概

念図を示す．ステップ1では，実験計画法によりp個の

目的関数ごとに作成した推定式を用いて，実行可能解全

体の推定値Yesti, k ( k = 1, 2, ..., p )を計算し，それらの優

劣関係を逐一調べることで近似的に非劣解の集合を抽

出する．優劣関係の判定には以下に示す判定式 

 esti, esti,

,
( ) ( )         

1, 2,....,
k k

x x X
Y x Y x

k p
 

 

 
  

 
 (15)

を用いる．上式を満たす優越解 xαが存在する場合に，

実行可能解の集合から劣解 xβを除外することとし，こ

の判定を実行可能解全てに対して逐一行うことで非劣

解の集合を抽出する．本研究ではこの非劣解集合を「推

定パレート最適解集合Pesti」とする．推定パレート最適

解集合Pestiは，Yesti, k間の比較から得られた解集合であ

るため，Ritz法による座屈荷重値解析へフィードバック

を行うことで精度の向上を図る． 

 ステップ 2 では，まず推定パレート最適解集合 Pesti

に属する解を Ritz 法による座屈荷重値解で再計算し，

 Ritz, 1, 2,...,kY k p を求める．次に，YRitz, kの優劣関係

を調べることで集合Pesti内から非劣解を抽出する．優劣

関係の判定には次式で表される判定式 

 
esti

Ritz, Ritz,
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( ) ( )         

1, 2,...,
k k

x x P
Y x Y x
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 (16)

を用いて，ステップ1と同様の方法で集合Pesti内に残存

する劣解を取り除く．そして最終的に集合内に残った解

を「本手法におけるパレート最適解集合P」とする．  

3. 数値計算例及び考察 

 3・1 数値計算例   本節では，弾性定数EL=138GPa, 

ET =8.96GPa, GLT =7.1GPa, νLT =0.3 を持つ対称8積層

1 2 3 4 s[ / / / ]    の正方形CFRP積層板を考える．最適化

問題では，2つの異なる圧縮比( β = 0とβ = 2)における積

層板の臨界座屈荷重値を，同時に最大化する積層構成を 

求める．なお，変位関数中の項数m × n = 10×10とし，

境界条件は自由辺をF，単純支持辺をS，固定辺をCで

表し，正方形の左辺から順に反時計回りに表す． 

 3・2 影響度解析  分散分析で得られた各因子の寄

与率を表2に示す．この表より，θ1とθ2の寄与率はθ3 

と θ4 に比べて大きく，外側に配置された層の方が座屈

荷重値に与える影響が大きいことがわかる．よって最適

化計算では，各層の繊維配向角の刻み幅を外層から内層

にかけて傾斜を付けて設定することで効率化を図る．ま

た，交互作用項 θ1×θ2 の寄与率が大きい条件下では，θ1

とθ2が互いに影響し合うため，1層ずつ順に決定してい

くのではなく2層同時に決定する必要がある． 

 3・3 推定式の精度の検証  最適化精度は推定式の 

精度に大きく依存するため，最適化を行う前に推定式の

精度の検証が重要である．本研究では，推定式の精度を

決定係数 

 
 

(17)

により検証した．ここで， RitzY ， estiY は解析データに用

いた特性値，推定値であり， RtizY は全特性値の平均を表

す．式(17)は，残差の相対的な大きさを表す指標の一つ

であり，R2の値が1に近いほど推定精度が高いことを意

味する．本結果では，いずれの推定式においても，決定

係数R2は0.97~1.00と1に近い値を与えていたため，推

定式は高い精度を有しており，最適化計算に用いること

が可能であるとわかった． 

Fig. 2  Pareto optimum solutions 

Fig. 3  Procedure of the present optimization approach 

■ : Pareto optimum solutions 
□: Weak Pareto optimum  
   solutions 

○ : Dominated solutions 

 
 

 
2

Ritz esti2 2
2

Ritz Ritz

1 1 1
Y Y

R R
Y Y


    








 3・4 最適化計算の結果  本手法の精度を全探索結

果と比較することで検証する．最適化問題は座屈パラメ

ータ 0  ， 2  を用いると以下のように定式化できる． 
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Subject to : 90°< 90°  1, 2,3,4

Increment : 5°, 15°, 45°
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式(18)より実行可能解は，36×12×12×4 = 20736通りの積

層構成から成る集合であり，全探索ではRitz法による座

屈荷重値解析で全ての実行可能解を算出する．さらに，

それらの優劣関係を本手法と同様に逐一判定すること

で「全探索によるパレート・フロントPRitz」を得る． 

 図 4 に， Ritz 法による座屈荷重値解析で求めた実行

可能解領域を●，全探索によるパレート・フロントPRitz

を○，本手法で得たパレート最適解集合 P を■でそれぞ

れ示す．図より，境界条件(a) SSSCについては，得られ

た解に一部劣解を含むが，おおむねパレート・フロント

上に分布している．境界条件(b) SCSC及び(c) CCCSで

は，得られたパレート最適解はパレート・フロント上の

広域に分布しており，多様なパレート最適解を得ること

ができた．最適な積層構成の例として，図4(b)中の(A)，

(B) ， (C) を 与 え る 積 層 構 成 は ， そ れ ぞ れ

s[75° / 60° / 75°/45°]  ， s[60° / 60° / 75°/ 40°]   ，

Table 2  Contribution ratios (%) of factors obtained by anaysis of variance 

  Factor 
B.C.  θ1 θ2 θ3 θ4 θ1 × θ2 θ1 × θ3 θ2 × θ3 Total 

SSSC β = 0 21.8 12.3 2.6 0.1 52.0 7.1 2.6 98.4
β = 2 54.2 13.9 2.1 0.0 22.9 4.1 1.8 99.1

SCSC β = 0 17.3 6.7 1.4 0.0 60.8 9.5 2.7 98.5
β = 2 68.6 10.6 1.1 0.0 15.3 2.3 1.1 98.9

CCCS β = 0 60.3 21.1 3.8 0.1 11.7 2.1 0.8 99.7
β = 2 15.6 3.1 0.6 0.0 65.1 10.1 3.6 98.2

CCCC β = 0 48.1 21.7 3.6 0.1 21.6 3.2 1.2 99.5
β = 2 25.1 2.1 0.0 0.0 53.6 10.9 5.8 97.4
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Fig. 4  Comparison between solutions by present approach (denoted by ■) and solutions (denoted by ○) obtained by 
calculating all stacking sequences in the feasible region (denoted by●) 
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s[60° / 45° / 45°/0°]  であり，いずれも似た傾向を示し

ていることがわかる．境界条件(d) CCCCでは，得られ

たパレート最適解は，パレート・フロント上にあるがそ

の数は少ない．これは，パレート・フロントも偏って分

布していることからわかるように，境界条件(d) CCCC

は他の境界条件に比べ座屈パラメータの挙動が複雑で

あり，推定式で正確に再現できていない部分があるため

である．この問題を回避する方法の一つとして，推定式

作成に用いるサンプル点の増加，すなわち水準間隔の狭

幅化が有効と考えられるが，計算コストも増大する． 

 計算コストの有効性は，最も計算負荷の高い構造計算

の繰返し回数を全探索結果と比較することで検証する．

全探索が20736×2=41472回の構造計算の繰返しを要し

たのに対して，本手法は多くとも(625+132)×2=1514 回

の繰返しであった．よって，本手法は全探索と比べて約

4%の構造計算の繰返しで済んだことになる． 

 以上の結果より，境界条件によってはパレート最適解

の分布にばらつきがあるものの，全般的に精度の高いパ

レート最適解集合の探索が可能であり，計算コストの面

で高い効果を有することが確認できた． 

4. 結 言 

 本研究では，実験計画法に基づいた多目的最適化手法

を提案し，全探索結果と比較することでその有用性を検

証した．本手法は実験計画法を用いて影響度解析と推定

式の作成を効率的に行い，その推定式上でパレート最適

解集合を探索する手法である．その際，構造解析へフィ

ードバックすることで精度の向上を図った． 

計算例として，2つの異なる圧縮比における積層板の

臨界座屈荷重値を同時に最大化するような積層構成を

求めた．影響度解析では，境界条件によっては最外層か

ら1層ずつ順に決定していくのではなく，2層同時に決

定する必要があることを示した．最適化結果では，ほと

んどの境界条件でパレート最適解を得ており，計算コス

トも非常に低いことから，本手法の有効性を確認した． 

なお本研究は，科研費(21360105)の助成を受けたもの

である． 
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