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Differential systems associated with partial differential equations
of one and more unknown functions

(一未知及び多未知関数の偏微分方程式に付随した微分式系について)

本研究は偏微分方程式に付随した微分式系 (differential system)に関するものである．微
分式系とは多様体上の接束の部分束のことで，田中昇氏による Realization Lemmaから，
微分式系は一階偏微分方程式 (系)に対応することが知られている．ここでは，大まかに
一未知と多未知関数の二階偏微分方程式に分けてそれぞれ研究した．
一未知関数偏微分方程式として，Monge-Ampère方程式と双曲型外微分式系 (hyperbolic

exterior differential system)を扱った．Monge-Ampère方程式 Azxx + 2Bzxy + Czyy + D +
E(zxx zyy− z2xy) = 0は 5次元接触多様体 J上の幾何学的二階 jet空間— Lagrange-Grassmann
bundle L(J) —の標準微分式系を方程式から定義される 7次元部分多様体に制限して得ら
れる微分式系として表わされる一方，5次元接触多様体上のある外微分式系— Monge-
Ampère system —として表わせられる．Monge-Ampère systemを延長 (prolongation)した
とき，Monge-Ampère方程式に対応する微分式系が得られ，それぞれに定義されるMonge
特性系と呼ばれる階数 2の微分式系の性質及び関係について調べた．ここで得られる性
質を利用して，一般の二階偏微分方程式 F (x, y, z, zx , zy, zxx , zxy, zyy) = 0がMonge-Ampère
方程式となるための必要十分条件をMonge特性系を用いて記述した．また，双曲型 (外)
微分式系とは双曲型Monge-Ampère方程式に対応する (外)微分式系の拡張と言える．双
曲型 (外)微分式系の延長は，双曲型微分式系になることが知られている．双曲型 (外)微
分式系に対しても，Monge特性系と呼ばれる階数 2の微分式系が定義され，与えられた
双曲型 (外)微分式系とその延長，それぞれに定義されるMonge特性系の性質と関係につ
いて調べた．先に述べた，Monge-Ampère方程式の研究の類推として，双曲型 (外)微分式
系に対する縮小定理を得た．すなわち，与えられた双曲型微分式系を，より少ない次元の
多様体上に定義された双曲型 (外)微分式系に縮小する条件をMonge特性系を用いて記述
した．これは先に述べた，双曲型 (外)微分式系の延長が双曲型微分式系になるという事
実の逆にあたる．
多未知関数偏微分方程式に対して，微分式系によるその幾何学的特徴付けを行った．微
分式系は一階偏微分方程式に対応することと，二階偏微分方程式は特に一階偏微分方程式
に思えることから，二階偏微分方程式は微分式系にいくつかの条件を与えたものが対応す
ると予想される．実際，山口佳三氏により，(真に一階のみからなる方程式を含まないよ



うな)一未知関数の二階偏微分方程式の特徴付けが行われた．対して，本研究では (真に
一階のみからなる方程式を含まないような)多未知関数の二階偏微分方程式を微分式系に
より特徴付けた．また，そのような微分式系の構造を保つような無限小変換からなる階別
Lie環が有限型になるような方程式の例を挙げた．また，そのような階別 Lie環が単純に
なるような多未知関数の二階偏微分方程式を求めた．


