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渦層の時間発展と特異点
～それでも渦層は巻き上がる？～∗

坂上貴之 (SAKAJO, TAKASHI)

北海道大学大学院理学研究科数学専攻
E-mail: sakajo@math.sci.hokudai.ac.jp

(2004年 1月 13日受理)

1 渦層とは何か

一様な流れが様々な形状の物体を通過した後に発生する流れ (図 1),飛行機の翼の後背流 (図
2), あるいは木星表面の流れ (図 3)等は,極めて複雑な運動を行うことが知られている. こう
した流れでは, 速度場が急激に変化する狭い領域の挙動が, 全体の運動に本質的な役割を果た
している. このような領域は, せん断流領域 (Shear flow regions)と呼ばれ, 航空工学や環境工
学, 惑星物理学などの分野における重要な研究対象である. また, 流れの乱流遷移の初期過程
を記述する問題として理論的にも重要である.
こうした流れの時間発展を, なんらかの数理モデルによって理解することが我々の目標であ

る. ここで我々は簡単なモデルを構成するため, 流れは非粘性・非圧縮 (縮まない) 流体であり,
速度場の変化する領域が極めて薄い領域 (曲面)であると仮定する. この時, 流れの速度場を �u

とすると, その渦度 �ω = ∇× �u は δ-関数的にこの曲面上に分布し, その面を境にして面の接線
方向の速度場が不連続になる. このような速度場の不連続曲面のことを「渦層」と呼ぶ.
本稿では, 最も簡単な渦層の例として, 主に二次元渦層を考える. これは翼の後ろで生成す

る流れの簡単なモデルとして 1930年頃から研究されてきたが, 1962年に Birkhoff[6]は, 二次
元渦層が次の段階を経て時間発展すると指摘した.

I. (線形不安定性) 初期摂動の線形不安定化が起こる段階

II. (摂動の成長) 初期摂動の成長が渦層の全体的な変形に変わる段階

III. (螺旋への巻き上がり) 新しい安定な形状 (螺旋形)への遷移段階

この問題提起をきっかけに, 数理的な研究が進展し, 特に滑らかな初期値からスタートした渦
層が最終的に螺旋渦巻形に遷移するかを調べるのが二次元渦層に関わる中心課題の一つであ

∗本稿は, 編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である.
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図 1: 渦層の例 : 物体の上部で速い流れを発生させると, 物体の角のあたりで急激に速度場が
変化する領域ができる. この領域境界は複雑な形状に遷移する.

図 2: 渦層の例：三角形翼の後方にできる流れの不連続面の様子のイメージ図. 飛行機が前に
進むと翼の上側と下側の速度場に大きな差が生じる. その結果, 速度場の急激に変化する領域
が生まれ, その領域は図のような螺旋渦が出現する.
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図 3: 渦層の例：木星の表面での流れ. 木星表面に特有の縞模様の中には東西への強いジェッ
ト気流が存在しているので, それらの境界では速度場の向きが大きく変化する. この縞模様の
境界面の一つを取り出すと渦層の問題と見ることができる.

3



る. この問題に対して, 過去 30年にわたって行われた数学解析や数値計算の結果について解説
する. なお, 渦層に関するサーベイ論文として, 解析的な成果については Caflisch[14]によるも
のが, 数値的な話題については Krasny[41]によるものがある. 本稿は, これら論文の内容に加
え, サーベイ範囲を現在にまで広げてこれを紹介するものである.
まず, 渦層の時間発展を数学的に扱う方法は二つある. 一つはある与えられた曲面上に初期

渦度が δ関数的に分布する時の非圧縮 Euler方程式の解を求めること. もう一つは,この曲面自
身の時間発展方程式を記述し, その解を考えるというものである. 実際に後者が指摘するよう
な曲面方程式を記述することは可能である. というのも非圧縮・非粘性流れに対する Lagrange
の定理によれば, 渦度は時間発展の途中で生成も消滅もせず,渦層は全時間発展を通じてあた
かも実在する曲面のように自律的に時間発展するからである. この方針に従って, 第二章では
渦面の運動方程式を導出する.
第三章では, この二次元渦層方程式の数学解析と数値解析を通じて明らかになった事実を解

説する. 線形安定性解析により, 渦層は時間発展の初期において Kelvin Helmholtz 不安定性
と呼ばれる不安定性を持つ. さらに, 漸近解析により, 滑らかな初期値から始めた解に有限時
間で特異点が生成する. 一方, 計算機の性能の進歩に伴い, 渦層方程式の数値的研究も進展し,
二重螺旋形をした自己相似解の存在も知られている.
しかし, 二次元渦層において, これらの二つの解の関係, すなわち, 有限時間で特異点を生成

する渦層方程式の解が二重螺旋に巻き上がるかどうかは現在も明らかになっていない. もちろ
ん特異点が生成するという事実から考えれば, 滑かな二重螺旋渦巻への巻き上がりは期待でき
ない. しかし, 何らかの特異性を持つ二重螺旋渦巻であれば, これら二つの解は繋がるかもし
れない. この点を踏まえて, 第四章では渦層に発生する特異点と二重螺旋渦巻構造の関係につ
いて複素時間平面上の特異点分布の観点から調べた著者の研究結果を紹介する. 最後の章では
現在の渦層研究の中心になりつつある三次元渦層に関する研究成果の簡単な紹介を行う.

2 渦層の問題の定式化

歴史的に言えば渦層の運動方程式として最初に Birkhoff[6]によって提案されたのは二次元
の渦層方程式である. その後, 80年代後半になって Kaneda[35]や Caflish & Li[15] らによっ
て三次元渦層方程式の定式化がなされるに至り, 二次元渦層方程式は三次元のそれから形式的
な縮約により導出できることが明らかになった. そこで, 現在における渦層研究の中心が三次
元の問題になっていることなども考慮して, まず三次元渦層の方程式の導出を紹介し, この方
程式に二次元対称性を仮定して,二次元渦層の Birkhoff-Rott 方程式を構成する.
その前に若干の注意をしておく. 方程式が形式的に求められると言っても, 物理的な観点よ

り見れば, この方程式の縮約により, 物理的には流れの性質が大きく変化する. すなわち, 二次
元非粘性・非圧縮流において渦度は保存量であるが, 一方で三次元流では渦度は渦線のひき伸
ばし (vortex stretching)の効果により保存量ではない. この性質の違いのために二次元 Euler
方程式の解の存在や一意性が保証されるのに対して, 三次元ではそれらの問題は未解決のまま
である. こうした事情を考慮すれば, 形式的な縮約ではあるが二次元渦層の問題は著しく簡単
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になっているはずである. しかし, この二次元の問題においてすら以下の章に示すような様々
な興味深い性質が知られており, これに渦度の変化という要素を加えた三次元渦層の場合には,
さらに複雑で面白い現象が見られるはずである. その解明こそが三次元渦層研究の醍醐味で
ある.
なお, 二次元渦層の方程式のみならず, この三次元渦層方程式に様々な対称性を仮定すれば

軸対称性や螺旋対称性を持つ渦層方程式, あるいは球面上の渦層方程式などが構成できる. こ
れについては論文 [15, 71]を参照のこと.
今, 密度一定の三次元非圧縮流れを考える. これは次の Euler方程式に従う.

∂�u

∂t
+ (�u · ∇)�u = −∇p, (1)

div �u = 0. (2)

ただし, �uは速度, pは圧力を示す. 渦層の仮定から渦度 (�ω = ∇× �u)が無限に薄い滑らかな曲
面 S だけに集中しているとし, その曲面の外側で渦無しとする. この時, 曲面を除く各領域内
で, ある速度ポテンシャル関数 φが存在する:

�u = ∇φ, div �u = ∆φ = 0, in R3 \ S. (3)

また, (1)と (3)から Sによって区切られた二つの各領域でそれぞれ Bernoulliの定理が成立し
ている.

∂φ

∂t
+

(�u · �u)
2

+ p = (時間 tだけの関数). (4)

曲面 S は無限に薄いと仮定したので, 質量保存則 (2)により曲面上の法線方向の速度場の大き
さは同じでなければならない. すなわち, S 上の任意の点において,

�u+ · �n = �u− · �n,

が成立している. ただし, �nは S の単位法線ベクトルであり, �u±は曲面の位置ベクトル �rに対

して, 次のように定義されている:

�u±(�r) = lim
δ→0

�u(�r ± δ�n).

また同様に, 運動量保存の法則により, 圧力は面を境にして連続である. すなわち,

[p] = 0. (5)

ただし, [A]は Sを境にした量Aの jump [A] = A+ −A−を表す記号である. こうして, 法線速
度成分 �u⊥ = (�u ·�n)�nと圧力 pは Sを境にして連続となるが, 接線方向の速度成分 �u‖ = �u−�u⊥
は S を境にして不連続となる.
さて, ポテンシャルの jump Φ = [φ], あるいは速度の jump �U = [�u] = [∇φ] = [�u‖]が S 上

で定義されれば, S の外側の任意の点 P における速度場は Biot-Savartの法則により,

�u(P ) = − 1
4π

∫∫
S

�Ω(Q) × �rPQ

|�rPQ|3 dSQ. (6)
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で与えられる. ここで, �Ω ≡ �n × [∇φ]および �rPQ ≡ �PQである.
ここで, ある時刻 t = 0 において, 渦層 S が二つの曲面パラメータ λ1 と λ2 によって,

�r = �R0(λ1, λ2)のように表現されているとする. 以下において, t > 0に対して, この面がどう
動くかを記述する.

[Φの保存] �V を S 上で定義された次のような速度とする.

�V ≡ �u+ + �u−

2
=

(∇φ)+ + (∇φ)−

2
.

この時, 時刻 t > 0における渦層 �r = �R(λ1, λ2)の運動は次で書ける.

∂ �R

∂t
= �V (�R(λ1, λ2, t)), (7)

�R(λ1, λ2, 0) = �R0(λ1, λ2).

これより, 渦層を狭んだ両側におけるポテンシャルの jump Φを

Φ(λ1, λ2, t) ≡ φ+(�R(λ1, λ2, t)) − φ−(�R(λ1, λ2, t)),

と定義すると, 次を得る.
∂Φ
∂t

=
[
∂φ

∂t

]
+ �V · [∇φ].

一方で, Bernoulliの法則 (4)と (5)から,[
∂φ

∂t

]
+

[�u · �u]
2

= tだけの関数,

となる. ここで, 渦層の右辺は時間にしかよらないので,これを 0とおいてよい.したがって,

[�u · �u]
2

=
1
2
(�u+ + �u−)(�u+ − �u−) = �V · [∇φ],

となるので, 結局
∂Φ
∂t

= 0,

を得る. よって, Φ(λ1, λ2, t) = Φ(λ1, λ2, 0) ≡ Φ0(λ1, λ2)となり, Φは渦層上の流体粒子の軌
道に沿って保存される Lagrange保存量である.

[方程式の導出] 今, �Ri = ∂ �R
∂λi

, (i = 1, 2)とし, �W を �W ≡
∣∣∣�R1 × �R2

∣∣∣ �Ω と定義する. この時,

λ1, λ2の向きを �N = �R1 × �R2が右手系になるようにとれば, この �W は次のように計算できる.

�W = J�n × [∇φ] = (�R1 × �R2) × [∇φ]

= (�R1 · [∇φ])�R2 − (�R1 · [∇φ])�R1

= Φ1
�R2 − Φ2

�R1

= Φ0
1
�R2 − Φ0

2
�R1.
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ただし, Φi ≡ ∂Φ
∂λi

, Φ0
i ≡ ∂Φ0

∂λi
, (i = 1, 2)である. さらに, dS = Jdλ1dλ2, �nJ = �N なので, 我々

は (6)と (7)より三次元の渦層の時間発展方程式

∂ �R

∂t
= − 1

4π
pv
∫∫

S

�W (λ′
1, λ

′
2, t) × (�R(λ1, λ2, t) − �R(λ′

1, λ
′
2, t))∣∣∣�R(λ1, λ2, t) − �R(λ′

1, λ
′
2, t)

∣∣∣3 dλ′
1dλ′

2, (8)

を得る. なお, 右辺の積分は Cauchyの主値積分の意味で定義されていることに注意する. ま
た, �Ωを渦度の強さ (The sheet strength)と呼び, これは次に等価である.

�κ(λ1, λ2, t) = �Ω =
Φ0

1
�R2 − Φ0

2
�R1∣∣∣�R1 × �R2

∣∣∣ . (9)

[Birkhoff-Rott方程式の導出] この三次元方程式 (8)を使って, 二次元渦層の運動方程式を
導出する. 今, Euclid 座標系 (x, y, z)に対して, 流れが二次元的であるので, その速度場を

�u = u(x, y, t)�ex + v(x, y, t)�ey + 0�ez

とする. この時, 渦層の方程式 (9)における �Rと Φ0 は次で与えられる.

�R(λ1, λ2, t) = (x(λ1, t), y(λ2, t), λ2), Φ0(λ1, λ2) = Φ(λ1).

したがって, 方程式の各項を計算すれば,

�R2 = �ez, Φ0
1 = γ(λ1), Φ0

2 = 0, �W = γ(λ1)�ez

となる. 以下ではこれまでの二次元渦層研究の慣習に従って Lagrangeパラメータ λ1 を Γと
記すことにして, 渦層の位置 (x(Γ, t), y(Γ, t))を複素数値関数 z(Γ, t) = x(Γ, t) + iy(Γ, t)と同
一視すれば, 次の方程式を得る.

∂z̄

∂t
(Γ, t) =

1
2πi

pv
∫

γ(Γ′)
z(Γ, t) − z(Γ, t)

dΓ′. (11)

ただし, z̄ は z の複素共役を表す. この方程式を Birkhoff-Rott 方程式と呼ぶ. なお, この
Lagrangeパラメータ Γは流体力学における循環 (circulation)と呼ばれる量に一致している.
ところで, 渦層に周期境界条件

z(Γ + 1, t) = z(Γ, t) + 1, (12)

を課した場合,この方程式は次の形になる.

∂z̄

∂t
(Γ, t) =

1
2i

pv
∫ 1

0

γ(Γ) cotπ(z(Γ, t) − z(Γ′
1, t))dΓ′

1. (13)

この方程式は数値計算などでしばしば用いられるので重要である.
最後に, 二次元渦層の強さ �κ(Γ1)は次で与えられる.

�κ(Γ, t) =
∣∣∣∣ ∂z

∂Γ

∣∣∣∣
−1

�ez.

これは渦層の空間方向の一階微分に関連した量であることに注意する.
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3 二次元渦層の数学解析と数値解析

3.1 Kelvin-Helmholtz不安定性

平坦な渦層, つまり z(Γ, t) = Γは Birkhoff-Rott方程式 (11)の定常解である. この節では,
この定常解の線形安定性を調べる. このような流れが, 不安定化することは古くから知られて
おり, Kelvin-Helmholtz不安定性と呼ばれている.
まず, 我々は定常解に以下のような微小摂動を加える.

z(Γ, t) = Γ +
∞∑

n=−∞
an(t)einΓ.

これを Birkhoff-Rott方程式に代入して,
∞∑

n=−∞

dān

dt
e−inΓ =

1
2πi

pv
∫ ∞

−∞

dΓ′

(Γ − Γ′)
[
1 +

∑
einΓ 1−ein(Γ′−Γ)

Γ−Γ′

]

≈ 1
2πi

pv
∫ ∞

−∞
dΓ′

(
1

Γ − Γ′ −
∞∑

n=−∞
aneinΓ 1 − ein(Γ′−Γ)

(Γ − Γ′)2

)
,

となる. ここで,

pv
∫ ∞

−∞

dθ

θ
= 0, pv

∫ ∞

−∞

1 − ei|n|θ

θ2
= π|n|,

を使うと, 摂動の各スペクトル an に対する以下のような線形化方程式を得る.

dā−n

dt
=

i|n|
2

an.

また, この式の両辺の複素共役をとって, nと −nを入れ替えると

dan

dt
=

|n|
2i

ā−n,

となる. こうして, an と ā−nの線形化方程式の固有値は

σn = ±|n|
2

.

で与えられるので, 初期時刻に与えられた摂動の n次スペクトルの成長モードは exp(σnt)のよ
うに成長する. この不安定性は高次のモードに与えられた摂動ほど急激に成長することを示し
ているので, 高波数不安定性 (high-wavenumber instability)あるいは短波長不安定性 (short-
wavelength instability)といわれる. また, この不安定性により, 二次元渦層の初期値問題は
Hadamardの意味で非適切 (Ill-posed)である.
なお, 二次元渦層の線形安定性については, 外部流の影響を考慮することで, 摂動の低次モー

ドは中立安定にできること (Kiya & Arie[36], Sakajo & Okamoto[65])が示されている. また,
Mooreと Griffith-Jones[51]によって円環形状をした二次元渦層の線形安定性なども調べられ
ている.
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3.2 解の局所時間存在

数理モデルとしてBirkhoff-Rott方程式を考えるならば, その初期値問題に局所時間解が存在
することは, モデルが妥当であるための必要条件である. この方程式に局所時間解が存在する
という予測はBirkhoff[6]によってなされているが, 実際に Sulem, Sulem, Bardos & Frisch[76]
らによって, この事実が数学的に示されたのは随分後のことである.
彼らは, 次で定義されたノルムを持つ Banach空間 Bsを考えた.

||u||s = |u|s + sup
(x,ζ),(x′,ζ)∈bs

|u(x + iζ) − u(x′ + iζ)|
|x − x′|α , 0 < α < 1.

ただし, |u|s = sup(x,s)∈bs
|u(x + iζ)|であり, bs = {(x, s); x ∈ R/πZ, |ζ| < s}である. この空

間に対して, 常微分方程式に対する抽象Cauchy-Kowalewskiの定理 [55]を Birkhoff-Rott方程
式に応用することによって, 次を示した.

Theorem 1 (Sulem et al. [76])あるs0に対して,初期値がBs0に入っていれば, |t| < α(s0−s)
で, Birkhoff-Rott方程式の解は Bsに存在する.

一方, この証明とは別の方法で, CaflischとOrellana[9]は解の局所時間可解性を示している.
以下にその概略を示す. まず, 解に次の仮定をおく.

z(Γ, t) = Γ + s(Γ, t), (sは摂動関数)

s(Γ + π, t) = s(Γ, t), (sの周期性)

s(−Γ, t) = −s(Γ, t). (奇関数性)

また, Γを複素変数と考えて, 新しい演算子 ∗を次で定義する.

z∗(Γ, t) = z̄(Γ̄, t).

これを Birkhoff-Rott方程式に代入して,

∂s∗

∂t
(Γ, t) = − 1

2πi
pv
∫ ∞

−∞

dζ

ζ + s(Γ + ζ) − s(Γ)
≡ B[s](Γ, t), ζ = Γ′ − Γ.

今, s を複素 Γ 平面の上半平面および下半平面で解析的になる二成分にわける. すなわち,
s = s+ + s− として,

s+(Γ, t) =
∞∑

n=1

AneinΓ, s−(Γ, t) =
∞∑

n=1

A−ne−inΓ,

と定義する. この時,

B[s] = B[s+ + s−] = B[s+] + B[s−] + D[s+, s−],

9



のように B[s]を分解し, 非線形項Dが十分小さいと仮定して

∂s∗+
∂t

= B[s+],

∂s∗−
∂t

= B[s−],

と方程式を近似する.
さて, この B[s+]は具体的に計算ができる.

∫
ζ−1dζ = 0を考慮すると,

B[s+](Γ) = − 1
2πi

pv
∫ ∞

−∞

(
1

ζ + s+(Γ + ζ) − s+(Γ)
− 1

ζ

)
dζ

=
1

2πi
pv
∫ ∞

−∞

s+(Γ + ζ) − s+(Γ)
ζ + s+(Γ + ζ) − s+(Γ)

dζ.

ここで, |∂Γs+(Γ)| < 1
2 が上半平面で成立すると仮定する. この時,

|s+(Γ + ζ) − s+(Γ)| <
1
2
|ζ|

なので, 被積分関数は原点 ζ = 0でのみ特異点を持つ. したがって,原点を避けるような積分経
路に対する留数計算から次を得る.

B[s+] =
1
2

∂Γs+

1 + ∂Γs+
.

同様に B[s−]も計算できる.

B[s−] = −1
2

∂Γs−
1 + ∂Γs−

.

これより Birkhoff-Rott方程式は次のように書ける.

∂

∂t
((s+)∗ + (s−)∗) =

1
2

∂Γs+

1 + ∂Γs+
− 1

2
∂Γs−

1 + ∂Γs−
+ D[s+, s−]. (14)

ここで, 次の関係に注意する.

(s+)∗ = (s∗)−, (s−)∗ = (s∗)+.

この時, 作用素 H+,H− をそれぞれ与えられた関数の上半平面, 下半平面で解析的な成分への
射影作用素とすると, (14)より

∂(s−)∗

∂t
=

1
2

∂Γs+

1 + ∂Γs+
+ H+D[s+, s−],

∂(s+)∗

∂t
= −1

2
∂Γs−

1 + ∂Γs−
+ H−D[s+, s−],

を得る. 仮定より sは奇関数なので, この二式は同値な方程式である. したがって, y = iΓと
変数変換して, f(y) = s+(Γ)ととれば,

∂

∂t
f∗(y) = −1

2
i∂yf

1 + ∂yf
+ H+D,

10



と一つの式となる. さらに, 方程式を次のように変数変換して保存則の形に書き換える.

φ = 1 + i∂yf, ϕ = φ∗ = 1 − i∂yf∗.

この時,

∂ϕ

∂t
= − i

2
∂

∂y

(
1
φ

)
+ E1, (15)

∂φ

∂t
=

i
2

∂

∂y

(
1
ϕ

)
+ E2, (16)

となる. ただし, E1 = i∂y(H+D) そして E2 = −i∂y(H+D)である. まず, E1 と E2 を無視し

た時, この方程式は次の保存則となる.

∂ϕ

∂t
= − i

2
∂

∂y

(
1
φ

)
, (17)

∂φ

∂t
=

i
2

∂

∂y

(
1
ϕ

)
, (18)

この保存則に対する解の存在定理は以下のように与えられる.

Theorem 2 (Caflisch and Orellana[9])任意のκ > 1に対して, ある ε > 0が存在して, ρ > 0,
φi, ϕi ∈ Aρ = {φ | φ は Re y < ρで解析的 }が次を満たすとする.

||φi − 1||1ρ + ||ϕi − 1||1ρ < ε.

ただし, φ|ρ = supRe y<ρ |φ(y)| および ||φ||1ρ = supRe y<ρ(|φ(y)|ρ + |φy(y)|ρ)である.
この時, 初期条件 φ(y, 0) = φi と ϕ(y, 0) = ϕi に対する, (17) と (18) の解は 0 ≤ t ≤

κ min(2ρ, ε−1)で存在する. さらに, φ(·, t), ϕ(·, t) ∈ Aρ(t), (ρ(t) = ρ − κ−1 1
2 t)であって,

|φ(·, t) − 1|ρ(t) + |ϕ(·, t) − 1|ρ(t) < κ−12ε,

||φ(·, t) − 1||1ρ(t) + ||ϕ(·, t) − 1||1ρ(t) < 2
7
4 (κ2

1
4 ε−1 − t)−1,

が成り立つ.

この定理の証明は Laxによる保存則に関する定理 [44]から導かれる.
今,この定理によって存在が証明された解を φ0および ϕ0とおく. この時, s+や s−が十分小

さければ, 剰余項 Dも小さいことが示せるので, そこから剰余項H+DとH−D の評価をして,
最後に元の方程式 (15)と (16)に対する解の存在定理を得る. 証明は抽象 Cauchy-Kowalewski
の定理を用いて行う.

Theorem 3 (Caflisch and Orellana[9]) 0 < κ < 1, 0 < α < 1, ρ̄ > 0とする. s(Γ, 0)が十分
小さい εに対して,

sup
|Im Γ|<ρ̄

|s(Γ, 0)| + |∂Γs(Γ, 0)| < ε,
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を満たすとする. この時, z = Γ+sなるBirkhoff-Rott方程式の解は 0 ≤ t ≤ T = κ min(2ρ̄, ε−1)
で存在する. さらに, この sに対応する φと ϕは, 0 < ρ < (ρ̄− t

2κ )なる任意の ρ, tに対して,
次を満たす.

||(ϕ − ϕ0)(·, t)||αρ + ||(φ − φ0)(·, t)||αρ < Cε2 exp
(
−4
(

ρ̄ − t

2κ

))
.

ただし, ノルム || · ||αρ は次で定義されている.

||φ||αρ = |φ|ρ + sup
Re y,Re y′<ρ,y �=y′

|φ(y) − φ(y′)|
|y − y′|α .

3.3 問題の非適切性

前節のように, 解が時間局所的に存在することがわかれば, 次はその解が時間大域的に存在
するかどうかが問題になる. 渦層の問題の本来の目的を考えれば, 渦層が長時間発展して複雑
化する過程に興味があるのだから, 長時間にわたり解が存在し, Birkhoffの予測通り螺旋解へ
の巻き上がりが起こるかどうかを調べることが重要になってくる. しかし, 渦層の螺旋への巻
き上がりを捉えようとして行われた多くの数値計算結果 [5, 43, 45, 50, 62, 74, 75, 78, 79] が
示していたのは, 螺旋への巻き上がりではなく不安定で不規則な渦層の運動であった. その結
果, これは渦層が数値計算によって近似できない, つまり解がある時刻で滑らかで無くなるの
ではないかと推測されるようになった. この問題に数学的な決着がついたのは, Birkhoffの時
代から 20年以上が経過してからで, それによると Birkhoff-Rott方程式の初期値問題は任意の
SobolevノルムHn(n > 3

2 )に対して非適切である. 以下に Caflisch[10]らによるその証明の概
要を示す.
前節の解の存在証明と同様に, 解は奇関数であると仮定する.

z(−Γ, t) = −z(Γ, t).

また, Birkhoff-Rott方程式の線形化方程式の解 s0を考える. すなわち, 方程式

∂s̄

∂t
(Γ, t) = − 1

2πi
pv
∫ ∞

−∞

s(Γ + ζ) − s(ζ)
ζ2

dζ ≡ 1
2
H [sΓ], (19)

の解を考える. ただし, H は Hilbert変換であり, H [sΓ] = (∂Γs)+ − (∂Γs)− を表している. こ
の方程式の解は存在し, 具体的な解の例として次のようなものがある.

s0(Γ, t) = ε(1 − i)
{(

1 − e−
t
2−iΓ

)1+ν

−
(
1 − e−

t
2+iΓ

)1+ν
}

. (20)

この解は初期時刻 t = 0において原点近傍で s0 ≈ C|Γ|1+ν となっているので, その二階微分は
zΓΓ ≈ s0ΓΓ ≈ C|Γ|ν−1 と表わされることに注意する. すなわち, 0 < ν < 1に対して原点付近
で無限曲率を持っている.
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この線形化問題の解を使って, 我々は Birkhoff-Rott方程式の解が次の形をしていると仮定
する.

z(Γ, t) = Γ + s0(Γ, t) + r(Γ, t).

また, 関数空間として次のようなものを考える. εを微小な実数, 1 > ν > α > 0, |Im Γ| < ρで

解析的な関数 sに対して, 次の Hölderノルムを定義する.

|s|ρ = sup
|Im Γ|<ρ

|s(Γ)| + sup
|Im Γ|,|Im Γ′|<ρ,Γ�=Γ′

|s(Γ) − s(Γ′)|
|Γ − Γ′|α .

さらに, s0として次の条件を課す.

(i) s0は線形化問題 (19)の解である.

(ii) s0は t > 0に対して, |Im Γ| < t
2 で解析的である.

(iii) s0は t → ∞で 0となる.

(iv) t = 0で s0は高々その (1 + ν)階微分が特異点を持つ. つまり,

|s0|ρ + |∂Γs0|ρ < Cεe−( |t|
2 −ρ)

|∂2
Γs0|ρ < Cε

(
1 + (|t| − 2ρ)ν−α−1

)
e−( |t|

2 −ρ).

なお, 具体的に与えられた線形化方程式の解 (20)は, この四条件を満していることに注意する.
この時, 次が成立する.

Theorem 4 (Caflisch and Orellana[10]) εを十分小さい実数. 1 > ν > α > 0とする. s0 を

上の (i)-(iv)を満たす関数とする. この時, ある関数 r(Γ, t)があって,

z(Γ, t) = Γ + s0(Γ, t) + r(Γ, t)

は t > 0, κ|Im Γ| < t (ただし, κは κ > 2, limε→0 κ = 2なるものとする) で, Birkhoff-Rott方
程式の解である. さらに, rは t = 0で r+ + ir− = 0なるように選べて,

|r|0 + |∂Γr|0 < Cε2 exp
(
−|t|

2

)
, (21)

|∂2
Γr|0 < Cε2

(
1 + |t|ν−α−1

)
exp

(
−|t|

2

)
, (22)

となる. ただし, C は εによらず, α−1 と (ν − α)−1 にだけ依存する定数である.

この定理を率直に解釈すると, Birkhoff-Rott方程式には t > 0で解析的でかつ t → 0で特異
になる解の存在が示されている. その意味では, この定理は t > 0における時間大域的解の存
在を証明している. 実際, Duchonと Robert[21] もこれと同じ定理を違う証明方法で示して
おり, それでもって時間大域解の存在の証明としている. しかし, 逆に t = 0で解が滑らかで
ないということに着目して, 非適切性を示したのが Caflischと Orellanaである. 彼らは z を

Birkhoff-Rott方程式の解とする時, 方程式の対称性から次の三つもその解であることに注目
した.
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1. zb(Γ, t) = z∗(Γ,−t). (時間反転)

2. zs(Γ, t) = z(Γ, t − t0). (時間平行移動)

3. zn(Γ, t) = n−1z(nΓ, nt). (スケール不変性)

これより, 時間反転すると, 次の系を得る.

Corollary 1 ε, α, ν を Theorem 4のようにとり, s0が t < 0を除いて (i)-(iv)を満たすとす
る. つまり, s0は線形化問題 (19)の解で t = −∞で 0となり, t = 0で曲率特異点を持つとす
る. この時, ある関数 rが存在して, z(Γ, t) = Γ + s0 + rは t < 0, κ|Im Γ| < |t|で解析的な
Birkhoff-Rott方程式の解である. さらに, t = 0で r+ − ir̄− = 0で t = 0で (21)と (22)を満
たす.

さらに時間をシフトして次の系を得る.

Corollary 2 実Γ軸近傍で解析的な, 初期値 z(Γ, 0)があって, Birkhoff-Rott方程式の解 z(Γ, t)
は有限時間 t0でその (1 + ν)階微分が無限大となる.

最後に, スケール不変性を用いて次が示される.

Corollary 3 任意の ε, k > 3
2 , ν, δ に対して, |s0|Hk < ∞なる初期値 z = Γ + s0 があって,

sup |∂1+ν
Γ z|が t = t0 < δで無限大になるようなものがある. 特に Birkhoff-Rott方程式の初期

値問題はHk (k > 3
2 )で非適切である.

なお, Birkhoff-Rott方程式の初期値問題の非適切性の証明には, Ebin[22]による次のような
定理もある.

Theorem 5 (Ebin[22]) η(t)をBirkhoff-Rott方程式の初期値η(0)に対する解とし, {(ζn(0), ζ̇n(0))}
を C∞ で (η(0), η̇(0)) に収束する初期関数の列とする. この時, これらの初期値列に対応する
解の列 {ζn(t)}が存在して, ζn(t)は任意の tに対して, η(t)に収束しない.

これによると, 与えられた初期関数に収束する滑らかな近似関数列を構成しても, 時間経過と
ともに双方の解の差が幾らでも大きくなることがわかる. これも非適切性を主張する定理で
ある.

3.4 Mooreの漸近解析と解の漸近形状

前節では Birkhoff-Rott方程式の初期値問題の非適切性が示されたが, その定理の内容をよ
く吟味すると, 非適切性を出すために初期値にある種の特異性が仮定されていることに気付く.
すなわち, 非適切性の証明の中には初期時刻に複素 Γ平面上にあった特異点が双曲型方程式の
特性曲線にのって移動し, 実 Γ軸に衝突することで解に特異性が現れるというメカニズムが働
いているために特異点が生成する. しかし,我々が問題にしているのは, 滑らかな初期値から
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始まった解に特異点が発生するのではないかということであり, その真偽はこの定理によって
証明されたわけではない. さらに, 解に生じる特異点の構造についても, 初期値の一階微分が
少なくとも連続であればいいという仮定の下で成立する定理なので, 初期値の取りかたによっ
ては様々な特異性が発生する可能性がある. しかしながら, 現在では滑かな初期値から始めた
解は有限時間でその曲率, つまり渦層の二階微分が爆発すると多くの研究者は信じている. そ
れは, 以下に示すMoore[53, 54]の Birkhoff-Rott方程式の漸近解析の結果による. 本節では,
この漸近解析について解説する. なお, この漸近解析は Localized Approximation Method[12]
として一般化され, 渦層方程式以外の問題にも応用されている.

Mooreは次の初期値に対する Birkhoff-Rott方程式の解を考えた.

z(Γ, 0) = Γ + iε sinΓ, −∞ < Γ < ∞.

この初期値に対する解を次の形で書く.

z(Γ, t) = Γ + 2i
∞∑

n=1

An(t) sin nΓ, An(0) =
1
2
εδn1.

これを Birkhoff-Rott方程式に代入して, 次のように変形する.
∞∑

n=1

dĀ−n

dt
einΓ = − 1

2πi
pv
∫ ∞

−∞

du

u

(
1 +

S

u
+

S2

u2
+ · · ·

)
. (23)

ただし,

S(u; Γ) =
∞∑

n=1

An(t)einΓ(1 − einu)

である. ここで (23)の両辺の einΓの係数を比較すると次を得る.

dĀ−n

dt
= − 1

2πi

{
AnI(n) +

∑
r1+r2=n

Ar1Ar2I(r1, r2) + · · ·

· · · +
∑

r1+r2+···+rK=n

Ar1Ar2 · · ·ArK I(r1, r2, . . . , rK) + · · ·
}

.

ただし, I(r1, r2, . . . , rK)は次で定義される積分である.

I(r1, r2, . . . , rK) =
∫ ∞

−∞

(
1 − eir1u

)(
1 − eir2u

)
. . .
(
1 − eirKu

)
u(K+1)du. (24)

今, 係数 An の主要項が O(ε|n|)であることに注目し, 初期値の対称性から, 次のような展開を
持つと仮定する.

An = ε|n|An0 + ε|n+2|An2 + ε|n+4|An4 + · · · .

この展開を代入してO(ε|n|)の部分つまりAn0だけの項をまとめると, 方程式 (23)の右辺の ri

はすべて１より大きい値の項だけとなる. そのような ri の組合せに対して, 積分 (24)は留数
計算より直接計算できて,

I(r1, r2, · · · , rK) = π(−1)K iK+1r1r2 · · · rk, ri > 1, (i = 1, · · · , K),
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となる. その結果, 次のような An0 の方程式が得られる.

dĀ−n0

dt
=

1
2

{
An0(−i)n +

∑
r1+r2=n

Ar10Ar20(−i)2r1r2 + · · ·

+
∑

r1+r2+···+rK=n

Ar1Ar2 · · ·ArK (−i)Kr1r2 · · · rK + · · · + An
10(−i)n

}
.

Mooreは, この方程式系から係数に関する次の漸近形を得た.

εnAn0 ∼ t−1(2π)−
1
2 (1 + i)n− 5

2 exp
{

n

(
1 +

1
2
t + ln

(
1
4
εt

))}
, t 
 1. (25)

この漸近形に対して, もし 1 + tc + log tc = ln
(

4
ε

)
なる tc があれば, 上の漸近展開の exp関数

の指数が 0になるので, t ≈ tc における渦層を表す無限和

z(Γ, tc) ∼ Γ +
∑

εnAn0einΓ = Γ +
∑

Cn− 5
2 einΓ,

(ただし, C は nによらない定数)の二階微分が爆発する. 実際, この係数の漸近形状から計算
される z の形は

z(Γ, t) = Γ +
2
√

3
3t

(1 + i)
{(

1 − eiΓεΘ
) 3

2 −
(
1 − e−iΓεΘ

) 3
2
}

,

である. ここで Θ(t) = 1
4 exp

(
1
2 t + 1

)
なので, t → tc で εΘ → 1となり, 渦層は原点付近で

y = |x| 32 .

なる曲線に近付く. さらに, 渦層の強さ κ(Γ, t)は tc近傍で次のように書ける.

κ(Γ, t) = 1 −
√

3
t

(
tc − t + ((tc − t)2 + 4Γ2)

1
2

) 1
2

+ O

(
1
tc

)
.

したがって, 渦層の強さは t → tc において, 原点付近にカスプ形状を構成する. このような
特徴付けから, この特異性は 3

2 -特異性, カスプ特異性 (cusp-singularity), あるいは曲率特異性
(curvature-singularity)と呼ばれている.

3.5 特異点検出の数値計算

Mooreの漸近解析の結果に刺激され, この後, 様々な研究者がこの特異性を数値的に検出す
る追実験を行った. まず, Meiron, Baker & Orszag[49]は, Birkhoff-Rott方程式の解を時間 t

で Taylor展開したもの

z(Γ, t) = Γ +
∞∑

n=1

zn(Γ)tn

を考え, この空間依存係数 zn(Γ)を数値計算で求めた. そして, その係数から無限和の収束半
径を計算し, 有限時間で解が定義できなくなることを示した. さらに, この展開からMooreタ
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イプの Fourier級数展開へ変換を行い, その係数の評価からMooreの曲率特異点の存在を支持
した.
次いで, Krasny[37]は, 渦層の渦点近似 [62]を用いて, Birkhoff-Rott方程式を初期値

z(Γ, 0) = Γ + ε(1 + i) sin 2πΓ

のもとで直接数値計算した. この結果について詳しく述べる. まず, 時刻 0.3から 0.38までの
数値解と曲率の様子を図 4に示す. 数値解は一見滑らかに時間発展するが,曲率は時刻 t = 0.38
付近で不連続になっている. 図 5は, この数値解を Fourier展開して, その係数 |An|の様子を
両対数プロットしたものである. 時間が進むにつれて, 高次のフーリエ係数が励起され成長し,
曲率特異性が発生する時刻の近傍で, 係数はベキ則 n− 5

2 に従うように見える. このことを確か
めるため, Krasnyはこの数値的に求めた Fourier係数から, 特異点の発生を検出する Sulemら
の数値計算方法 [77]に従って, 最小二乗法を用いた関数形

|An| ∼ C(t)n−p exp(−nα(t))

への当てはめを行い, pと α(t)の大きさを見積もった. なお, この関数形はMooreの解析にお
ける, 漸近展開の主要項 (25)であることに注意する. 図 6は α(t) の時刻 t = 0.38直前の様子
を示している. α(t)は時間と共に単調に減少してゆくが, これから αが 0になる時刻を見積れ
ば, 解がその時間で解析性を失うことがわかる. さらに, Krasnyは解のフーリエ係数の代数巾
の指数 pが 2 < p < 3であることも示し, この特異性が曲率の爆発であるということを指摘し
た. しかし, この数値研究では当時の計算機の能力の限界から, 高々千点程度の渦点近似しか
扱えず, さらに計算精度も倍精度であったため, 代数巾 pの値がMooreの指摘する 2.5付近に
なるかを正確に見積もることはできなかった.
これに対して,計算機の性能も飛躍的に発達した 6年後, Shelley[72]は四倍精度の数値計算と,

また Birkhoff-Rott方程式の特異主値積分を指数関数のオーダーで近似する Sidiと Israeli[73]
の数値積分法などを用いて, 極めて高精度な Birkhoff-Rott方程式の数値計算を行った. 彼の
与えた初期値は次のものである.

z(Γ, 0) = Γ + ε cos Γ.

さらに, ここで得られた数値解 z = (x, y)の Fourier係数Xn(t), Yn(t)に当てはめる関数形と
して, Mooreの漸近形よりも高次な項まで含めた

|Xn(t)| ∼ Cxn−px(1 + Dxn−1) exp(−nαx), (26)

|Yn(t)| ∼ Cyn−py(1 + Dyn−1) exp(−nαy), (27)

なるものを採用した. また, これらの係数を求めるのに, 最小二乗法ではなく, この関係が各
Fourierスペクトルで成立することを要請して計算した. (もちろん, このような計算は精度が
高くなければ意味のある結果は得られない.) その結果, Mooreの予測したように有限時間で
解に滑らかさ失うこと, すなわち αx = 0, αy = 0となることがわかり, さらに px ∼ 2.5 そし
て py ∼ 3.0であることが示された.
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図 4: 時刻 t = 0.3から 0.38までの Birkhoff-Rott方程式の数値解とその時刻における渦層の
曲率のグラフ. 左側の数値解は一見滑らかなように見えるが, 右側に示すように, その二階微
分には不連続性が現れている.

18



10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

1 10 100

|A
n(

t)
|

mode n

t=0.1  
0.2  
0.3  

0.34 
0.36 
0.37 

0.375
0.38 
n-5/2

図 5: 各時刻における Birkhoff-Rott方程式の数値解のフーリエ係数の両対数プロット. 時間
が経過すると解のフーリエ係数はベキ n− 5

2 に並ぶ.

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.34 0.345 0.35 0.355 0.36 0.365 0.37 0.375 0.38 0.385 0.39

α
(t

)

time

α(t)

図 6: 数値解のフーリエ係数から最小二乗法で求めた曲率特異点が発生する時刻近傍における
係数 α(t)の様子.
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Shelleyの数値計算は, Mooreの曲率特異性が起こるという事実を認めた一方で, 変数 y は

Mooreの漸近解析とは異なる主要項を持つということを示しており, これは二次元渦層に現れ
る 3

2 -特異性の普遍性に疑問を投げかけるものであった. つまり, 非適切性の定理で述べたよう
に, 爆発解として (1+ ν) 階微分以上の特異性を持つ解がすべて発生可能であり, さらにMoore
の解析が漸近的にしか成り立たないということを合せて考えれば, Shelleyの数値計算の係数
が n−3となる解が存在しても別に矛盾するわけではないのである. このことから, 3

2 -特異性が,
二次元渦層の特異点として普遍的なものであるかどうかという問題が生じた.
解析的な立場からは, この問題に一つの推測を与えたのが Caflischら [13, 16]である. 彼ら

は 3
2 -特異性がある意味で普遍的なものであることを示している：彼らの非適切性 [10] の証明

では, 初期値が複素 Γ軸上で特異性を持つと仮定し, それが保存則の特性曲線にのって実 Γ軸
に衝突することで, 特異性が発生するというシナリオが描かれていたが, 初期値の特異性には
任意性があった. それに対して彼らは, 数ある特異性のうち最も速く実 Γ軸に顕在化する特異
性が 3

2 -特異性であることを示した. しかし, この議論でも依然初期値において複素 Γ平面に特
異性が仮定されているので,滑らかな初期値から 3

2 -特異性が選択的に現れるのかどうかに答え
ているわけではない.
また数値的な立場からは, Cowleyら [20]が一つの答えを出している. 彼らは, 複素 Γ平面で

の特異点の動きを追跡する数値計算法を提案し, これまでに試みられたMoore[53], Krasny[37]
そして Shelley[72] の各初期値に対して, それを応用した. その結果, Shelleyの初期値だけが,
y変数の n− 5

2 の主要項の係数が 0になる特別な初期値に相当していることがわかり, Shelley
の見つけた y変数にの n−3の特異性は特別な初期値にのみ発生すると結論した. この結果は,
Mooreの 3

2 特異性の普遍性を認めるものである.

3.6 渦層のRoll-up解

3.6.1 自己相似解と二重螺旋解

これまでに解説してきた渦層の特異点生成に関する研究の流れとは別に Birkhoff-Rott方程
式の螺旋形をした解を求める研究がある. 古くは飛行機の翼の後にできる流れの構造を渦層近
似によって記述するKaden螺旋 [33]の研究があり, この話題について, その後多くの数値的・
解析的な結果 [4, 24, 25, 26, 43, 45, 50, 52, 59, 62, 74, 75, 78, 79]が得られている. その概要
は Saffman[64]を参照してもらうこととして, ここでは主に滑らかな渦層の巻き上がりについ
て考えるため, Kaden螺旋の一般化としての Prandtl[58]の自己相似的な渦層の研究について
簡単に触れる.
自己相似解とは次のような形をした解のことである.

z = tmf(θ)eiθ, Γ = tng(θ)eiθ.

この式を Birkhoff-Rott方程式に代入して, 各パラメータの関係を定めることができるが, その
取扱いの詳細については再び Saffman[64]を参照してほしい. この自己相似解は単螺旋を表し
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ているが, Alexander[2]は N 重螺旋型自己相似解への拡張を行った.

zp = tmf(θ)ei(θ+ 2π(p−1)
N ), 1 ≤ p ≤ N.

この N 重自己相似解の特別な場合としての二重螺旋解は Birkhoff-Rott方程式の解の巻き上
がりを知る上で重要な解であり, 解析・数値の両面から研究が行われている. Kaneda[34]は
自己相似な二重螺旋解を Birkhoff-Rott方程式から解析的に構成している. また, Pullin[61]は
Birkhoff-Rott方程式数値計算を通じて二重螺旋解の構成を行っている. しかし,いずれの解も
螺旋の中心で特異性を持つ螺旋である. なお, 近年では螺旋形をした Birkhoff-Rott方程式の
解の存在について, Wu[80]が関数解析的な研究成果をサーベイしている.

3.6.2 渦法による正則化と滑らかな二重螺旋解

前節のように Birkhoff-Rott方程式には二重螺旋形をした自己相似解が存在するが, このよ
うな解には螺旋の中心に特異点があるので滑らかな解ではない. また, はじめから解に螺旋形
を仮定しているので, 滑らかで平坦な渦層が時間発展とともにこうした螺旋へ変形するかとい
う問題には答えているわけではない. 一方でMooreの漸近解析が示していることは, 滑らかな
初期値に対する Birkhoff-Rott方程式の解は有限時間で爆発するので, 時間大域的な解析的な
解は存在しないということであり, さらに, 図 4の数値解が示しているように, 曲率が爆発する
直前の渦層は大変形をともなっていない. これらの事実から, 滑らかな初期値から滑らかな螺
旋解への巻き上がりは起こらず, その意味では Birkhoffの予測は外れたことになる.
しかしながら, 渦層が巻き上がらないかと言えば, そうとも言えない. つまり, 前節で述べ

たような中心に特異性を持つ二重螺旋型自己相似解は存在するので, 滑らかな初期値に対する
Birkhoff-Rott方程式の解として, 曲率特異点が生成した後にこうした中心特異点を持つ螺旋解
へ接続できる可能性は排除できない. こういう事情を背景に, 1980年代に入ってBirkhoff-Rott
方程式を何らかの方法で非特異化 (正則化)して, その解を研究し, その極限から元の方程式の
解の何らかの情報を得るという方向での研究が進められるようになった.
さて, 一言で方程式を正則化すると言っても, その方法には様々な方法がある. 最も自然な正

則化は, 粘性を考慮した Navier-Stokes方程式の δ関数的な初期値を与えることだが, Euler方
程式と違い渦度が粘性項によって拡散するため, これまでのように渦層を一つの面として扱う
ことができなくなる. そこで, Euler方程式の枠組での正則化の方法を考える必要がある. 一つ
は渦層の幅を有限幅にして, その中に一定渦度が分布していると仮定した渦膜 (vortex layer)
の運動を考えることができる. この方程式の導出と数値計算は Bakerと Shelley[3] によって行
われている. もう一つは渦層に表面張力の効果を導入するものであるが, この数値計算も Hou
ら [27]によって行われている. しかし, これらの物理的な正則化では Birkhoff-Rott方程式の
二重螺旋解と曲率爆発する解との関係を数理的な視点から明らかにするのは難しい. そこで,
この節では Chorin[19]によって導入された “渦法” と呼ばれる正則化手法による Krasny[38]
の研究を紹介する.
彼は Birkhoff-Rott方程式を渦法によって正則化して, その数値計算を行った. すなわち,
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周期 1の周期境界条件 (12) を考えて, ある人工的なパラメータ δ > 0を使って, 渦層の位置
(x(Γ, t), y(Γ, t))に対する以下のような正則化方程式を考えた.

∂x

∂t
(Γ, t) =

1
2

∫ 1

0

sinh 2π(y − ỹ)
cosh 2π(y − ỹ) − cos 2π(x − x̃) + δ2

dΓ′, (28)

∂y

∂t
(Γ, t) =

1
2

∫ 1

0

sin 2π(x − x̃)
cosh 2π(y − ỹ) − cos 2π(x − x̃) + δ2

dΓ′. (29)

なお, ここでは渦度密度は γ(Γ) ≡ 1にとってある. このパラメータを δ = 0とした時, この方
程式は Birkhoff-Rott方程式 (13)に一致することに注意する.
渦法による非特異化 Birkhoff-Rott方程式 (28) と (29)を研究する場合, この非特異化方程

式の解が δ → 0で元の方程式の解にどのように近付くかに興味がある. これに対して, 解析的
には Birkhoff-Rott方程式の解が滑らかであれば, 正則化方程式の解は元の解に一様収束する
ことが知られている [11]. また, Birkhoff-Rott方程式 の解に滑らかさがない場合でも, ある弱
い意味 (測度値解) での収束性が時間大域的に示されている [47, 48]. したがって, この正則化
方程式の解は弱い意味で Birkhoff-Rott方程式の解を近似している.
さて, 正則化方程式の右辺の積分は有界なので, この方程式の解はずっと滑らかとなり, 数

値計算を安定にすすめることができる. そこで, 積分の離散化には台形公式を, 時間方向の積
分には四次の陽的 Runge-Kutta法を用いて数値計算を行う. 図 7は δ = 0.1の時の正則化方
程式の数値解を示しており, 解は時刻 t = 0.6あたりから滑らかに二重螺旋形に巻き上がって
いる. この時, δの効果により, もとの Birkhoff-Rott方程式で見られた曲率の爆発は起こって
いないことに注意する. 次に, この渦巻き構造が δ → 0でどのように変化するかを調べる. 図
8は各 δ に対する, 時刻 t = 1での数値解の様子を示したものである. ともに二重螺旋構造を
持っているが, δ が小さくなるにつれて, 螺旋の中心付近ではきつく巻き付いていることがわか
る. Krasnyは δ → 0の時の数値解の様子から, 螺旋の中心の近傍では螺旋の間隔が指数螺旋
的になっていると指摘している. しかし, 一方で螺旋の中心での曲線の性質や, Birkhoff-Rott
方程式の曲率特異点生成後の解との関連については詳しく調べられていない. この話題につい
ては, §4で詳述する.
さて,渦法による渦層方程式の正則化は解の二重螺旋構造への巻き上がりという当初Birkhoff

が予測した現象を発生させ, また直接 Navier-Stokes方程式を計算する手間に比べて簡便であ
る. そうしたことから Birkhoff-Rott方程式の数理的な問題とは関係なく, 様々な渦層流れの
数値計算に応用されている. 例えば [30, 39, 40, 56, 65, 67] などをあげておく. また, 多くの研
究によってその計算結果の妥当性も研究されている [7, 23, 63]. 実際, 正則化パラメータ δ の

効果は,粗っぽく言うと解のフーリエ空間でにおいて, 高次のスペクトルの成長を抑えるよう
なものであり, 渦法による正則化を行ったBirkhoff-Rott方程式の解が, 非常に粘性の小さな流
体の挙動をよく近似していると考えることは妥当であろう. 実際, Nitscheと Krasny[56]は実
験室で観測されたある流体現象と正則化 Birkhoff-Rott方程式の数値解を詳細に比較して, そ
れがよい近似を与えていることを示している.
また, この近似の仮定に基づいて, 渦法による正則化方程式を用いた二重螺旋解の長時間発

展も調べられている. 図 9は筆者らが計算した周期境界条件を持つ渦層の長時間発展 t = 10
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図 7: δ = 0.1の時の正則化方程式 (28)と (29)の時刻 t = 0から t = 1までの数値解

から t = 11.5 までの様子である [66]. 図では二周期分の渦層の様子がプロットされているが,
渦は螺旋の中心で巻き上る一方で, 渦層の一部が引き延されて細長いフィラメントとなり左右
の領域へ侵入している様子がわかる. 螺旋中心へ集中する渦層領域と渦フィラメントとなって
左右への拡散していく渦層領域は間欠的に存在しており極めて複雑な構造を作る.
なお, 二次元渦層の長時間発展については, KrasnyとNitsche[42]による数値計算もある. そ

れによると渦層が長時間発展するとホモクリニックカオスが発生することが示唆されている.
また, その他にも近年, この二重螺旋解の安定性なども数値的に調べられている [1].
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図 8: 正則化パラメータを δ = 0.05, 0.1, 0.15 および 0.2の時の時刻 t = 1における正則化方
程式 (28) と (29)の数値解

4 渦層の巻き上がりと複素時間特異点

§3.6.2で触れたように渦法による正則化方程式の二重螺旋解は元の方程式の弱解の一つと考
えることができる. しかし, この解の意味はあまりにも弱いので, 具体的な解, 特に数値計算で
確かめられた二重螺旋解という物理的に妥当性を持つ解の意味付けを与えてくれるわけでは

ない. また, 正則化化方程式の解はずっと滑らかな一方で, Birkhoff-Rott方程式は正則性を失
うといった具合に両方程式の解の正則性に大きなギャップがあるため, 逆に解析関数の範疇で
は, その意味が強すぎて, 二重螺旋解を解として認めることができない. 数値的にはKrasnyが
非特異化方程式の二重螺旋解の形状から, δ → 0での漸近的な螺旋解の形状を推定してはいる
が, この方法では元の方程式の特異点と二重螺旋解の関係についての情報が得られない. そこ
で, この節において, 我々はある別の視点から, この特異点と二重螺旋解の関係を調べる. その
視点とは, 方程式の定義される時間変数を複素数と考えることである.
これについて, もう少し詳しく説明する. 今, 時間を複素数に拡張した時, 時間発展方程式の

解を求めるとは, 実時間軸に沿って速度場関数を積分することに相当する. また, 解に有限時
間で特異性が生じるとは, ある実時間軸上の点 (t∗, 0)があって, 解の実時間経路に沿った解析
接続がその点で不可能になるということを意味する. 逆に, この方程式を非特異化した方程式
の解が滑らかであり続けるということは実時間軸に沿った解が いつまでも解析接続によって

定義可能であることを意味している.
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一方で, たとえ非特異化方程式の解が実時間に沿って解析接続できるとしても, その積分経
路 (解析接続の経路)を複素時間平面上で様々に変えた時, その正則性が保たれるわけではな
い. したがって, いろいろ積分経路を変えて積分をすれば, 複素時間平面内に特異点の集合が得
られる可能性がある. このような特異点の集合を調べて δ �= 0の時の特異点の分布（この分布
はもちろん実時間軸と交わりを持たない）と δ = 0の時の分布を調べれば, Birkhoff-Rott方
程式とその非特異化方程式の解の (実時間での)正則性についての性質の違いを統一的に理解
できるに違いない.
そこで, 本章では, このアイデアに従って筆者が行った研究 [70]を解説する. この論文では,

Birkhoff-Rott方程式の非特異化方程式, (28)と (29)の複素時間特異点の分布を数値的に調べ,
δ → 0なる時に, その分布の挙動がどのようになるかを論じ. さらに, この非特異化方程式の
二重螺旋解の巻上がり運動の数理モデルを導入とその解析を通じて, 数値計算結果の解釈と特
異点生成後の Birkhoff-Rott方程式における二重螺旋解の性質を考察する.

4.1 複素時間特異点を検出する数値計算法

正則化方程式の特異点の検出には, §3.5 で紹介した Shelleyの高精度数値計算法を採用する.
しかし, 我々の目的は単に実時間上 でのMooreタイプの特異点を調べるだけでなく, δ �= 0の
時に複素時間平面全体での特異点分布を調べることにあるため, 計算法の拡張が必要である.
すなわち,

• 時間積分の経路の複素平面への拡張,

• Birkhoff-Rott方程式の各変数 x(Γ, t), y(Γ, t)の複素数への拡張.

この時, 具体的な特異点検出アルゴリズムは以下のようになる.

• （前準備）時間の積分経路を定める

• （前準備）x, yを複素数に拡張して得られる拡張 Birkhoff-Rott方程式を考える.

• 渦法を用いて拡張 Birkhoff-Rott方程式の右辺の特異積分を非特異化し, それを n点の

台形則で離散化

• 時間方向の積分は複素積分経路上の四段四次 Runge-Kutta法を用いる.

• Runge-Kutta法を一ステップ進めるたびに変数 x, y を Γに対する離散フーリエ級数に
展開する.

x(Γ, t) = Γ+

n
2 −1∑

k=− n
2

Xk(t) exp (2πikΓ) , (30)

y(Γ, t) =

n
2 −1∑

k=− n
2

Yk(t) exp (2πikΓ) . (31)
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この Xk,Yk の Mooreの漸近形 (26)と (27)へのあてはめにより, 仮定される αx(t) や
αy(t)を算出する.

このように計算を繰り返し最終的に αx(t)および αy(t)が極めて 0に近くなった時（今回の計
算では, その絶対値が 1.0 × 10−3を下回った時）に計算をうちきり, 後は補外によって, それ
ぞれが 0になる特異点発生時刻を推定する.
ここで, 若干の注意をしておく. 本来, 渦法によって非特異化パラメータ δ を導入すると, 数

値計算を安定にすすめることができるはずである. しかし, 今回のように時間を複素数に拡張
した場合にはこの非特異化パラメータの効果が意味を持たなくなる. つまりKelvin-Helmholtz
不安定性のため, 数値計算により発生した微少な丸め誤差が急激に成長し, 解が数値的に不安
定になる. そこで, 数値計算の丸め誤差の成長を抑えるために, Krasny の Fourier-Filtering 技
法 [37]を使って,丸め誤差による数値解への悪影響を抑えながら数値計算を進めた. つまり, 毎
時間ステップにおいて, 解のフーリエ級数展開を行い, そのフーリエ係数の大きさが予め与え
られた閾値より小さい場合, その係数を 0にリセットするのである. 実際, このような filtering
は渦層方程式の特異点の検出に効果があることが Caflisch[18]によって示されている. なお今
回の数値計算では, 四倍精度浮動小数点の演算を行っているので filteringの閾値は 1.0× 10−18

にとっている.
最後に本計算では以下の Krasnyの用いた初期値で数値計算を行った.

Re x(Γ, 0) = Γ + 0.01 sin 2πΓ,

Re y(Γ, 0) = 0.01 sin2πΓ.

ただし, 変数 xと yともに, その初期における虚部には摂動を加えず, 0から始めている.

4.2 非特異化パラメータ δ = 0.1の時

非特異化パラメータ δ の値が 0.1の時の複素特異点の分布を図 10に示す. 複素時間特異点
は図中に現れる曲線の上に連続的に分布している. まず, この曲線を超えて, それによって囲
まれる領域内に解を解析接続によって定義できないことに注意する, なぜなら原点から始まる
任意の経路は必ずこの曲線と交わり, そこで解に特異性が現れるからである. 次に, この分布
の様子を観察すると, Re t > 0.6あたりで, 複素時間特異点は実時間軸を挟むように存在して
いる. これは実時間の上に特異点が存在せず, 実時間を経路にする解析接続によって解が定義
できることを意味している. 渦法による数値計算が安定に進められるのはこのためである.
さて, 複素時間特異点によって挟まれた細い領域は虚時間の方向に周期的な「帯領域」を構

成していることがわかる. さらに, この特異点の実時間方向の分布の様子を観察するために, 実
時間領域 Re t > 0.6での特異点の分布の様子を拡大して図 11に示す. この図に示されている
ように, 複素時間特異点は実軸方向にも周期的に分布している. また, 他の帯領域においても,
複素時間特異点は実時間方向に周期的に分布している様子が確認されるので, Re t > 0.6の領
域において, 複素時間特異点は実および虚時間の二方向に周期的に分布していることがわかる.
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この二重周期的な帯領域構造と方程式の解の関係を調べる. 図 12は積分経路を実時間軸に
取った時の数値解の様子 (左側)とその時の積分経路の位置 (右側)を示している. これによれ
ば, 積分経路が二重周期的帯構造の中に侵入すると渦層が二重螺旋に巻上がることがわかる.
また, 他の帯構造に積分経路が侵入するようにとって数値計算をした場合も同様に, 積分経路
が帯領域に入り込むと同時に渦層は二重螺旋に巻上がることが観察される. したがって, 二重
螺旋の巻上がり運動と二重周期的な複素時間特異点の帯構造には何らかの関係があることを

数値計算は示唆している. この事実は後節において, 巻上がる二重螺旋運動の簡単な数理モデ
ルの数学解析によって説明を試みるが, その前に δ → 0の時の複素特異点の振舞いを次節で調
べる.

-2

-1

0

1

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Im
 t

Re t

図 10: δ = 0.1の時の複素時間特異点の分布の様子. 特異点は各曲線上に連続的に分布して
いる.

4.3 非特異化パラメータ δ → 0の時

ここでは, 非特異化パラメータ δが 0に近付く時の複素時間特異点の分布の振舞について述
べる.図 13は δ = 0.05, 0.075, 0.1の時の複素時間特異点の様子を示している. 二重周期的な
特異点の帯構造などは同じく観察されるが, 全体的に分布が左側に移動し, 二つの特異点境界
に挟まれた帯領域の大きさそのものが狭くなっている. このことをもう少し詳しく見るため,
特異点の中で実時間に最も近い点, これは図 14にあるように帯領域の入口の先端にある点で
あるが, に注目して, その δ依存性を調べる.
図 15はこの実時間軸に最も近い点の様子を各 δ に対してプロットしたものである. 複素時

間特異点の分布は実時間軸に対して対称なので, ここではその二点をプロットしてある. この
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図 11: δ = 0.1の時の実時間 Ret > 0.6の複素時間上半平面領域での複素時間特異点の分布.
実時間方向に特異点の周期的な分布が見られる.

図によると, δが 0になるにつれて, これらの二点は徐々に実時間軸に近付き, そして最終的に
は Birkhoff-Rott方程式で予測されている実時間特異点で衝突する. これらの二点が帯領域の
先端部にあることを考慮すると, この実時間軸上における衝突により帯状領域への入口が塞が
れてしまうことを意味している. したがって, Birkhoff-Rott方程式の解は実時間軸の上でこの
衝突点を超えて帯領域の中に解析接続することができず, よって帯領域と関係のある二重螺旋
解が現れてこない. さらに, 他の帯領域の入口が δの減少と共に狭くなっていく様子も観察さ

れるので, いかなる積分経路をとろうとも, Birkhoff-Rott方程式の解の正則領域として二重周
期的な帯領域を含めることができない. この結果から, 非特異化方程式と Birkhoff-Rott方程
式の実時間上での解の正則性に関する違いと言うのは複素時間特異点の観点からみれば, 二重
周期的な帯構造をした分布の入口の閉塞という形で把握できることがわかる.
なお, これらの帯領域の入口 が塞がれた時に, その向こう側で帯領域がどうなっているかは

わからないことに注意する. つまり, もし特異点の衝突点が高々一点程度のものであれば, 特異
点の帯領域が残っている可能性があり, そうなれば何らかの意味で二重螺旋を Birkhoff-Rott
方程式の解として定義できるかもしれない. しかし, 後述する数理モデルとの比較によれば, 特
異点の衝突時の構造はかなり複雑な様相をしているために単純な帯構造が残っているとは言え

ない.
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図 12: 積分経路を実時間の上にとった時の, 数値解の様子 (左側)と, その時の積分経路の位置
(右側). 積分経路が帯領域に入ると, 渦層は二重螺旋に巻上がる.

4.4 二重螺旋巻上がり運動の数学モデル

これまでの数値計算結果を説明するために, 簡単な巻上がり渦層運動の数理モデルを導入す
る. このモデルは非特異化された渦層の長時間発展, つまり巻き上がる二重螺旋解の考察に基
づいている. すなわち長時間発展をするにつれて, 初期において一様であった渦密度が渦層の
巻上がりとともに, 徐々に螺旋の中心に集中し,そこに大きな渦密度領域を構成するというこ
とである. このことから, モデルとして最初から渦度が二重螺旋の中心にのみ渦点として存在
し, その他の領域はさほど影響のないものとして, passive scalarの集まりが渦層状に一様分布
しているようなものを考える. もちろん, 前述の渦層運動と同じ周期境界条件を課しているの
で, 実際に渦糸は x軸方向に無限個あって, それぞれの渦糸の間を passive scalarが結ぶよう
な状況になっている. この時, それぞれの渦糸は位置を変えず, 巻上がりの中心に留まったま
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図 13: δ = 0.05, 0.075, 0.1の時の複素時間特異点の分布の様子.
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図 14: 実時間軸に最も近い点の位置. これらの点は, 帯状領域の入口にある.
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図 15: 各 δ に対する, 実時間軸に最も近い複素時間特異点の位置. 右から δ = 0.45, 0.4, 0.35,
0.3, 0.25, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05, 0.025.

まである. 一方, passive scalarはこれらの渦点によって誘導される速度場によって流される.
具体的には位置 (x(Γ, t), y(Γ, t)) (ここにおける Γは passive scalarの分布している曲線の位置
パラメータを表わす.)にある passive scalarは次の方程式にしたがって運動する.

dx

dt
= −1

2
sinh 2πy

cosh 2πy − cos 2πx + δ2
,

dy

dt
=

1
2

sin 2πx

cosh 2πy − cos 2πx + δ2
, (32)

ただし, 方程式は Birkhoff-Rott方程式と同様に渦法によって非特異化されていることに注意
する. 今, 初期時刻において passive scalarは x軸上に分布しているものとする.

x(Γ, 0) = −0.5 + Γ, y(Γ, 0) = 0.0, (0 ≤ Γ < 1, Γ �= 0.5). (33)

ここで, 渦点の存在する位置には passive scalarがないようにするため, Γ = 0.5を除外して
いる.
この方程式による, passive scalarの運動の様子を図 16に示す. 左側が非特異化方程式の解

(δ = 0.3)であり右側が非特異化モデル方程式の解 (δ = 0.6)である. これら二つの時間発展
を比べて見ればわかるように, 両方程式の解は螺旋の巻数と, その発展速度が非常に似ている.
このモデルを考えるメリットはこうした視覚的な相似性だけではない. 実はこの方程式は厳密
に解けるのである. 方程式 (32) の右辺の分母は時間によらない不変量であることは方程式か
らすぐにわかる. これをKδ(Γ)と表す.

Kδ(Γ, t) = Kδ(Γ, 0) = 2(1 + cos 2πΓ + δ2) ≡ Kδ(Γ).
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(a) Vortex sheet (delta=0.3) (b) Model spiral (delta=0.6)
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図 16: 非特異化 Birkhoff-Rott方程式の数値解 (左側)と非特異化モデル方程式の解 (右側)の
比較. 非特異化のパラメータの大きさは異なるが, 二重螺旋の形状, およびその巻上がり速度
は定性的に等しい.
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次に時間と空間の変数を τ = t
Kδ(Γ) , X = sin 2πx, Y = cos 2πx, P = sinh 2πy and Q =

cosh 2πyのように変数変換して, 方程式を書き換えると次のようになる.

dY

dτ
= XP,

dQ

dτ
= XP. (34)

ただし, 各変数の初期条件は, それぞれ X(Γ, 0) = − sin 2πΓ, Y (Γ, 0) = − cos 2πΓ, P (Γ, 0) =
0.0, Q(Γ, 0) = 1.0となっている. この二つの方程式から Y − Qは時間によらない変数である

ことがわかるので, これを A(Γ)と定義する.

Y (Γ, τ) − Q(Γ, τ) = Y (Γ, 0) − Q(Γ, 0) = −(1 + cos 2πΓ) ≡ A(Γ).

この関係と各空間変数間の関係, X2 + Y 2 = 1と Q2 − P 2 = 1によって, (34)は Qだけの閉

じた方程式に帰着される. (
dQ

dτ

)2

= − (1 − (Q + A)2
) (

1 − Q2
)
. (35)

この方程式の解は楕円関数で書ける. 実際, Q = 1
Q1

+ 1と変数変換すると方程式 (35)は

(
dQ1

dτ

)2

= −2A(A + 2)Q3
1 − (A2 + 6A + 4)Q2

1 − 2(A + 2)Q1 − 1,

となり, その解はWeierstrassの楕円関数 ℘(τ)を使って, 次のように書くことができる.

Q1(A, τ) = − 2
A(A + 2)

(
℘(τ) +

A2 + 6A + 4
12

)
.

よって, Kδ(Γ) = 2
(
δ2 − A(Γ)

)
なる関係から, Qは Aと tで明示的に

Q(A, t) = 1 − 6A(A + 2)

12℘
(

t
2(δ2−A)

)
+ A2 + 6A + 4

,

と与えられる.
このように解が与えられれば, その複素時間特異点を考えることは容易である. つまり, 解

の分母の零点を求めればよい.

12℘

(
t

2(δ2 − A)

)
+ (A2 + 6A + 4) = 0. (36)

今, 空間変数 Aを固定して考える. この時, この代数方程式の解は ℘関数の性質 (位数２の楕
円関数) から, 楕円関数の基本周期平行四辺形の中に極対称な二つの解が存在することがわか
る. さらに二重周期性から, この二点は全複素時間領域に二重周期的に分布している. このよ
うな二点が Aを選ぶ度に決まるので, Aを変化させると, 基本周期平行四辺形の中に極対称な
二つの特異点が連続的に帯状に分布し, かつそれが二重周期的に全複素時間領域に広がってい
るような特異点の分布が得られる. よって, 二重螺旋の巻上がり運動と二重周期的な特異点分
布の関係を指摘した前述の数値計算の結果を, このモデルは支持している.
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次に非特異化パラメータ δ → 0なる場合の, 特異点分布の挙動について調べる. 特異点は代
数方程式 (36)の解であるが, A �= 0の時には, δ → 0としても, 二つの特異点は常に存在する.
よって, 特異点の衝突といった現象はこの場合観測されない. 一方で, A = 0の場合には, その
ようなことが起こる可能性がある. しかしながら, A = 0すなわち Γ = 0.5は渦糸の位置に相
当し, モデルではそこに passive scalarは存在しないと定義したために, 直接そこでの観測はで
きない. そこで, 我々はまず δ �= 0としたまま, A → 0として, A = 0での Qの値を定義して,
その複素時間における特異点の分布の δ → 0での振舞を調べる. 具体的に計算すると, QとQ

の Γに関する一階微分の値は δによらず 0であることがわかるので, 特異点の衝突などが起こ
り得るのは, Qの Γに関する二階微分

d2Q

dΓ2
(0, t) =

12π2

3℘
(

t
2δ2

)
+ 1

, (37)

である. この二階微分の特異点は次の代数方程式の解である.

℘

(
t

2δ2

)
= −1

3
.

δ が 0でない時は, これまでの議論と同様にして, 基本周期平行四辺形の中に極対称な二つの
特異点が存在する. これら二つの特異点は, δ → 0 で基本周期平行四辺形とともに縮小率 δ2で

原点に縮小してゆく. この時, 基本周期平行四辺形の大きさも縮小してゆくので, δ = 0では,
複素時間平面の上に広がっていたすべての特異点が原点上で衝突する.
このような現象が渦層の場合にも起こっていることを観察するため, 我々は δを変えた時に

非特異化方程式と非特異化モデル方程式から計算されるQの二階微分の周期 (渦層の数値解に
ついては, 渦層が巻き上がってから観測される周期)を 図 17にプロットする. なお, 二階微分
の特異点を求めるのは困難だが, モデルの解析が示唆しているように二つの特異点の距離は基
本周期平行四辺形の大きさと共に小さくなっていくので, 二階微分の周期を考えることは, 二
つの特異点の距離を考えることに他ならない. この図に見えるように, 二つの周期は次第に 0
に近付いている. 最小二乗近似によるあてはめによれば, この渦層の場合は 1.02δ2 + 0.85δ, モ
デルの場合は δ2で近似される. よってともに, 二次関数的に 0に近付くことがわかる. ここで,
簡単な計算から二重螺旋の中心における, Qの二階微分は変数 yの一階微分の二乗に等しいこ

とがわかるので, 中心付近での渦巻の挙動は無限速度に巻上がる螺旋ということになる. なぜ
なら Qの二階微分の周期は y の一階微分の周期を表しており, この周期が 0に近付くと言う
ことは, 原点での二重螺旋の接線が非常に速く回転することを意味しているからである.

4.5 本章のまとめ

本章において, 渦法による非特異化二次元渦層運動の複素時間領域における特異点の分布を
数値的に調べた. 非特異化パラメータ δが 0でない時, 特異点は実時間軸を上下に挟むように
帯状に連続分布しており, 非特異化した方程式の解は実時間の上に特異点を持たないことがわ
かった. そのため渦法による非特異化方程式の数値計算が安定にすすむ. さらに, その帯構造
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図 17: 非特異化パラメータ δに対する, 非特異化 Birkhoff-Rott方程式 (上)と非特異化モデル
方程式 (下)の数値解 Qの二階微分の周期とそれらのデータの最小二乗法による近似曲線

は虚時間方向と実時間方向に二重周期的に存在しているので, 周期境界条件を持つ二次元渦層
運動の複素時間特異点の分布は二重周期的な帯状分布で特徴付けられる. また, 実際の非特異
化方程式の数値解の様子とこの特異点構造の観察から, 巻上がる二重螺旋運動と二重周期的な
特異点の分布の関係が指摘された. この指摘は簡単な巻上がり渦モデルによっても定性的に支
持されることがわかった.
また,非特異化パラメータ δが 0に近付く時,この分布の二重周期的帯構造は維持されつつも,

その帯領域の幅は狭くなり, δが 0になると帯領域の入口にある二つの複素特異点が実時間上で
衝突し, 遂には帯領域への入口は閉ざされてしまう. そのため, δ = 0に相当するBirkhoff-Rott
方程式の解はこの衝突実時間において, 解析接続で解が定義できなくなり, 積分経路が帯領域
に侵入できないために, 二重螺旋に巻上がる解も観察されないことがわかる. また二重螺旋巻
上がりモデルとの比較を通じて, δ → 0 になるにつれて, 渦層の螺旋の中心における構造は無
限速度で巻上がる渦巻に近付いていくことが示唆された. このことは, あくまでモデルとの比
較による推定に過ぎないが, 局所的な渦巻の構造に関して, このような無限巻数の螺旋巻上が
り運動を仮定することで, 従来の特異点の出現を解の空間に含めることができ, Birkhoff-Rott
方程式の解として二重螺旋解の存在を定義できる可能性がある. この研究は今後の課題である.
最後に数理モデルについて一言述べておく. このモデルは実際の非特異化渦層の時間発展に

おける, 二重螺旋巻き上がりの運動を近似したものである. また, 図 9で示したように非特異
化二次元渦層は, さらに時間が経過すると局所的な巻き上がり運動だけでなく大域的に渦層が
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引き延ばされるので, その複素時間特異点構造は単なる二重周期的なものではなくて, もっと
複雑化することが予測される. したがって, このモデルは非特異化渦層の長時間発展における
ある中間的な時間幅での運動のみを近似しているものであることに注意する.

5 渦層研究の現在と今後

これまで述べたように二次元渦層の研究は極めて長い歴史をもっており, 様々なことが明ら
かになった. しかし, 二次元の渦層において,依然として二重螺旋解への巻き上がりが起こるか
どうかについては完全に解決しているわけではない. またこのような二重螺旋解が特異点生成
後の一意解である保証はどこにもない. この点については, 様々な方法で数値計算をしてみれ
ば, 中心に特異点を持つ二重螺旋解が Birkhoff-Rott方程式の一意解であるようにも見えるが,
これを正しいと主張するにはもっと精密な議論が必要であろう.
さて, 現在では三次元空間における渦層の研究が主流になっている. しかし, 三次元問題に

対しては, その数学解析は勿論のこと, 二次元の場合とは違ってその数値計算は 計算機の能力
が飛躍的に進歩した現在においても極めて困難である. そこで以下に, 渦層研究の今後を展望
する意味でも, 三次元渦層についてこれまでに知られている事実を簡単にサーベイして本稿を
終わりたい.
§2で示したように三次元渦層の方程式は (8)で与えられているが, この方程式の局所解の

存在は Sulemらによって以下のように与えらてれいる [76]. 考える空間は bs = {(ρ, σ); ρ ∈
R2, |σ| < s}で Bsに入っており, かつ |σ| < sで L2(R2 + iσ)に入っている関数空間 Bs′ であ

り, そのノルムを次のように定義する.

|||u|||s = ||u||s + ||u||L2 .

この時,次が成立つ.

Theorem 6 Bs′ に入っている初期値に対して, Bs′ の中に |t| < α(s0 − s)で三次元 Birkhoff-
Rott方程式 (Kanedaの方程式) の解析的な解が存在する.

次に時間大域的な解の存在であるが, 三次元渦層は二次元渦層を含んでいるために解に有限
時間で特異点が発生することは明らかである. しかし, 三次元渦層では空間次元が一つ増えて
いるので, 特異点が生成するといっても, 二次元渦層のように一点で出現するのか, あるいは特
異線となって出現するのかは明らかでない. また, 二次元渦層とは異なる特異点生成の可能性
も排除できない. これらの問題に答えを与えるのが三次元渦層に現れる特異性に関する研究の
目的である.
最初にその問題に取り組んだのは Ishiharaと Kaneda[31, 32] である. 彼らMooreの漸近

解析を三次元 Birkhoff-Rott方程式に応用して, 流れ方向だけでなく流れに垂直な方向にも二
次元の場合に見られたような曲率特異性が発生しうることを指摘した. それから, Bradyと
Pullin[8]はある特殊な対称性を持つ三次元渦層に現れる特異性についてMooreの漸近解析を用
いて議論し, それが二次元の渦層と同様の曲率爆発であることを示している. また, Nitsche[57]
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は軸対称渦層を考えて数値計算から特異性の研究している. 最近では, Houら [29] が三次元渦
層方程式に現れる特異積分の特異成分の主要項をうまく抜き出し, それを元にモデルを作って
数値計算することにより, 三次元渦層に現れる特異点を調べている. このモデルの計算によれ
ば, 三次元渦層の特異点は二次元の流れ方向にまず特異点が孤立点として発生し, その特異点
は二次元で観察された曲率特異性であることが示唆されている.
これらの特異点に関する結果はすべて二次元で発生した曲率爆発の発生が支配的であるこ

とを指摘している. その一方で, この二次元特異点とは異なる特異性の特徴付けについても調
べられている. 筆者は, ある円柱形をした三次元渦層に軸対称性を仮定した問題を考え, そこ
に起こる特異性を数値的に研究した [69]. この場合, 対称性により二次元的な流れ方向の特異
点は生成しないので, この対象に特異性が現れれば, それは二次元と異なる特異性を捉えてい
ることになる. その結果, 流れに垂直な方向, すなわち渦線に沿った渦層の強さの一階微分が
カスプになるという特異点生成を数値的に検出することができた. この特異性は次元渦層の特
異点が渦層の強さがカスプになるという性質と比べれば弱い特異性であるが, 二次元の場合と
は異なる特異性の出現を表していることになる. 今後は, この新しい弱い特異性と二次元特異
性のどちらが早く出現するかなどを調べる必要があるが, そのためには二次元渦層の場合以上
に高速・高精度な数値計算方法の開発が必要になる。

また, 応用の観点から三次元渦層の渦法による数値計算も行われている. Caflischら [17] は
軸対称な円筒渦層の数値計算を行い,マッシュルーム様の渦層の巻き上がりを観測している.
また, 著者は彼らの結果を三次元に拡張して, 次のような円柱座標系における定常速度場を考
えた.

�u(r, θ, z) =

{ (
0, Γ1

2πr , 0
)

r < R,(
0, Γ2

2πr , 0
)

r > R,

なお, Γ1と Γ2は回転方向の速さを表すパラメータである. この時, 速度場は半径 Rの円の内

側と外側で θ方向に不連続になっているので三次元円柱渦層が存在するが, 我々はこの定常渦
層に微少な摂動を加えて数値計算を行った. 詳しいことは論文 [68]を参照してもらうことに
して, その数値解を図 18 に示す. なおこの計算では内側の強さが Γ1 = −2.5 外側の強さが
Γ2 = 0.5である. これによると, 単純な円筒渦層は最初縦方向に巻き上がり, さらにその後回
転方向に巻き上がる. このように二段階にわたって渦層は巻き上がり, 最終的に複雑な形状に
発展していく.
三次元渦層の数値計算の例として, 他には Lindsayと Krasny[46]が渦法に対する高速数値

計算アルゴリズムの応用として三次元円板状渦層の巻き上がりの数値計算を行っている. この
ようにいくつかの数値例が知られているものの, 三次元渦層の数値計算には極めて計算機資源
を必要とするために, 長時間の発展を追跡することは現在でも簡単ではない. 実際に図 18の数
値結果を得るためには, 高速な数値計算アルゴリズムと８ CPUの並列計算機を併用しても半
月以上の計算時間がかかっている. なお, これは 2000年当時のデータなので, 現在ではもう少
し早く計算できると思われるが, これよりさらに長時間の時間発展を追うためには数値解の近
似の精度を一層あげる必要があり, そうなればより高速な計算機が必要となり, 結局のところ
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計算機の性能が数値計算の要求を十分満たすことはまだなさそうである. したがって, 渦層の
現実流体への応用面から見れば三次元渦層の数値計算も, より早い計算機とより洗練された高
速数値計算法の開発などとともに, これからの重要なテーマである.
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図 18: 回転流中の円筒渦層の時間発展の様子. 初期において円筒形をしていた渦層が不安定化
し, 縦方向に三個所で巻き上がった (t = 1.6)後, 今度は回転方向に巻き上って (t = 2.4), 最終
的にマッシュルーム状 (t = 2.6)になる. このように三次元渦層の場合には二段階の巻き上が
りが起こる.
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