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熱間薄板圧延向け誘導加熱装置の数値解析および 

制御モデル構築に関する研究 

 

下谷 俊人 

 

 

 

概要 

 

熱間薄板圧延（熱延）は，金属の鋼片を高温に加熱し，薄板を製造してコイルに巻取

る圧延方法である．熱延で製造される薄板は，自動車や船舶・車両・産業機械等の製造

業や，橋・ビル等の建築物の材料等，社会を支える用途として用いられる．また，下流

工程にあたる冷間圧延（金属材料を再結晶温度以下で圧延する加工法）の母材となり，

家電や飲料缶等の身の回りの生活用品の材料として用いられる等，我々の生活に欠かせ

ないものとなっている． 

熱延プロセスにおいて，製品品質の向上および，安定操業の観点から，圧延材の温度

制御が非常に重要である．近年では多くの熱延設備で，高効率で急速・局所加熱に秀で

た誘導加熱装置(Induction Heater : IH)を用いた温度制御が導入され，熱延ラインの付加価

値の向上に貢献している．しかし，IHは装置規模の大きさや使用環境の特殊性から，実

機からの特性データの採取が難しく，オンライン制御に耐える厳密な数理モデルが構築

されていないのが現状である．そのため IH の実運用においては，簡易な計算式を用い

た設定計算・制御が行われているに留まり，より正確な数理モデルの構築が望まれてい

た． 

これに関連して，近年の計算機の演算能力向上に伴い，数値解析の産業応用が普及し

ている．中でも有限要素法( Finite element method : FEM )は，その汎用性の高さから電磁

界分野でも広く普及し，電磁機器の設計・開発への応用に向けた研究・開発が盛んに行

われている．一般に FEMの解析精度と解析時間はトレードオフの関係にあり，特に 3次

元 FEM の場合は解析時間の長大化が問題となる．そのため，大規模問題の解析縮約手

法であるモデル縮約法の適用や，FEM から等価回路を生成する手法が研究されている． 

また，近年の AI・IoT技術の発展と普及に伴い，熱延プロセス制御において，多様な

因子を考慮できる数理モデルとして，従来の理論ベースの数理モデルに代わり，深層学

習などの機械学習を用いたデータ駆動型のモデルが注目されている． 

上記の背景から，本研究では，IHの高精度な数理モデル構築を目的とし，FEMをベー

スとした以下の検討を行った． 

 

1) 固有直交分解法を用いた誘導加熱装置の解析縮約 

2) 誘導加熱装置の等価回路生成 

3) 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築 
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(1)では， FEMによる IHの特性解析高速化のため，まず，IHに特化した準静磁場-熱

伝導解析の効率的な連成解析手法を提案した．また，モデル縮約法の一種である固有直

交分解法(Proper orthogonal decomposition: PODを用いて，IHの準静磁場の特性解析高速

化について検証した．その結果，PODを用いることで，IHの周波数特性および，圧延材

（被加熱材）の導電率特性を FEM と同等の精度で解析でき，計算時間を大幅に短縮で

きることを示した． 

(2)では，準静磁場を精度よく表現できる等価回路として注目されている，Cauer 回路

と呼ばれる梯子回路を用いた IH の等価回路生成を行った．従来の Cauer 回路は解析対

象に導電性材料が複数ある場合，各導電性材料のジュール損失を分離して評価できない

という問題があった．そこで本研究では，複数の導電性材料に生じるジュール損失を分

離して考慮できる修正 Cauer 回路の生成手法を提案した．提案手法で生成した回路によ

り，IHの周波数特性および，過渡応答解析を高速かつ精度良く計算できることを示した． 

(3)では，実際の熱延において，IH の加熱に影響を与える種々の条件を考慮し，IH に

よる被加熱材の加熱昇温をするため，機械学習を用いたデータ駆動型の制御モデルを構

築した．提案した制御モデルにより，任意時間の被加熱材の板厚方向温度分布や，被加

熱材を所望の温度分布とするのに必要な IHの電力を，繰り返し計算を必要とせず，FEM

と同等の精度で求められることを示した． 

 

キーワード：誘導加熱装置，有限要素法，固有直交分解法，等価回路生成，機械学習  
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Study on numerical analysis and control model of induction 

heater in hot strip rolling 

 

Toshihito Shimotani 

 

 

 

Abstract 

 

In the hot strip mill (HSM) process, hot rolled thin steel strip is rolled and coiled. This hot rolled 

strip is widely utilized to make products which our daily life better, for example, for cars, ships, 

trains, industrial machines and buildings. Cold rolled steel produced from the hot rolled strip is 

used for products such as, home appliances and beverage cans. 

Temperature control is one of the most important factors to make high-quality steel sheets because 

mechanical properties of the steel highly depend on its temperature. Induction Heaters (IH) have 

been widely adopted in HSM plants to provide stable temperature control in order to produce steel 

sheets with higher quality. Because an IH provides fast and efficient heating for steel plate with 

rapid control response, it can improve the performance of the HSM process. For these reasons, it 

is strongly desired to develop an accurate and fast IH mathematical model capable of being applied 

online HSM process control. 

In recent times the Finite Element Method (FEM) has been widely used for mathematical 

modeling because of its versatility. Generally, computational accuracy and time are in a trade-off 

relationship. Especially, it is well known that 3-dimentional FEM needs long computational time. 

In order to overcome this, several numerical technique such as model order reduction and, 

equivalent circuit synthesis has been developed. 

In addition, recently, data-driven model using machine learning have been developed for HSM 

process-control in order to construct the mathematical model which take complex phenomena into 

account.  

From the above background, in this study, the following topics are considered in order to 

construct mathematical models for online control of IH. 

1) Fast numerical analysis of IH using proper orthogonal decomposition 

2) Synthesis of equivalent circuit of IH 

3) Construction of a control model for IH using machine learning 

 

Key words: Induction heater, finite element method, proper orthogonal decomposition, synthesis 

of equivalent-circuit, machine learning. 

†Doctoral Thesis, Division of Systems Science and Informatics, Graduate School of Information Science 

and Technology, Hokkaido University, SSI-DT79185029, March 25, 2020. 
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第1章 序論 

本章ではまず，本研究の研究背景および，熱間薄板圧延プロセスと誘導加熱装置の概

要を述べる．次に研究目的を述べ，最後に本論文の構成について述べる． 

1.1. 研究背景 
圧延は，塑性加工の一種であり，回転するロールの間に鉄鋼をはじめとする金属材料

を通し，薄板，厚板，棒線，鋼管，形鋼等に加工する．熱間薄板圧延（熱延）はそのう

ち，金属の鋼片（スラブ）を高温に加熱し，再結晶温度以上で圧延し，薄板を製造して

コイルに巻取る圧延方法である．熱延で製造される薄板は，自動車や船舶・車両・産業

機械等の製造業や，橋・ビル等の建築物の材料等，社会を支える用途として用いられる

ことに加えて，より薄い板を製造する下流工程の冷間圧延（金属材料を再結晶温度以下

で圧延する加工法）の母材となり，家電や飲料缶等の身の回りの生活用品の材料にも用

いられ，我々の生活に欠かせないものとなっている[1]． 
日本における鉄鋼技術は，戦後の経済成長による社会インフラ等の設備投資の需要増

加に伴い，研究・開発が進み，現在では世界でもトップクラスのレベルにある[2]．日本

の粗鋼生産量は 1970 年代以来，年間 1 億トン前後で推移している．その内訳は，以前は

普通鋼が中心の建築用途が割合の多くを占めていたが，比較的製造が難しい高級鋼が中

心の製造業用途が上回っており，日本の鉄鋼技術が高い水準にあることを示している[3]．
一方で，近年では新興国の追い上げが目覚ましい．特に中国では，21 世紀に入ってから

鉄鋼プラントの新設ラッシュが起こり，国別粗鋼生産量で世界一となった．しかしなが

ら，急峻な生産量増加による供給過剰のため，製品が安値販売された結果，市場におけ

る粗鋼の価格崩壊を招いた．現在，中国では国策により鉄鋼の生産量が制限され，非効

率な工場の操業停止や鉄鋼メーカの合併が進み，生産力から技術力への軌道修正が行わ

れており，中国鉄鋼メーカの技術力は向上している．このように，これまで鉄鋼分野に

おける日本の国際競争力を支えてきた技術力という点で，新興国との差が縮まりつつあ

り，よりいっそうの技術研究・開発が必須である． 
ここで，熱延技術にフォーカスして考える．熱延における主なニーズとしては，(1)製

品品質の向上と，(2)安定操業の実現が挙げられる．(1)は，製造される薄板の板厚や板幅，

形状等の寸法に関わる精度や，引張り強さや耐力，延性などの機械的性質の向上である．

(2)は，圧延中にトラブルが発生すると，圧延材が製品にならないことは勿論，設備破損

や，操業再開まで製品を製造できないことによる損失を生むため，安定操業が重要であ

る．これらの要求を満たすため，熱延プロセス制御の技術研究・開発が盛んに行われて

いる．コイルの寸法精度を高めるには，圧延材の変形量を正確に予測し，粗圧延機や仕
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上圧延機，エッジャ（幅を圧下する装置．後述．）等による圧下スケジュールを適切に決

める必要がある．このとき，圧延材の硬さには温度が大きく影響するため，圧延中の圧

延材の温度変化を予測し，制御することが重要である．また，鉄鋼材料の機械的性質を

高めるには，結晶粒の微細化等による金属組織の作りこみが重要であり，圧延工程およ

び冷却工程を適切に制御する必要がある．上記の理由から，熱延プロセスにおける温度

制御が重要である[4]． 
近年では，高効率でかつ急速・局所加熱ができる誘導加熱装置(Induction Heater : IH)が

温度制御に用いられており，現在多くの熱間圧延設備で導入されている[5,6]．IH は一般

に，後述する粗圧延機と仕上圧延機の間に設置され，仕上圧延機入側で所望の温度を得

るために使用される．IH 導入により，サーマルランダウン（薄物製造時に仕上圧延機入

側で材料の尾端部にかけて温度が低下すること）や，スキッドマーク（加熱炉内でスラ

ブを支える支柱（スキッド）への抜熱による圧延材長手方向の温度ムラ）の低減等によ

る製品品質向上が見込まれる．また，特に硬い高級鋼で，仕上圧延の前で圧延材を昇温

することで，通板性の改善や，圧延荷重低下により圧延機の負担を軽減できる．また，

圧延材尾端部を昇温することで，尾端絞り（圧延材尾端部が仕上圧延機を抜ける際に蛇

行し，装置に接触して座屈すること）防止の効果がある．上記のように，圧延中に圧延

材を昇温できるという利点は，圧延材を冷却方法によって温度制御をしていた従来の制

御方法に新たな自由度を与え，熱延ラインの使い方をより柔軟なものにする．すなわち，

IH による温度制御の精度向上は，製品品質の向上に繋がることは勿論のこと，熱延ライ

ンの付加価値の向上にも貢献する，有意義なことであると言える． 
しかし，IH は装置規模の大きさや使用環境の特殊性から，実機からの特性データの採

取が難しく，オンライン制御に耐える厳密な数理モデルが構築されていないのが現状で

ある．そのため IH の実運用においては，簡易な計算式を用いた設定計算・制御が行われ

ているに留まり，より正確な数理モデルの構築が望まれていた． 
ところで，近年の計算機の演算能力向上に伴い，数値解析の産業応用が普及している．

代表的な数値解析手法として，有限差分法( Finite Difference Method : FDM )，有限要素法

( Finite Element Method : FEM )，時間領域差分法( Finite Difference Time-Domain method : 
FDTD method )などが知られているが，中でも構造力学の分野で発展した FEM は，その

汎用性の高さから電磁界分野でも広く普及し，電磁機器の設計・開発への応用に向けた

研究・開発が盛んに行われている．一般的には，FEM の解析精度と解析時間はトレード

オフの関係にある．特に 3 次元 FEM の場合は問題規模が大きく，制御系との連成解析

や，多パラメータに対するケーススタディ等の繰り返し計算を要する場合，解析時間の

長大化が問題となる． 
 上記のような大規模問題の計算時間を削減する目的で，近年，モデル縮約法（Model 
Order Reduction : MOR）が盛んに研究されている[7-14]．MOR は大別すると，対象とす

る問題に対し，主要成分を抽出した基底を求め，低次元空間に射影して次元数を削減す

るアプローチ（固有直交分解法(Proper Orthogonal Decomposition: POD) [8,9]や，固有一般

化分解(Proper Generalized Decomposition：PGD) [10,11]等）と，対象とするシステムの伝

達関数を縮約し近似的に解くアプローチ（Padé via Lanczos (PVL) [12,13,14] や，Passive 
Reduced-Order Interconnect Macromodeling Algorithm (PRIMA) ) [15] 等）がある．最近では，
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電磁機器の入出力特性を連分数展開し，Cauer 回路と呼ばれる梯子型の等価回路により

表現する方法[16-23]が提案され，様々な応用が研究されている．このように電磁機器を

等価回路に置き換える手法をモデル縮約法に分類することもある． 
 また，ここ数年で AI(Artificial Intelligence)・IoT(Internet of Things) 技術の産業応用が急

激に普及している．大量の機器やセンサが設置されるプラントから得られるデータは，

そのデータ量と非線形性から，機械学習・深層学習によるデータ分析と親和性が高い．

熱延ラインにおいても，これらのデータを用いた設備監視や異常検知，データ駆動型の

制御モデル（データドリブンモデル）の開発が注目されている [24-26]．  
上記のような背景から，本研究では，FEM と MOR，等価回路，機械学習を用いて，

オンライン制御適用を想定した IH の高精度な数理モデルを構築した． 

1.2. 熱間薄板圧延プロセスと誘導加熱装置 

1.2.1. 熱間薄板圧延プロセスの概要 

熱延は，鉄鋼をはじめとする金属の鋼片（スラブ）を高温に加熱した状態で圧延し，

薄板を製造してコイルに巻取る工程である．スラブ寸法は例えば，厚さ 200~250mm，幅

600~2000mm，長さ 5~12m 程で，製造されるコイルの厚さは 1.2~25mm 程になる． 
誘導加熱装置を有する一般的な熱延ラインの全体概要図を図 1.1 に示す．一般的な熱

延ラインは主に，工程順に，加熱炉，HSB（Hydraulic Scale Breaker：高圧スケールブレー

カ），エッジャ，粗圧延機，クロップシャー，FSB（Finisher Scale Breaker：仕上入側スケ

ールブレーカ），仕上圧延機，ランアウトテーブル，ダウンコイラにより構成される．以

下に，装置単位で熱延工程の概要を述べる． 
 

 FET FDT CT 

ダウンコイラ 
ランアウト 
テーブル 

仕上圧延機 
加熱炉 R2 

HSB 
クロップシャー 

FSB NO.1 

NO.1 

R1 

E1 E2 

R2DT RET 

NO.n 

NO.m 

R1DT 

粗圧延機 
誘導加熱装置 

 

 
図 1.1 一般的な熱延ラインの構成 

 
加熱炉 
スラブを加熱するガス加熱炉である．炉内に挿入されたスラブは約 1200 度まで加熱

され，加熱炉出側から抽出される． 
 
HSB 
高圧水によるスケール除去装置である．加熱炉から抽出されたスラブは高温のため，

表面にスケールと呼ばれる酸化被膜が付着している．スケールが付着した状態でスラブ
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を圧延すると，スラブ表面に傷がつく原因となるため，予め HSB で高圧水を噴射しスケ

ールを除去する． 
 
エッジャ 
 圧延材の幅方向を圧下する圧延機である．後述する粗圧延機の入側に設置される．コ

イルの目標幅から仕上圧延機やダウンコイラによる幅変化を予測し，粗圧延機出側での

幅目標が設定され，それを達成するようにエッジャを制御する．  
 
粗圧延機 
 圧延材を仕上圧延に適する厚さ（30~60mm 程）まで圧下する圧延機である．単数又は

複数の圧延機から構成される．一般には可逆式圧延機が用いられ，圧延材を圧延機の上

流（加熱炉側）から下流（ダウンコイラ側）に圧延する順パスと，下流から上流に圧延

する逆パスを繰り返して圧延する．  
 
誘導加熱装置 
 搬送中に熱放射や熱伝達により温度が低下する圧延材を加熱する装置である．詳細は

後述するが，仕上圧延機の圧延荷重の低減や，搬送方向の温度ムラの除去等の用途に使

用される．  
 
クロップシャー 
 圧延材の先尾端部をカットする装置である．粗圧延後の圧延材は，先端部はタングと

呼ばれる舌先のような形状，尾端部はフィッシュテールと呼ばれる魚の尻尾のような形

状になることが多い．このように矩形でない先尾端形状のまま仕上圧延機を通板すると，

噛み込み不良等のトラブルの原因となるため，クロップシャーにより予め先尾端部をカ

ットする． 
 
FSB 
 仕上圧延機の入側に設置されるスケール除去装置である．HSB と同様に，仕上圧延の

前に，圧延材の表面疵の原因となるスケールを取り除く． 
 
仕上圧延機 
圧延材をコイルの目標板厚まで圧下する圧延機である．複数（通常は 6~7 スタンド）

の圧延スタンドで連続的に圧延するタンデム式圧延で，板寸法や形状を決定づける重要

な工程である．スタンド間にはルーパと呼ばれる張力制御装置が設置されている．また，

圧延速度および，圧延機間に設置される水冷却スプレー（Inter Stand Cooling spray：ISC）
により，仕上出側温度（Finishing Delivery Temperature : FDT）も制御する． 

 
ランアウトテーブル 
 仕上圧延機から出てきた圧延材を，多数のローラーテーブルにより搬送しながら，巻

取り温度（Coiling Temperature: CT）まで水冷スプレーにより冷却する装置である．設備
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長は数十～百数十 m にも渡る．冷却の仕方で圧延材の金属組織の構造が変わり，機械的

性質に影響するため，圧延材の鋼種によって目標 CT や冷却パターンが設定される．  
 
ダウンコイラ 
 ランアウトテーブルを通過した圧延材を環状に巻き取る装置である． 
 

1.2.2. 熱間薄板圧延向け誘導加熱装置の概要 

(1) IH の特徴 
IH は，導電材料に交流磁界を鎖交させることで誘導された起電力により，材料内に流

れる渦電流を利用した加熱装置である．熱延向けに適用される IH は通常，粗圧延機と

仕上圧延機の間に設置され，圧延材を加熱昇温する．他の加熱方式であるガス加熱に対

する IH 固有の特徴を以下に述べる． 
 
 急速加熱 
誘導コイルの電流やターン数を増やすことで，被加熱材である圧延材に高密度の電力

を出力できる．その結果，短時間で被加熱材を加熱昇温できるので，加熱中の放熱によ

るロスを小さくできる． 
 
 直接加熱 
 誘導加熱のため媒介物への熱のロスが少なく，加熱効率がよく，省エネルギーである．

また，非接触加熱のため摺動部がなく，その分のメンテナンスが不要となる． 
 
 局所加熱 
 誘導コイルや鉄心の形状を適切に設計することで，被加熱材の所望の箇所を，局所的

に効率よく加熱できる．また電気制御のため応答性がよく，被加熱材の搬送方向の温度

を制御できる． 
 
(2) IH の分類 

IH の種類として，圧延材の全体を加熱するバーヒータ(BH)と，幅方向端部を局所的に

加熱するエッジヒータ(EH)がある．BH と EH は両方とも熱延ラインに設置される場合

もあるが，何れかの一方のみ設置される場合もある．以下にそれぞれの概要を述べる． 
 
バーヒータ(BH) 
被加熱材全体を加熱昇温する IH．図 1.2 に示すのは，ソレノイド方式と呼ばれる加熱

方式を備えた BH の概要図である．ソレノイド方式の IH は，被加熱材に鎖交する交流磁

束の方向が搬送方向と一致する．軸方向磁束加熱 (Longitudinal Flux Heating)とも呼ばれ

る．磁束は被加熱材の厚み-幅断面に対し垂直に鎖交するため，被加熱材内に生じる渦電

流は，被加熱材の厚み-幅断面の表面を周回するように流れる．一般に，誘導コイルは被
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加熱材を囲うような構造となり，被加熱材に均一に磁束が鎖交するため，幅方向全体の

均一加熱に適している．  
 

   

図 1.2 バーヒータの概略 
 
エッジヒータ(EH) 
被加熱材の幅方向端部を局所的に加熱昇温する IH．図 1.3 に示すのは，トランスバー

ス方式と呼ばれる加熱方式を備えた EH の概要図である．トランスバース方式の IH は，

被加熱材に鎖交する交流磁束の方向が被加熱材厚み方向と一致する．横断（交差）磁束

加熱(Transverse Flux Heating)とも呼ばれる．交流磁束は，被加熱材の幅-長手方向断面を

垂直に鎖交するため，渦電流は被加熱材の幅-長手方向断面を周回するように流れる．図 
1.3 に示す EH では，鉄心付き誘導コイルを被加熱材の幅方向端部の上下に配し，局所加

熱を実現している． 

   

図 1.3 エッジヒータの概略 
 
(3) IH の導入メリット 
熱延ラインへの IH の導入メリットについて，代表的なものを幾つか以下に述べる． 

 
BH の導入メリット 
 サーマルランダウンの修正 
コイルの目標板厚が薄い場合，仕上圧延機入側における圧延材が薄い分，搬送方向長

が長くなり，圧延時間も増える．このとき，圧延材の尾端側ほど仕上圧延への進入まで

の待機時間が長くなるため，温度が低下する．この現象はサーマルランダウンと呼ばれ，

尾端部の温度低下に伴う荷重増加が問題になる場合がある．BH を使用し圧延材の先端

コイル電流

磁束 被加熱材

誘導コイル 渦電流

磁束

コイル電流
被加熱材

磁束

鉄心

磁束

渦電流
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から尾端をランプ状に加熱昇温することで，サーマルランダウンを修正することができ

る． 
 
 先尾端の温度改善 
先端部の昇温によりコイラへの巻付きやすさの改善できる．また，尾端の昇温により

仕上圧延機の圧延荷重を低減することによって，主に難圧延材（硬質材，薄物・広幅・

長尺）で発生する尾端絞りを抑制することができる． 
 
 スキッドマークの低減 
加熱炉スキッド（加熱炉内でスラブを支える支柱）への抜熱に起因する，圧延材長手

方向の温度ムラ（スキッドマーク）を低減することによって，長手方向の圧延荷重変動

が小さくなり，寸法精度が向上する．また，同一コイル内での材質の変動も抑制できる． 
 
 加熱炉抽出温度の低減 
一般に，異なる材料組成のスラブが加熱炉内に混在する場合，抽出温度を高く設定す

る必要がある材料に合わせた炉温に設定される． BH を使うことで，選択的に個々の材

料を加熱昇温できるので，加熱炉の炉温を，抽出温度が低いスラブに合わせて設定する

ことができるため，加熱炉で使用する燃料を減らすことができる．また，普通鋼と合金

鋼を混在させて圧延するミックスローリングにより圧延スケジュールの自由度も向上す

る．それ以外の抽出温度低減のメリットとして，加熱炉内で発生するスケールの減少，

加熱炉内での異常粒の成長防止が挙げられる． 
 
EH の導入メリット 
 混粒[27]の防止 
低炭素鋼の熱間圧延の際に，仕上圧延時の圧延材の温度低下に伴い，幅端部の表層か

ら粗大なフェライト（粗大粒）が発生し，粗大粒と整粒が混粒した組織が発生すること

がある．混粒の発生は圧延材の延性劣化の原因となる．EH により幅端部を昇温するこ

とで，温度低下による混粒の発生を防ぐことができる． 
 
 幅端部の割れの防止 
熱延過程において，圧延材の幅端部は幅中央部に比べ外部雰囲気との接触面積が大き

く，温度が低下しやすい．幅方向の温度が不均一のまま圧延すると，幅方向端部の硬度

が高くなり，圧延材が割れるといった問題が発生する．EH により幅端部を昇温するこ

とで，この原因となる幅方向端部の温度降下を小さくできる． 
 
 仕上圧延機のロールの偏摩耗の抑制 
上記のように圧延材幅方向の温度が不均一のときは，低温部で圧延荷重が高くなり，

その部分のロールが偏摩耗する．ロールの偏摩耗は，他の圧延材の形状にも影響を与え，

品質低下の原因となる．EH により幅方向の温度を均一にすることによって，これを抑

制することができる． 
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1.3. 研究目的 

本研究の目的は，IH による熱延温度制御の精度向上のための数理モデルの構築である．

本研究では，このような数理モデルを構築するため，FEM をベースとし， MOR，等価

回路，機械学習を用いて，以下を検討した． 
 
1) 固有直交分解法による誘導加熱装置の解析縮約 
2) 誘導加熱装置の等価回路生成 
3) 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築 

1.3.1. 固有直交分解法を用いた誘導加熱装置の解析縮約 

IH は装置規模の大きさや使用環境の特殊性から，実機からの特性データの採取が難し

い．そのため，FEM を用いた性能評価による，設計や制御方案，仕様検討等が行われて

いる．しかし，FEM 解析で正確に IH の性能を評価するためには，3 次元 FEM による磁

界解析と，被加熱材の搬送を考慮した非定常熱解析を連成して行う必要がある．この連

成解析を，様々な電源・被加熱材の条件で行うため，性能評価に膨大な時間を要すると

いう問題が生じる．そこで本研究では，MOR の一種である固有直交分解法（Proper 
Orthogonal Decomposition : POD）に注目し，POD を用いた IH の FEM 解析縮約について

検討した． 

1.3.2. 誘導加熱装置の等価回路生成 

IH の出力をオンラインで制御するには，電源系に対する応答解析が必要である．しか

しこの入出力応答は，電源側の条件に加え，被加熱材の寸法や電気物性によっても変化

するため，これらを考慮できる精度の良い数理モデルの開発が望まれる．これに関連し

て，電磁機器及び駆動・制御回路の設計等において，電磁数値解析と回路系の連成解析

の時間短縮のため，電磁機器の入出力特性を等価回路として表現する方法がある．近年

では，準静磁場を精度よく表現できる，Cauer 回路と呼ばれる梯子型回路を用いた研究

が盛んに行われている．そこで本研究では，オンラインで IH の入出力応答を得るため

の等価回路生成手法を提案し，その有効性を確認した．  

1.3.3. 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築 

IH による実際の加熱では，板寸法や鋼種等の被加熱材条件，IH 搬入時の速度・温度等

の圧延条件，更には周囲温度や熱放射率の環境条件等，影響する因子が多い．このよう

な多様な因子を物理モデルにより表現するのは困難である．そこで，機械学習を用いた

データドリブン型の数理モデルに注目し，これらの多様な因子を考慮し，オンラインで

IH による被加熱材の昇温量を予測できるモデルを構築した． 
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1.4. 本論文の構成 

第 1 章 序論 

本研究の背景・目的，主題である熱間薄板圧延ラインと誘導加熱装置の概要について

述べる．最後に，本論文の構成について述べる． 

第 2 章 基礎理論 

有限要素法の概要を述べる．本研究で扱う準静磁場有限要素方程式，及び，非定常熱

有限要素方程式の定式化についてまとめる． 

第 3 章 固有直交分解法を用いた誘導加熱装置の解析縮約 

固有直交分解法による IH の FEM 解析縮約の適用結果・考察について述べる． 

第 4 章 誘導加熱装置の等価回路生成 

IH の等価回路生成手法を提案し，適用結果・考察について述べる．  

第 5 章 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築 

機械学習を用いた IH の制御モデル構築に関する検討結果・考察について述べる．  

第 6 章 結論 

本論文を総括する． 
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第2章 基礎理論 

本章では，有限要素法の概要と定式化について述べる．2.1 節で有限要素法の概要につ

いて述べ，2.2 節で準静磁場における有限要素方程式，2.3 節で熱伝導場における有限要

素方程式について述べる． 

2.1. 有限要素法の概要  

有限要素法(Finite Element Method : FEM)とは，主に解析対象の形状や境界条件等が複雑

で，厳密解を求めることが困難な問題において，数値計算により近似解を得る手法であ

る．FEM は元来，構造力学の分野で開発された手法で，根本原理は以前から研究されて

いたようであるが，1956 年に Boeing 社の技師らが，アメリカ航空学会で発表した「複雑

な構造の剛性とたわみ」についての論文[28]が起源と言われている．FEM はその利便性か

ら，流体力学，熱力学，電磁気学などの様々な分野で応用されている． 
FEM では，解析領域全体を要素と呼ばれる，三角形や四面体等の単純な形状の小領域

に分割する．そして，各要素に含まれる節点や辺上で定義されるポテンシャルなどを簡単

な式で近似して，連立一次方程式を作成し，ポテンシャル分布などを求める．2 次元モデ

ルに対しては三角形要素や四角形要素，3 次元モデルに対しては四面体要素や六面体要素

等のように，種々の形状の要素を用いることにより，複雑な形状を有する対象も解析する

ことができる．代表的な FEM の長所としてはまず，汎用性が高く，系が種々の媒質から

なる場合や，解析対象が複雑な形状を有する場合においても比較的容易に解析ができる

点が挙げられる．また，非線形を有する媒質の解析にも適用できる．それらに加えて，生

成する行列は一般に対称かつスパースのため、計算効率がよいという利点もある． 

2.2. 準静磁場の有限要素法 

本節では，本研究の電磁場解析において主に取り扱う，準静磁場の周波数領域におけ

る有限要素方程式について述べる[29-35]． 

2.2.1. Maxwell 方程式 

電磁場は以下の 4 式で与えられるマクスウェルの方程式によって支配される[29]． 
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t∂
∂−=
BErot  (2.1) 

JDH +
∂
∂

=
t

rot  (2.2) 

ρ=Ddiv  (2.3) 

0div =B  (2.4) 

ここで，E, B, H, J, D, ρ  はそれぞれ，電界，磁束密度，磁界，電流密度，電束密度，電

荷密度である．これらの 4 式は上から，ファラデーの法則，アンペール・マクスウェル

の法則，電束密度に関するガウスの法則，磁束密度に関するガウスの法則と呼ばれる．  

2.2.2. 支配方程式 

準静磁場の周波数領域における支配方程式を導出する．まず，(2.1)-(2.4)式において，

電磁界が時間的に正弦波状に変化する場合，以下のようなフェーザ(phasor)表示を考える

と，時間微分の演算子∂/∂t を jωに置き換えることができる[29]． 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tω 
 =r E rE   (2.5) 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tω 
 =r H rH   (2.6) 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tω 
 =r D rD   (2.7) 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tω 
 =r B rB   (2.8) 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tω 
 =r J rJ   (2.9) 

( ) ( ) ( ), Re exp jt tρ ωρ  
 =r r  (2.10) 

ここで，表記を簡単にするため，フェーザ量を表す記号~を省略すると，周波数領域にお

けるマクスウェルの方程式は以下のようになる． 
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rot jω= −E B  (2.11) 

rot jω= +H D J  (2.12) 

ρ=Ddiv  (2.13) 

0div =B  (2.14) 

また，本研究で取り扱う誘導加熱装置と被加熱材の物質については，以下の性質を全

て満たしていると仮定する． 
 
 等方性媒質 

誘電率や透磁率，導電率は方向依存性を持たない 
 

 均質媒質 
誘電率や透磁率，導電率は場所に依らず一定の値である 
 

 非分散性媒質 
誘電率や透磁率，導電率は周波数に依らず一定である 
 

 線形媒質 
D と E，B と H，J と E の間に比例関係が成り立つ 
 

等方性媒質に対しては以下が成り立つ． 

ε=D E  (2.15) 

µ=B H  (2.16) 

0= +σJ J E  (2.17) 

ここで， ε, µ, J0, σはそれぞれ誘電率，透磁率，強制電流密度，導電率である．また，本

研究で取り扱う材料特性と周波数帯域より，変位電流 D は無視できるとする．このとき

(2.17)式は以下のようになる． 

0rot σ= +H J E  (2.18) 

B はベクトルポテンシャル A を用いて，次式のように表される． 

AB rot=  (2.19) 

また，H は B と磁気抵抗率νを用いて，次式のように表される． 
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BH ν=  (2.20) 

(2.19), (2.20)式より，次式が得られる． 

rot rot rotν =A H  (2.21) 

(2.21)式に(2.18)式を代入すると，次式が得られる．  

EJA σν += 0rotrot  (2.22) 

ここで E に関して，(2.11)式に(2.19)式を代入すると次式が得られる． 

AE ωrotjrot −=  (2.23) 

(2.23)式の右辺を移行し書き直すと，次式が得られる． 

( ) 0jrot =+ AE ω  (2.24) 

(2.24)式より，E は任意のスカラーポテンシャルϕを用いて次式のように表せることが分

かる． 

ϕω gradj −−= AE  (2.25) 

(2.25)式に(2.22)式を代入すると，次式が得られる． 

( ) 0gradjrotrot JAA =++ ϕωσν  (2.26) 

このとき，(2.26)式は未知数を 2 つ含むため，解が一意に決まらない．そこで，(2.26)式の

両辺の発散を取り，電流の連続条件の式(divJ=0)に代入すると次式が得られる． 

( ) 0gradjdiv =+ ϕωσ A  (2.27) 

このとき，(2.26)式の第 1 項は，回転の発散を取るためゼロとなる．(2.26)式と(2.27)式が

準静磁場の周波数領域における支配方程式となり，この二式を連立して解くことで，一意

な解が得られる．  

2.2.3. 有限要素方程式 

前項で導出した支配方程式を離散化し，3 次元準静磁場の周波数領域における有限要

素方程式を導く．まず，(2.26), (2.27)式に対し重み付き残差法を適用する．(2.26), (2.27)
式の両辺にそれぞれ何らかの重み関数 W， w を乗じ，対称性を考慮して，解析領域Ω

内で積分すると，次式のように表される． 
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( ){ } VV ddgradjjrotrot 0∫∫ ΩΩ
⋅=++⋅ JWAAW ϕωωσν  (2.28) 

( ) 0dgradjjdiv =+∫Ω
Vw ϕωωσ A  (2.29) 

(2.28)式の第 1 項に，ベクトル公式 a⋅(rotb)=b⋅(rota)-div(a×b) [30]とガウスの発散定理を適

用すると，次式が得られる． 

( ) ( )

V

VjSV
S

d

dgradjdrotdrotrot

0∫
∫∫∫

Ω

ΩΩ

⋅=

+⋅+⋅×−⋅

JW

AWnAWAW ϕωωσνν
 (2.30) 

ここで，S は解析領域Ωの境界面である．一方， (2.29)式に対し，ベクトル公式

 div(ϕa) =a⋅(gradϕ) +ϕdiva [30] とガウスの発散定理を適用すると，次式が得られる． 

( ) ( ) ( ) 0dgradjjdgradjjgrad =⋅+−+⋅ ∫∫Ω
SAA

S
wVw ϕωωσϕωωσ  (2.31) 

(2.30), (2.31)式は，(2.28), (2.29)式と比べ，要求される微分が 2 階微分から 1 階微分になっ

ており，弱形式である．ここで，(2.30)式左辺第 2 項は，固定境界条件，あるいは，積分

内を W×(νrotA) n·= (n×νrotA)·W [30] と変形し自然境界条件を適用することで，零とする

ことができる．また，(2.31)式左辺第二項の面積分項は電荷保存則に対応しており，零と

なる．結果として，(2.30), (2.31)式は次式のように表される． 

( ) VVjV ddgradjdrotrot 0∫∫∫ ΩΩΩ
⋅=+⋅+⋅ JWAWAW ϕωωσν  (2.32) 

( ) ( ) 0dgradjjgrad =+⋅∫Ω
Vw ϕωωσ A  (2.33) 

次に，(2.32), (2.33)式を離散化するため，未知数 A,  ϕ をそれぞれ，辺要素補間関数 Nj, 節
点要素補間関数 Nk を用いて，要素内で次式のように表す． 

∑=
j

jjA NA  (2.34) 

∑=
k

kk Nϕϕ
 

(2.35) 

ここで，j, k はそれぞれ，要素の辺，節点の数である．(2.34), (2.35)式を(2.32), (2.33)式に

代入し，また，重み関数として補間関数を用いて W=Ni, w= Nu とする（ガラーキン法 
(Galerkin’s method) [31]）と，最終的に次式が得られる． 
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{ }

0

rot rot j d j grad d

d

j i j i j k i k
j k

i

A V N V

V

ν ωσ ω ϕ σ
Ω Ω

Ω

⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅

∑ ∑∫ ∫

∫

N N N N N

N J
 (2.36) 

j grad d j grad grad d 0j j u k k u
j k

A N V N N Vω σ ω ϕ σ
Ω Ω

⋅ + ⋅ =∑ ∑∫ ∫N  (2.37) 

(2.36), (2.37)式が準静磁場の周波数領域における有限要素方程式となる．  

2.2.4. 電流項の計算 

本項では，前項で導出した有限要素方程式における電流項（右辺）の計算方法について

述べる．結論から述べると，導体（コイル）内の渦電流を考慮しない場合は，電流密度の

連続性の条件 divJ0=0 を満たすような強制電流を与えればよい．3 次元解析では，上記の

条件を厳密に満たす J0 の分布を求める方法に，電流ベクトルポテンシャルを用いる方法

と，磁気スカラーポテンシャルを用いる方法がそれぞれ提案されている．本研究では，磁

気スカラーポテンシャルを用いた方法により強制電流を印加する．以下，その手順を述べ

る． 
 
オームの法則より，強制電流 J0について次式が成立する． 

EJ σ=0  (2.38) 

また，コイル中に渦電流が流れない場合，(2.11)式のファラデーの法則は次式となる． 

0rot =E  (2.39) 

(2.39)式より，電界 E は任意の磁気スカラーポテンシャルφを用いて次式のように表され

る． 

φgrad−=E  (2.40) 

(2.40)式を(2.38)式に代入すると，次式が得られる． 

φσgrad0 −=J  (2.41) 

ここで，強制電流 J0の連続性のための条件を再掲すると， 

0div 0 =J  (2.42) 

(2.41)式を(2.42)式に代入すると，次式が得られる． 

0graddiv =φσ  (2.43) 

このとき，境界条件は次式により与えられる 
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∫∫ ⋅−=⋅=
SS

I SSJ dgradd0 φσ
 

(2.44) 

ここで，S はコイル断面である．(2.44)式より，流入，流出面に一定の磁気スカラーポテ

ンシャルφを与えることで，コイルに強制的に電流を与えることができる．しかし，有限

要素解析は離散化誤差を含むため，(2.44)式は厳密に成り立ってはおらず，(2.44)式で求め

た電流が(2.42)式を満たす保証がない．そこで，求めた電流密度の発散が 0 になるように，

次式で補正する必要がある． 

zgrad' 00 −= JJ  (2.45) 

ここで，J0’は修正後の電流密度であり，発散は 0 である．このような J0’を求めるための

z について，次式を考える． 

( ) zgradgraddiv =φσ  (2.46) 

結果として，(2.43), (2.46)式を離散化し，連立して解くことで電流密度分布を得ることが

できる．  

2.2.5. 境界条件 

本項では，準静磁場有限要素法の境界条件について述べる．まず，ベクトルポテンシャ

ル A は B=rotA として定義しているため，gradϕの分だけ不定性を有している．このよう

な不定性を取り除くために固定境界条件を用いる．また，有限要素法の定式化の中で，境

界項を落とすことで自然に満足される自然境界条件も用いる． 
 
(a) 固定境界条件（ディリクレ(Dirichlet)条件[32]） 
境界上の未知数に直接値を与える境界条件．磁界の発生源から遠く離れた境界では，近

似的に磁束密度 B に関して次式が成り立つ． 

0=⋅ Bn  (2.47) 

ここで，n は境界の法線方向の単位ベクトルである．ここで，A×n の発散を考えると，次

式が成り立つ． 

( ) BnnAAnnA ⋅=⋅−⋅=× rotrotdiv  (2.48) 

(2.48)式より，A に関して次式が成り立つ． 

0=× nA  (2.49) 

(2.49)式を満足するためには A=0 とすれば十分である．従って，本研究では固定境界上で

A=0 としている． 
 

(b) 自然境界条件（ノイマン(Neumann)条件[32]） 
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磁束 B が境界に垂直となるように，境界積分項に課する境界条件．境界上で次式を満

たす磁界を次式のように設定する． 

0Bn =×  (2.50) 

これより，磁気ベクトルポテンシャル A は，次式の条件を満たすように設定する． 

0An =× rot  (2.51) 

2.2.6. 外部回路との連成 

電磁機器は通常，電源に接続して運転されるため，動作時の解析は電源電圧を考慮して

行う必要がある．すなわち，前項までは，2.2.4 項の方法で導体内の電流密度を求め，既

知として扱っていたが，外部回路と連成する場合はこれを未知数とし，有限要素方程式と

回路方程式（電圧・電流の関係式）と連立して解く必要がある． 
今，電源と電磁機器が図 2.1 のように接続されている場合を考える．このとき，回路方

程式は以下のように表される[33]． 

0
d d
d d in

tRI L v
t t
Φ

+ + =  (2.52) 

ここで，Φ, I0, R, L, vin はそれぞれ，コイル（巻線）の鎖交磁束数，電流，コイル抵抗や外

部電源抵抗・付加抵抗等の和，外部電源のインダクタンス，電源電圧である．(2.52)式中

のΦは次式で求めることができる． 

dc
s

c

n V
S Ω

Φ = ⋅∫ A n  (2.53) 

ここで，nc, Sc, nsはそれぞれ，コイルの巻数・断面積，電流の方向ベクトルである．(2.53)
式中の A を(2.34)式により離散化し，(2.52)式に代入すると，回路方程式のように表され

る． 



基礎理論  準静磁場の有限要素法 
 

19 

0 0j j dc
in j i s

j c

nv RI LI A V
S

ω ω
Ω

= + + ⋅∑ ∫ N n  (2.54) 

 
図 2.1 電源と電磁機器の回路 

 
一方，電流密度 J0は nsを用いて次式のように表される． 

0
0

c
s

c

n I
S

=J n  (2.55) 

(2.55)式を(2.36)式に代入すると，次式が得られる． 

{ }

0

rot rot j d j grad d

d 0

j i j i j k i k
j k

c
i s

c

A V N V

nI V
S

ν ωσ ω ϕ σ
Ω Ω

Ω

⋅ + ⋅ + ⋅

− ⋅ =

∑ ∑∫ ∫

∫

N N N N N

N n
 (2.56) 

従って，外部電源を考慮した電圧入力解析の場合は，(2.56), (2.37)式が有限要素方程式と

なり，これらを回路方程式(2.52)式と連立させて解くことになる． 

2.2.7. 求解 

コイル内の電流が既知の場合の場合は，(2.36), (2.37)式を要素ごとに計算し，足し合わ

せ，次式のような行列形式で表される n 次元連立方程式を作成する． 

t

K 0 N S
j

0 0 S M 0
ω

         
+ =         

         

A A b
φ φ  (2.57) 

なお，(2.57)式の行列の各成分はそれぞれ以下である． 

L R コイル

I0 Vin

FEM適用領域
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rot rot dij i jK Vν
Ω

= ⋅∫ N N  (2.58) 

dij i jN Vσ
Ω

= ⋅∫ N N  (2.59) 

grad dik i kS N Vσ
Ω

= ⋅∫ N  (2.60) 

grad grad duk k uM N N Vσ
Ω

= ⋅∫  (2.61) 

0di ib V
Ω

= ⋅∫ N J  (2.62) 

(2.57)式を，前処理付き共役勾配法(Incomplete Cholesky conjugate gradient method : ICCG 法

[32])等の数値解法により解くことで，未知数のポテンシャルを求めることができる． 
 
コイル内の電流が未知な場合（外部電源と連成して解析する場合）は，(2.37), (2.56), 

(2.56)式を連立した，次式の連立方程式を考える．なお，本研究では ICCG 法により方程

式を解くため，連立方程式は対称性を有する必要がある．そのため，最下行を jωで除し

て対称行列に変換している． 

t

t
0 0

K 0 P N S 0 0
0 0 0 j S M 0 0
0 0 P 0

jj j
inR I I vL

ω

ωω ω

   
                 + =                       
     

A A
φ φ  (2.63) 

dc
i i s

c

nP V
S Ω

= ⋅∫ N n  (2.64) 

(2.63)式を同様に ICCG 法等で解くことで，未知数のポテンシャルとコイル内の電流を求

めることができる． 

2.2.8. 導体中の渦電流を考慮した定式化 

 上記までの定式化は，導体（コイル）中に流れる渦電流を考慮していなかったが，IH の

コイル中の損失や，効率等を評価する場合には，コイル中の渦電流の考慮が必要である．

コイルに渦電流が流れる場合は，コイル断面内における磁気スカラーポテンシャル ϕ は

一定と仮定し，コイル断面内では(2.35)式に代わり，以下のように離散化する[36]． 
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0
in

n
n
Nϕ ϕ

Γ ∈

= ∑  (2.65) 

ここで，Γinはコイルの流入面である．(2.34), (2.35), (2.65)式を用いて(2.32), (2.33)式を離散

化すると，準静磁場の有限要素方程式は次式のようになる． 

{ }

0

rot rot j d j grad d

j grad d 0

j i j i j k i k
j k

i n
n

A V N V

N V

ν ωσ ω ϕ σ

ω ϕ σ

Ω Ω

Ω

⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ =

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

N N N N N

N
 (2.66a) 

0

j grad d j grad grad d

j grad grad d 0

j j u k k u
j k

k n
n

A N V N N V

N N V

ω σ ω ϕ σ

ω ϕ σ

Ω Ω

Ω

⋅ + ⋅

+ ⋅ =

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

N
 (2.66b) 

また，オームの法則より J=σE なので， 

j grad d j grad grad d
in

k k k
k k

I N V N Vω σ ω ϕ σ
Ω Ω

Γ ∈

= +∑ ∑∫ ∫A  (2.67) 

(2.66), (2.67)式と外部回路を連成して解くことで，コイル渦電流を考慮した解析ができる． 

2.3. 熱伝導場の有限要素法 

本節では，熱伝導場における有限要素方程式について述べる[37, 38]．  

2.3.1. 支配方程式 

まず，図 2.2 のような壁面（左右の面を面 1, 2 とする）の熱伝導を考える．ただし，熱

の出入りは x 方向のみとし，温度は y-z 面で一定とする． 
 

 
図 2.2 壁面における熱伝導 

 
ここで，図 2.2 中の T1, T2 はそれぞれ面 1, 2 の温度，Q は面 2 から放射される熱量，S は

x

z
yT1

Q

T2

x1 x2

S
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面 2 の断面積である．定常状態のときは，フーリエの法則より次式が成り立つ． 

Tgradλ−=q  (2.68) 

ここで，q は単位時間に単位面積を流れる熱量，λは熱伝導率である．今，熱の出入りは

x 方向のみなので，q はスカラーとなり，(2.68)式は次式のように表される． 

12

12

xx
TTq

−
−

−= λ  (2.69) 

したがって，面 2 から放射される熱量 Q を，時間 t を用いて次式のように表すことがで

きる． 

( )
12

12

xx
tTTSQ

−
−

−= λ  (2.70) 

次に，熱が物体内の任意方向を流れる場合について考える．物体内の同温度点を線で結

ぶと図 2.3 のような等温線が描かれる．なお，黒の矢印は熱流の方向を示す，熱流線であ

る． 
 

 
図 2.3 等温線と熱流線 

 
(2.70)式より，等温線上の微小面 ΔS を微小時間 Δt の間に通過する熱量 ΔQ は次式のよう

に表される 

t
n
TSQ Δ

Δ
ΔΔ ∆

−= λ  (2.71) 

ここで，ΔT/Δn は等温面に直角方向の温度勾配である．次に，x 方向に垂直な面 ΔSnを考

える．この面が等温線となす角度をθとすると，(2.71)式は次式のように表される．  

x

z

T1

T2

T3

等温線

∆S
∆Sn

∆T/∆x

∆T/∆n
θ
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Δ Δ cos Δ
Δn

TQ S t
n

λ θ ∆
= −  (2.72) 

ここで，ΔT/Δn は次式のように表される． 

θcosΔΔ x
T

n
T ∆

=
∆

 (2.73) 

したがって ΔSn面に対する書き方で，熱量を次式のように表すことができる． 

Δ Δ
Δn

TQ ΔS t
x

λ ∆
= −  (2.74) 

このように，任意の方向に熱が流れている場合でも，直角座標系の x,y,z 方向の成分に分

けて考えることができる． 
 

次に，図 2.4 のような，任意方向に熱が流れている均質な物体中の微小直方体 ΔxΔyΔz 
を考える．  
 

 
図 2.4 任意方向の熱伝導 

 
図 2.4 の微小直方体の中心温度を T とすると，この中心より Δx/2 だけ左側の面の温度

は次式のように表される． 

2
Δx

x
TTTxL ∂

∂
−=  (2.75) 

また，(2.75)式より，左側の面 ΔyΔz を通って時間 Δt の間に x 方向に流れ込む熱量は次式

のように表される． 

x

z

y

∆QxR
∆QxL

∆x

∆y

∆z
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tx
x
TT

x
zyQxL Δ

2
ΔΔΔΔ 








∂
∂

−
∂
∂

−= λ  (2.76) 

同様に，右側の面 ΔyΔz を通って，時間 Δt の間に x 方向に流れ出る熱量は次式のように

表される． 

tx
x
TT

x
zyQxR Δ

2
ΔΔΔΔ 








∂
∂

+
∂
∂

−= λ  (2.77) 

(2.76), (2.77)式より，微小直方体に蓄えられる x 方向の熱量 ΔQx を，次式で表すことがで

きる． 

tx
x
TzyQQQ xRxLx ΔΔΔΔΔΔΔ 2

2

∂
∂

−=−= λ  (2.78) 

同様に y, z 方向についても熱量を求めると，微小直方体に蓄えられる全ての熱量 ΔQ を

次式で表すことができる． 

t
z
T

y
T

x
TzyxQQQQ zyx ΔΔΔΔΔΔΔΔ 2

2

2

2

2

2









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=++= λ  (2.79) 

一方，微小直方体の密度をρ，比熱を c，上昇温度を ΔT とすれば，熱量 ΔQ は次式のよう

に表される． 

ΔxΔyΔzcΔTΔQ ρ=  (2.80) 

(2.79)式と(2.80)式を比較すると，次式が得られる． 

t
Tc

z
T

y
T

x
T

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ρλ 2

2

2

2

2

2

 (2.81) 

発熱を考慮する場合，(2.81)式に発熱項 H を追加する． 

2 2 2

2 2 2

T T T TH c
tx y z

λ ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =  ∂∂ ∂ ∂ 
 (2.82) 

(2.82)式が熱伝導場の支配方程式となる．本研究では 2 次元平面（被加熱材断面）を考え

ればよいため，(2.82)式は次式のように表すことができる． 

t
TcH

y
T

x
T

∂
∂

=+








∂
∂

+
∂
∂ ρλ 2

2

2

2

 (2.83) 

最終的に，(2.83)式が 2 次元熱伝導場の支配方程式となる． 
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2.3.2. 有限要素方程式 

前節で導出した支配方程式を離散化する．(2.83)式に後述する三角形要素節点補間関数

Ni (i=1~3)を重み関数として，重み付き残差法を適用すると，次式が得られる． 

0d2

2

2

2

=












∂
∂

−+








∂
∂

+
∂
∂

∫Ω
S

t
TcH

y
T

x
TNi ρλ  (2.84) 

(2.84)式左辺第 1,2,3 項をそれぞれ熱拡散項，発熱項，熱容量項と呼ぶ．熱拡散項に対して

グリーン・ガウスの法則を適用し整理すると，次式が得られる． 

0dddd =
∂
∂

−+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−Γ− ∫∫∫∫ ΩΩΩΓ
S

t
TcNSHNS

y
T

y
N

x
T

x
N

qN ii
ii

i ρλ  (2.85) 

ここで，qnは境界の法線ベクトル nΓに平行な熱流束であり，qn=-λgradT·nΓである．また，

要素内の温度 T は Niを用いて次式のように離散化できる． 

j
j

j NTT ∑
=

=
3

1
 (2.86) 

(2.86)式を(2.85)式に代入すると，次式が得られる． 

∫

∫∫∑∑ ∫

Ω

ΓΩΩ

=

Γ+
∂

∂
+








∂

∂

∂
∂

+
∂

∂

∂
∂

SHN

qNSNcN
t

T
S

y
N

y
N

x
N

x
N

T

i

niji
j

j

j

jiji
j

d

ddd ρλ
 (2.87) 

(2.87)式が 2 次元熱伝導場の有限要素方程式である． 

2.3.3. 境界条件 

熱伝導場の有限要素法では，外部流体による熱伝達等の影響を境界条件によりとして

近似的に考慮する．本研究では，熱伝達境界条件と熱放射境界条件の 2 つを用いる．前者

は，被加熱材の周囲空気への熱伝達を考慮するために用いる．後者は，高温になる被加熱

材表面で支配的となる熱放射を考慮するために用いる．以下に，各境界条件の概要と，有

限要素方程式への導入方法について述べる． 
 

(a) 熱伝達境界条件 
境界の表面上で固体と流体間で行われる熱伝達を近似的に考慮するための境界条件．

境界表面の熱流束 q1を次式のように表す． 

( )fluidTTq −= α1  (2.88) 

ここで，αは熱伝達係数で，通常は経験的な値が用いられる．Tfluidは外部流体温度である． 
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(b) 熱放射境界条件 
熱放射（物質境界の表面から熱エネルギーが電磁波として放出される）を近似的に考慮

するための境界条件．熱放射では輸送元と輸送先の物体との間に媒質が必要なく，真空中

でも伝熱する．媒質境界表面の熱流束 q2を次式のように表す． 

( )44
2 σ outTThq −=  (2.89) 

ここで，h は熱放射率で，通常は経験的な値が用いられる．σはステファン・ボルツマン

定数，Toutは周囲温度である．  
 
(c) 有限要素方程式への導入 

(2.87)式左辺第 3 項の qnを，熱伝達・熱放射境界による熱流 q1, q2を用いて分離し，次

式のように表す． 

21 qqqn +=  (2.90) 

従って，(2.87)式左辺第 3 項は次式のように表される． 

( ) ( ){ } Γ−+−=Γ ∫∫ ΓΓ
dd 44

outfluidini TThTTNqN σα  (2.91) 

簡単のため，β=(T2+Tout
2)(T-Tout)とおくと，(2.91)式は次式のように表される． 

( ) ( ){ } STThTTNqN
S outfluidini dd ∫∫ −+−=Γ

Γ
βσα  (2.92) 

また，Tfruid=Toutとし， (2.92)式を(2.87)式に代入して整理すると，次式が得られる． 

d d d

d d d d

j ji i
j i j i j

j

j
i j i out i out i

j

N NN N
T S N N h N N

x x y y

T
cN N S N H S T N h T N

t

λ α σ β

ρ α σ β

Ω Γ Γ

Ω Ω Γ Γ

 ∂ ∂  ∂ ∂ + + Γ + Γ  ∂ ∂ ∂ ∂   
∂

+ = + Γ + Γ
∂

∑ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫ ∫
 (2.93) 

(2.93)式を行列表示すると，次式のように表される． 

bTT =+
td

dLK  (2.94) 

ここで，K，L，b の各成分は次式のように表される． 
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Τ+Τ+
∂

∂

∂
∂

+
∂

∂

∂
∂

= ∫∫∫ ΤΤΩ
ddd jiji

jiji
ij NNhNNS

y
N

y
N

x
N

x
N

K βσαλ  (2.95) 

∫Ω
= SNcNL jiij dρ  (2.96) 

Τ+Τ+= ∫∫∫ ΤΤΩ
ddd ioutioutii NThNTSHNb βσα  (2.97) 

2.3.4. 時間方向の離散化 

これまでは定常の場合について考えてきたが，非定常の熱伝導場を解析するためには，

(2.93)式を時間方向に離散化し，時々刻々と解析する必要がある．本研究では，時間方向

の離散化には後退差分法を用いる．時間 n ステップ目の温度ベクトルを Tnとするとき，

n ステップ目と n-1 ステップ目の間の温度ベクトル T の時間微分は次式のように表され

る． 

tt

nn

∆
−

=
−1

d
d TTT  (2.98) 

また， p(0≤p≤1)をパラメータとすると，T,b は次式のように表される． 

( ) ( )( )11 −−+= nn pp TTT  (2.99) 

( ) ( )( )11 −−+= nn pp bbb  (2.100) 

ここで，p=1（完全陰解法）とすると，(2.99), (2.100)式はそれぞれ次式のように表される． 

nTT =  (2.101) 

nbb =  (2.102) 

(2.98), (2.101), (2.102)式を(2.94)式に代入すると，次式が得られる. 

( ) ( ) nnn
tt

bTT +
∆

=





 +

∆
−1L1KL1

 (2.103) 

(2.103)式が，時間方向で離散化された 2 次元熱伝導場の有限要素方程式となる． 

2.3.5. 求解 

β=(T2+Tout
2)(T-Tout)は温度の関数のため，(2.103)式は非線形方程式となる．したがって，

反復法によって求解する必要がある．そこで本項では，(2.103)式を反復法の一種である
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Newton-Raphson 法で解くための定式化を行う．まず，(2.103)式の左辺の係数行列，ベク

トル Tn，右辺を次式のように表す． 

( ) '1

'KKL1

1 bbT

TT

=+
∆

=

=+
∆

− nn

n

L
t

t
 (2.104) 

このとき，残差 G は次式のように表される． 

0=−= TbG K''  (2.105) 

(2.105)式をテーラー展開で第 2 項まで近似すると，次式が得られる． 

( ) 0=−
∂
∂

+−=
=

0
0

0
0

K'' TT
T
GTbG

TT
 (2.106) 

ここで，G0はテーラー展開の第 1 項である．(2.106)式より，次式が得られる． 

0

1

0
0

0

G
T
GTT

TT

−

=











∂
∂

−=  (2.107) 

ここで，(2.107)式の右辺の第 2 項を dT とおくと，次式が得られる． 

0

0
0d

=

∂
=

∂ T T

G T G
T  (2.108) 

(2.108)式を ICCG 法で解き，得られた dT により各反復ステップの温度 T を次式で更新す

る． 

TTT d
1

+=
+ kk  (2.109) 

(2.109)式を dT のノルムが十分小さくなるまで繰り返し，収束条件を満たしたときの T
をその時間ステップの温度とする． 

2.4. 要素 

本研究で有限要素法の離散化のために用いた，三角形節点要素，四面体節点要素，四面

体辺要素について述べる． 

2.4.1. 三角形節点要素 

2 次元熱伝導場の有限要素方程式で用いた，三角形節点要素について述べる．要素内で

物理量を精度よく近似するため，以下の性質をもつ面積座標 sk を導入し，これを三角形
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節点要素として用いる． 

( ) ( )
3,2,1, == k

S
S

s k
k

x
x  (2.110) 

( ) 1
3

1

=∑
=k

ks x  (2.111) 

ここで，S は図 2.5 に示す三角形節点要素の面積，Skは要素内の任意の点 p と，節点 k 以
外の 2 点を結んだ三角形の面積である．従って，sk は p が節点 k 上にあるときに 1，k 以

外の節点上にあるときに 0 となる．  

 

図 2.5 面積座標 

 
面積座標 skを用いると，座標 x, y, z は次式のように表される． 

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

3

1

3

1

3

1

k
kk

k
kk

k
kk

szz

syy

sxx

 (2.112) 

(2.111), (2.112)式より，次式が成り立つ． 
































=

















3

2

1

321

321

1111

s
s
s

yyy
xxx

y
x  (2.113) 

従って，(2.113)式より，sk について次式が成り立つ． 
































=

















y
x

ccc
bbb
aaa

S
s
s
s 1

2
1

321

321

321

3

2

1

 (2.114) 

ここで(2.114)式の各係数は次式となっている． 

S2
p1 (x1, y1)

p3 (x3, y3)

p2 (x2, y2)

S1S3

p
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1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 3 2 3 3 1 1 2

1 2 3 3 2 1 3 2 1

a a a x y x y x y x y x y x y
b b b y y y y y y
c c c x x x x x x

− − −   
   = − − −   
   − − −   

 (2.115) 

また，積分の評価には次式の積分公式を用いる． 

( )!2
!!!2d321 +++

=∫ gfe
gfeSSsss

S

gfe  (2.116) 

(2.112),(2.116)式を用いて面積分を行うと，∫SxdS などは次式のように求めることができる． 

( )3213
d xxxSSx

S
++=∫  (2.117) 

( )( ) ( ){ }33221132132112
d yxyxyxyyyxxxSSxy

S
+++++++=∫  (2.118) 

( ){ }2
3

2
2

2
1

2
321

2

12
d xxxxxxSSx

S
+++++=∫  (2.119) 

また，他の式も同様にして得られる．  

2.4.2. 四面体節点要素・四面体辺要素 

3 次元準静磁場の有限要素方程式で用いた，四面体節点要素と四面体辺要素について述

べる．四面体節点要素は，三角形節点要素が分かれば比較的容易に理解できるため，本項

では主に四面体辺要素について述べる．四面体辺要素は，図 2.6 のように 4 個の節点，6
個の辺，4 個の面により構成される．図中の矢印は辺の向きに一致する． 

 

 
図 2.6 四面体辺要素 

 
辺要素における未知数は，要素内の物理量を各辺へ射影し，辺に沿って積分した値とし

A1

A2
A3

A4

A5

A6

p1 (x1, y1, z1)

p2 (x2, y2, z2)

p3 (x3, y3, z3)

p4 (x4, y4, z4)
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て定義する．したがって，辺 i (i=1~6)に対応するベクトルポテンシャル Ai は，要素のベ

クトルポテンシャル A を用いて，次式のように表せる． 

∫ ⋅=
iiA sA d  (2.120) 

ここで，s は辺ベクトルである．Aiを用いると反対に，ベクトルポテンシャル A を次式の

ように離散化して表される． 

i
i

iA NA ∑
=

=
6

1
 (2.121) 

ここで， Niは辺 i における四面体辺要素補間関数である．Niとして，次式で表される体

積座標λαを導入する． 

V
Vα

αλ =  (2.122) 

ここで，α(α=1~4)は要素内で相対的につけたローカルな節点番号である．また，V は要素

の体積，Vαは頂点α以外の頂点と任意の点 p(x,y,z)が成す体積である．(2.122)式は，点 p が

要素の外部にあるとき，もしくは，点 p が頂点αと向かい合う面上にあるときは次式とな

る． 

0=αλ  (2.123) 

一方，点 p が頂点αにあるときは次式となる． 

1=αλ  (2.124) 

また，定義より明らかに次式が成立する． 

1
4

1

=∑
=α

αλ  (2.125) 

このようなλαを用いると，点 p の座標(x,y,z)は次式のように表される． 

∑

∑

∑

=

=

=

=

=

=

4

1

4

1

4

1

α
αα

α
αα

α
αα

λ

λ

λ

zz

yy

xx

 (2.126) 

(2.125), (2.126)式より，次式が得られる． 
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 (2.127) 

(2.127)式を書き換えると，体積座標について次式が得られる． 
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z
y
x

dddd
cccc
bbbb
aaaa

V

1

6
1

4321

4321

4321

4321

4

3

2

1

λ
λ
λ
λ

 (2.128) 

ここで，V, aα, bα, cα, dα は次式である． 

4321

4321

4321

zzzz
yyyy
xxxx

V

1111

6
1

=  (2.129) 

nml

nmlkk

nml

nmlkk

nml

nmlkk

nml

nml

nml

kk

yyy
xxxd

zzz
xxxc

zzz
yyyb

zzz
yyy
xxx

a

111111

111

σσ

σσ

−==

−==

 (2.130) 

なお，{k,l,m,n}には，{1,2,3,4}, {2,1,3,4}, {3,1,2,4}, {4,1,2,3} となるように番号付けされる．

また，σ1= −σ2= σ3= −σ4=1 である．ここで，(2.125))式が成立するためには次式を満たせば

いい． 

( )
( )




≠
=

=⋅∫ ji
ji

j i
　　

　　

0
1

dsN  (2.131) 

(2.131)式が成立するには，Niは，辺 i 上で接線成分を有し，それ以外の辺では接線成分を

有さない必要がある．結局，体積座標を用いることで，これらの条件を満たすような四面

体辺要素補間関数 Niを，次式のように定義することができる． 

seesi λλλλ gradgrad −=N  (2.132) 

ここで，s,e は辺 i における始点・終点の節点番号である．  
 

四面体辺要素補間関数の回転 
(2.128), (2.132)式より，四面体辺要素補間関数 Niは次式のように表される． 



基礎理論  要素 
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( )( ){
( )( )}zyx

zyx

ccczayaxaa

aaazcycxcc
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

1

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.133) 

( )( ){
( )( )}zyx

zyx

aaazbybxbb

bbbzayaxaa
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

2

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.134) 

( )( ){
( )( )}zyx

zyx

bbbzcycxcc

ccczbybxbb
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

3

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.135) 

( )( ){
( )( )}zyx

zyx

ccczdydxdd

dddzcycxcc
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

4

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.136) 

( )( ){
( )( )}zyx

zyx

aaazdydxdd

dddzayaxaa
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

5

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.137) 

( )( ){
( )( )}zyx

zyx

bbbzdydxdd

dddzbybxbb
V

eee

eeeN

4324321

4324321

2

6

                       
6
1

+++++−

+++++





=

 (2.138) 

ここで，ex, ey, ez はそれぞれ x,y,z 方向の基本ベクトルである．これらを用いて，例えば

rotN1は次式のように表される． 

( ) ( ) ( ){ }zyx caaccaaccaac
V

eeeN 323242424343

2

1 6
12rot −+−−−






=  (2.139) 

N2~ N6の回転も同様に計算できる． 
 
四面体節点要素補間関数の勾配 
四面体節点要素補間関数として(2.128)式で表される体積座標を用いているため，例え

ば gradN1は次式のように表される． 

( )zyx aaa
V

eee 4321 6
1grad ++=  (2.140) 

N2 ~N4の勾配も同様に計算できる． 
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体積分項の評価 

座標 x, y, z は体積座標λαを用いて(2.106)式のように表せる．体積分の評価は，次式の積

分公式を用いて行う． 

( )!3
!!!!6d4321 ++++

=∫ hgfe
hgfeVV

V

hgfe λλλλ  (2.141) 

ここで，(2.126), (2.141)式を用いて体積分を行うと，∫VxdV などは次式のように求めること

ができる． 

( )43214
d xxxxVVx

V
+++=∫  (2.142) 

( )( ){

( )}44332211

43214321

                       
20

d

yxyxyxyx

yyyyxxxxVVxy
V

++++

++++++=∫
　

 (2.143) 

( ){ }2
4

2
3

2
2

2
1

2
4321

2

20
d xxxxxxxxVVx

V
+++++++=∫  (2.144) 

他の式も同様に計算できる．  
 

2.5. 2 章のまとめ 

本章では，IH に対する有限要素法の適用のため，周波数領域における準静磁場有限要

素方程式および，熱伝導有限要素方程式の定式化を行った．また，導体と被加熱材にそれ

ぞれ流れる渦電流を両方考慮した場合の有限要素方程式を導出した． 
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第3章 固有直交分解法を用いた誘導加熱装置の

解析縮約 

序論にて述べたように，IH は装置規模の大きさや使用環境の特殊性から，実機からの

特性データの採取が難しい．そのため，FEM を用いた性能評価による，設計や制御方案，

仕様検討等が行われている． 
しかし，FEM 解析で正確に IH の性能を評価するためには，3 次元 FEM による準静磁

場解析と，被加熱材の搬送を考慮した熱伝導解析を連成して行う必要がある．この連成解

析を，様々な電源・被加熱材の条件で行うため，性能評価に膨大な時間を要するという問

題が生じる． 
一方，3 次元 FEM 等の大規模問題の計算時間を削減する目的で，近年，モデル縮約法

（Model Order Reduction : MOR）が盛んに研究されている．MOR の一種である固有直交

分解法（Proper Orthogonal Decomposition : POD）は，元問題を，主成分を抽出した基底に

より，低次元空間に射影することで次元縮約する手法であり，その汎用性の高さから多く

の電磁機器解析への適用例が報告されている． 
ところで，IH は導体中を流れる渦電流を利用して加熱するため，その加熱特性には渦

電流の浸透深さが影響する．渦電流の浸透深さδ は次式のように，電流の角周波数ω, 透
磁率µ, 導電率σ により決まる． 

2δ
ωµσ

=  (3.1) 

このうち透磁率については，熱延時の被加熱材はキュリー温度以上になるため常磁性と

見なせることから，周波数特性と導電率特性が重要である．特に前者の周波数において

は，周波数の選定により加熱効率や制御点の加熱量が変わってくるため，最適周波数の選

定が重要である． 
上記のような背景から，本研究では，誘導加熱装置に特化した FEM 解析高速化を目的

とし，以下の項目に関して解析した． 
 

a) 準静磁場-熱伝導連成解析の高速化 
被加熱材の搬送を考慮した 3 次元モデルの準静磁場-熱伝導連成解析には膨大な解

析時間を要する．そこで，3 次元準静磁場解析と 2 次元熱伝導解析による連成解析方

法について検討する． 
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b1) POD による周波数特性の解析高速化 
準静磁場における，IH の電源周波数特性に対する POD 適用について検討する．IH

の準静磁場解析では，被加熱材の他，IH の誘導コイル自身も導電性材料のため，渦

電流を考慮した解析が必要である．簡易的に，コイル渦電流を考慮しない場合と，す

る場合の両方について POD の適用を検討した． 
 

b2)  POD による導電率特性の解析高速化 
被加熱材の導電率は，鋼種や温度により変化する．そこで，IH の被加熱材の導電

率特性についても POD 適用を検討した． 
 

本章の構成を述べる．まず，3.1 節で POD の概要と FEM への適用方法について述べ

る．3.2 節で，準静磁場と熱伝導の連成解析方法とその妥当性について述べる． そし

て，POD を用いた IH の準静磁場解析の高速化として，3.3 節で POD による IH の電源

周波数特性の解析高速化を，3.4 節で POD による被加熱材の導電率特性の解析高速化

についての検討を述べる．最後に，3.5 節で本章の総括を行う． 

3.1. 固有直交分解法(POD) 

本節では，本研究で用いる有限要素解析の高速化手法である POD について述べる． 
POD は，有限要素解析を高速化するための手法である，モデル縮約法( Model order 

reduction: MOR )の一種である．POD では図 3.1 のように，解空間を少数の正規直交基底

によって表現することで問題の次元数を縮約し，計算時間を短縮する．POD 以外のモデ

ル縮約法と比較すると，各種の問題に適用し易い手法と考えられる．しかし，未知数が膨

大な問題に適用する場合は，基底を計算するための固有値問題の計算時間が長大化する

ことが問題となる．この問題点を克服するために，スナップショット法と呼ばれる POD
が提案され，多くの電磁機器の解析に適用されており，その有用性が報告されている[39-
45]．本節では，通常の POD(Conventional POD)と，スナップショット法(Snapshot POD)の
概要と理論についてそれぞれ述べる． 
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図 3.1 POD の概念図 

3.1.1. Conventional POD 

まず，通常の POD について述べる．POD では，多次元データから主成分である低次元

データを抽出する．これは即ち，多次元空間を少ない次元数で効率的に表現できるような

基底を求めることに相当する．統計学の分野では主成分分析とも呼ばれている． 
時間領域のデータを例に POD を説明する．今，各時刻で観測された次式の n 次元デー

タの集合 X を考える． 

[ ]1X , , ,t m= x x x   (3.2) 

ここで，xt∈Rnは時刻 t におけるデータである．POD ではこのような n 次元空間のデータ

を r(<<n,m)次元で表現するため，最適な r 次元の正規直交基底 P={ ϕ1 , …, ϕk, …, ϕr } 
(ϕk∈Rn) を求める．最適な基底とは，データ X を r 次元の基底によって表現，すなわち r
次元空間に射影して，また元の n 次元空間に戻したときに残差が最小となるような基底

である．このような基底は，次式の最小化問題を解くことで得られる． 

( ) ( ) min
1

2

1

→⋅−= ∑ ∑
= =

m

t

r

k
kkttkf ϕϕϕ xx  (3.3) 

また，射影されたデータは行列を用いて書くと XtP として表される．このとき，射影され

たデータの分散が大きい程，元のデータの情報をより多く含んでいると考えられるため，

(3.2)式は次式の XtP に関する最大化問題に置き換えることができる． 

( ) ( ) ( )

maxPXXP1

PXPX1

tt

ttt

→=

=

n

n
f kϕ

 (3.4) 

(3.4)式を最大化するような P を決めるために，XXtの固有値分解を考える． 

e1

e2

e3

多次元データ空間

e1

e2

e3

ϕ2
ϕ1

正規直交基底によってデータ
を低次元空間に射影する．

ϕ2
ϕ1

低次元空間内で近似的
にデータ表現が可能．

f(e1,e2,e3) ≈ f(ϕ1,ϕ2)
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Λ=

Λ=

VVXX

VVXX
t

-1t

 (3.5) 

ここで，V, Λ ∈Rn×n はそれぞれ XXtの固有ベクトルが並んだ行列，XXtの固有値が並んだ

対角行列である．固有値は個々の固有ベクトルが抽出できるデータのエネルギー値に相

当する．即ち，固有値を降順に並べたときに，何らかの基準で閾値(r 番目)を決め，それ

までの固有値に対応する固有ベクトルを並べた行列 Vr={ v1 , …, vk, …, vr } を P として用

いればいい．このような基底 P を POD 基底という．なお，固有ベクトルは互いに正規直

交であるため，射影のための基底としての条件を満たしている．  
結局，POD 基底はデータの分散共分散行列 XXt の固有値問題を解くことで求めること

ができる． 

3.1.2. Snapshot POD（スナップショット法） 

前項の POD における分散の最大化問題を解くためには，XXt の n 次元の固有値問題を

解く必要がある．電磁界の有限要素解析においては，この次元数 n が数十万～数百万，も

しくはそれ以上のオーダーになる場合があり，直接固有値問題を解くのは現実的ではな

い．このような大規模問題に対して，効率的に POD 基底を求める方法として，Snapshot 
POD（スナップショット法）が提案されている[41]．スナップショット法では，方程式の

未知数次元の固有値問題を解く代わりに，解のスナップショットから構成されたデータ

行列の固有値問題を解くことで，近似的に基底を求める． 
まず，s(<<n)個の瞬時場（時間領域を考える場合は「ある時間」における場，周波数領

域を考える場合は「ある周波数点」における場，等）の解 xiを保存（スナップショット）

し，次式のようなデータ行列 Xs∈Rn×s を作成する． 

[ ]sxx 1sX =  (3.6) 

ここで，s はスナップショット数と呼ぶ．スナップショット法の精度は，スナップショッ

トする解と s に依存する．スナップショットの取り方としては例えば，領域内（時間領域

の場合，解析開始から終了時間まで）で等間隔に取る方法等が考えられる．スナップショ

ット法では，前項におけるデータ集合 X に代わり，Xsを用いて最適な基底を求める．し

たがって，分散共分散行列 XsXs
t∈Rn×nの固有ベクトルを POD 基底として用いる．そこで，

Xs に対し次式のように特異値分解を行う． 

tt
222

t
111

t
s  VWX sss vwvwvw σσσ +++=Σ= 

 (3.7) 

ここで，Σ∈Rs×s は Xs の特異値が並んだ対角行列である．W, Vtに関して次式が成立する． 

( ) t2tttt
ss WWVWVWXX Σ=ΣΣ=  (3.8) 

( ) t2ttt
s

t
s VVVWVWXX Σ=ΣΣ=  (3.9) 

(3.8), (3.9)式より，W, Vt はそれぞれ XsXs
t, Xs

tXs の固有ベクトルになっていることが分か
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る．この内，W を POD 基底として用いればいい．特筆すべきは，(3.7)式の特異値分解に

要する計算量は，n 次元正方行列の固有値分解に比べて非常に小さい点にある．即ち，ス

ナップショット法では通常の POD よりも短時間で POD 基底を求めることができ，大規

模問題にも比較的容易に適用することができる． 
以下，本論文で用いる POD は，スナップショット法を意味することとする． 

3.2. 準静磁場-熱伝導場の連成解析 

本節では，本研究における基礎として，IH による加熱の解析方法を述べる．IH による

加熱解析は，(1)IH と被加熱材の準静磁場解析と，(2)被加熱材の熱伝導解析の 2 つを連成

することで行う．連成解析には，強連成と弱連成がある．強連成は一般に，一方の解析結

果が他方に与える影響が大きい場合に行われ，準静磁場と熱伝導解析を交互に，時々刻々

と解いていく．一方，弱連成では，準静磁場解析を最初に 1 度だけ行い，その結果を基

に，熱伝導解析のみを時々刻々と解いていく．本研究で取り扱う IH による解析では，被

加熱材の温度変化に対する準静磁場の物性の変化が小さいため，弱連成解析を採用した． 
以下，図 3.2 に示すように，形状を単純化した簡易エッジヒータモデル（片側 1/4 モデ

ル）を例に，本研究で行った連成解析手法について述べる． 
 

 
図 3.2 簡易エッジヒータモデル（片側 1/4 モデル） 

3.2.1. 連成解析手法 

弱連成解析は一般に，強連成解析と比べ解析時間は短くなるが，本研究ではより効率的

に解析するため，準静磁場解析は 3 次元で行うが，熱伝導解析は被加熱材の板厚-板幅断

面の 2 次元解析により行う方法を提案する． 
本研究における連成解析手法を図 3.3 に示す．まず，準静磁場解析を 1 度だけ行い，被

x
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加熱材各要素のジュール損失密度（発熱量）を保存する．次に，熱伝導解析の時間ステッ

プごとに，保存した発熱量を搬送方向の先頭から順次読み込み，各時間ステップにおける

発熱項 H として用い，熱伝導解析を行う． 
2 次元熱伝導解析は 3 次元熱伝導解析と比べ，方程式の次元数が大幅に削減されるた

め，解析をより効率的に行うことができる．また，熱延中の被加熱材は，板厚方向と比べ，

搬送方向の温度勾配は小さいため，3 次元解析との誤差も比較的小さいと推定される． 
 

 

図 3.3 連成解析手法の概要 

3.2.2. 連成解析結果 

提案した連成解析手法の妥当性の確認のため，連成解析の熱伝導解析を本来の 3 次元

で行った場合と，2 次元で行った場合の結果を比較した． 
それぞれの場合で，ある電流入力条件にて，被加熱材の初期温度を 1200K(=927degC)，

周囲の空気温度を 300K(=27degC)とし，被加熱材のエッジヒータ搬入から搬出まで解析し

たときの，被加熱材平均温度 Tave の比較を図 3.4 に示す．対等な比較となるよう，3 次元

熱伝導解析 Tave は，2 次元熱伝導解析モデルに対応する断面内で算出している．なお，”Step”
は熱伝導解析の時間ステップを示し，Step=100 のときに被加熱材の搬送方向の中央部が

エッジヒータ鉄心の直下を通過する．2 次元と 3 次元の結果はよく一致しており，相対誤

差（”Error”, = |Tave(2dim)- Tave (3dim)| / Tave(3dim)）もほとんど見受けられない．本結果よ

り，本提案手法による連成解析結果が妥当であると判断した． 
 

搬送方向

板厚-板幅断面
で解析する

Last step

First step

(1) 3次元準静磁場FEM

 

 
(2) 2次元熱伝導FEM

ジュール損失
密度分布
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図 3.4 解析結果比較（2 次元 vs 3 次元） 

3.3. POD を用いた周波数特性の解析高速化 

本節では，POD を用いた IH の電源周波数特性の解析高速化について述べる．  

3.3.1. 周波数特性に対する POD 

IH の周波数特性の解析高速化に際した，POD による有限要素方程式縮約の手順を示

す．2 章で導いた準静磁場の有限要素方程式は，一般化すると，行列形式で次式のように

表すことができる． 

( ) ( )ωω bx =K  (3.10) 

ここで，K∈Rn×n, x,b∈Rn はそれぞれ係数行列，解ベクトル，ソースベクトルである．(3.10)
式を適当な s(<<n)個の周波数で解き，それぞれの解 x(ωi)をスナップショットし，データ

行列 X∈Rn×s を作成する。 

( ) ( ) ( )[ ]sxxx ωωω 21X =  (3.11) 

X に対して特異値分解を適用すると，次式が得られる． 

tt
222

t
111

t  VWX sss vwvwvw σσσ +++=Σ= 
 (3.12) 

ここで，Σ∈Rs×s はデータ行列 X とその随伴行列 X*の積 XX*の固有値である，特異値σが

並んだ対角行列，また W, V∈Rn×s は，それぞれ XXt, XtX の固有ベクトルである w, v が並

んだ行列である．行列 W を用いることで，次式のように，元問題の未知数 x を基底ベク

トル wiの線形結合で表現することができる． 

T a
ve

[d
eg

C
]

Er
ro

r
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rxx W=  (3.13) 

ここで，xr∈Rsである．(3.13)式を(3.10)式に代入し，対称性のため左から Wtを掛けると次

式が得られる． 

( ) ( )ωω bx tt WWKW =r  (3.14) 

上記の手順により，節点及び辺上のベクトルポテンシャルを求める元問題(3.10)式は，

(3.13)式に示すように，基底ベクトルの線形結合の係数を決定する方程式に変換されてい

る．(3.14)式の方程式の次元数は s なので，(3.10)式と比べ短時間で解くことができる．  
 

3.3.2. 解析結果 1 (コイル渦電流を考慮しない場合)  

周波数特性に対する POD の有効性を確認するため，誘導コイルの渦電流を考慮しない

場合と，する場合の２つに対しそれぞれ解析を行った．前者は簡易エッジヒータモデル，

後者は簡易バーヒータモデルを用いた．本項では前者の結果を述べる． 
 
まず，図 3.2 の簡易エッジヒータモデルに対する適用結果を示す．誘導コイル内の渦

電流を考慮しないため，元の有限要素方程式は(2.57)式である． 
準静磁場解析は適当な電圧値のもと，電圧入力源により行う．電圧入力源の周波数は

250～300Hz の範囲で設定した．まず，適切なスナップショット数を決定するため，スナ

ップショット数 s を変更したときの，FEM と POD の解析誤差を調査した．s に対し，次

式で計算した解析誤差 Error をプロットした結果を図 3.5 に示す．なお，スナップショッ

トは解析する周波数の範囲で等間隔に取った． 

( )
∑

∑ −
=

I

I

N

i
i

N

i
ii

I

II
IError

~

 (3.15) 

ここで，NI, Ii, I
~

i はそれぞれ比較する周波数点数，FEM，POD で得られた誘導コイル電流

である． 
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図 3.5 スナップショット数と解析誤差  

 

図 3.5 より，s=3 で解析誤差が収束していることから，s=3 と設定した．このとき，解

析誤差は 0.1%未満であった．FEM と POD によるコイル電流（規格化）の周波数特性の

解析結果の比較を図 3.6 に示す．なお，図中の Re(I)は電流実部を，Im(I)は電流虚部を表

す．電流実部，虚部ともに FEM の結果とよく一致していることが確認できる． 

 

 
図 3.6 電流周波数応答（エッジヒータ） 

 
次に，被加熱材に生じるジュール損失密度分布の解析精度を検討する．FEM，POD に

よって解析した，被加熱材の幅方向（x 方向）端部のジュール損失密度分布を図 3.7 に示

す．図 3.7(a),(b)より，分布は互いによく一致していることが分かる．図 3.7 (c)は FEM と

POD によるジュール損失密度の差を表しており，その最大値(1.2×105W/m3)はジュール損

失密度の最大値(3.3×108W/m3)の 0.1%以下であった． 
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図 3.7 ジュール損失密度の解析結果 

 
FEM，POD に要した解析時間の内訳を表 3.1 に示す．ただし，メッシュ作成等や出力

計算などのプリポスト処理の時間は除いている．POD を用いた場合，FEM の約 1.5%の時

間で解析できており，大幅に時間を短縮することができた． 
 

表 3.1 解析時間 

 FEM POD 

解析時間 68min 1min 

      ※Intel Xeon W3530(2.8GHz、4 コア)にて計算 

3.3.3. 解析結果 2 (コイル渦電流を考慮する場合)  

次に，図 3.8 に示すように，形状を単純化した簡易バーヒータモデル（1/8 モデル）に

対する適用結果を示す．誘導コイル内の渦電流を考慮するため，元の有限要素方程式は

(2.63)式である． 
 

 
図 3.8 簡易バーヒータモデル（1/8 モデル） 

(a) FEM (b) POD (c) 両者の差
x

z
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スナップショットについては，前節と同様の検討を行い，以下の条件とした． 
 

表 3.2 POD 適用条件（周波数） 

最小周波数 

[Hz] 

最大周波数 

[Hz] 

スナップショット

数 
スナップショット点 

900 1500 3 900Hz, 1200Hz, 1500Hz 

 
POD による解析結果（”POD”）と，縮約前の FEA による解析結果（"FEM”）の比較を

図 3.9, 図 3.10 に示す。なお比較は，900-1500Hz の範囲で等間隔に 50Hz 刻みで解析した

計 13 点により行った。 

 
図 3.9 周波数応答計算結果（誘導コイル電流） 

   

 
図 3.10 周波数応答計算結果（効率） 

 
図 3.9 はコイルの電流周波数特性の比較であり，実部・虚部ともに良好な一致が確認で
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きる。また図 3.10 は，次式で定義する IH の加熱効率ε の比較と，その誤差 Error を示す。 

sin

100* [%]steelP
P

ε = 　  (3.16) 

100* [%]
FEM POD

FEM
Error

ε ε

ε

−
= 　  (3.17) 

ここで，Psteel, Pin, εFEM, εPOD はそれぞれ，圧延材のジュール損，コイル供給電力， FEA, 
POD で計算した効率である。 

図 3.10 より POD で計算した効率は FEA で得られた結果とよく一致しており，誤差は

最大で 0.1%程度と，解析精度は良好であった。 

3.4. POD を用いた導電率特性の解析高速化 

本節では，POD を用いた IH の被加熱材の導電率特性の解析高速化について述べる．  

3.4.1. 導電率特性に対する POD 

次に，圧延材の導電率を変数とした場合の POD 適用について述べる。圧延材の導電率

は材料や温度により変化するため，加熱量を正確に見積もるには，その変化を考慮する必

要がある。例として，代表的な鋼種に対する電気抵抗率の温度特性データをプロットした

グラフを図 3.11 に示す[46]． 
 

 
図 3.11 鋼種の電気抵抗率-温度特性 
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前節と同様の手順により，導電率特性に対して POD を適用できる．その際，データ行

列は導電率σを変数としてスナップショットし，次式のように構成すればよい．  

( ) ( ) ( )1 2X sx x xσ σ σ=     (3.18) 

 

3.4.2. 解析結果 

導電率特性に対する POD の有効性を確認のために行った解析結果について述べる． 
POD の適用条件は表 3.3 とした。POD，FEA より得られた圧延材のジュール損の比較結

果を図 3.12 に示す。電気抵抗率への依存性はそれほど大きくはないが，非線形な特性を

POD により精度よく求めることができた。 
POD による周波数・電気抵抗率 1 点あたりの解析時間は FEA の 5%程度である。POD

を用いることで，パラメータのケーススタディを短時間で実施できるため，例えば，設計

に際するパラメータ選定の事前準備の効率化が期待できる。 
 

表 3.3 POD 適用条件（導電率） 

最小値 

[µΩ⋅cm] 

最大値 

[µΩ⋅cm] 

スナップショット

数 
スナップショット点 

110 130 3 
110µΩ⋅cm, 120µΩ⋅cm 

130µΩ⋅cm 

 

 
図 3.12 ジュール損-電気抵抗率 (FEM, POD) 

3.5. 3 章のまとめ 

本章では，IH の解析高速化に関する種々の検討結果について述べた．IH の FEM 解析

のためには，被加熱材の搬送を考慮しながら，3 次元 FEM モデルの準静磁場解析と熱伝
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導解析を連成して行う必要がある．また，これを様々な電源・被加熱材の条件で逐一行う

場合，膨大な解析時間を要するという問題があった．そこで，本研究では，(a)搬送を考慮

した準静磁場-熱伝導連成解析の高速化のため，2 次元断面を用いた熱伝導解析手法を提

案した．また，(b)有限要素解析の高速化手法である POD を，電源周波数特性と導電率特

性の解析に適用し，その有効性について議論した．以下に各検討内容の総括を示す． 
 

a) 準静磁場-熱伝導連成解析の高速化 
3 次元準静磁場解析と 2 次元熱伝導解析による連成解析方法を提案し，その有効性

を検証した．本手法によって解析した被加熱材の平均温度は，3 次元で熱伝導解析を

行った場合の結果とよく一致しており，提案手法に基づく解析結果が妥当であるこ

とを確認した． 
 

b)  POD による準静磁場解析の高速化 
IH の周波数特性の解析高速化のため，周波数特性をスナップショットした POD を

FEM に適用し，解析縮約を検討した．POD を用いて得られたコイル電流，被加熱材

のジュール損失密度は，コイル渦電流を考慮しない場合は，FEM の結果に対して誤

差が 1%未満であり，計算時間を約 1.5%に短縮することができた．また，コイル渦電

流を考慮する場合でも同様に，精度よく解析でき，解析時間を約 5%に短縮できた．  
また，被加熱材の導電率特性の解析高速化のため，導電率特性をスナップショット

した POD を FEM に適用し，解析縮約を検討した．周波数特性解析と同様に，解析精

度は良好であり，解析時間を FEM の約 5%に短縮することができた． 
 
 本章における適用対象はあくまで，形状を単純化したエッジヒータ・バーヒータモデル

であるが，基本的な特性は凡そ実機に準ずるようモデル化しているため，本結果を実機に

敷衍しても実用上差し支えないと考える． 
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第4章 誘導加熱装置の等価回路生成 

IH の出力制御においては，所望の電力が被加熱材に投入されるよう，外部電源系で誘

導コイルへの入力電力を制御する．電源系に対する IH の応答を解析する際は，オンライ

ン解析は勿論のこと，オフライン解析であっても，高精度かつ，低計算負荷の数理モデ

ルの導入が望まれる． 
ところで，電磁機器及び駆動・制御回路の設計等において，電磁数値解析と回路系の

連成解析の時間短縮のため，電磁機器の入出力特性を等価回路により表現する方法があ

る[47, 48]．従来，このような電磁機器の等価回路は，磁気回路のパラメータを，実機試

験等を通じて決定することが一般的であった．しかし近年では，Cauer 回路と呼ばれる梯

子回路を用いた，機器の特性表現に関する研究が盛んに行われている．Cauer 回路は準静

磁場の磁束と渦電流を精度よく表現できる他，梯子の段数を増やすことで広い周波帯域

の特性も表現でき，また，磁気非線形性も考慮できる等，汎用性に優れている． 
上記の背景から，本研究では，IH の電源系に対する応答解析高速化のため，Cauer 回

路を用いて IH の等価回路を生成する．電磁機器の Cauer 回路表現に関する先行研究とし

ては，例えば文献[16-23]等がある．筆者らも，(a) 文献[18]において，POD で縮約した有

限要素方程式から求めたシステムのインピーダンスの周波数特性に対し，カーブフィッ

ティングで回路素子値を同定する方法や，(b) 文献[19]において，POD により縮約した有

限要素方程式から導出したシステムの伝達関数を，連分数で展開することで Cauer 回路に

置き換える方法を提案し，有効性を確認している．しかし，上記を含む先行研究では，

解析対象に導電性材料が複数ある場合を前提としていない．IH の場合，少なくとも，被

加熱材と，IH 自身の誘導コイルが導電性材料となり，それぞれの渦電流と，渦電流によ

る損失を分離して考慮する必要がある．したがって，このように導電性材料が複数ある

場合にも適用可能な等価生成手法が望まれていた． 
そこで本研究ではまず，導電性材料が複数ある問題に対し，上記(a)のフィッティング

ベースの手法で従来の Cauer 回路（従来 Cauer 回路）を生成し，その解析精度について確

認する．次に，複数の導電性材料に生じる渦電流・ジュール損を分離して考慮するため，

POD とカーブフィッティングを用いて，修正した Cauer 回路（以後、修正 Cauer 回路と

称する）を生成する手法を提案し[49]]，その有効性を検証する．  
本章の構成を述べる．4.1 節では，本研究で等価回路として用いる Cauer 回路の概要を

述べる．次に，4.2 節で，カーブフィッティングのために用いた遺伝的アルゴリズム

（Genetic Algorithm : GA）について述べる．4.3 節で，従来 Cauer 回路を用いた等価回路

生成手法と適用結果，4.4 節で，本研究に基づく修正 Cauer 回路を用いた等価回路生成手

法と適用結果について述べる．最後に，4.5 節にて総括を行う． 
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4.1. Cauer 回路 

本研究で等価回路として用いる Cauer 回路（以後、従来 Cauer 回路と称する）の概要を

述べる．Cauer 回路は，図 4.1 に示すような梯子構造をしている[50]．図 4.1 の Cauer 回
路は，抵抗 R とインダクタンス L により構成されている回路段数 q の Cauer 回路である

が，素子の種類や配置は多様である． 
 

R1 R2 Rq

I1 I2 Iq

 
図 4.1 Cauer 回路 

 
RL 型の Cauer 回路は，回路素子が準静磁場の磁束・渦電流と対応しており，物理的な

意味を有していることが知られている．例えば電磁鋼板内磁界を Cauer 回路で表現したと

き，1 段目の L1が主磁束に対応し，その主磁束を打ち消すような渦電流が回路の 2 段目

を流れ，その渦電流によって生じる磁束が L2に対応する(付録 A)．このように，1 段目は

主磁束，以降は後段になるに従って高調波成分の磁束・渦電流に対応する構造となって

いる．Cauer 回路と磁束の関係は，ルシャンドル多項式近似によっても説明できる(付録

B)．また，このような梯子構造は連分数により表現できるため，Cauer 回路のインピーダ

ンス ZCauerは次式で計算できる．  

Cauer
1

1

2
2

1
1

1

Z R
j L

R
j L

ω

ω

= +
+

+
+

 

(4.1) 

4.2. 遺伝的アルゴリズム 

本研究では，回路素子同定のためのカーブフィッティングを遺伝的アルゴリズム（GA: 
Genetic Algorithm）によって行う．GA は，生物の進化から着想を得た進化論的アルゴリ

ズムの一種である[51-53]．GA では，解集合である個体群に対して，交叉，世代交代，突

然変異等の遺伝的操作を繰り返し，個体群が良好な解集合へ進化していくことで，最適

解を探索する．GA における個体表現として，0 と 1 によるバイナリ記号列を用いる方法

もあるが，本研究では，実数ベクトルで個体を表現する実数値 GA を採用した． 
本研究で用いる実数値 GA のフローチャートを図 4.2 に示す．最初にランダムな初期個

体群を生成し，次に，各個体の適応度評価・交差・世代交代を，収束条件を満たすまで
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繰り返し，最良な解を探索する． 
 

開始

終了

(a) 初期個体群生成

(b) 適応度評価

(c) 交叉

(d) 世代交代

終了判定

yes no

 

図 4.2 実数値 GA のフローチャート 
 

なお，交叉法として REXstar，世代交代モデルとして Just Generation Gap (JGG)を用いる．

以下に各操作の詳細を述べる． 

(a) 初期個体群生成 

N 個のランダムな初期個体群 X[x1, x2, …, xN]を生成する．一般に初期個体群は GA の性

能に影響を与え，偏りが少なく多様性があるものが好ましい．そのような初期個体群生

成のために，問題領域の知識を利用する場合もあるが，本研究ではランダムに初期個体

群を生成した． 
 

(b) 適応度の評価 

各個体の適応度を計算することで個体の評価を行う．今回は，後述する目的関数を計

算し，その値の小さい個体の適応度を高く評価する．  
 

(c) 交叉(REXstar) 

交叉とは，選択操作によって選ばれた個体（親個体）から，その性質を受け継ぐよう

な個体（子個体）を生成する遺伝的操作である．このとき，子個体は交叉に使用した親

個体の優れた性質を引き継ぐため，より優れた個体となることが期待される．GA のため

の交叉方法には種々のものが提案されているが，今回はその内，実数ベクトル上の交叉

方法として開発された REXstar を採用した[53]．REXstar では図 4.3 のように，個体群の大

域的降下方向を求め，子個体を生成する．そのため，大域的探索に向いており，多目的
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最適化におけるパレート解を見出すのに適している．  
 

X1

Xm1

X2

X3

Xm3

Xg

Xb

Xm2

大域的降下方向
個体群の重心が
こちらに向かうよう
に子個体を生成  

図 4.3  REXstar の概要図 
 

以下に REXstarのアルゴリズムを示す． 
1. 個体群から n+1 個の個体（親個体）x1，…xi，…xn+1 を選択し，その重心 xg を求

める． 
2. 選択した全ての親個体に対し，重心 xgに対する鏡像個体 xm1，…xmi，…xmn+1をそ

れぞれ作成する． 
3. 親個体と鏡像個体の計 2(n+1)個の内，適応度が高い上位 n+1 個の個体を抽出し，

その重心 xbを求める． 
4. xg, xb を用いて，下式により子個体 xc を生成する．  

( ) ( )
1

1
2

c g b g g
1

0 0
0 0

0 0

t

t n
i

i
i

t
n

u
u

u

u

+

=

 
 
 = + − + −
 
 
  

∑x x x x x x





   



 (4.2) 

ここで，ut
j ~ U(0，t) (U は平均 0, 分散 1/t の確率分布，j=1,…,n)である．また，t は大域的

降下方向への移動量を決めるパラメータである． 
 

(d) 世代交代(JGG) 

次世代に残す固体を決定する．世代交代の方法についても様々なモデルが提案されて

いるが，今回は REXstar等の多親交叉向けに提案されている JGG と称せられる世代交代モ

デルを採用した．JGG では，REXstarによって生成した nc個の子個体群から，適応度の高

い np個の個体を選択し，集団中の np個の親個体と置き換えることで世代交代を行う． 
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4.3. 損失分離を考慮しない等価回路生成（従来 Cauer 回路） 

本節では，導電性材料が複数ある問題に対し，損失分離を考慮せずに従来 Cauer 回路を

生成し，その解析精度を議論する．  

4.3.1. 回路生成手法 

従来 Cauer 回路の生成手法として，筆者らが文献[18],[19]で提案した，POD を用いた 2
つの従来手法（フィッティングベースの手法，伝達関数ベースの手法）について述べる． 
 
【従来手法 1：フィッティングベースの手法】 

本手法による等価回路生成手順を図 4.4 に示す．(1)まず，周波数領域の準静磁場 FEM
に対し，3.3 節の周波数特性に対する POD を適用し，縮約された有限要素方程式（縮約

FEM 方程式）を作成する．(2)次に，計算負荷の小さな縮約 FEM 方程式を解くことで，IH
の誘導コイルのインピーダンス周波数特性を効率的に獲得する．(3)そして，これらのイ

ンピーダンス周波数特性を入力データとしてカーブフィッティングを行い，従来 Cauer
回路の素子値を同定する．カーブフィッティングの際の最適化手法として GA を用いる． 

 

FEM方程式（周波数領域）

縮約FEM方程式（周波数領域）

(1)PODの適用

(3)周波数特性に対し
カーブフィッティングインピーダンス周波数特性

(2)周波数特性を求める

R1 R2 Rq

I1 I2 Iq

Cauer回路

(1) PODの適用

(2) 周波数特性の獲得

(3) 周波数特性に対する
カーブフィッティング

 
図 4.4  等価回路生成手順（損失分離を考慮しない場合） 

 
カーブフィッティング条件 
 回路素子同定のため，入力データ（縮約 FEM 方程式より）と回路計算の誤差最小化問

題を解く．GA でカーブフィッティングを行う際の目的関数 f は，次式のように設定した． 

( ), , mini zf ω ε= →R L  

Sub. to , 0j jR L ≥　  

(4.3) 
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 (4.5) 
※ (4.1)

式再掲 

ここで， 
 εz : 入力データと Cauer 回路で計算したインピーダンスとの誤差 
 ZPOD : インピーダンス（入力データ） 
 ZCauer :インピーダンス（Cauer 回路） 
である． 
なお，(4.3)式において，回路素子値が負値とならないよう制約を課した．また，従来

の Cauer 回路における一段目の抵抗素子 R1 は，電流の直流成分(*)に対応する抵抗である

ため，R1= RDC (直流抵抗) としている． 
(*)交流電流が導体を流れる場合は表皮効果により，導体のうち電流を流れることができる領

域（断面積）が変化し，それに伴い抵抗も変化する．このような交流の特性により変化する

抵抗分は交流抵抗と呼称される．それに対して，表皮効果に依存しない抵抗分は直流抵抗と

呼称され，抵抗は直流抵抗と交流抵抗の和として表される． 

 
【従来手法 2：伝達関数ベースの手法】 

本手法による等価回路生成手法を述べる．2.2 節の(2.63)式は，簡略化のため，各項の

係数行列をそれぞれ Ktot, Ntotと置き，解ベクトルもまとめて x=[A, ϕ, I0] と置くと，次式

のように表すことができる． 

tot totK N inj vω+ =x x b  (4.6) 

ここで，Ktot ∈Rn×n, Ntot∈Rn×n はそれぞれ係数行列，b∈Rnはソースベクトル，x∈Rnは解ベ

クトルである．また，電流 I はベクトル l=[0, …0,1]t∈Rnを用いて次式のように表される． 

tI = l x  (4.7) 

(4.6), (4.7)式に対し，3.3 節で述べた周波数特性に対する POD を適用する．周波数特性の

スナップショットから作成した POD 基底 W∈Rn×sにより(4.6), (4.7)式を縮約すると，次式

が得られる． 

t t t
tot totW K W W N W W inj vω+ =x x b  (4.8) 

t W rI = l x  (4.9) 

なお，xr∈Rsは縮約された方程式における解ベクトルで，元問題の未知数 x を基底ベクト
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ルの線形結合で近似する際の係数に相当する（3.3.1 項参照）．(4.8), (4.9)式より，伝達関

数はアドミタンス Y として次式のように計算できる． 

( ) 1t t t t
tot totW W K W W N W W

in

IY j
v

ω
−

= = +l b  (4.10) 

ここで，(4.10)式において次式の置換を考える． 

t t t t t
tot totW , W K W K , W N W N , Wr r r r= = = =l l b b  (4.11) 

(4.11)式を(4.10)式に代入すると，Y は次式のように表される． 

( )
( )

1t

1t

K N

I A
r r r r

r r r

Y j

j

ω

ω

−

−

= +

= +

l b

l r
 (4.12) 

ここで，rr=Kr
-1br, Ar=Kr

-1Nr と置いた．(4.12)式の Ar に対して固有値分解を適用する． 

( )
( )

1t 1

1t

I S S

I

r r r r r

r r r

Y j

j

ω

ω

−−

−

= + Λ

= + Λ

l r

f g
 (4.13) 

ここで，Sr, Λr はそれぞれ Ar の固有ベクトル，固有値[λ1, … ,λm]が並んだ対角行列である．

また，fr
t=lr

tSr, gr=Sr
-1rr と置いた．(4.13)式における Y は，次式のような部分分数になって

いる． 

1 1

s
rk rk

k rk

f g
Y

jωλ=

=
+∑  (4.14) 

部分分数で表現された(4.18)式は，図 4.5(a)の Foster 回路[50]により置き換えることができ

る．Foster 回路は単純構造で扱いやすいが，素子値は準静磁場の磁束や渦電流と関係して

いないため，複雑な問題には適さない．そのため，Foster 回路（(4.18)式）を図 4.5(b)に示

す Cauer 回路に変換する．まず，s 個の部分分数を次式によって有理多項式に変換する． 
 

R1

L1 L2 Lq

RqR0

R1

L1

Rq

Lq  

(a) Foster 回路       (b) Cauer 回路 

図 4.5 伝達関数より導出される等価回路 
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 (4.15) 

(4.15)式の逆数となるインピーダンスZを考え，p=s-1と置いて整理すると次式が得られる． 

1
1 1 0

1 2
1 2 1 0

1Z
n n

n n
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− −
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 (4.16) 

(4.16)式の分子を分母で一度だけ割り，商と剰余の形で表すと次式が得られる． 

( )1 2 1 1 2
1 2 1 0 1 1 0

1 1 1
1 2

1 2 1 0
(1) 1 (1) 2 (1) (1)

1 2 1 0
11 2

1 11 2 1 0

n n n nn n n
n n n

n n n
n n

n n
n n

n n n n
n n

n nn n

a a a
b p b p b p b p a p p a p p a

b b b
Z

b p b p b p b p
a a p a p a p a a

Z
b bb p b p b p b p

− − −
− − −

− − −
−

− −

− −
− −

−
− −− −

   
+ + + + − + + − +   

   =
+ + +

+ + +
= + = +

+ + +

 







 (4.17) 

ここで，(4.17)式において次式の置換を行っている． 
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(4.17)式の Z1の逆数 Y1についても同様に，商と剰余の形で表すと次式が得られる． 
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 (4.19)  

ここで，(4.19)式の b に関しても，(4.18)式と同様の置換を行っている．同様の操作を繰り

返すことで，最終的に Zc を次式のような連分数によって表すことができる． 
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(4.20) 

(4.20)式は連分数となっており，図 4.5(b)のような Cauer 回路として表すことができる．

また，抵抗，インダクタンス Rk, Lk は(4.20)式より一般形として次式のように表すことが

できる． 
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なお，ai
(k), bi

(k)は一般形として次式のように表すことができる． 
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4.3.2. 適用結果 

ここでは，従来 Cauer 回路の適用結果について述べる．従来 Cauer 回路の生成には，従

来手法 1 を用いた．適用対象は，図 4.6 に示す鉄心付き簡易バーヒータモデル(1/8 モデル)
とした．図中の被加熱材と誘導コイルが導電性材料である．また，簡単のため，鉄心の

磁気特性は線形と仮定した． 

 

 

Steel plate

Iron core

Induction coil

x
z

y

 

図 4.6 鉄心付き簡易バーヒータモデル 
 
縮約 FEM 方程式の作成 
 上記モデルの準静磁場 FEM に対し，表 4.1 の条件で POD を適用し，縮約 FEM 方程式

を作成した．縮約 FEM 方程式から求めた入力データの精度を検証するため，オリジナル

の FEM 方程式と，縮約 FEM 方程式により求めた，IH の誘導コイルのインピーダンス周

波数特性の比較を図 4.7 に示す．図中の”Re(Z)”はインピーダンス実部を，”Im(Z)”はイン

ピーダンス虚部を示している．いずれの周波数においても，縮約 FEM 方程式で求めたイ

ンピーダンスはオリジナルの FEM とよく一致しているため，カーブフィッティングの入

力データとして代替しても，解析精度は確保される． 
 

表 4.1 POD 適用条件 

最小周波数 最大周波数 スナップショット数 スナップショット点 

900Hz 1500Hz 3 900, 1200, 1500Hz 

 

節点数：41,806 

要素数：231,595 
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図 4.7 誘導コイルのインピーダンス周波数特性 

 
回路素子値の検討 
 図 4.7 のインピーダンス周波数特性を入力データに用いて，表 4.2 の条件で GA を適

用し，カーブフィッティングを行った．  
 

表 4.2 GA 適用条件  

Selection method REXstar 

Crossover method JGG 

Number of the individuals 60×q 

Threshold value for convergence 1.0×10-8 

MAX number of generations 1.0×105 

Number of frequency points of input data m 13 (900, 950, 1000, …, 1500Hz) 

 
カーブフィッティングにより生成した，従来 Cauer 回路の素子値を表 4.3 に示す．なお，

回路段数 q は 6 段とした． 
 

表 4.3 回路素子値 

i Ri [Ω] Li [H] 

1 1.000×10-6 7.725×10-6 

2 4.435×10-2 6.501×10-5 

3 2.818×10-1 4.745×10-4 

4 3.884×10-5 3.090×10-4 

5 2.557×10-4 1.712×10-4 

6 6.600×10-1 1.663×10-4 
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回路による解析結果 
上記で生成した従来 Cauer 回路と FEM それぞれにより，鉄心付き簡易バーヒータモデ

ルに対し，誘導コイルの電流周波数応答を解析した結果を図 4.8 に示す．図中の”Re(I)”
は電流実部を，”Im(I)”は電流虚部を示している．いずれの周波数においても従来 Cauer
回路の結果は FEM とよく一致している．従って，誘導コイルの電流周波数特性について

は，導電性材料が２つある場合でも，従来 Cauer 回路で精度よく解析できることが分かっ

た．なお，実際の装置では電源側で力率補償をしているため，本解析結果に対し力率は

大幅に改善される． 
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図 4.8 誘導コイルの電流周波数応答 
 

しかし，従来 Cauer 回路では，回路素子で被加熱材と誘導コイルを区別していないため，

各部を流れる渦電流やジュール損失を分離して考慮することができない．例えば，FEM
の場合は，図 4.9 の”圧延材_FEM”と”コイル_FEM”に示すように，各導電性材料のジュー

ル損失を別々に求めることができるが，従来 Cauer 回路ではこのような分離ができないた

め，“回路”に示すように，ジュール損失の総量しか計算できない．従って，IH 制御にお

いて重要な効率（誘導コイルへの入力電力と被加熱材のジュール損失の割合として定義

される．後述する．）を計算できない． 
このように従来 Cauer 回路では，被加熱材・誘導コイルの個々に生じるジュール損失や，

IH の効率を計算できないため，IH 出力の制御モデルとしては十分ではない．そこで次節

では，本研究で提案した修正 Cauer 回路の生成手法について述べる． 
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図 4.9 ジュール損失の周波数応答 

4.4. 損失分離を考慮した等価回路生成（修正 Cauer 回路） 

前節のように，従来 Cauer 回路では，解析領域に複数の導電性材料がある場合，それら

に生じるジュール損失を分離して考慮することができない．そこで本節では，上記の従

来 Cauer 回路の問題点を克服するため提案した，修正 Cauer 回路の生成手法と，その適用

結果について述べる． 

4.4.1. 修正 Cauer 回路 

 導電性材料（材料1, 2とする）が2つある場合の修正 Cauer 回路（図 4.10）の概要を述べ

る． 
 

R1,1 R2,1 Rq,1

R1,2 R2,2 Rq,2

I1,1 I2,1 Iq,1

I2,2 Iq,2I1,2

 
図 4.10 修正 Cauer 回路 

 
 修正 Cauer 回路は図 4.10 のように，各段の抵抗 Riが Ri,1, Ri,2と並列に分離されており，

それぞれが材料 1, 2 に対応した抵抗であるとし，後述する回路素子同定を行う．こうす

ることで，各導電性材料に生じるジュール損失を分離して計算できる．上記は導電性材

料が 2 つの例であるが，より一般に n 個の導電性材料を考える場合は，Ri の並列数を n
個に変更すればよい． 
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4.4.2. 回路生成手法 

 修正Cauer回路を用いた等価回路生成手法について述べる．等価回路生成手順を図 4.11
に示す．基本的な流れは前節と同様で，(1)縮約 FEM 方程式を作成し，(2)カーフィッティ

ングの入力データとなる周波数特性を求め，(3)GA を用いたカーブフィッティングで回路

素子値を同定する．しかし，修正 Cauer 回路では複数の導電性材料を考慮するため，下記

(A),(B)の点で従来法と異なっている． 
 

R1,1 R2,1 Rq,1

R1,2 R2,2 Rq,2

I1,1 I2,1 Iq,1

I2,2 Iq,2I1,2

FEM方程式（周波数領域）

縮約FEM方程式（周波数領域）

(1)PODの適用

(3)周波数特性に対し
カーブフィッティング

インピーダンス周波数特性

(2)周波数特性を求める

材料1ジュール損
周波数特性

材料2ジュール損
周波数特性

材料2
に対応

材料1
に対応

(1) PODの適用

(2) 周波数特性の獲得

(3) 周波数特性に対する
カーブフィッティング

 
図 4.11 等価回路生成手順（損失分離を考慮する場合） 

 
A) 入力データの追加 
カーブフィッティングの入力データとして，インピーダンス周波数特性に加え，材料

1, 2それぞれのジュール損失の周波数特性を用いる．材料1, 2それぞれのジュール損失を，

分離して評価できるよう，GA の目的関数に以下の項を追加する．(1)各段の Ri,1と電流 Ii,1

で計算される電力の合計値と材料 1 のジュール損失の誤差，(2)各段の Ri,2と電流 Ii,2で計

算される電力の合計値と材料 2 のジュール損失の誤差． 
 
B) 正則化項の導入 

生成される回路素子値が一意になるよう，GA の目的関数に正則化項を導入する．修正

Cauer 回路は，従来 Cauer 回路よりも回路素子数が増加するため，条件によっては回路素

子が一意に決まらない場合がある．そのため GA の目的関数に正則化項を追加する．正

則化項は，規格化された回路素子値の和とし，調整パラメータαを乗じることでその影響

の大きさを調整する．ここでαは L カーブ法[54]より決定する．L カーブ法は，逆問題で

安定した解を求めるための正則化手法である．L カーブ法では，正則化項の調整パラメー

タαを変えながら解ノルムと残差ノルムをプロットしていき，両ノルムの関係の変化が急
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峻な点（L 字の角部に相当する部分）に安定した解があると考え，そのときの調整パラメ

ータを採用する． 
 
カーブフィッティング条件 
 回路素子同定のため，入力データ（縮約 FEM 方程式より）と回路計算の誤差最小化問

題を解く．GA でカーブフィッティングを行う際の目的関数 f は次式のように設定した． 
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ここで， 
 εz : 入力データと Cauer 回路で計算したインピーダンスとの誤差 
 εWs : 入力データと Cauer 回路で計算した被加熱材のジュール損失との誤差 
 ε Wc : 入力データと Cauer 回路で計算し誘導コイルのジュール損失との誤差 
 εα : 正則化項 
 ZPOD : インピーダンス（入力データ） 
 ZCauer : インピーダンス（Cauer 回路） 
 Ws

POD : 被加熱材のジュール損失（入力データ） 
 Ws

Cauer : 被加熱材のジュール損失（Cauer 回路） 
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 Wc
POD : 誘導コイルのジュール損失（入力データ） 

 Wc
Cauer : 誘導コイルのジュール損失（Cauer 回路） 

 α : 正則化項の調整パラメータ 
である． 
 

4.4.3. 適用結果 

本手法の適用結果について述べる．適用対象は前節と同様，図 4.6 に示す鉄心付き簡

易バーヒータモデル(1/8 モデル)とした． 
 

縮約 FEM 方程式の作成 
まず，入力データを得るため，解析モデルの元問題に対し，表 4.4 の条件で POD を適

用し，縮約 FEM 方程式を作成した． 
 

表 4.4 POD 適用条件 

最小周波数 最大周波数 スナップショット数 スナップショット点 

10Hz 1500Hz 5 
10, 100, 500,  

1000, 1500Hz 

 
POD で生成した縮小 FEM 方程式の解析精度の確認のため，(4.31)式で計算した，FEM

に対する解析誤差(=”Error”)を周波数に対してプロットしたグラフを図 4.12 に示す． 
 

2

2

n FEM POD
i ii
n FEM

ii
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−

= ∑
∑
x x

x
 (4.31) 

ここで， 
 xi

FEM : FEM で求めた解ベクトル 
 xi

POD : 縮小 FEM 方程式で求めた解ベクトル 
である． 
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図 4.12  POD の解析誤差 
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 図 4.12 を見ると，（相対的に）低い周波数帯域と，スナップショットを取った周波数

点で誤差は小さく，それ以外で誤差が若干増加している箇所が見受けられる．しかし，

いずれも 0.1％未満と非常に小さいことから，縮約 FEM 方程式で求めた入力データを用

いても精度への影響は小さいと考える．  
 
正則化項の調整パラメータの検討 
 次に，目的関数に新たに導入する正則化項の調整パラメータαを，L カーブ法により検

討した．L カーブ法における誤差ノルムと解ノルムはそれぞれ次式で計算される．  

s cnorm z W Wr ε ε ε= + +  (4.32) 

norms αε=  (4.33) 

αを変更しながら逐一カーブフィッティングを行い，両ノルムをプロットした結果を図 

4.13 に示す．α=1.0×10-3近傍でカーブが急峻に変化し，L 字状になっている．従って，こ

の点を L カーブ法で導いた安定解のある調整パラメータとみなし，α=1.0×10-3とした． 
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(a) L カーブ                      (b) αとノルム 

図 4.13  L カーブのプロット結果 

 
回路段数 q の検討 
 本手法で実施した GA の適用条件および，回路条件を表 4.5 示す． 
 

表 4.5 GA 適用条件 

Selection method REXstar 

Crossover method JGG 

Number of the individuals 60×q 

Threshold value for convergence 1.0×10-8 

MAX number of generations 1.0×105 

Number of frequency points of input data m 16 (10, 100, 200, …, 1500Hz) 
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上記条件により，回路段数 q を 1~5 段とし，それぞれ回路を生成した．生成した各段

数の回路における，GA の最適解の評価値 f を図 4.14 に示す．q=3 で評価値は急激に改善

され，その後は段数を増やしても変化が見受けられない．したがって，本問題において

は回路段数 q は 3 段で十分と考える． 
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図 4.14 回路段数 q と GA の評価値 
 
回路素子値の考察 

生成した回路の素子値と目的関数 f を表 4.6 に示す．比較のため，回路段数 q=2, 3, 4
の 3 ケースの結果を記載した．また，各ケースで GA の初期個体をランダムに変更して 5
回生成を実施した(ciruit1~5)．以下に回路素子値についての考察を述べる． 

 
(a) まず，q=2, 3 では，ciruit1~5 の回路素子値と f はほぼ一致している．一方，q=4 では， 

R は 4 段目，L は 3, 4 段目で，ciruit1~5 の素子値にばらつきが出ている．しかし，f
はいずれも一致している． 

(b) また，q=2 と q=3 では回路素子値は全く異なっている．一方，q=3 と q=4 では，R は

3 段目とも，L も 3 段目以外はよく一致している． 
 

(a), (b)に加え，図 4.14 にて q=3 で f の改善が収束していることを鑑みると，q=4 の 4 段

目以降の素子は冗長であると考えられる．冗長な素子を除けば，いずれの場合も ciruit1~5
の回路素子値は一意となった．  
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表 4.6 回路素子値 

(a) q=2 

Element [Ω]or[H] circuit 
1 

circuit 
2 

circuit 
3 

circuit 
4 

circuit 
5 

R1,1 3.153E+00 3.153E+00 3.153E+00 3.153E+00 3.153E+00 
R1,2 3.203E-04 3.203E-04 3.203E-04 3.203E-04 3.203E-04 
R2,1 3.750E-01 3.750E-01 3.750E-01 3.750E-01 3.750E-01 
R2,2 1.994E+00 1.994E+00 1.994E+00 1.994E+00 1.994E+00 
L1 6.963E-06 6.963E-06 6.963E-06 6.963E-06 6.963E-06 
L2 4.871E-05 4.871E-05 4.871E-05 4.871E-05 4.871E-05 

f( ωi, R, L ) 8.143E-01 8.143E-01 8.143E-01 8.143E-01 8.143E-01 
 

(b) q=3 

Element [Ω]or[H] circuit 
1 

circuit 
2 

circuit 
3 

circuit 
4 

circuit 
5 

R1,1 2.062E-01 2.062E-01 2.063E-01 2.062E-01 2.063E-01 
R1,2 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 
R2,1 8.161E-01 8.161E-01 8.161E-01 8.163E-01 8.160E-01 
R2,2 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 
R3,1 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 
R3,2 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 
L1 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 
L2 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 
L3 5.371E-05 5.371E-05 5.371E-05 5.371E-05 5.371E-05 

f( ωi, R, L ) 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 
 

(c) q=4 

Element [Ω]or[H] circuit 
1 

circuit 
2 

circuit 
3 

circuit 
4 

circuit 
5 

R1,1 2.062E-01 2.063E-01 2.063E-01 2.064E-01 2.063E-01 
R1,2 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 2.115E-04 
R2,1 8.163E-01 8.161E-01 8.160E-01 8.158E-01 8.158E-01 
R2,2 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 1.312E-02 
R3,1 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 3.632E-01 
R3,2 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 1.492E+01 
R4,1 1.484E-04 2.739E-04 2.646E-05 1.417E-04 2.768E-04 
R4,2 2.389E-13 8.845E-12 1.007E-03 2.091E-11 5.870E-08 
L1 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 7.922E-06 
L2 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 5.004E-05 
L3 3.064E-04 3.242E-04 5.397E-05 6.796E-04 5.514E-05 
L4 6.513E-05 6.437E-05 1.103E-02 5.832E-05 2.077E-03 

f( ωi, R, L ) 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 2.839E-01 
 
回路による解析結果 

生成した修正 Cauer 回路（α=1.0×10-3，回路段数 q=3）による解析結果について述べる． 
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(1) 周波数応答解析 
生成した回路と FEM それぞれにより，誘導コイルの電流周波数応答と，誘導コイル・

被加熱材のジュール損失（Wc, Ws）を解析した結果を図 4.15 に示す．いずれも，回路に

よる解析結果は FEM とよく一致している．また，従来 Cauer 回路では計算できなかった

誘導コイル・被加熱材それぞれのジュール損失についても，修正 Cauer 回路では精度よく

計算できた． 
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Lo

ss
 [W

]
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Wc_FEA Wc_Cauer

 
(a) 誘導コイル電流     (b) ジュール損失 

図 4.15 周波数応答計算結果 

 
(2) 過渡応答解析 
次に，生成した Cauer 回路を用いて，電源系に対する過渡応答解析を行った．電源系は

簡単のため，図 4.16 に示すよう，内部抵抗を持つ正弦波電圧源とした． 
生成した修正 Cauer 回路と FEM により求めた，誘導コイルの電流過渡応答および，効

率の計算結果を図 4.17 に示す．なお，電源の内部抵抗は Cauer 回路に含むものとした． ま
ず，誘導コイルの電流については，修正 Cauer 回路の解析結果は FEM とほぼ一致してい

る．また，効率については，変曲点で多少の誤差はあるものの大凡一致しているため，

精度としては十分と考える． 
 

 Cauer
+

-
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図 4.16 過渡応答解析モデル 
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(a) 誘導コイル電流    (b) 効率 

図 4.17 過渡応答解析結果 

 
(1), (2)の解析結果より，修正 Cauer 回路では，周波数応答，過渡応答のいずれにおいて

も，精度よく IH の入出力解析ができることを確認できた． 
 

(3) 計算時間 
最後に，FEM と Cauer 回路の解析時間を表 4.7 に示す．FEM では周波数・過渡応答解

析それぞれのサンプル 1 点あたりの解析に 40-50 分要するのに対し，Cauer 回路ではいず

れも 1 秒未満であり，大幅に時間を短縮できた． 
 

表 4.7 計算時間の比較 

 FEM Cauer 

Frequency response 
(for 1  freq. sample) 

About 50min Less than 1sec 

Transient response 
(for 1 time step) 

About 40min Less than 1sec 

Machine info.  Intel(R) Xeon(R) E-2186M CPU@2.90GHz, 64.0GB RAM 

4.5. 4 章のまとめ 

IH の電源系に対する応答解析高速化のため，Cauer 回路を基本とした，IH の等価回路

生成手法に関する検討について述べた． 
Cauer 回路生成に関する先行研究では，解析対象に導電性材料が複数ある場合を前提と

していない．IH の場合，少なくとも，被加熱材と，IH 自身の誘導コイルが導電性材料と

なり，それぞれの渦電流とジュール損失を考慮する必要がある．そこで本研究では，複

数の導電性材料に生じる渦電流・ジュール損を分離して考慮するため，POD とカーブフ
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ィッティングを用いた修正 Cauer 回路の生成手法を提案した． 
従来 Cauer 回路による解析結果では，誘導コイルの電流周波数応答については精度よく

計算できたが，誘導コイルと被加熱材の各部に生じるジュール損失を分離して計算でき

なかった． 
 
一方，本研究の成果である修正 Cauer 回路では，上記のいずれも精度よく解析すること

ができた．また，電源系に対する過渡応答解析も同様に，精度よく解析することができ

た．解析時間では，FEM では周波数・過渡応答解析それぞれのサンプル 1 点あたりの解

析に 40-50 分要するのに対し，Cauer 回路に要する時間はいずれも 1 秒未満と，大幅に短

縮できた． 
以上の結果より，提案手法で生成した等価回路によって，周波数領域，時間領域の応

答解析を高速かつ精度良く計算できることが分かった．修正 Cauer 回路により，IH の出

力制御の高精度化が期待される．今後の課題としては，導電性材料数が増加した場合の

解析精度の確認や，最適な回路段数 q の決定方法等が挙げられる． 
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第5章 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モ

デル構築 

実際の熱延における IH 制御は，圧延の条件によって変化する種々の条件を考慮し，IH
の出側（通常，仕上圧延機の入側）に設置される温度計による測定温度（仕上入側温度：

Finishing Entry Temperature: FET）を，目標温度に制御する必要がある．熱延中のバーヒー

タによる加熱の概要を図 5.1 に示す．上記の圧延条件の内，IH の加熱に影響を与えるも

のとしては例えば，被加熱材の板厚や板幅，鋼種等の材料諸元，IH 進入時の速度・入側

での温度分布等の他の制御との関連により決まる条件，更には，周囲温度や熱放射率の

環境条件等，多岐に渡る．これらの多様な因子を全て考慮し，物理的な意味合いを有す

る数理モデル＊)を構築することは困難である．  
一方，ここ数年で AI・IoT 技術の産業応用が急激に普及している．大量の機器やセン

サが設置されるプラントから得られるデータは，そのデータ量と非線形性から，機械学

習・深層学習によるデータ分析と親和性が高い．熱延ラインにおいても，これらのデー

タを用いた設備監視や異常検知に関する技術開発や，制御応用として，データ駆動型制

御モデル（データドリブンモデル）の研究開発が盛んに行われている[55-58]． 
熱延制御に用いられる従来の数理モデルは，理論式や，現象を支配すると想定される

モデル式を準備し，実績データを用いたパラメータ同定により精度向上を図っている．

これらのモデルは変数が物理的な意味合いを有しているため，現象と関連付けやすく，

解釈性がよいという利点がある．一方，先に挙げたデータドリブンモデルは，機械学習

モデル等の複雑系に対しても有効なモデル式を準備し，実績データを使ってパラメータ

を同定する．従って，従来モデルよりも解釈性は劣るが，より複雑な現象に対しても精

度よい予測が期待できる． 
そこで本研究では，機械学習を用いたデータドリブン型の数理モデルに注目し，熱延

中の多様な因子を考慮した， IH の制御モデルを構築する．制御モデルとして，IH によ

る加熱後の被加熱材温度を予測する温度予測モデルと，被加熱材を所望の温度分布に加

熱するための IH の電力を予測する電力予測モデルの 2 つを提案する． 
本章の構成を述べる．5.1 節では，本研究で機械学習モデルとして用いるニューラルネ

ットワーク(Neural Network：NN)の概要を述べる．次に，5.2 節で，提案する制御モデル

の概要を述べる．5.3 節で，提案した制御モデルの適用結果について述べる．5.4 節で，

構築した制御モデルを用いて行った加熱シミュレーションについて述べる．最後に，5.5
節にて総括を行う． 
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図 5.1 熱延中のバーヒータによる加熱概要 

 
*) 本論文においては数理モデルを「数学の言葉により記述された系」の意味で使用する．機械学

習を用いたモデルも含まれる． 

5.1. ニューラルネットワーク  

本研究では，IH の制御モデル構築のため，機械学習の一種である NN を用いる[59]．
NN は，脳の神経系を模した数学モデルである．NN は柔軟な学習器として知られ，分類

や回帰，パターン認識等，幅広く応用できる． 本節では NN の概要について述べる． 

5.1.1. メカニズム 

NN は，脳細胞であるニューロンの発火による信号伝達を模している．脳内には数百億

のニューロンがあり，相互接続されネットワークを構成している．ニューロンが他の神

経細胞からいくつかの刺激を受け，その和がある閾値を超えると，発火（活性化）され

て出力を出す．この出力は軸の末端まで送られ，シナプスを通じて近隣のニューロンに

伝達される（図 5.2）．NN では，本プロセスを単純化し，数学モデルにより表現してい

る． 
 

バーヒータ通過前後の表面温度履歴

 



機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築ニューラルネットワーク 

73 

出力信号

入力信号

シナプス
細胞体

 
図 5.2 ニューロンの構造 

5.1.2. 数学モデル 

NN のモデル図を図 5.3 以下に示す．NN では，入力信号 x を重み係数 w により重みづ

けし，その和を，関数 f を介して出力する．このようなモデルは次式のように表すことが

できる． 

( ) ( )ty f=x w x  (5.1) 

ここで，f は活性化関数と呼ばれ，ニューロンの発火を模擬する関数である．活性化関数

にはステップ関数や，シグモイド関数，双曲線関数（tanh 関数）などが用いられる．非

線形な活性化関数を用いることで，ニューラルネットにより非線形モデルを構築するこ

とができる． 

x1

x2

x3

y(x)Σ ｆ

w1

w2

w3

 

図 5.3 NN のモデル図 

 
本研究では，活性化関数として tanh 関数を採用する．tanh 関数は図 5.4 に示すように， 

-1 ~ +1 の範囲で値を持つ分布特性の関数である．  
また，NN の階層を多層とすることで，より複雑なネットワークを実現できる．このよ

うな多層 NN の構成を図 5.5 に示す（中間層：層数 m，ノード数 n）．z1, z2 ノードにより

構成される層は中間層と呼ばれる．中間層の層数やノード数を増やすことで，NN の表現

力も増加する． 
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図 5.5 多層 NN のモデル 

5.2. 制御モデルの概要  

 NN を用いた，IH の制御モデルの概要について述べる．本研究では制御モデルとして，

以下の 2 つを提案する． 
 
(1) 温度予測モデル 

IH により加熱した被加熱材の温度を予測するモデルである．熱延中の圧延材（被加熱

材）の温度は，被加熱材の空間方向，時間方向に分割した差分法により，ステップバイ

ステップで計算されている．IH で加熱する場合は，前述差分法において，IH による板投

入電力から計算される熱流を発熱項として与えて計算し，所望の地点における温度を求

める．本プロセスを，制御過程で IH の出力が変更される度に実行する必要がある． 
 本研究で提案する温度予測モデルは，上記のステップバイステップによる温度計算負

荷を軽減するため，加熱後の任意時刻における被加熱材の温度を直接求める予測モデル

である． 
 
(2) 電力予測モデル 
被加熱材を所望の温度分布に制御するための，IH の板投入電力を予測するモデルであ

る．熱延中の IH の出力設定において， FET 位置における計算温度が目標値となるまで，
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IH の出力を変更し，上記の差分法による計算を繰り返す必要がある． 
本研究で提案する電力予測モデルは，上記の繰り返し計算による出力設定の計算負荷

を軽減するため，加熱後の任意時刻において，被加熱材を目標温度分布とするための IH
の板投入電力を直接求める予測モデルである． 
 
 以下に，各モデルの詳細を述べる． 

5.2.1. 温度予測モデル 

 温度予測モデルの概要を図 5.6 に示す．まず，図中の左に示す圧延条件とは，熱延時に

搬送される被加熱材の寸法や温度，鋼種等の条件である．一般的な圧延条件の内，IH の

加熱昇温に関係するものを記載している．また，温度目標が与えられる FET（仕上圧延

入側温度計）で計測される被加熱材の温度は，搬送速度や計測位置次第に依存するため，

加熱後の被加熱材温度の時間変化を予測できるようにする．上記の圧延条件に加え，IH
による被加熱材投入電力も入力変数とする．これらの入力変数を予測モデルに入力し，

当該条件における板厚方向の温度分布を予測し出力する． 
 

板寸法 (板厚・板幅)

鋼種 (比熱・比重) (*)

温度条件 (初期温度分布・放射率(*))

IH出力（板投入電力）

？
時間 (速度・FET計測位置)

+

圧延条件

板厚方向温度分布

予測モデル
（ニューラルネット）

(*) は一定とした

 
図 5.6 温度予測モデルの概要 

 
 温度予測モデルにおける NN の構成を図 5.7 に示す．入力層（9 次元）には，板厚，板

幅，板投入電力，時間（IH 加熱開始からの経過時間）と板厚方向に分割した各要素（5
要素）の初期温度を入力する．中間層は 2 層の全結合層とし，ノード数は 10 とする．出

力層（5 次元）からは，入力した時間における，板厚方向の各要素の温度が出力される． 
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板厚方向の
各要素の初期温度

板厚,板幅
電力,時間

板厚方向の
各要素の温度

入力層 出力層

中間層
（2層,10ノード）

 
図 5.7 NN の構成（温度予測モデル） 

 

5.2.2. 電力予測モデル 

 電力予測モデルの概要を図 5.8 に示す．入力変数とする圧延条件については温度予測

モデルと同様であるが，本モデルでは，圧延条件に加え，当該条件における加熱後の板

厚方向の目標温度分布を入力変数とする．予測モデルは，被加熱材を目標温度分布とす

るための板投入電力を予測し，出力する． 
 

板寸法 (板厚・板幅)

鋼種 (比熱・比重) (*)

目標温度分布

？
時間 (速度・FET計測位置)

+

圧延条件

IH出力
（板投入電力）

予測モデル
（ニューラルネット）

(*) は一定とした

温度条件 (初期温度分布・放射率(*))

 
図 5.8 電力予測モデルの概要 

 
電力予測モデルにおける NN の構成を図 5.9 に示す．入力層（14 次元）には，板厚，

板幅，板投入電力，時間（IH 加熱開始からの経過時間），板厚方向の各要素（5 要素）の

初期温度と，入力した時間における，板厚方向の各要素の目標温度を入力する．中間層

は温度予測モデルと同様，2 層の全結合層とし，ノード数は 10 とする．出力層（1 次元）

からは，入力した時間において目標温度とするための板投入電力が出力される． 
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板厚方向の
各要素の初期温度

板厚,板幅,時間

入力層
出力層

中間層
（2層,10ノード）

板厚方向の
各要素の目標温度

IH電力
（板投入電力）

 
図 5.9 NN の構成（電力予測モデル） 

 

5.3. 適用結果 

 本節では，本研究で提案する IH 予測モデルの構築結果について述べる．本手法の適用

対象は，前章で用いた鉄心付き簡易バーヒータモデル(1/8 モデル)である．図 5.10 に再掲

する． 
 

Steel plate

Iron core

Induction coil

x
z

y

 

図 5.10 【再掲】鉄心付き簡易バーヒータモデル 
 

5.3.1. データセット 

NN の訓練・検証に使用するデータセットについて述べる．データセットは、準静磁場・

熱伝導 FEM によるパラメータのケーススタディにより，以下のように用意した． 
 
【データセット】 
・板厚（5 区分）：30, 40, 50, 60, 70mm 

節点数：41,806 

要素数：231,595 
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・板幅（6 区分）：1000, 1200, 1400, 1600, 1800, 2000mm 
・時間（11 区分）：0, 1.0, 2.0, …, 10.0sec 
・初期温度分布（7 区分×6 パターン）：T0=800, 850, ...,, 1100degC 各 T0に対し，後述する

図 5.12 の 6 つの分布パターンを適用 
・板投入電力（11 区分）：板厚/板幅の組み合わせ（30 区分）に対し，それぞれ異なる 11
区分を用意 
・上記入力データセットそれぞれに対する，加熱後の板厚方向温度分布（データ総数分） 
 

データ総数：5×6×11×7×6×11=152460 
 

なお，各データは[0,1]の範囲で値を取るよう，正規化した( pnorm=(p-pmin)/(pmin-pmax), p:
元データ，pnorm: 正規化後データ，pmin: p の最小値，pmax: p の最大値)．用意したデータセ

ット（正規化後）の一例を図 5.11 に示す．表の 1 行が 1 つのデータセットに対応する．

なお，表中の”T”は加熱後の温度，”T0”は初期温度，”seg”は要素番号を意味する． 
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Thick
[-]

Width
[-]

Power
[-]

TIME
[-]

T0[-]
seg1

T0[-]
seg2

T0[-]
seg3

T0[-]
seg4

T0[-]
seg5

0.00025 0 0.004 0 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.1 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.2 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.3 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.4 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.5 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.6 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.7 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.8 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 0.9 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.00025 0 0.004 1 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069

0.25 0.2 0.345 0 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.1 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.2 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.3 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.4 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.5 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.6 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.7 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.8 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 0.9 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069
0.25 0.2 0.345 1 0.156 0.122 0.087 0.069 0.069  

T[-]
seg1

T[-]
seg2

T[-]
seg3

T[-]
seg4

T[-]
seg5

0.169 0.134 0.114 0.113 0.113
0.155 0.138 0.119 0.114 0.114
0.145 0.137 0.124 0.119 0.119
0.138 0.136 0.127 0.124 0.124
0.133 0.134 0.130 0.128 0.128
0.128 0.133 0.131 0.130 0.130
0.124 0.131 0.131 0.131 0.131
0.121 0.129 0.131 0.131 0.131
0.118 0.128 0.131 0.131 0.131
0.116 0.126 0.130 0.131 0.131
0.114 0.124 0.129 0.130 0.130
0.315 0.214 0.149 0.137 0.124
0.283 0.223 0.161 0.137 0.131
0.262 0.223 0.170 0.144 0.137
0.246 0.219 0.176 0.152 0.144
0.233 0.215 0.180 0.159 0.152
0.223 0.211 0.183 0.164 0.158
0.214 0.207 0.184 0.169 0.164
0.207 0.203 0.186 0.173 0.169
0.200 0.199 0.186 0.176 0.173
0.195 0.196 0.187 0.179 0.176
0.190 0.193 0.187 0.181 0.178  

図 5.11 データセット（一部） 
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訓練データ 
 上記データセットの内，ランダムに選んだ 60%を訓練データとする．なお，同一のデ

ータセットが複数選ばれないようにする． 
 
検証データ 
 上記データセットの内，訓練データ以外の 40%を検証データとする．  
 
初期温度分布 

訓練・検証データにおける初期温度分布の設定方法について述べる．通常，圧延中の

圧延材（被加熱材）は，周囲の空気やスプレー水の影響で，板表面の温度が内部よりも

低い．一方，バーヒータによる加熱では渦電流が板表面に集中するため，加熱直後は板

表面の温度が高い．バーヒータによる加熱後，定常状態に遷移するまでの非定常状態の

間は，板厚方向の温度分布は複雑になる． 
 本研究では，典型的な板厚方向温度分布として用意した 6 パターンの分布関数を用い

て，初期温度分布を作成した． 板厚方向分布を表す分布関数を図 5.12 に示す．ここで，

横軸の要素番号は，被加熱材を板厚方向に分割したときの番号であり，要素番号 1 が被

加熱材の板厚方向表面，要素番号 5 が被加熱材の板厚方向中心に対応する要素を示す． 
 

0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

1 2 3 4 5

分
布
関
数

[-]

要素番号

パターン1 パターン2 パターン3

  

0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

1 2 3 4 5

分
布
関
数

[-]

要素番号

パターン4 パターン5 パターン6

 
(a) パターン 1~3      (b) パターン 4~6  

図 5.12 板厚方向の温度分布関数 

 
 上記の分布関数に初期温度 T0を乗ずることで，板厚方向の初期温度分布とする．例と

して，T0=900degC における各パターンの板厚方向温度を図 5.13 に示す． 
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(a) パターン 1~3      (b) パターン 4~6 

図 5.13 板厚方向の温度分布（T0=900degC） 

5.3.2. 温度予測モデル 

生成した温度予測モデルの精度を検証する．検証データに対し，FEM，NN それぞれで

計算した温度（板厚方向各要素の温度）のプロットを図 5.14 に示す．いずれの温度域に

おいても，NN によって FEM と相違なく温度を予測できている． 
 

板厚方向の要素（5分割）

  
図 5.14 NN の予測結果 

 
また，次式で定義する解析誤差を計算した結果，Error=0.264%であり，検証データに対

する解析精度は良好であった． 

( )
( )

2

2100*
n FEM NN

i ii
n FEM

ii

Error
−

=
∑
∑

T T

T
 (5.2) 

ここで， 
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 n  : 検証データ総数 (=60984) 

 Ti
FEM : i 番目データの温度（板厚方向 5 点分）（FEM） 

Ti
NN : i 番目データの温度（板厚方向 5 点分）（NN） 

である．  
 

生成した温度予測モデルによる予測結果の例を示す．今，検証データから表 5.1 に示

す条件のデータセットを選んだ．本条件にて，FEM と NN で被加熱材温度を計算した結

果を図 5.15 に示す．ここで，グラフ横軸は時間，縦軸は温度を示している．実線で示

す”FEM_seg1”は，FEM による要素番号 1 の温度の解析結果，”NN_seg1”は温度予測モデ

ルによる要素番号 1 の温度の予測結果であり，seg2~5 についても同様である．図 5.15 よ

り，NN によって各板厚方向要素の温度履歴を，FEM と同等の精度で予測できているこ

とが確認できる． 
 

表 5.1 確認用の検証データ条件 

板厚 

[mm] 

板幅 

[mm] 
初期温度[degC ] /分布 

板投入電力 

[-] 

40 1800 T0=950 / パターン 4 0.584 

 

900

920

940

960

980

1000

1020

1040

1060

1080

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Te
m

pe
ra

tu
re

 [d
eg

C
]

Time [sec]

FEM_seg1

FEM_seg2

FEM_seg3

FEM_seg4

FEM_seg5

NN_seg1

NN_seg2

NN_seg3

NN_seg4

NN_seg5

 
図 5.15 検証データの解析結果例（温度予測モデル） 

5.3.3. 電力予測モデル 

生成した電力予測モデルの精度を検証する．検証データに対し，FEM，NN それぞれで

計算した電力のプロットを図 5.16 に示す．いずれの電力域においても，NN によって FEM
と相違なく電力を予測できている． 
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図 5.16 NN の予測結果（電力予測モデル） 

 
また，次式で定義する解析誤差を計算した結果，Error=1.189%であり，検証データに対

する解析精度は良好であった． 

( )
( )

2

2100*
n FEM NN

i ii
n FEM

ii

P P
Error

P

−
=

∑
∑

 (5.3) 

ここで， 

 n  : 検証データ総数 (=60984) 

 Pi
FEM : i 番目データの板投入電力（FEM） 

Pi
NN : i 番目データの板投入電力（NN） 

である． 
 
生成した電力予測モデルによる予測結果の例を示す．今，検証データから，表 5.2 に

示す寸法条件の内，適当数のデータセットを選んだ．本条件にて，FEM と NN で板投入

電力を計算した結果を図 5.17 に示す．ここで，グラフ横軸は加熱後の被加熱材の表面温

度（要素番号 1 の温度），縦軸は板投入電力を示している．また，例えば，”FEM_778”は，

被加熱材表面の初期温度が 778degC のデータに対する FEM の計算結果を，”NN_778”は，

同データに対する NN の予測結果を示す．図 5.17 より，いずれの条件に対しても，NN
により必要な板投入電力を精度よく予測できていることが確認できる． 
 

表 5.2 確認用の検証データ条件 

板厚 

[mm] 

板幅 

[mm] 

60 1200 
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図 5.17 検証データの解析結果例（電力予測モデル） 

5.4. 加熱シミュレーション 

本節では，5.3 節で構築した温度予測モデルを用いた，バーヒータによる熱延中の被加

熱材の加熱シミュレーションについて述べる．バーヒータは通常，搬送方向に 2 台並ん

で設置される．従って，本節の加熱シミュレーションも，バーヒータは 2 台として実施

する．まず，バーヒータ 1 による加熱を温度予測モデルで予測し，その出力を初期温度

として再度，バーヒータ 2 による加熱を温度予測モデルで予測する．便宜上，上流側（加

熱炉側）をバーヒータ 1，下流側（ダウンコイラ側）をバーヒータ 2 と称する． 
 

以下に，各シミュレーションの共通条件を示す． 
 
A) 初期温度分布 
 実際の熱延時の状態を模擬するため，事前解析として，図 5.12 のパターン 1 の分布関

数を初期分布として熱伝導解析（熱源なし，空気冷却のみ）を行い，板厚方向分布が定

常状態になったときの各要素の温度を，バーヒータ 1 の入側における初期温度とする． 
 
B) 板搬送速度 
 被加熱材のバーヒータ通過時の搬送速度は 1.5m/s と想定する． 
 
C) シミュレーション時間 
 シミュレーションする時間の範囲は，現実的な被加熱材の搬送速度と FET 設置位置を

鑑みて，12sec を上限とする． 
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5.4.1. シミュレーション 1（薄物） 

まず，製品厚が比較的薄い（薄物）場合を想定し，当該圧延においてバーヒータ入側

で想定される板厚の条件（30mm）により，シミュレーションを行った．その他の条件も

表 5.3 にまとめて示す． 
 

表 5.3 シミュレーション条件 1 

板厚 

[mm] 

板幅 

[mm] 

板投入電力 

バーヒータ 1 [-] 

板投入電力 

バーヒータ 2 [-] 

30 1000 0.106 0.106 

 
シミュレーション結果を図 5.18 に示す．被加熱材の解析点がバーヒータ 1 の入側（昇

温が始まる位置）に来た時を Time=0sec としている．また，バーヒータ 1, 2 それぞれで

加熱昇温している時間範囲を，半透明の赤い短冊で示している． 
温度予測モデルによる，バーヒータ 1 の加熱後の温度予測結果は，FEM とほぼ一致し

ている．バーヒータ 2 での加熱直後で，被加熱材表面の要素（seg1）の温度誤差が若干増

加しているが，実制御上の外乱による変動程度の誤差であることと，それ以外の予測は

よく一致していることから，精度としては十分と考える．  
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図 5.18 加熱シミュレーション 1 
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5.4.2. シミュレーション 2（厚物，広幅） 

次に，製品厚が比較的厚く（厚物），かつ，コイルの幅が広い（広幅）場合を想定し，

当該圧延においてバーヒータ入側で想定される板厚・幅の条件（50mm, 2000mm）より，

シミュレーションを行った．その他の条件も表 5.4 にまとめて示す． 
 

表 5.4 シミュレーション条件 2 

板厚 

[mm] 

板幅 

[mm] 

板投入電力 

バーヒータ 1 [-] 

板投入電力 

バーヒータ 2 [-] 

50 2000 0.320 0.320 

 
シミュレーション結果を図 5.19 に示す．シミュレーション 1 と板寸法・初期温度が異

なっているが，温度予測モデルにより，板厚方向の各要素の温度を精度よく予測できて

いることが確認できる． 
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図 5.19 加熱シミュレーション 2 
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5.4.3. シミュレーション 3（中物，ヒータ出力配分） 

最後に，製品厚が普通程度（中物）で，2 台のバーヒータの出力が異なる場合を想定し，

シミュレーションを行った．その他の条件も表 5.5 にまとめて示す． 
 

表 5.5 シミュレーション条件 3 

板厚 

[mm] 

板幅 

[mm] 

板投入電力 

バーヒータ 1 [-] 

板投入電力 

バーヒータ 2 [-] 

40 1600 0.114 0.308 

 
 

シミュレーション結果を図 5.20 に示す．バーヒータ 1, 2 で板投入電力が異なる場合で

も，温度予測モデルにより，板厚方向の各要素の温度を精度よく予測できていることが

確認できる． 
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図 5.20 加熱シミュレーション 3 
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5.5. 5 章のまとめ 

本章では，熱延中の多様な因子を考慮した，IH の制御モデルの構築について述べた．

実際の熱延における IH 制御では，圧延の条件によって変化する種々の条件（被加熱材の

板厚や板幅，鋼種等の材料諸元，IH 搬入時の速度・入側での温度分布等の他の制御との

関連により決まる条件，周囲温度や熱放射率の環境条件等）を考慮しながら，IH の出側

の温度を目標温度に制御する必要がある．しかし，理論ベースの数理モデルで上記を直

接考慮するのは困難であるという問題があった． 
そこで本研究では，データドリブン型の数理モデルに注目し，機械学習の一種である

NN を用いた，熱延中の多様な因子を考慮可能な， IH の制御モデルを構築した．制御モ

デルとして，IH による加熱後の被加熱材温度を予測する温度予測モデルと，被加熱材を

所望の温度分布に加熱するための IH の電力を予測する電力予測モデルの 2 つを提案した． 
 
提案した温度予測モデルにより，FEM に対して約 0.26%の誤差で，任意時間の被加熱

材の，板厚方向温度分布を予測できた．また，提案した電力予測モデルにより，FEM に

対して約 1.19%の誤差で，被加熱材を所望の温度分布に制御するために必要な板投入電力

を予測できた．また，温度予測モデルを用いて行った３ケースの加熱シミュレーション

では，いずれも FEM で行った場合と同等の結果を得ることができた．以上より，提案し

た制御モデルの有効性を確認できた．本モデルを用いることで，熱延中の IH 制御の計算

の効率化が期待できる． 
今後の課題としては，実際の圧延データを用いたモデル精度の向上，入力変数の増加，

板厚-板幅 2 次元平面の温度分布予測への拡張等が挙げられる． 
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第6章 結論 

本研究では，IH による熱延温度制御の精度向上を目的とし，FEM を基礎技術とし，

FEM の計算量が膨大になる欠点を取り除き，高速かつ高精度な数理モデル構築を目指し，

要素技術である①固有直交分解法，②等価回路生成，③機械学習により各種の提案をし

た．以下に各提案に至った IH の技術課題と，要素技術による成果を総括する． 

6.1. 固有直交分解法を用いた誘導加熱装置の解析縮約（3 章） 
IH の FEM 解析のためには，被加熱材の搬送を考慮し，3 次元 FEM モデルの準静磁場

解析と熱伝導解析を連成して行う必要がある．本解析を種々の電源・被加熱材条件に対

し逐一行う場合，膨大な解析時間を要するという問題があった． 
そこで本研究では，(a)IH による被加熱材の加熱解析に特化した，準静磁場-熱伝導連

成解析手法を提案した．また，(b)準静磁場の特性解析高速化のため，MOR の一種であ

る POD を，電源周波数特性と導電率特性の解析に適用し，その有効性について議論し

た． 
 

本研究による成果 

a) 準静磁場-熱伝導連成解析の高速化 
3次元準静磁場解析と 2次元熱伝導解析による IHと被加熱材の連成解析方法を提

案し，その有効性を確認した．本手法によって解析した被加熱材の平均温度は，本

来の 3 次元熱伝導解析の結果とよく一致しており，提案手法に基づく解析結果が妥

当であることを確認した． 
 

b) POD による準静磁場の特性解析高速化 
IH の周波数特性の解析高速化のため，周波数特性に対する POD を FEM に適用し

た．POD を用いて得られたコイル電流，被加熱材のジュール損失密度は，コイル渦

電流を考慮しない場合とする場合の何れにおいても，FEM に対し精度の劣化はほぼ

なく，解析時間は大幅な短縮となった．また，被加熱材の導電率特性の解析高速化

のため，導電率特性に対する POD を FEM に適用した結果，同様に解析精度・時間

とも良好であった． 



 
熱間薄板圧延向け誘導加熱装置の数値解析および制御モデル構築に関する研究 下谷 俊人 

90 

6.2. 誘導加熱装置の等価回路生成（4 章） 

電磁機器及び駆動・制御回路の設計等において，電磁数値解析と回路系の連成解析

の時間短縮のため，電磁機器の入出力特性を等価回路により表現する方法がある．近年

では，Cauer 回路と呼ばれる梯子回路を用いた，機器の特性表現に関する研究が盛んに

行われている．しかし，Cauer 回路は準静磁場の磁束と渦電流を精度よく表現できるが，

従来の Cauer 回路は，IH による加熱解析のように，解析対象に導電性材料が複数ある場

合に，各導電性材料のジュール損失を分離して考慮できないという問題があった． 
そこで本研究では，複数の導電性材料に生じる渦電流・ジュール損を分離して考慮す

るため，POD とカーブフィッティングを用いた修正 Cauer 回路の生成手法を提案した． 
 

本研究による成果 

従来 Cauer 回路による解析では，誘導コイルの電流周波数応答については精度よく計

算できたが，誘導コイルと被加熱材の各部に生じるジュール損失を分離して計算できず，

IH の効率を求めることができなかった． 
一方，修正 Cauer 回路では，上記のいずれも精度よく解析することができた．また，

電源系に対する過渡応答解析も同様に，精度よく解析することができた．解析時間は，

FEM の場合，周波数・過渡応答解析それぞれのサンプル 1 点あたりの解析に 40-50 分要

するのに対し，Cauer 回路の場合はいずれも 1 秒未満と，大幅な短縮となった．以上よ

り，提案手法で生成した等価回路によって，周波数領域，時間領域の応答解析を高速か

つ精度良く計算できることが確認できた．提案した修正 Cauer 回路を用いることで，IH
の出力制御の高精度化が期待される． 

6.3. 機械学習を用いた誘導加熱装置の制御モデル構築（5 章） 

実際の熱延における IH 制御では，圧延の条件によって変化する種々の条件（被加熱

材の板厚や板幅，鋼種等の材料諸元，IH 搬入時の速度・入側での温度分布等の他の制御

との関連により決まる条件，周囲温度や熱放射率の環境条件等）を考慮し，IH の出側の

温度を目標温度に制御する必要がある．しかし，理論ベースの数理モデルで上記を直接

考慮するのは困難であるという問題があった． 
そこで本研究では，データドリブン型の数理モデルに注目し，機械学習の一種である

NN を用いた，熱延中の多様な因子を考慮可能な， IH の制御モデルを構築した．制御モ

デルとして，IH による加熱後の被加熱材温度を予測する温度予測モデルと，被加熱材を

所望の温度分布に加熱するための IH の電力を予測する電力予測モデルを提案した． 
 

本研究による成果 

提案した温度予測モデルにより，FEM に対して約 0.26%の誤差で，任意時間の被加熱

材の，板厚方向温度分布を予測できた．また，提案した電力予測モデルにより，FEM に
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対して約 1.19%の誤差で，被加熱材を所望の温度分布に制御するために必要な板投入電

力を予測できた．また，温度予測モデルを用いて行った３ケースの加熱シミュレーショ

ンでは，いずれも FEM で行った場合と同等の結果を得ることができた．以上より，提案

した制御モデルの有効性を確認できた．本モデルを用いることによって，熱延プロセス

進行中における IH 制御の計算の効率化が期待できる． 

6.4. 今後の展望 
本論文では，IH の高速かつ高精度な数理モデル構築を目指し，①固有直交分解法，②

等価回路生成，③機械学習を用いた要素技術により，IH の数理モデル構築に関して述べ

た．以下に，IH における技術課題解決のための，各要素技術の利用のガイドライン案を

示す． 
 
要素技術①では，IH の準静磁場-熱伝導 FEM を高速に解くことができるため，所望の

電源周波数・被加熱材導電率の条件に対する場の分布を求めるために利用できる．準静

磁場-熱伝導連成解析高速化では，エッジヒータを適用対象としたが，バーヒータへの適

用も容易である．  
要素技術②では，IH の電源系に対する周波数・過渡応答を高速に求めることができる．

周波数応答解析の高速化は IH の電源系の設計検討の効率化に有効であり，過渡応答解

析の高速化は今後のオンラインでの出力制御に有効である．本要素技術はバーヒータを

適用対象としたが，フィッティングベースの等価回路生成手法は解析モデルへの依存性

が小さく汎用性が高いため，エッジヒータや，それ以外の機械構造を有する IH に対し

ても適用可能である． 
要素技術③では， IH の加熱による被加熱材の温度分布（板厚方向の 1 次元分布）や，

被加熱材を所望の温度分布に制御するための IH の出力電力を，繰り返し計算を要さず，

高速に求めることができる．そのため，オンライン制御を目指した IH の設定計算，被加

熱材の温度計算に利用できる．本要素技術はバーヒータを適用対象とした．エッジヒー

タに適用する場合は，被加熱材幅方向に昇温量が分布するため，被加熱材の 2 次元温度

分布を考慮する必要があり，手法の拡張が必要である． 
 
なお，本論文の提案手法は，特性を簡易化した IH モデルに対して適用し，有効性を検

証した．従って，提案手法の制御応用に向けては，実機モデルに提案手法を適用し，実

機データとの比較が必要である． 
本研究で扱った IH であるバーヒータおよびエッジヒータは，経験的に鉄心の磁気特

性を線形と仮定できることから，磁気非線形性を考慮していなかった。しかし，それ以

外の鉄心構造の異なる IH にはこのような仮定ができないことも想定される．磁気非線

形性を考慮した電磁機器の POD は文献[42]で提案されており，IH においても適用可能

と考える．また，従来 Cauer 回路に磁気ヒステリシス性を付与する方法が文献[60]等で提

案されており，修正 Cauer 回路への適用可能性の検証が必要である．修正 Cauer 回路に

磁気非線形性を付与することができれば，本回路の汎用性はより向上し，IH のみならず
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多様な電磁機器への適用が期待できる． 
4 章の IH の等価回路生成においては，正則化項のゲインは L カーブ法により決定した

が，回路段数については，段数を変更しながら逐一 GA を実行し，適切な段数を検討し

た．このような試行錯誤による回路段数の決定は，フィッティングベースの回路生成の

特長の 1 つである適用の容易さを損ないかねないため，最適な回路段数の決定方法が望

まれる． 
また，5 章の機械学習を用いた制御モデルにおいて，本研究では，被加熱材の温度分布

を，板厚方向の 1 次元分布により取り扱った．ソレノイド方式であるバーヒータによる

加熱昇温は通常，幅方向で均一のため，1 次元分布で問題ないが，トランスバース方式

（1.2.2 項参照）の IH と組み合わせた場合の適用を考えると，板厚-板幅の 2 次元分布を

考慮できるよう拡張が望まれる．また，提案した制御モデルは，最適化計算と組み合わ

せ，熱延中の消費エネルギーや被加熱材材質を最適化することで，熱延ラインの付加価

値向上にも貢献するものと期待される． 
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付録 A 電磁鋼板内磁界の解析解と等価回路生成  
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付録 A 電磁鋼板内磁界の解析解と等価回路生

成 

厚さ d の電磁鋼板の磁界を考える．今，電磁鋼板を無限平板と仮定すると，Maxwell
方程式より，次式の Helmholtz 方程式が導かれる．なお本付録では，複素数であることを

意味するものとして，記号の上部にドット”・”を付けることとする． 

( ) ( ) ωσµj,0 22
2 ==+
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∂ kzHk
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ここで，H
．

, ω, σ, µ はそれぞれ磁界の y 方向成分，角周波数，導電率，透磁率である．ま

た，境界条件を次式のように設定する． 

( ) 02/ HdH  =±  (A.2) 

(A.2)式を用いて(A.1)式を解くと，(A.1)式の解が次式のような電磁鋼板内磁界の解析解得

られる． 

( ) ( )
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kzzH  =  (A.3) 

(A.3)式より，磁束Φ
．
は次式のように表すことができる． 
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従って，複素透磁率µ
．

c は次式のように表すことができる． 







==

2
tan2

0

kd
kdHd

Φ
c µµ





  (A.5) 

(A.5)式に次式の連分数展開を適用する． 
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(A.6)式を適用すると，µ
．

c を次式のような Cauer 回路の形で表すことができる． 
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ここで，LCi, RCi はそれぞれ i 段目の回路のインダクタンス，抵抗に対応し，次式である． 
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また，(A.5)式を部分分数展開すれば，Foster 回路の形で表すことができる． 
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ここで，LFi, RFi はそれぞれ i 段目の回路のインダクタンス，抵抗に対応し，次式である． 

( ) 222
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=  (A.10) 

以上より，電磁鋼板内磁界の解析解を用いて Cauer 回路，Foster 回路を導出することがで

きた． 
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鋼板内の磁界表現 

電磁鋼板の厚さ方向（z 方向）の磁束密度 B 分布について考える．厚さを d としたとき，

z 方向の B 分布はルジャンドル多項式（直交多項式）を用いて次式のように展開できる． 
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ここで，aiは次式のように互いに直交しており，境界で 1 となる． 
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一方，鋼板内の渦電流の方程式は次式である． 
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(B.4)式に(B.1)式を代入することで，鋼板内の磁界 H(z,t)を次式のように求めることができ

る． 
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ここで，Hs は表面磁界である。また，B0が既知として，B2, B4…は次式を満たすように決

定される． 
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ここで，HDC(B)は鋼板の直流磁気特性であり，線形のときは HDC(B)=νB で与えられる．

2 次の項(α0, α2, β2, β4)まで用いた場合，未知数 Hs, B2を求める式は 
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(B.3)式の直交性より，(B.8)式において αi=α0 とすれば B0，αi=α2 とすれば B2が得られる． 
 
<1> αi=α0とした場合 
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ここで，(B.9)式左辺第 2 項は 
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また，(B.9)式左辺第 3 項は 
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(B.10),(B.11)式より，結局(B.9)式は 
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となる． 
 
<2> αi=α2とした場合 
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ここで，(B.13)式左辺第 2 項は 
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また，(B.13)式左辺第 3 項は 
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また，(B.13)式左辺第 4 項は 
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また，(B.13)式左辺第 1 項は，次式より零となる． 
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従って，結局(B.13)式は 
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<1>,<2>より，未知数 Hs,B2に関する式は以下となる． 
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(B.19)式は Cauer 型回路と等価であることが分かる．従って，Cauer 型回路における 1
段目のインダクタンスは，電磁鋼板内の主磁束を表現しており，n(>1)段目のインダクタ

ンスは n 次の磁束を表現しているといえる．また，格段を流れる電流は n 次の渦電流に

対応している． 
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