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第 1章

導入

情報幾何学とは，1980年代に甘利によって創設された学問分野であり，統計モデルの
パラメータ空間 M をフィッシャー・ラオ計量で与えられるリーマン計量 h とある種の
双対性を満たす二種類の TM 上のアファイン接続 ∇,∇∗ を備えた空間 (M,h,∇,∇∗)と
みなすことで，統計学や機械学習等における種々の解析を幾何学的な視点から行うもの
である．このような双対的な構造を持つ空間は統計多様体と呼ばれる [31]．統計多様体
(M,h,∇,∇∗)であって，接続 ∇,∇∗ が共に平坦であるものを双対平坦多様体といい，そ
の上の構造 (h,∇,∇∗)を双対平坦構造という．甘利・長岡 [2]によって導入された双対平
坦構造は情報幾何学において最も重要な空間概念であり，この空間構造を通すことで，情
報幾何学は統計学や機械学習，凸最適化理論，量子情報理論などの様々な分野に対して統
一的な幾何学的解釈をもたらす [1, 3, 9, 12]．
双対平坦多様体の概念を定義する場合には，統計多様体の特殊な場合として定義する
文脈と，アファイン微分幾何学におけるヘッセ多様体として定義する文脈の二つがある．
ヘッセ多様体 (M,h,∇)とは平坦接続∇を備えた擬リーマン多様体 (M,h)であって，計
量 h が局所的にアファイン座標系上のある関数によるヘッセ行列としてかけるものであ
る．このとき hはヘッセ計量と呼ばれる．ヘッセ多様体の幾何学はコシュール（Koszul）
に端を発し，ケーラー幾何学や等質空間論などとの密接な関わりの中で研究されている
[37]．いずれにしても双対平坦多様体とヘッセ多様体は同一の概念であり，本論文内では
文脈に応じてこれらの用語を使い分けるが同じものを扱っていることに注意する．
双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗) の持つ最も顕著な特徴は，擬リーマン計量 h が局所ア
ファイン座標系におけるある関数のヘッセ行列として表現されることである．このような
関数を（局所）ポテンシャル関数と呼ぶ．さらに，二種類の平坦アファイン接続 ∇，∇∗

それぞれにおける局所ポテンシャル関数 f, ϕ はルジャンドル双対性により結びついてい
る．このとき ϕは f のルジャンドル変換あるいは双対ポテンシャル関数と呼ばれる．情
報幾何学では特に計量が正定値である場合に興味が向けられ（フィッシャー・ラオ計量は
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半正定値である），このときポテンシャル関数は凸関数である．
情報幾何学の応用は，双対平坦多様体M 上で成り立つ拡張ピタゴラスの定理と射影定
理の二つの定理によって支えられている [1, 3]．しかしながら，深層学習を含む様々な実
応用においてフィッシャー計量の退化する状況がしばしば現れる [18, 43]．すなわち，局
所ポテンシャルは非凸で変曲的あるいは多価になり得る．この場合には情報幾何学におけ
る微分幾何学的な手法は適用できず，双対平坦構造を定義することはできない．このよう
な空間を特異モデルと呼ぶことにする．
本論文の目的は，特異モデルに対して情報幾何学的な応用を可能とするべく，甘利・長
岡による理論をその基礎の部分から刷新することである．我々は双対平坦多様体の一般化
として退化し得る対称 (0, 2)-テンソル（§4.1.3にて概ヘッセ計量と呼ぶ）を備えた多様体
である概ヘッセ多様体（quasi-Hessian manifold）を導入することで，双対平坦多様体の
理論を抜本から刷新し，計量が退化する場合における一般化した理論を構築する．我々は
この理論を概ヘッセ多様体の理論としてまとめ，双対平坦多様体における描像が，計量が
退化していてもなお概ヘッセ多様体上の描像として得られることを示す．そこでは拡張ピ
タゴラスの定理や射影定理が適切に定式化され，従って従来のこれらの定理に基づく応用
的観点は空間に特異点があってもなお正当化される．これは我々の理論がポテンシャル関
数の凸性に依拠しない新しい理論であることを意味する．さらに，概ヘッセ計量の退化性
を特徴づける特異点の解析を行うことで，我々の理論の深化を図る．
我々の構成は接触幾何学およびルジャンドル特異点論に立脚するものである．接触幾
何学は元々リー（Lie），ダルブー（Darboux），グルサ（Grousat）らによって 19世紀中
頃から 1 階線形偏微分方程式論を研究するために開発された分野であり [22]，局所的に
は変曲的あるいはより一般に非凸であったり，または多価であったりするようなポテン
シャル関数（のグラフ）を波面と呼ばれる特異点を持った超曲面として捉える幾何学で
ある．またルジャンドル特異点論は 1980 年代にアーノルド（Arnol’d）やヘルマンダー
（Hörmander），ザカリューキン（Zakalyukin）らによって確立された理論であり，接触
幾何学の枠組みで扱われる波面の特異性を記述するものである [22, 21]．接触幾何学とル
ジャンドル特異点論は力学や幾何光学，熱力学，制御理論，カタストロフ理論等の実に多
くの様々な分野との関連の中で発達してきたものである [6, 22, 5, 7, 8, 23, 34]．我々の構
成において本質的な役割を果たすものは波面，すなわち非凸ポテンシャルあるい多価ポテ
ンシャルに対しても依然として働くルジャンドル双対性であり，これは上記の枠組みで記
述されるものである．
一般にポテンシャル関数が非凸であればその双対ポテンシャル関数のグラフはもはや滑
らかな多様体にはならず（しかしながらこれは波面である），このとき接束上の接続は意
味を持たない．我々の提案する概ヘッセ多様体M は退化し得る対称 (0, 2)-テンソル hが
定義された多様体であり，局所的にルジャンドル双対性を満たす二種類の波面（§4.1.2に
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て e/m-波面と呼ぶ）を備えている；これらは凸ポテンシャルとその双対ポテンシャルの
役割を担う．このときこれらの波面から自然に定義される互いに双対的な二種類の連接接
束 (E,Φ : TM → E,∇E)，(E′,Φ′ : TM → E′,∇E′

)を考える．ここで，E,E′ はそれ
ぞれ接束 TM の代替物として機能するM 上のベクトル束であり，TM との比較写像で
あるベクトル束準同型写像 Φ,Φ′ が備わっている．さらにこれらベクトル束の上には平坦
接続 ∇E および ∇E′ が自然に定義される．連接接束の概念は波面のリーマン幾何学を研
究する上で佐治・梅原・山田によって導入されたものであり，波面の持つ内在的な構造が
定式化されたものである [35]．我々はこの概念のいわばアファイン微分幾何学版と呼ぶべ
きものを導入し，これを接束の代替物として用いる．概ヘッセ計量 hがM 上の全ての点
で非退化であるとき束写像 Φ,Φ′ は同型写像になり（E = E′ = TM），概ヘッセ多様体
(M,h, (E,Φ,∇E), (E′,Φ′,∇E′

)) は従来の意味の双対平坦多様体を復元することが確か
められる（命題 4.1.17）．
さらに，双対平坦多様体における甘利・チェンツォフ（Chentsov）の 3次テンソルは，

計量 h が退化していてもなお我々の概ヘッセ多様体上にて定義される対称 (0, 3)-テンソ
ル C に一般化される（定義 4.1.28）．ここで TM 上の接続は存在しないことに注意する．
概ヘッセ多様体M 上で定義されたテンソル h および C は江口によるコントラスト関

数の理論と実に良く整合する [16]．一般に多様体上のコントラスト関数とは，ある条件を
満たす “距離関数”であり，コントラスト関数は対角集合上での高階微分により多様体上
に様々なテンソルを導入する．江口はこのようなコントラスト関数が導く多様体上の幾何
学を徹底的に調べており，特にコントラスト関数の 4階までの微分を用いて定まるテンソ
ルは重要であり，2階および 3階微分を用いて定義されるテンソルは多様体上に自然に統
計多様体の構造を誘導する [16, 31]．双対平坦多様体の各アファイン座標系上の凸ポテン
シャルはブレグマンダイバージェンスを定め，これは座標近傍上のコントラスト関数であ
る．各ブレグマンダイバージェンスはアファイン座標系の張り合わせに関して両立的であ
り，従って，双対平坦多様体上のコントラスト関数が自然に定まる（定義 2.1.13）．これ
は双対平坦多様体のダイバージェンスと呼ばれ，双対平坦多様体の幾何構造と密接に関わ
る．このダイバージェンスによる描像は，ダイバージェンスが概ヘッセ多様体M 上の正
準ダイバージェンス DM :M ×M → R（§5.2にて弱コントラスト関数と呼ばれる）に一
般化されることで，概ヘッセ多様体上においても極めて自然な形で得られる（定理 5.2.1,

5.3.1）．さらに甘利・長岡による拡張ピタゴラスの定理および射影定理が我々の特異的設
定においても定式化される（定理 5.1.7, 5.1.8）．
概ヘッセ多様体に局所的に備わる e/m-波面，すなわちポテンシャルおよび双対ポテン

シャルのグラフは一般にはアファイン空間内の特異点を持った超曲面である．概ヘッセ計
量 h の退化性はこれらの波面の特異点によって特徴づけられるものであり，概ヘッセ多
様体の一つの特徴づけとして e/m-波面の特異点を調べることは重要である．その解析の
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一つとして本論文の中では e/m-波面の持つ典型的な特異点の C∞ 型を特徴づける概ヘッ
セ多様体上の幾何学的諸量を用いた座標系によらない判定法を与え，アファイン座標系に
おけるその標準形（すなわちポテンシャル関数のグラフ）を導出する．この標準形の導
出はまた次の二つの研究と関連するものである．一つ目は佐治・梅原・山田による波面の
リーマン幾何学である．彼らはカスプ辺型やツバメの尾型の特異点に対する使い勝手の良
い判定法を与え，特異曲率の概念などを導入することでこれらの特異点のリーマン幾何学
的特徴づけを行っている [27, 35]．彼らの研究と同様にそのアファイン微分幾何学版も豊
富な理論であることが考えられる．我々の導出するアファイン座標系における標準形は波
面の特異点周りでのアファイン微分幾何学的な解析（および情報幾何学的な解析）を可能
とするものであり，その理論を開拓する上での基礎になるだろう．二つ目は非凸最適化理
論と変分法の文脈にてエクラン（Ekeland）によって 1970年代に行われた変曲点におけ
る波面の標準形の導出に関する研究である [15]．実際，我々の導出する標準形は二つあ
り，一つ目の標準形（定理 4.2.2）はカスプ辺型の特異点を記述するものであり，これは
エクランによる結果 [15]の一般化かつ精密化を行ったものである．二つ目の標準形（定理
4.2.5）は概ヘッセ計量が半正定値であるときに現れる特異点を記述するものである（例え
ば，フィッシャー・ラオ計量は半正定値である）．
このように我々の理論は本来のモチベーションである情報幾何学的な実応用に関する分
野のみならず，数学における様々な領域とも密接に関わりを持つ理論である．
本論文の構成は以下の通りである．第 2章ではヘッセ多様体の理論をまとめる．この章
で扱う内容が我々の理論と対になるものである．ここではヘッセ多様体のポテンシャル関
数が導入する双対構造やダイバージェンスについて議論する．また §2.2では，統計多様
体の文脈から導入される双対平坦多様体とヘッセ多様体の同値性が与えられ，統計多様体
の幾何学の観点からの特徴づけを確認する．第 3章では，我々の構成において重要な役割
を果たす接触幾何学についてのまとめを行う．この章で定義される接触多様体とルジャン
ドル部分多様体は概ヘッセ多様体を構成する上で極めて重要な概念である．第 4章では，
概ヘッセ多様体を導入し，その幾何学的な性質を調べる．この章の始めではヘッセ多様体
における局所的な幾何構造をルジャンドル部分多様体におけるそれとして捉える．この視
点が一般の退化した計量をもつ概ヘッセ多様体の構築に繋がる．第 5章では，双対平坦多
様体のダイバージェンスを概ヘッセ多様体の正準ダイバージェンスに一般化し，その性質
や拡張ピタゴラスの定理および射影定理について議論する．第 6章では我々の理論の応用
可能性について議論し，第 7章で結論を述べ，本論文の締めとする．
本論文を通して，太字は列ベクトルを表すとし（e.g., x = (x1, · · · , xn)T），プライム記
号 x′ は単に xと区別するために用いる（微分や転置のような操作は意味しない）．また，
記号の簡略化のため，∂f

∂x
で ( ∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn
)T を表すとする．また，多様体と写像のクラ

スは C∞ を仮定する．



7

第 2章

ヘッセ構造

この章ではヘッセ多様体の理論としてヘッセ構造の持つ性質や双対構造についてまとめ
る．ヘッセ多様体は特に二種類の局所的なポテンシャル関数を備え，これらはルジャンド
ル双対性により結びついている．また，ヘッセ多様体上にはダイバージェンスが定まり，
拡張ピタゴラスの定理と射影定理が成り立つことを述べる．これらの議論の大部分は [37]

に沿ったものである．さらに統計多様体の文脈からは，接続が平坦である統計多様体とし
てヘッセ多様体が得られ，この場合それは双対平坦多様体と呼ばれる．統計多様体の幾何
学は江口によるコントラスト関数の理論が密接に関わっており [16]，最後の節ではこの理
論と双対平坦多様体を関連を述べる．
以降，多様体や接続等については既知とする（[22, 37]等を参照）．

2.1 ヘッセ多様体の理論
2.1.1 ヘッセ構造
M を n次元多様体とし，∇を接束 TM の接続とする．∇の捩率テンソル T と曲率テ

ンソル Rが共に消えているとき，すなわち T = 0かつ R = 0なるとき ∇を平坦アファ
イン接続といい，(M,∇)を平坦多様体と呼ぶ．平坦多様体には次のような性質がある．

定理 2.1.1 (M,∇) を平坦多様体とする．このとき各 p ∈ M に対し，局所座標系
(U, (x1, · · · , xn))が存在し，∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= 0 (1 ≤ i, j ≤ n)が成り立つ．また，このような
座標系の間の座標変換はアファイン変換である．このとき，局所座標系 (x1, · · · , xn)を p

周りの ∇に関するアファイン座標系という．

以降，接続 ∇ に関する概念を接頭辞 “∇−” をつけて表現する（e.g., ∇-アファイン座
標系）．
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hをM 上の擬リーマン計量とし，∇をM 上の平坦アファイン接続とする．

定義 2.1.2 各点 p ∈ M に対し，アファイン座標系 (U,ψ = (x1, . . . , xn)) と関数
f : ψ(U) → Rが存在して，ψ(U)上で次が成り立つとき (h,∇)はM のヘッセ構造であ
るという：

hij := h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∂2f

∂xi∂xj
. (2.1)

またこのとき，hを∇に関するヘッセ計量，f を hの∇に関するポテンシャル，(M,h,∇)

をヘッセ多様体と呼ぶ．

注意 2.1.3 (1) の条件は局所的に h = ∇df と書けることと同値である．実際，
(x1, . . . , xn)を ∇-アファイン座標系とすると，∇の平坦性から

(∇df)
(

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= (∇ ∂

∂xi

df)

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂xi

(
df

∂

∂xj

)
− df

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
=

∂2f

∂xi∂xj
.

命題 2.1.4 擬リーマン多様体 (M,h)とその上の平坦接続∇に対して，次は互いに同値
である：

(1) hはヘッセ計量である．
(2) 3次テンソル ∇hは全対称である．すなわちM 上の任意のベクトル場 X,Y, Z に対

して (∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z)が成り立つ．
(3) ∇-アファイン座標系 (x1, . . . , xn) に対し，∂hij

∂xk
=

∂hkj

∂xi
(1 ≤ i, j, k ≤ n) が成り

立つ.

証明 : (U ;ψ = (x1, . . . , xn)) を ∇-アファイン座標系とする．このとき任意の i, j, k に
対し，

(∇ ∂
∂xi

h)

(
∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
=

∂

∂xi
h

(
∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
− h

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
− h

(
∂

∂xk
,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
=
∂hkj
∂xi

,

(∇ ∂
∂xk

h)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
∂hij
∂xk

より (2)と (3)の同値性が分かる．
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次に (1)と (3)の同値性を示す．(1)を仮定すると (3)が成り立つことは明らかである．
(3)を仮定する．アファイン座標系 (x1, . . . , xn)において，hj :=

∑n
i=1 hijdxi(1 ≤ j ≤ n)

とおく．

dhj =
n∑

i=1

dhijdxi

=

n∑
i,r=1

∂hij
∂xr

dxr ∧ dxi

=
∑
i<r

(
∂hij
∂xr

− ∂hrj
∂xi

)
dxr ∧ dxi

であり (3)より dhj = 0となる．ポアンカレの補題より ψ(U)上の関数 fj ∈ C∞(ψ(U))

が存在して dfj = hj となる．また，h̃ :=
∑n

j=1 fjdxj とおくと，

dh̃ =
n∑

j=1

dfj ∧ dxj

=
n∑

j=1

hj ∧ dxj

=
n∑

j,i=1

hijdxi ∧ dxj

=
∑
i<j

(hij − hji)dxi ∧ dxj

= 0.

ここで最後の等式には擬リーマン計量 hの対称性を用いた；hij = hji．dh̃ = 0より，再
びポアンカレの補題からある f ∈ C∞(ψ(U)) が存在して df = h̃ となる．hj , h̃ の定義
より

∂2f

∂xi∂xj
= hij

が従い，hはヘッセ計量となる． □

注意 2.1.5 ヘッセ構造は上記のような特徴づけを持つが，(3)による特徴づけはアファ
イン座標系上でのポテンシャル関数の存在を示す可積分条件を表しており特に重要であ
る．ここでポテンシャル関数の存在を示す上で hの対称性のみが用いられ，その非退化性
は必要ないことに注意する．



10 第 2章 ヘッセ構造

2.1.2 双対ヘッセ構造
∇を Rn の標準平坦接続とし，x = (x1, · · · , xn)を ∇のアファイン座標系とする．さ
らに，U ⊂ Rn を開集合とし (h,∇) を U のヘッセ構造，f : U → R をポテンシャルと
する．
pi :=

∂f
∂xi

: U → Rとおくと，f がポテンシャルであることから p = (p1, · · · , pn)は U

の各点で非退化であり，U のもう一つの局所座標系を与えることが分かる．この座標系 p

を xの双対座標系と呼ぶ．双対座標系 p : U → p(U) := V は U 全体で定まっているも
のとする．

注意 2.1.6 ∇-アファイン座標系とその上のポテンシャルの取り替えによって生じる双
対座標系の座標変換はアファイン変換である．実際，xと y を U 上の二つの∇-アファイ
ン座標系とし，f1(x)と f2(y)をそれぞれの座標系上のポテンシャルとすると，アファイ
ン座標系の定義から座標変換

y = ψ(x) = Ax+ b

を得る．ここで A ∈ GLn(R), b ∈ Rn である．H1 と H2 をそれぞれポテンシャル f1(x)

と f2(y)のヘッセ行列とすると，任意の p ∈ U においてH1(p) = ATH2(p)Aである．す
なわち関数 f1(x)と f2 ◦ ψ(x)の 2階偏導関数は全て等しい．従ってこれらは一次の項を
除いて一致する：

f2 ◦ ψ(x) = f1(x) + cTx+ d.

これより A′ := (AT )−1 とおくと xの双対座標系 p = ∂f1
∂x
は p 7→ A′p+A′cによって変

換されることがわかる．

定理 2.1.7 座標系 pをアファイン座標系とする U 上の平坦接続を ∇∗ とするとき，次
が成り立つ：

(1) hの xに関する成分行列を [hij ]とし，その逆行列を [hij ]とするとき，h( ∂
∂pi

, ∂
∂xj

) =

δij，h( ∂
∂pi

, ∂
∂pj

) = hij が成り立つ．
(2) U 上の任意のベクトル場 X,Y, Z に対し， Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗

XZ)．
(3) (h,∇∗)は U 上のヘッセ構造である．

証明 : ベクトル場の変換

∂

∂xi
=

n∑
l=1

hli
∂

∂pl
,

∂

∂pi
=

n∑
l=1

hli
∂

∂xl
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に注意する．任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対し，

h

(
∂

∂pi
,
∂

∂xj

)
= h

(
n∑

k=1

hki
∂

∂xk
,
∂

∂xj

)

=

n∑
k=1

hkihkj = δij ,

h

(
∂

∂pi
,
∂

∂pj

)
= h

(
n∑

k=1

hki
∂

∂xk
,

n∑
l=1

hlj
∂

∂xl

)

=
n∑

k,l=1

hkihljhkl

=

n∑
k=1

hkiδkj = hij .

を得る．従って，(1)が成り立つ．
また，

h

(
∂

∂xj
,∇∗

∂
∂xi

∂

∂xk

)
= h

 ∂

∂xj
,

n∑
l,r=1

hli∇∗
∂

∂pl

hrk
∂

∂pr


= h

 ∂

∂xj
,

n∑
l,r=1

hli
∂hrk
∂pl

∂

∂pr


=

n∑
l,r=1

hli
∂hrk
∂pl

h

(
∂

∂xj
,
∂

∂pr

)

=

n∑
l=1

hli
∂hjk
∂pl

=

(
n∑

l=1

hli
∂

∂pl

)
hjk

=
∂

∂xi
h

(
∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
.

∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

= 0であるため，上式は (2)の等式を意味する．
最後に (3)を示す．V 上の関数 ϕ : V → Rを ϕ(p) = xTp − f(x)で定める．このと

き，任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対し，

∂ϕ

∂pi
(p) =

n∑
k=1

∂xk
∂pi

pk + xi −
n∑

k=1

∂f

∂xk

∂xk
∂pi

= xi
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および
∂2ϕ

∂pi∂pj
(p) =

∂xi
∂pj

= hij = h

(
∂

∂pi
,
∂

∂pj

)
.

従って，(h,∇∗)は ϕをポテンシャルとする U のヘッセ構造である． □

以上の構成は容易に一般のヘッセ多様体へ拡張できる．注意 2.1.6より，ヘッセ多様体
における局所双対座標系はアファイン変換で貼り合わされる．従って，上記定理で局所的
に定義された ∇∗ は ∇-アファイン座標系 xやその上のポテンシャル f(x)の取り方には
よらずヘッセ構造 (h,∇)のみから定まることがわかる．このため接続∇∗ はM 上で大域
的に定義される．

系 2.1.8 (M,h,∇) をヘッセ多様体とする．上記で定まるM 上の接続 ∇∗ について次
が成り立つ：

(1) ∇∗ は平坦接続である．
(2) M 上の任意のベクトル場 X,Y, Z に対し，Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗

XZ)．
(3) (h,∇∗)はM のヘッセ構造である．
(4) M 上の任意のベクトル場X,Y, Zに対し，∇h(X,Y, Z) = h(Y,∇∗

XZ)−h(Y,∇XZ)．

証明 : ∇∗ の定義から直ちに (1) が従う．(2) と (3) は局所的な議論であるため，定理
2.1.7から従う．また，X,Y, Z をM 上のベクトル場とすると，(2)より

∇h(X,Y, Z) = Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = h(Y,∇∗
XZ)− h(Y,∇XZ)

となる □
上記の系において特に，(4)は (2)のみから従うことに注意する．3次テンソル ∇hに

ついては §2.2にて再度議論する．

定義 2.1.9 ∇∗ を∇の hに関する双対平坦接続と呼ぶ．また，(h,∇∗)を (h,∇)の双対
ヘッセ構造と呼ぶ．

2.1.3 ルジャンドル変換と双対ポテンシャル
ヘッセ構造 (h,∇) とその双対ヘッセ構造 (h,∇∗) のポテンシャルの関係性について述
べる．x = (x1, · · · , xn)を ∇-アファイン座標系，p = (p1, · · · , pn)を ∇∗-アファイン座
標系とする．f(x)をヘッセ構造 (h,∇)のポテンシャルとする．定理 2.1.7(3)の証明にお
ける双対ヘッセ構造 (h,∇∗)のポテンシャル ϕ = xTp− f は次の 2つを満たしていた：

∂ϕ

∂pi
= xi,

∂2ϕ

∂pi∂pj
= h(

∂

∂pi
,
∂

∂pj
) = hij .
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実は上の二つを満たす関数は定数項の違いを除いて ϕのみである．実際，関数 ϕ̃(p)が上
の二つを満たすとすると，

∂2f

∂pi∂pj
=

n∑
k,l=1

∂2f

∂xi∂xj

∂xk
∂pi

∂xl
∂pj

+

n∑
k=1

pk
∂xl

∂pi∂pj

=
n∑

k,l=1

hij
∂

∂pi

(
∂ϕ̃

∂pk

)
∂

∂pj

(
∂ϕ̃

∂pl

)
+

n∑
k=1

pk
∂xl

∂pi∂pj

=
n∑

k,l=1

hijh
ikhjl +

n∑
k=1

pk
∂xl

∂pi∂pj

=
∂2ϕ̃

∂pi∂pj
+

n∑
k=1

pk
∂xl

∂pi∂pj

および

∂2

∂pi∂pj

(
n∑

k=1

pkxk

)
=

∂

∂pi

(
xj +

n∑
k=1

pk
∂xk
∂pj

)
,

=
∂2ϕ̃

∂pi∂pj
+
∂xi
∂pj

+
n∑

k=1

pl
∂2xk
∂pi∂pj

,

= 2
∂2ϕ̃

∂pi∂pj
+

n∑
k=1

pl
∂2xk
∂pi∂pj

であることから

∂2

∂pi∂pj

(
f + ϕ̃−

n∑
k=1

xkpk

)
= 0

が成り立つ．従って，a = (a1, · · · , an) ∈ Rn, b ∈ Rとすると，

ϕ̃ = xTp− f + aTp+ b = ϕ+ aTp+ b.

とかける．仮定より ∂φ̃
∂pi

= xi =
∂φ
∂pi
であるため，a = 0．以上より ϕ̃は次を満たす：

ϕ̃ = ϕ+ b.

双対ヘッセ構造 (h,∇∗)のポテンシャル ϕ = xTp− f を f のルジャンドル変換あるいは
f の双対ポテンシャルと呼ぶ．ポテンシャル f と ϕはルジャンドル双対性

f + ϕ−
n∑

i=1

xipi = 0

によって結び付けられていることがわかる．
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注意 2.1.10 f のルジャンドル変換 ϕは ∇-アファイン座標系 xの線形座標変換によっ
て不変である．実際，注意 2.1.6において，b = c = 0, d = 0とすると，∇-アファイン座
標系 xとその双対座標系 pはそれぞれ x 7→ Ax，p 7→ A′pによって変換され，

(Ax)T (A′p) = xTAT (AT )−1p = xTp.

2.1.4 ヘッセ構造のダイバージェンス
(M,h,∇)を n次元ヘッセ多様体とし，(U,x)を xが ∇-アファイン座標系であるよう
な座標近傍とする．f(x)をポテンシャルとし，∇∗ を双対接続，ϕ(p)を f の双対ポテン
シャルとする．関数 D : U × U → Rを

D(p, q) = f(x(p)) + ϕ(p(q))− x(p)Tp(q) (2.2)

で定義する．同じことであるが

D(p, q) = f(x(p)) + ϕ(p(q))− x(p)Tp(q)

= f(x(p))− f(x(q)) + (x(q)− x(p))Tp(q).

この関数 D をポテンシャル f から定まるブレグマンダイバージェンスと呼ぶ [1]．点
p ∈ U を固定し関数 F = D(p, ·) : U → Rを考えると

∂F

∂xi
= − ∂f

∂xi
+ pi + (x− x(p))T

∂p

∂xi
= (x− x(p))T

∂p

∂xi
, (2.3)

∂F

∂xi∂xj
=
∂pi
∂xj

+ (x− x(p))T
∂2p

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xi∂xj
+ (x− x(p))T

∂2p

∂xi∂xj
. (2.4)

である．これより以下が直ちに従う．

命題 2.1.11 ブレグマンダイバージェンス D と点 p ∈ U に対して関数 F := D(p, ·)を
定める．このとき次が成り立つ：

(1) D(p, p) = 0．
(2) U 上の任意のベクトル場 X に対し，X(p)F = 0．
(3) U 上の任意のベクトル場 X,Y に対し，X(p)Y (p)F = h(X(p), Y (p))．

証明 : (1) は f と ϕ のルジャンドル双対性より従う．(2) と (3) はそれぞれ式 (2.3)，
(2.4)より従う． □

命題 2.1.12 U 上のブレグマンダイバージェンス D の値は ∇-アファイン座標系 xやポ
テンシャル f(x)の取り方によらない．
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証明 : y をもう一つの ∇-アファイン座標系とすると，座標変換 y = ψ(x) = Ax + b

を得る．ここで A ∈ GLn(R), b ∈ Rn である．f̃(y)をポテンシャルとすると注意 2.1.6

より，
f̃ ◦ ψ(x) = f(x) + cTx+ d

とかける．ここで c ∈ Rn, d ∈ R である．q を f̃ によって定まる双対座標系とすると
q = A′p+A′c (A′ := (AT )−1)．従って，任意の p, q ∈ U に対し

f̃(y(p))− f̃(y(q)) + (y(q)− y(p))Tq(q)

= f(x(p))− f(x(q)) + cT (x(p)− x(q)) + {A(x(q)− x(p))}T (A′p(q) +A′c)

= f(x(p))− f(x(q)) + (x(q)− x(p))Tp(q).

が成り立つ． □
上記命題より，ブレグマンダイバージェンスはヘッセ構造 (h,∇)のみから定まること
がわかる．{(Uα,xα)}α∈Λ をヘッセ多様体 (M,h,∇)のアトラスで各 xα が ∇-アファイ
ン座標系であるものとし，Dα をそれぞれの座標近傍 (Uα,xα) 上で定義されたブレグマ
ンダイバージェンスとする．このとき，対角集合 ∆M = {(p, p) ∈ M ×M} の開近傍
U(∆M ) := {(p, q) ∈ M ×M | p, q ∈ Uα} 上でブレグマンダイバージェンスは定義さ
れる．

定義 2.1.13 任意の (p, q) ∈ U(∆M ) に対し，(p, q) ∈ Uα であるとき DM (p, q) :=

Dα(p, q)と定める．命題 2.1.12より，well-definedに

DM : U(∆M ) → R

が定義される．この DM をヘッセ多様体 (M,h,∇)のダイバージェンスと呼ぶ．

注意 2.1.14 ブレグマンダイバージェンスは Rn の領域とその上の凸関数から定まる概
念である．[1, 3]等に従い，用語としてブレグマンダイバージェンスとヘッセ多様体のダ
イバージェンスとを区別して用いることにする．

命題 2.1.15 D′
M を双対ヘッセ構造 (h,∇∗)から定まるダイバージェンスとする．この

とき D′
M (p, q) = DM (q, p)が成り立つ．

証明 : 式 (2.2)より明らか． □

注意 2.1.16 上記の命題より，F = D(·, p)と定めた場合にも（第二変数を固定している
ことに注意），命題 2.1.11の結果は成り立つことに注意する．

次の二つの定理は情報幾何学の応用において重要な役割を果たすものである．以下では
ダイバージェンス DM はM 上で定義されているものとする．
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定理 2.1.17 ce, cm : [0, 1] →M をそれぞれ∇,∇∗ に関する測地線とし，ce(0) = cm(0)

とする．p := ce(1), q := ce(0), r := cm(1) とおく．q において ce と cm が直交する時，
すなわち h(ċe(0), ˙cm(0)) = 0なる時，DM (p, r) = DM (p, q) +DM (q, r)が成り立つ．こ
こで，ċe(0), ˙cm(0) ∈ TqM はそれぞれ ce, cm の速度ベクトルである．

証明 : ce と em はそれぞれ ∇および ∇∗ に関する測地線であるため，xを ∇-アファイ
ン座標系，pを ∇∗-アファイン座標系とすると，任意の t ∈ [0, 1]に対し，

x(ce(t)) = x(q) + (x(p)− x(q))t, p(cm(t)) = p(q) + (p(p)− p(q))t

とかける．このとき，

DM (p, r)−DM (p, q)−DM (q, r) = −(x(p)− x(q))T (p(r)− p(q))

= −h(ċe(0), ˙cm(0)).

仮定より ce と cm は q で直交するため，示すべき等式が従う． □

定理 2.1.18 S ⊂ M を部分多様体とし，c : [0, 1] → M を q := c(1) ∈ S なる ∇∗-測地
線とする．p := c(0)とおき，関数 F := DM (−, p) : S → Rを定める．このとき，点 q に
おいて関数 F が極値をとることと，q において S と cが hに関して直交することが必要
十分である．また，cを ∇-測地線に，F を DM (p, ·)に置き換えることでも同様の結果が
成り立つ．

証明 : γ : (−ε, ε) → S を γ(0) = q なる曲線とする．

F (γ(s)) = f(x(γ(s)))− f(x(p)) + (x(p)− x(γ(s)))Tp(p)

より
d

ds
F (γ(0)) = (p(q)− p(p))T

dx ◦ γ
ds

(0)

を得る．従って，q が F の極値を与えることと，cが S と q において hに関して直交す
ることは同値である．後半についても同様に示せる． □

2.2 統計多様体と双対平坦構造
甘利・長岡により導入された双対平坦多様体は以下で定める統計多様体の特別な場合に
相当し，これはヘッセ多様体と同一の概念である．統計多様体の幾何学は江口によるコン
トラスト関数の理論と密接に関わる．本節では統計多様体の文脈から双対平坦多様体ある
いはヘッセ多様体について議論する．
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2.2.1 双対平坦構造
(M,h)を擬リーマン多様体とする．∇を接束 TM の接続とし，∇は捩れを持たないも

のとする．

定義 2.2.1 （[31]）3次テンソル T := ∇hが全対称である，すなわちM 上の任意のベク
トル場 X,Y, Z に対して

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z)

が成り立つとき (M,h,∇)を統計多様体と呼ぶ．

統計多様体 (M,h,∇)の（hに関する）双対接続 ∇∗ は次で定義される：

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ). (2.5)

上記の統計多様体の定義では接続 ∇ が与えられたとき 3 次テンソル T と双対接続 ∇∗

が定められたが，同値な定義として擬リーマン多様体 (M,h)上に対称な (0, 3)-テンソル
T を与えるラウリッツェン（Lauritzen）によるものがある [28]．すなわち，∇̄ を h の
レビ・チビタ接続とし，M 上の接続 ∇,∇∗ を次で定義すると ∇と ∇∗ は双対的であり，
(M,h,∇)は統計多様体となる：

h(∇XY, Z) = h(∇̄XY, Z)−
1

2
C(X,Y, Z), h(∇∗

XY, Z) = h(∇̄XY, Z) +
1

2
C(X,Y, Z).

いずれの定義にしても，統計多様体の幾何学を考える上で，(h, T,∇,∇∗)を考えることが
重要である．
(M,h,∇)を統計多様体とするとき，双対接続 ∇∗ は捩れを持たず，∇∗hもまた全対称

である．さらに，∇が平坦であるとき，∇∗ もまた平坦である．

定義 2.2.2 （[1, 3]）統計多様体 (M,h,∇) において，接続 ∇ が平坦であるとき
(M,h,∇,∇∗)を双対平坦多様体と呼び，(h,∇,∇∗)を双対平坦構造と呼ぶ．

命題 2.1.4より確かにヘッセ多様体と双対平坦多様体は同一の概念であることが分かる．

例 2.2.3 指数型分布族M とは，次の形をした確率密度関数の族である：

p(u|θ) = exp(uT θ − ψ(θ)).

ここで，u = (u1, · · · , un) ∈ Rnは確率変数（その測度は dµ）であり，θ = (θ1, · · · , θn)T ∈
U ⊂ Rn はパラメータ（U は開集合）である．正規化関数 ψ(θ) = log

∫
exp(uT θ) dµは

この族のポテンシャルと呼ばれる．U のアファイン構造を固定し，∂i = ∂
∂θi
とおく．こ
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のとき期待値は対応する双対座標を与えることが分かる：

ηi := E[ui|θ] = ∂iψ(θ).

また，（共）分散行列は

hij := V[u|θ]ij = ∂i∂jψ(θ) = E [(∂i log p)(∂j log p)]

によって記述される．ここで最右辺はフィッシャー情報量を意味する．h = [hij ]が正定
値で，θ, η をそれぞれ ∇,∇∗-アファイン座標系とみなすとき，(M,h,∇,∇∗)は双対平坦
多様体になる．正規分布や有限離散分布は典型的な例である．

さらに，双対平坦多様体の理論では，ヘッセ計量 h のみならず，対称 (0, 3) テンソル
T = ∇hも重要な役割を果たす [3]．

定義 2.2.4 （[3]）双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗) に対し，対称 (0, 3) テンソル T = ∇h
を甘利・チェンツォフの 3次テンソルと呼ぶ．

系 2.1.8の (2)より 3次テンソル T は任意のベクトル場 X,Y, Z に対し，

T (X,Y, Z) = h(Y,∇∗
XZ)− h(Y,∇XZ) = h(∇∗

XY, Z)− h(∇XY, Z)

を満たしていることが分かる．また，この 3次テンソルは局所的にポテンシャル関数の 3

階微分によって表現される．すなわち，次が成り立つ．

命題 2.2.5 (M,h,∇,∇∗)を n次元双対平坦多様体とし，x = (x1, · · · , xn)を∇-アファ
イン座標系，f(x) をその上のポテンシャル関数とする．∂i := ∂

∂xi
(1 ≤ i ≤ n) とおく．

このとき任意の i, j, k に対して次が成り立つ：

T (∂i, ∂j , ∂k) = ∂i∂j∂kf.

証明 : ∇の平坦性と h(∂j , ∂k) = ∂j∂kf であることに注意して，

T (∂i, ∂j , ∂k) = h(∂j ,∇∗
∂i
∂k)− h(∂j ,∇∂i

∂k)

= ∂ih(∂j , ∂k)

= ∂i∂j∂kf.

□

2.2.2 コントラスト関数
多様体M の対角集合 ∆M の開近傍 U ⊂ M ×M 上の関数 ρ : U → R が与えられた
とき，この関数の微分を考えることでM 上にはさまざまなテンソルが導入される．特に
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ρ がコントラスト関数であるときにはM 上に統計多様体としての構造を自然に定める．
コントラスト関数による統計多様体の幾何学の分析は江口により徹底的になされている
[16]．ここではまず [16]におけるコントラスト関数の一般論をまとめ，その後双対平坦多
様体について議論を行う．
M 上のベクトル場X1, · · · , Xk, Y1, · · · , Ylに対して，関数 ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl] :M →

R,

ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl](r) = (X1)p · · · (Xk)p(Y1)q · · · (Yl)q(ρ(p, q))|p=q=r. (2.6)

を定める．

定義 2.2.6 関数 ρ : U → R が次を満たすとき ρ はM 上のコントラスト関数と呼ばれ
る：任意の r ∈M およびベクトル場 X,Y に対し

(1) ρ[−|−](r) = ρ(r, r) = 0,

(2) ρ[X|−](r) = ρ[−|X](r) = 0,

(3) −ρ[X|Y ]はM 上の擬リーマン計量である．

関数 ρがコントラスト関数であるとき，定義 2.2.6における条件 (3)から

h(X,Y ) := −ρ[X|Y ], T (X,Y, Z) := −ρ[Z|XY ] + ρ[XY |Z] (2.7)

とおくことによりM 上に擬リーマン計量 hと対称 3次テンソル T が定義される．ここ
で X,Y, Z はM 上の任意のベクトル場である．これより，(M,h, T ) は統計多様体とな
る．逆に，統計多様体 (M,h, T )が与えられたときに，上式 (2.7)により hと C を復元す
るコントラスト関数の存在が松本 [29] により示されている（存在は一意的ではなく統計
多様体とコントラスト関数の間には 1対多の関係がある）．また，M 上のアファイン接続
∇，∇∗ を

h(∇XY, Z) = −ρ[XY |Z], h(∇∗
XY, Z) = −ρ[Z|XY ]

によって定義すると，これらは捩れのない接続であり互いに双対的である：

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ).

二つの微分演算子 D,D∗ : X(M)× X(M)× X(M) → X(M)を次で定義する：

h(DX,Y Z,W ) = −ρ[XY Z|W ], h(D∗
X,Y Z,W ) = −ρ[W |XY Z].

ここで X(M)はM 上のベクトル場全体の集合である．D,D∗ を用いてM 上の (1, 3)テ
ンソル B,B∗ を定義する [16]：

B(X,Y ) = DX,Y −∇X∇Y , B∗(X,Y ) = D∗
X,Y −∇∗

X∇∗
Y . (2.8)
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ここで X,Y はM 上のベクトル場である．テンソル B と B∗ はそれぞれ [30] において
バートレットテンソル，双対バートレットテンソルと呼ばれており，コントラスト関数
ρ から誘導される統計多様体 (M,h,∇,∇∗) における ∇,∇∗ および h の曲率と関係する
[30]．

定理 2.2.7 [16, 定理 1] (M,ρ)に対し，次は同値である：

(1) B = 0．
(2) B∗ = 0．
(3) M の各点においてある局所座標系 (x1, · · · , xn)が存在して

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= 0, D ∂

∂xi
, ∂
∂xj

∂

∂xk
= 0 (1 ≤ i, j, k ≤ n).

(4) M の各点においてある局所座標系 (p1, · · · , pn)が存在して

∇∗
∂

∂pi

∂

∂pj
= 0, D∗

∂
∂pi

, ∂
∂pj

∂

∂pk
= 0 (1 ≤ i, j, k ≤ n).

証明 : [16]をみよ． □
等式 h(∇Y Z,W ) = −ρ[Y Z|W ] と h(W,∇∗

Y Z) = −ρ[W |Y Z] のそれぞれに対し両辺
に X を施すことで

h(∇X∇Y Z,W ) + h(∇Y Z,∇∗
XW ) = h(DX,Y Z,W )− ρ[Y Z|XW ],

h(∇XW,∇∗
Y Z) + h(W,∇∗

X∇∗
Y Z) = −ρ[XW |Y Z] + h(D∗

X,Y Z,W )

を得る．これより

h(B(X,Y )Z,W ) = h(∇Y Z,∇∗
XW ) + ρ[Y Z|XW ],

h(B∗(X,Y )Z,W ) = h(∇XW,∇∗
Y Z) + ρ[XW |Y Z]

であるため，定理 2.2.7 の (3) および (4) における二つ目の条件はそれぞれ，任意の
1 ≤ i, j, k, l ≤ nに対し

ρ[ ∂
∂xi

∂
∂xj

| ∂
∂xk

∂
∂xl

] = 0, ρ[ ∂
∂pi

∂
∂pj

| ∂
∂pk

∂
∂pl

] = 0

であることに置き換えても良いことがわかる．
双対平坦多様体とその上のダイバージェンスについてテンソル B,B∗ を考える．

(M,h,∇,∇∗) を n 次元双対平坦多様体，U(∆M ) を対角集合 ∆M の開近傍，D :

U(∆M ) → R をダイバージェンスとする．このとき双対平坦多様体の幾何構造はダ
イバージェンスによって次のように特徴づけられる．
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定理 2.2.8 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)上のダイバージェンス D はM 上のコントラ
スト関数であり，計量 hと甘利・チェンツォフテンソル T = ∇hは Dにより復元される．
すなわちM 上の任意のベクトル場 X,Y, Z に対して

h(X,Y ) = −D[X|Y ], T (X,Y, Z) = −D[Z|XY ] +D[XY |Z].

証明 : 命題 2.1.11より直ちに従う． □
テンソル B,B∗ をそれぞれ D から生成されるバートレットテンソルおよび双対バート
レットテンソルとする．

定理 2.2.9 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗) とその上のダイバージェンス D について
B = B∗ = 0である．すなわちM 上の任意のベクトル場 X,Y, Z,W に対して

h(∇X∇Y Z,W ) = −D[XY Z|W ], (2.9)

h(∇∗
X∇∗

Y Z,W ) = −D[W |XY Z]. (2.10)

証明 : 直接計算により B = 0を示す．(U,x = (x1, · · · , xn))を xが ∇-アファイン座標
系である座標近傍とし，f(x)をポテンシャル，p = ∂f

∂x
を双対座標系とする．このとき，

任意の 1 ≤ i, j, k, l ≤ nに対し，

D[ ∂
∂xi

∂
∂xj

| ∂
∂xk

∂
∂xl

] = 0

を示す．p, q ∈ U に対し

D(p, q) = f(x(p))− f(x(q)) + (x(q)− x(p))Tp(q)

であるから， (
∂

∂xi

)
p

(
∂

∂xj

)
p

D(p, q) =
∂2f

∂xi∂xj
(x(p)).

従って，D[ ∂
∂xi

∂
∂xj

| ∂
∂xk

∂
∂xl

] = 0である．これより，定理 2.2.7から B = 0および B∗ = 0

が従う． □
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第 3章

接触構造と波面

この章では，第 4章以降で用いられる接触幾何学の諸概念についてのまとめを与える．
まず始めに接触構造の定義と簡単な性質についてのまとめを行う．その後，ある種の特異
点を持つ超曲面のクラスである波面と，その波面を扱う上で重要な概念であるルジャンド
ルファイブレーションについての議論を行う．最後に，我々がこの後導入する概ヘッセ多
様体の構成において重要な役割を果たす佐治・梅原・山田による連接接束を取り上げる．
我々の構成にはリーマン計量は登場しないが（リーマン計量が退化する場合を考えてい
る），アイデアの元となった彼らの概念との差を述べるために，波面と連接接束について
リーマン計量を用いた特徴付けを行う．なお，シンプレクティック多様体についての諸概
念は既知とし，詳しくは [35]の付録 D を参考にして欲しい．

3.1 接触構造
M を m = 2n + 1 次元の多様体とする．各点 p ∈ M に対し TpM における超平面

Kp ⊂ TpM（すなわち余次元 1の部分空間）を対応づける K : M 3 p 7→ Kp ⊂ TM を
超平面場という．U ⊂ M を開集合とする．U 上のベクトル場 X に対して各点 p ∈ U で
Xp ∈ Kp なるとき，X はK に属するという．また，K が p ∈M において滑らかである
とは，pの近傍 U ⊂M とその上の各点で一次独立なベクトル場X1, · · · , X2n ∈ X(U)が
存在して X1, · · · , X2n がそれぞれ K に属するときをいう．このとき {X1, · · · , X2n} を
K の（局所）基底場という．任意の点 p ∈M でK が滑らかなとき，単にK は滑らかで
あるという．以下超平面場を考えるときには滑らかなもののみ考える．

定義 3.1.1 U ⊂ M を開集合とし，θ を U 上の一次微分形式とする．θ が K に（U 上
で）同伴するとは，任意の p ∈ U に対し，Kp = ker θp ときをいう．

命題 3.1.2 U ⊂M を開集合とし，{X1, · · · , X2n}を U 上のK の基底場とする．U 上
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のベクトル場 Y を {X1, · · · , X2n, Y } が U の各点で基底となるようにとる．このとき，
双対基底 {X∗

1 , · · · , X∗
2n, Y

∗}に対して，θ := Y ∗ はK に同伴する．また，この θは 0を
取らない関数倍を除き，{X1, · · · , X2n, Y }の選び方によらない．

証明 : 各点 p ∈ U に対し，TpM = R(X1)p ⊕ R(X2)p ⊕ · · · ⊕ R(X2n)p ⊕ RYp であり，
θ の定義から ker θp = R(X1)p ⊕ R(X2)p ⊕ · · · ⊕ R(X2n)p = Kp となり，θ はK に同伴
することが分かる．次に一意性を示す．ω を K に同伴する U 上の一次微分形式とする：
kerωp = Kp = R(X1)p ⊕R(X2)p ⊕ · · · ⊕R(X2n)p．fi ∈ C∞(U) (1 ≤ i ≤ 2n+1)とす
ると，

ω

(
2n∑
i=1

fiXi + f2n+1Y

)
= ω(f2n+1Y ) = f2n+1ω(Y ),

θ

(
2n∑
i=1

fiXi + f2n+1Y

)
= f2n+1.

従って，ω = ω(Y )θ が成り立ち，Y の作り方から ω(Y ) ∈ C∞(U)は U の各点で 0には
ならない．すなわち，K に同伴する任意の一次微分形式 ω は θの（各点で 0にならない）
関数倍となっている． □
上記の命題より，滑らかな超平面場 K には同伴する一次微分形式が局所的に必ず存在
し，かつその存在は（ゼロを取らない関数倍を除いて）一意的であることがわかる．従っ
て次の定義は超平面場に同伴する一次微分形式の取り方によらない．

定義 3.1.3 K をM 上の滑らかな超平面場とし，θをK に同伴する開集合 U ⊂M 上の
一次微分形式とする．(M,K)が接触多様体であるとは，各点 p ∈ U で

θp ∧ (dθp)
n 6= 0 (3.1)

なるときをいう．このとき，K をM の接触構造といい，θ を（局所）接触形式と呼ぶ．

命題 3.1.4 超平面場 K に同伴する U 上の一次微分形式 θ に対して次は互いに同値で
ある：

(1) θ は接触形式である．
(2) 各 p ∈ U において，dθp|Kp

は Kp 上のシンプレクティック形式である．すなわち，
dθp|Kp

はKp 上で非退化な交代形式である．

証明 : p ∈ M とする．TpM\Kp のベクトルを考えることにより，TpM において
θp ∧ (dθp)

n 6= 0なることと，Kp において (dθp)
n 6= 0なることは同値であることが分か

る．すなわち，(1)は (dθp|Kp
)n 6= 0を意味する．また，dθp|Kp

は定義から明らかに交代
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閉形式であるから，(2)は dθp|Kp
の非退化性を意味する．このようにして，(1)と (2)の

同値性が従う． □
接触多様体の定義では，接触形式の大域的な存在は要請していない．しかし，多様体上
に非可積分条件 (3.1)を満たす 1形式が存在するとき，それは大域的な接触形式を与える．

命題 3.1.5 M 上の一次微分形式 θ がM の各点 p ∈ M で θp ∧ (dθp)
n 6= 0を満たすな

ら，Kp := ker θp とすることで (M,K)は接触多様体になる．

証明 : K の滑らかさを示す．M 上のリーマン計量 g を一つ固定する．Φg : TM 3
Xp 7→ gp(Xp, ·) ∈ T ∗M は微分同相かつ束同型を与える．X := Φ−1

g ◦ θ ∈ X(M) と
おくと，任意の Y ∈ X(M) に対し，θ(Y ) = Φg(X)(Y ) = g(X,Y ) となる．p ∈ M

とし，(U, (y1, · · · , y2n+1)) を p 周りの局所座標系とする．必要であれば p の近傍 U

を小さくすることで， ∂
∂y1

, · · · , ∂
∂y2n+1

の中から 2n 個のベクトル ∂
∂yi1

, · · · , ∂
∂yi2n

を
選んで，{X, ∂

∂yi1
, · · · , ∂

∂yi2n
} が X(U) の基底になるようにできる．この基底変換に

よって与えられる局所座標系 (x1, x2, · · · , x2n+1) では ∂
∂x1

= X となっている．基底
{ ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂x2n+1

} にグラム・シュミットの直交化をこの順番で行い，得られた正規
直交基底を {e1 = X

∥X∥ , e2, · · · , e2n+1} とする．ただし，‖X‖ は g による X のノル
ムである．以上より θ(Y ) = 0 であることと g(X,Y ) = 0 は同値であり，更にこれ
は Y ∈ Re2 ⊕ · · · ⊕ Re2n+1 と同値であることがわかる．従って，{e2, · · · , e2m+1} は
K = ker θ の滑らかな基底場となる． □

例 3.1.6 （奇数次元ユークリッド空間）(x1, · · · , xn, p1, · · · , pn, z)を R2n+1 の標準的な
座標系とする．

θ := dz −
n∑

i=1

pidxi

により R2n+1 上の一次微分形式 θ を定義する．dθ = −
∑n

i=1 dpi ∧ dxi であるから，

(dθ)n =

(
−

n∑
i1=1

dpi1 ∧ dxi1

)
∧ · · · ∧

(
−

n∑
in=1

dpin ∧ dxin

)
= (−1)nn! · dp1 ∧ dx1 ∧ dp2 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dxn.

従って，θ ∧ (dθ)n = (−1)nn! · dz ∧ dp1 ∧ dx1 ∧ dp2 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dxn は R2n+1 の
各点でゼロにはならない．従って，命題 3.1.5より (R2n+1,K := ker θ)は接触多様体と
なる．この接触多様体を標準接触多様体と呼び，θ を標準接触形式と呼ぶ．

標準接触多様体は接触多様体の基本的な例である一方で，実は任意の接触多様体の局所
的な構造は標準接触形式により決定される；この事実はダルブーの定理として知られて
いる．
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定理 3.1.7 （接触構造に関するダルブーの定理）(M,K) を 2n + 1 次元接触多様体
とし，θ を開集合 U ⊂ M 上の接触形式とする．このとき U 上 に，ある局所座標系
(V, (x1, · · · , xn, p1, · · · , pn, z))が存在して，θ|V = dz −

∑n
i=1 pidxi とかける．

接触多様体の重要な例を二つ挙げる．

例 3.1.8 （接触要素の作る多様体）M を n次元多様体とする．余接束 T ∗M の射影化を
P(T ∗M)とする．すなわち，各点 p ∈M において，η, ξ ∈ T ∗

pM\{0}はある λ ∈ R\{0}が
存在して η = λξなるとき（ker η = ker ξ）に同値であると定め，この同値関係∼pによる商
空間 P(T ∗

pM) := (T ∗
pM\{0})/∼p を T ∗

pM の射影化と呼び，P(T ∗M) :=
⋃

p∈M P(T ∗
pM)

を T ∗M の射影化と呼ぶ．これには自然に 2n− 1次元多様体の構造が入る．
以下で接触構造を与える．π : P(T ∗M) → M を自然な射影とする．[ηp] ∈ P(T ∗

pM)(⊂
P(T ∗M))において，

K[ηp] : = (dπ[ηp])
−1(ker ηp),

= ker
(
ηp ◦ dπ[ηp] : T[ηp](P(T

∗M)) → R
)

により超平面場を定める（dimK[ηp] = 2n− 2）．∼p の定義から集合 ker ηp は代表元の取
り方によらないため K[ηp] は well-definedである．K が P(T ∗M)の接触構造であること
を示す．
具体的に接触形式を構成する．(U,ϕ = (x1, · · · , xn))を pの周りのM の局所座標系と
し，T ∗U 上の正準座標系を (x1, · · · , xn, r1, · · · , rn)とする．ηp ∈ T ∗

pM\{0}を固定し，
rn(ηp) 6= 0であるとする．このとき，V := {rn 6= 0}，pi := − ri

rn
(i 6= n)とおくことで，

(V, (x1, · · · , xn, p1, · · · , pn−1))は [ηp]周りの P(T ∗M)の局所座標系を与える．
θ := dxn−

∑n−1
i=1 pidxiとおくと，各 [η] ∈ V においてK[η] = ker θ[η]である．実際，座

標系 (x1, · · · , xn, r1, · · · , rn)において η = rndxn+
∑n−1

i=1 ridxi = rn(dxn−
∑n−1

i=1 pidxi)

と書けるため，ker(η ◦ dπ[η]) = ker θ[η] である．θ が接触形式を与えることは例 3.1.6の
通りである．この接触多様体 (P(T ∗M),K)を接触要素の作る多様体と呼ぶ．

例 3.1.9 （リーマン多様体の単位余接束）(M, g) を n 次元リーマン多様体とする．
S(TM) := {v ∈ TM | g(v, v) = 1} とおく．微分同相写像 Φg : TM 3 X 7→ g(X, ·) ∈
T ∗M により，2n− 1次元多様体 S(T ∗M) := Φg(S(TM))を定める．S(T ∗M)をM の
単位余接束という．
S(T ∗M) に接触構造を定める．πS∗ : S(T ∗M) → M を自然な射影とする．η ∈

S(T ∗M)において，次で超平面場KS∗ を定める：

KS∗
η : = (dπS∗

η )−1(ker η),

= ker
(
η ◦ dπS∗

η : Tη(S(T
∗M)) → R

)
.
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KS∗ が接触構造であることを示す．Ψ : S(T ∗M) → P(T ∗M) を射影とすると，これは
2 : 1 のはめ込みかつ束写像である．(P(T ∗M),K) を接触要素の作る多様体とすると，
dΨ(KS∗) = K より KS∗ の滑らかさが従い，K に同伴する接触形式 θ の Ψによる引き
戻し Ψ∗θ により S(T ∗M)上に接触形式が定まる．以上により (S(T ∗M),KS∗)は接触多
様体となる．

S(T ∗M)
Ψ //

πS∗
&&MM

MMM
MMM

MMM
P(T ∗M)

π

��
M

また，S(T ∗M) 上には大域的な接触形式が定まる．θ̃ を T ∗M 上のリュウビル形式と
する：

θ̃ηp
:= (π1)

∗ηp = ηp ◦ (dπ1)ηp
(ηp ∈ T ∗

pM).

ここで，π1 : T ∗M → M は射影である．このときリュウビル形式の制限 θ := θ̃|S(T∗M)

は (S(T ∗M),KS∗) の接触形式を与える．実際，πS∗ = π1|S(T∗M) であるため，各 ηp ∈
S(T ∗M)において，KS∗

ηp
= ker(ηp ◦ dπS∗

ηp
) = ker θηp．

定義 3.1.10 (Mi,Ki) (i = 1, 2) を接触多様体とし，dimM1 = dimM2 とする．f :

M1 → M2 が局所接触微分同相写像であるとは，f ははめ込みであり，df(K1) = K2 な
るときをいう．f が微分同相写像であるとき，f を接触微分同相写像，または接触同型写
像と呼ぶ．

3.2 ルジャンドル写像と波面
(W,K) を 2n + 1 次元接触多様体とし，M を多様体とする．f : M → W が等方的

（isotropic）であるとは，各点 p ∈ M に対して dfp(TpM) ⊂ Kf(p) が成り立つときをい
う．θ を接触形式とすると，f が等方的であることと，f∗θ = 0であることは互いに同値
である（Kf(p) = ker θf(p)）．

命題 3.2.1 はめ込み f :M →W が等方的ならば，dimM ≤ n．

証明 : p ∈ M とし，θ を f(p) 周りの接触形式とする．命題 3.1.4 より dθf(p) は
Kf(p) のシンプレクティック形式を与える．一方，等方性から f∗θ = 0 であるため
f∗dθ = d(f∗θ) = 0．ゆえに dθf(p) は dfp(TpM) 上ゼロである．従って，dimTpM =

dim dfp(TpM) ≤ 1
2 dimKf(p) = n． □

定義 3.2.2 dimM = nのとき等方的はめ込み f : M → W をルジャンドルはめ込みと
いう．
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定義 3.2.3 M を n次元多様体，N を n + 1次元多様体とする．f : M → N がルジャ
ンドル写像であるとは，ルジャンドルはめ込み L : M → P(T ∗N)が存在し，π ◦ L = f

が成り立つときをいう．ここで，π : P(T ∗N) → N は自然な射影である．このとき Lを
f のルジャンドル持ち上げと呼ぶ．また，上記の定義において，Lがルジャンドルはめ込
みとは限らず単に等方的写像であるとき f をフロンタルと呼び，このとき Lを f の等方
的持ち上げと呼ぶ．

P(T ∗N)

π

��
M

∃L
;;vvvvvvvvv f // N

注意 3.2.4 与えられたルジャンドル写像に対して，そのルジャンドル持ち上げは一般的
に一意的ではない．例えば，f : R → R2 を原点への定値写像とする．h(t)を 1変数関数
とすると，

L : R 3 t 7→ [cosh(t)(dx)o + sinh(t)(dy)o] ∈ P(T ∗R2)

は h(t)が零点を持たない限り f のルジャンドルはめ込みになっている．

命題 3.2.5 n次元多様体M の n+ 1次元多様体 N へのはめ込み f :M → N はルジャ
ンドル写像である．

証明 : [36]を見よ． □
ルジャンドル写像 f :M → N は一般に特異点を持つ．すなわち，ある点 p ∈M におい
て f の微分写像の階数が真に落ちる．ルジャンドル写像の特異点をルジャンドル特異点と
呼ぶ [6, 22]．ルジャンドル写像 f :M → N の像 f(M) ⊂ N は一般に波面（wavefront）
と呼ばれる．f がはめ込みであるときその波面は N における滑らかな超曲面である一方
で，f が特異点を持つときその波面は N における “特異点を持った超曲面”となる．

3.3 ルジャンドルファイブレーション
(W,K)を 2n+ 1次元接触多様体とする．部分多様体 L ⊂W がルジャンドル部分多様
体であるとは，各点 p ∈ Lにおいて TpL ⊂ Kp であり，dimL = nなるときをいう．前
半の条件は包含写像 ι : L→W がルジャンドルはめ込みであることと同値である．

例 3.3.1 f : Rn → Rとする．標準接触多様体 R2n+1 における (df, f)のグラフ

L :=
{
(x,p, z) ∈ R2n+1

∣∣∣ pi = ∂f
∂xi

, z = f(x)
}

はルジャンドル部分多様体となる．実際，df −
∑n

i=1
∂f
∂xi

dxi = 0．
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定義 3.3.2 (W,K)を 2n+1次元接触多様体とし，N を n+1次元多様体とする．ファ
イバー束 π : W → N がルジャンドルファイブレーションであるとは，各点 p ∈ N に対
し，ファイバー π−1(p) ⊂W がルジャンドル部分多様体であるときをいう．

例 3.3.3 T ∗Rn × R = R2n+1 において (x,p, z)を標準的な座標系とする．このとき標
準接触形式 θ = dz−pT dxにより (R2n+1, θ)は接触多様体となった（例 3.1.6）．このとき
ファイバー束 π : R2n+1 3 (x,p, z) 7→ (x, z) ∈ Rn ×Rはルジャンドルファイブレーショ
ンとなる．実際，各 p = (x, z) ∈ Rn×Rにおいてファイバーは π−1(p) = {x}×Rn×{z}
となり，この上で dxi = dz = 0 (1 ≤ i ≤ n)である．

例 3.1.8，3.1.9における接触多様体も自然な射影に関してルジャンドルファイブレーショ
ンの構造を持つ．

命題 3.3.4 π : P(T ∗N) → N はルジャンドルファイブレーションの構造を与える．

証明 : dimN = n + 1 とすると，π : P(T ∗N) → N は n 次元射影空間をファイバーと
するファイバー束である．例 3.1.8における P(T ∗N)の接触超平面場の定義より，ファイ
バー方向の接ベクトルは全て接触超平面に含まれるため，全てのファイバーはルジャンド
ル部分多様体である．従って，π : P(T ∗N) → N はルジャンドルファイブレーションで
あることが分かる． □
同様にして次も分かる．

命題 3.3.5 πS∗ : S(T ∗N) → N はルジャンドルファイブレーションの構造を与える．

Π : (W,K) → N をルジャンドルファイブレーションとする．c ∈W とし，p := Π(c) ∈
N とする．各ファイバーはルジャンドル部分多様体であることから TcΠ

−1(p) ⊂ Kc であ
る．従って，超平面場 K の射影 dΠc(Kc) ⊂ TpN は底空間 N における超平面を与える．
この超平面 dΠc(Kc) を核として与える [η] ∈ P(T ∗

pN) が Kc から一意的に決まる．この
[η]を [dΠc(Kc)]とかくことにする．次の定理により，任意のルジャンドルファイブレー
ションは局所的に，命題 3.3.4におけるルジャンドルファイブレーションの構造と一致す
ることが分かる．

定理 3.3.6 ルジャンドルファイブレーション Π : (W,K) → N に対し，L : W 3 c 7→
[dΠc(Kc)] ∈ P(T ∗N) は局所接触微分同相写像であり，Π = π ◦ L を満たす．但し，
π : P(T ∗N) → N は自然な射影である．
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W
L //

Π   @
@@

@@
@@

@ P(T ∗N)

π
{{ww
ww
ww
ww
w

N

証明 : dimW = 2n+ 1とする．L が局所微分同相写像であることを示せば他の性質は
明らかである．c ∈W，p := Π(c) ∈ N とする．ファイバー束の定義より，cの周りのある
局所座標系 (U, (x0, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn))が存在し，(x0, · · · , xn)が p周りの N の局
所座標系を与え，これらの座標系に関して Π(x0, x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) = (x0, · · · , xn)
となる．Π : (W,K) → N はルジャンドルファイブレーションであるから，その接触形式
θ は一般に，座標系 (x0, · · · , xn, y1, · · · , yn)において，次のように書ける：

θ =
n∑

i=0

pidxi.

ここで，各 pi は U 上の関数である．θ は零点を持たないため，座標系 (x0, · · · , xn) を
入れ替えることで，p0(c) 6= 0 として良い．また，必要であれば U を小さくすることで
U 上で p0 6= 0 とできる．このとき，θ′ := 1

p0
θ もまた (W,K) の接触形式を与えてい

ることに注意する．各 1 ≤ i ≤ n に対して，−pi/p0 を改めて pi と書くことにすると，
θ′ = dx0 −

∑n
i=1 pidxi．θ′ は接触形式であることから，

θ′ ∧ (dθ′)n = (−1)nn! dx0 ∧ (dp1 ∧ dx1) ∧ · · · ∧ (dpn ∧ dxn) 6= 0.

これより，dx0, dx1, · · · , dxn, dp1, · · · , dpn は一次独立であることが従い，必要であれば
U をさらに小さくすることにより，(x0, · · · , xn, p1, · · · , pn)は c周りのW の局所座標系
を与えることが分かる．(x0, · · · , xn)は N 上の局所座標系を与えていることに注意する
と，この c周りのW の局所座標系を用いることで，L は局所的に，次のように表される
ことが分かる：

L (c′) =

[
(dx0)Π(c′) −

n∑
i=1

pi(c
′)(dxi)Π(c′)

]
∈ P(T ∗N) (c′ ∈ U).

この表示からL は滑らかであること，さらに局所微分同相写像であることが分かる． □
ルジャンドルファイブレーション Π : (W,K) → N のルジャンドル部分多様体 L ⊂ W

への射影の制限 Π|L : L→ N は次のようにしてルジャンドル写像となる．

系 3.3.7 写像 Π|L : L→ N はルジャンドル写像になる．

証明 : L : W → P(T ∗N)を定理 3.3.6の局所接触微分同相写像とする．ι : L → W を
包含写像とすると，L ◦ ι : L → P(T ∗N)は Π|L に対する P(T ∗N)へのルジャンドルは
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め込みである．
W

L // P(T ∗N)

π

��
L

ι

OO

Π|L
//

L ◦ι
66nnnnnnnnnnnnnn
N

□
従って，任意のルジャンドルファイブレーションのルジャンドル部分多様体への制限写
像はルジャンドル写像になることが分かる．また逆に，ルジャンドル写像が与えられたと
き，射影化された余接束へのルジャンドルはめ込みにより，局所的にルジャンドル部分多
様体として埋め込み，同一視することで，ルジャンドル写像は局所的に，射影化された余
接束におけるルジャンドル部分多様体への射影の制限と一致することが分かる．

3.4 ルジャンドル写像のリーマン幾何的特徴づけと連接接束
波面のアンビエントな空間がリーマン多様体であるとき，ルジャンドル写像にはより具
体的な特徴づけが与えられる．この節で扱う内容は我々の構成には直接用いないが，構成
の違いを確かめるために佐治・梅原・山田によるリーマン計量を用いたルジャンドル写像
の特徴づけと連接接束の構成をみる．この節で扱う命題や定理の証明は [36] を参照され
たい．

定義 3.4.1 M を n 次元多様体，N を n + 1 次元多様体とする．f : M → N が余向
き付け可能なルジャンドル写像であるとは，N の単位余接束 S(T ∗N)へのルジャンドル
はめ込み L̃ : M → S(T ∗N) が存在し，πS∗ ◦ L̃ = f が成り立つときをいう．ここで，
πS∗ : S(T ∗N) → N は自然な射影である．このとき L̃を余向き付け可能なルジャンドル
写像 f の S(T ∗N)へのルジャンドル持ち上げという．

g を N のリーマン計量とし，Φg : TN → T ∗N を g が与える同型とする．KS∗ を単位
余接束 S(T ∗N)の接触構造とし，KS := dΦ−1

g (KS∗)により (S(TN),KS)を接触多様体
とみなす．

命題 3.4.2 M を n 次元多様体とし，(N, g) を n + 1 次元リーマン多様体とする．
f : M → N とする．このとき，f がルジャンドル写像（resp. フロンタル）である
ことと，任意の p ∈ M に対して，その近傍 Up ⊂ M とはめ込み（resp. C∞ 写像）
νp : Up → S(TN) が存在して，族 {(Up, νp)}p∈M が以下の条件を満たすことは同値で
ある：

(1) 任意の p ∈M に対して πS ◦ νp = f |Up；
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(2) 任意の p ∈M，q ∈ Up，v ∈ dfq(TqM)に対して gq(νp(q), v) = 0；
(3) 任意の p, p′ ∈M に対し，Up ∩ Up′ 6= ∅ならば νp = νp′ もしくは νp = −νp′ が成り

立つ．

ここで πS : S(TN) → N は自然な射影である．この νp を f の（局所）単位法線ベクト
ル場という．更に，νp が滑らかにM 全体に拡張できることと，f が余向き付け可能であ
ることは同値である．

定義 3.4.3 （連接接束 [35]）M を n次元多様体とし，π : E →M を n階ベクトル束とす
る．hを E 上の計量とし，∇を計量 hと両立的な E の接続とする．また，Φ : TM → E

を束写像とする．(E,M, h,∇,Φ)が連接接束であるとは，M 上の任意のベクトル場X,Y

に対して，次が成り立つときをいう：
∇XΦ(Y )−∇Y Φ(X)− Φ([X,Y ]) = 0.

多様体間の写像 f :M → N による，N 上の階数 r のベクトル束 π : E → N の引き戻し
(f∗E, π∗,M)が以下で定義される：

f∗E := {(x, ξ) ∈M × E | f(x) = π(ξ)},
π∗ : f∗E 3 (x, ξ) 7→ x ∈M.

このとき (f∗E, π∗,M)はM 上の階数 rのベクトル束となり，ιf : f∗E → E, ι(x, ξ) = ξ

はベクトル束の準同型写像を与え，各ファイバーでは線形同型写像 ιf |f∗Ep
: f∗Ep →

Ef(p) を与える．さらに，f∗Ep = π∗−1(p) = {p}× π−1(f(p))であるから，Γ(E) 3 ξ 7→
ξ̃ = ( · , ξ ◦ f) ∈ Γ(f∗E)が定義される．ここで Γ(E)はベクトル束 π : E → N の切断全
体の集合である．ξ̃ と ξ ◦ f を同一視する．

定理 3.4.4 g を N 上のリーマン計量，∇を g に関するレビ・チビタ接続，f :M → N

とする．このとき，以下の 3つを満たす f∗TN 上の接続 ∇̃が一意的に存在する：

(1) 任意の ξ ∈ Γ(TN)と v ∈ TM に対して，∇̃v ξ̃ = ∇df(v)(ξ ◦ f)が成り立つ；
(2) ∇̃は ιf による g の誘導計量 gf と両立する；
(3) Φf : TM 3 vp 7→ (p, dfp(vp)) ∈ f∗TN に対して次が成り立つ：

∇̃XΦf (Y )− ∇̃Y Φf (X)− Φf ([X,Y ]) = 0 (X,Y ∈ Γ(TM)).

M を n次元多様体，(N, g)を n+1次元リーマン多様体とする．また，f :M → N を
ルジャンドル写像とし，{(Up, νp)}p∈M を f に付随する単位法線ベクトル場とする．

Ef := {(q, v) ∈ f∗TN | gf(q)(v, νp(q)) = 0, q ∈ Up},
πf : Ef 3 (q, v) 7→ q ∈M
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を定めると，(Ef , πf ,M)には自然にM 上のベクトル束としての構造が入り，この定義は
単位法線ベクトル場の取り方に依存しない．(Ef , πf ,M)に連接接束としての構造を与え
る．(q, v), (q, w) ∈ Ef に対し，

h((q, v), (q, w)) := gf(q)(v, w)

= gf(q)(ιf (q, v), ιf (q, w))

で Ef 上に計量 hを与える．また，Φf : TM → f∗TN を Φf (vq) = (q, dfq(vq))で定める
と，g(dfq(vq), νp(q)) = 0よりベクトル束準同型 Φf : TM → Ef が誘導される．さらに，
各 Up 上で

∇f
Xξ := ∇̃Xξ − g(∇̃Xξ, νp)νp (X ∈ X(M), ξ ∈ Γ(Ef ))

を考えると，∇f
Xξ ∈ Ef である．ここで，上の定義は νp の ± の不定性にはよらない

ことに注意する．これより，Ef 上の大域的な接続 ∇f が定まる．ここで，∇̃ は g に
関するレビ・チビタ接続 ∇ から誘導される f∗TN 上の接続であり，上の定義式では
ιf : f∗TN 3 (p, v) → v ∈ TN による同一視を用いている．

定理 3.4.5 (Ef ,M, h,∇f ,Φf )は連接接束である．

このように，佐治・梅原・山田はリーマン計量による直交射影を用いて波面に付随する
連接接束を定めた．ここでリーマン計量を用いている点は接続∇f の直交射影による構成
のみであることに注意する．次章以降で議論される概ヘッセ多様体ではこの連接接束が本
質的にその構成に関わる．但し，我々はリーマン計量が退化する状況を考えているため，
リーマン計量の代わりにアファイン構造を利用して同様の概念を定める．§4.1.3にてその
詳細な定義を与える．
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この章では，退化した計量を許容する双対平坦構造の一般化として概ヘッセ多様体を導
入し，その理論について述べる．一般化にあたり，まずルジャンドル双対性および従来の
意味の双対平坦構造を接触幾何学の枠組みで捉え直す．その後，アファイン構造を用いて
連接接束を定め，概ヘッセ多様体を導入しその性質を探る．

4.1 概ヘッセ多様体の理論
4.1.1 ダブルファイブレーション構造と双対平坦構造
まずヘッセ多様体におけるルジャンドル双対性を接触幾何学の枠組みで捉え直す．

(R2n+1 = T ∗Rn × R = J1(Rn,R), ξ = ker θ) を例 3.1.6 における標準接触多様体とし，
その座標系を (x,p, z) で表すことにする（J1(Rn,R) は n 変数関数の 1-ジェット空間
である）．底空間を Rn

x，ファイバーを Rn
p と書き区別することにする．例 3.3.3 では，

π : R2n+1 3 (x,p, z) 7→ (x, z) ∈ Rn
x × Rがルジャンドルファイブレーションを与えるこ

とを確かめた．次で与えられる変換 L : R2n+1 → R2n+1 を考える：

(x′,p′, z′) = L(x,p, z) := (p,x,pTx− z).

この L は接触微分同相写像である．すなわち，L は超平面場 ξ を保つ；実際，L∗θ =

L∗(dz′ − p′T dx′) = −θ．

π′ := π ◦ L : R2n+1 → Rn
p × R, (x,p, z) 7→ (p,pTx− z)

とおくと，これもまたルジャンドルファイブレーションである．このとき，標準接触多様
体のダブルファイブレーション構造とは次で定義される図式である：

Rn
x × R R2n+1πoo π′

// Rn
p × R (dL)
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Π : Rn × R → Rn を第一成分への射影とし，
π1 = Π ◦ π : R2n+1 → Rn

x , π′
1 = Π ◦ π′ : R2n+1 → Rn

p

とおく．Lを R2n+1 のルジャンドル部分多様体とする．Lが正則モデルであるとは，射
影 π1, π

′
1 によって Lがそれぞれある開集合 U ⊂ Rn

x と V ⊂ Rn
p に微分同相であるときを

いう [33]．このとき，U 上のある関数 z = f(x)と V 上のある関数 z′ = ϕ(p)が存在して

- L ⊂ R2n+1 = J1(Rn
x ,R)は (df, f)のグラフであり；

- L(L) ⊂ R2n+1 = J1(Rn
p ,R)は (dϕ, ϕ)のグラフである．

これより，次の関係式を得る：

p =
∂f

∂x
, x =

∂ϕ

∂p
, f(x) + ϕ(p)− pTx = 0.

座標変換は勾配写像 U → V，x 7→ p = ∂f
∂x
である．これは微分同相写像であり，このた

め任意の x ∈ U において f(x)のヘッセ行列は非退化であることが分かる．また，逆写像
V → U は p 7→ x = ∂φ

∂p
で与えられ，そのヘッセ行列は f(x)のヘッセ行列の逆行列であ

る．z′ = ϕ(p)を z = f(x)のルジャンドル変換と呼び，逆もまたそのように呼ぶ．また
f をポテンシャル関数，ϕをその双対ポテンシャル関数と呼ぶ．この関係がルジャンドル
双対性であり，ヘッセ多様体の局所的構造はまさにこの正則モデルに対応する．

注意 4.1.1 （射影双対）ルジャンドル双対性は射影双対性のアファイン的表現である（cf.

[22]）．Pn+1 := RPn+1 を実射影空間とし，Pn+1∗ := RPn+1∗ をその双対射影空間とす
る．N を Pn+1 × Pn+1∗ における p ∈ kerλを満たす組み (p, λ)からなる部分多様体とす
る．すなわち N は余次元 1の部分多様体（dimN = 2n+ 1）で方程式

p0x0 + p1x1 + · · ·+ pn+1xn+1 = 0

によって定義される．ここで p = [x0 : x1 : · · · : xn+1] ∈ Pn+1，λ = [p0 : p1 : · · · :
pn+1] ∈ Pn+1∗ である．N は射影化された余接束 P(T ∗Pn+1)(= P(T ∗Pn+1∗))（cf. 例
3.1.8）と自然に同一視され，このとき N は 2n + 1次元の接触多様体になる．xn+1 6= 0

と p0 6= 0 によって定義される N の開集合 ON を考える．xn+1 = p0 = −1，z = x0，
z′ = pn+1 とおくことで，定義方程式は次のように書ける：

z + z′ − pTx = 0.

明らかに ON は二つの座標系 (x,p, z)，(p,x, z′) を持ち，これらの間の座標変換はまさ
に，N の接触構造を保つ L : R2n+1 → R2n+1 である．射影幾何学においては，ダブルル
ジャンドルファイブレーション

Pn+1 N
πoo π′

// Pn+1∗
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は点と超平面における双対原理を表している．ここで，π, π′ は自然な射影である．この
図式を ON に制限し，座標 (x,p, z) を用いて ON を R2n+1 と同一視することで，図式
(dL)を得る．例えば，n = 1のとき，パラメータ付けられた平面曲線

C : (x, z) := (x, f(x)) ∈ R2 ⊂ P2

を考える．このとき，接線の軌跡はその射影双対をなす：
C∗ : (p, z′) = ( df

dx (x), x
df
dx (x)− f(x)) ∈ R2∗ ⊂ P2∗.

ここで，C が凸であるとき，C∗もまたそうである．また，C が変曲点を持つとき，例えば，
f(x) = 1

3x
3+ · · · であるとき，C∗ は対応する点，(p, z′) = (x2+ · · · , 23x

3+ · · · )，におい
てカスプを持つ．従って，この場合は，C∗は局所的に 2値関数 z′ = ± 2

3p
3/2+ · · · (p ≥ 0)

のグラフで表される．

アファインルジャンドル同値とは，Rn
x × Rと Rn

p × R上のアファイン変換

F (x, z) = (Ax+ b, z + cTx+ d),

F ∗(p, z′) = (A′p+ b′, z′ + c′Tp+ d′)

によって得られるアファイン変換 LF : R2n+1 → R2n+1，
LF (x,p, z) = (Ax+ b, A′p+ b′, z + cTx+ d)

のことである．ここで Aは正則行列であり，
A′ = (AT )−1, b′ = A′c, b = Ac′, d′ = b′T b− d.

LF は F (あるいは F ∗)によって決まることに注意する．簡単に分かるように，LF は接触
形式とダブルファイブレーション (dL)を保つ：L∗

F θ = θ．また，次の図式を可換にする．

Rn
x × Rz

F ≃
��

R2n+1πoo π′
//

LF≃
��

Rn
p × Rz′

F∗≃
��

Rn
x × Rz R2n+1πoo π′

// Rn
p × Rz′

定義 4.1.2 R2n+1 の二つのルジャンドル部分多様体 L1, L2 がアファインルジャンドル
同値であるとは，ある LF が存在して LF (L1) = L2 なるときをいう．

ヘッセ多様体における張り合わせの条件は，アファインルジャンドル同値そのものであ
り（cf. 注意 2.1.6），ポテンシャル f のヘッセ行列から定まる擬リーマン計量 h と射影
π1，π′

1 を通して，固定された Rn
x，Rn

p のアファイン構造から誘導される平坦アファイン
接続 ∇,∇∗ からなる L上の双対平坦構造 (h,∇,∇∗)はアファインルジャンドル同値で不
変である．従って，次のような言い換えが成り立つ：
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命題 4.1.3 任意の双対平坦多様体あるいはヘッセ多様体は R2n+1 のいくつかの正則モ
デル Lα のアファインルジャンドル同値による張り合わせで構成される．その計量 hとア
ファイン接続∇，∇∗ の組みもまた，各 Lα の双対平坦構造 (hα,∇α,∇∗

α)から大域的に定
義され，この定義は well-definedである．

この張り合わせによる構成は §4.1.4における定義 4.1.22で，より一般的な形式で再び述
べる．

注意 4.1.4 各張り合わせ写像は，R2n+1 における正則モデルの近傍上に作用するため，
上記の張り合わせによる構成は，ある接触多様体のルジャンドル部分多様体として実現
される；同様にあるシンプレクティック多様体のラグランジュ部分多様体（部分多様体
であって，包含写像によるシンプレクティック形式の引き戻しが消えている最大次元の
もの）を構成する．(M,h,∇,∇∗)を双対平坦多様体とし，h = ∇df なる大域的なポテン
シャル f :M → Rが存在する場合を考える．∇-アファイン座標系の局所座標系 Uα をと
る．このとき，局所ポテンシャル f |Uα

は 1-ジェット空間 J1(Uα,R) = T ∗Uα ×Rにおけ
る正則モデル Lα を定め，これらは c = 0，d = 0なるアファインルジャンドル同値 LF に
よって貼り合わされる．逆に，このアファインルジャンドル同値によって貼り合わされた
局所モデルは大域的なポテンシャルを持つ双対平坦多様体を構成する．条件を弱め，閉 1

次微分形式 σ が存在し h = ∇σ を満たすとする（ポアンカレの補題より局所的に σ = df

なるポテンシャル f が存在する）．このとき，M はコシュール型であるという [37]．この
場合は，c = 0，場合によっては d 6= 0なるアファインルジャンドル同値 LF によって正
則モデルを張り合わせることに対応する．

4.1.2 e/m-波面と e/m-コースティクス
一般に π : N → B をルジャンドルファイブレーション，L ⊂ N をルジャンドル部分多

様体としたとき，波面 π(L) ⊂ B をW (L)と書くことにする．
ルジャンドル部分多様体 L ⊂ R2n+1 が正則モデルであるとき，ダブルファイブレー

ション構造 (dL)による二つの波面 π(L), π′(L)はそれぞれ双対平坦多様体におけるポテ
ンシャル関数と双対ポテンシャル関数のグラフに対応していた．一般にルジャンドル写像
は特異点を持ち得る（TpLがファイバーに接する）が，このとき波面はもはや滑らかな部
分多様体にはならない．
R2n+1 上のダブルファイブレーション π, π′ の図式 (dL)と任意のルジャンドル部分多

様体 L ⊂ R2n+1 を考える．2つのルジャンドル写像

πe := π ◦ ι : L→ Rn
x × Rz, πm := π′ ◦ ι : L→ Rn

p × Rz′
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を考え，これらを情報幾何学の慣習に従い，e-，m-ルジャンドル写像と呼ぶ（接頭辞 “e-”

と “m-”は統計学，すなわち指数型と混合型に由来する [3]）．

定義 4.1.5 （e/m-波面 [33]）

We(L) := πe(L) ⊂ Rn
x × Rz, Wm(L) := πm(L) ⊂ Rn

p × Rz′ ,

とおき，これらをそれぞれ Lに付随する e/m-波面と呼ぶ．

e/m-波面は互いに，点と超平面の射影双対におけるルジャンドル双対の関係にある（注
意 4.1.1）．
通常，T ∗Rn のラグランジュ部分多様体の底空間への射影はラグランジュ写像と呼ばれ
る [6, 22]．用語の濫用により次の 2つをそれぞれ e-, m-ラグランジュ写像と呼ぶ：

πe
1 = Π ◦ πe : L→ Rn

x , πm
1 = Π ◦ πm : L→ Rn

p .

簡単に分かるように，p ∈ Lにおける次の 2つは互いに同値である：

– pはルジャンドル写像 πe : L→ Rn
x × Rz の特異点である;

– pはラグランジュ写像 πe
1 : L→ Rn

x の特異点である.

実際，任意の v ∈ TpLは dzp(v)− p(p)T dxp(v) = 0を満たし，dxp(v) = 0であるとき，
dzp(v) = 0 となる．すなわち，ルジャンドル部分多様体 L ⊂ T ∗Rn × R は z-軸と接し
ない．

定義 4.1.6 （e/m-コースティクス [33]）e-臨界点集合 C(πe
1) ⊂ Lとは，e-ラグランジュ

写像 πe
1 : L→ Rn

x の全ての特異点からなる集合であり，その像 πe
1C(π

e
1) ⊂ Rn

x を Lに付
随する e-コースティクスと呼ぶ．m-に相当する概念も全て同様に定義する．

定義 4.1.7 （[33]）Lが p ∈ Lの周りで局所正則モデルであるとは，pの Lにおける開
近傍が存在して，それが R2n+1 の正則モデルとなるときをいう．すなわち，pは e-臨界点
でもm-臨界点でもどちらでもない．

p ∈ Lが e-臨界点ではなく，m-臨界点である場合を考える（以下の例 4.1.8, 4.1.9を見よ）．
この場合では，pの周りの Lの局所座標系として xをとることができ，We(L)は πe

1(p)

の近くで定義されるある局所ポテンシャル関数 z = f(x)のグラフとなっている．このと
き，座標系 xに関して e-ラグランジュ写像は恒等写像として記述され，e-コースティクス
は空集合である．一方で，m-ラグランジュ写像 πm : L → Rn

p は勾配写像 p = ∇f(x)と
して記述される．pは πm の臨界点であるから，Wm(L)は特異的である．この場合に，L
を退化ポテンシャルを持つ特異モデルと呼ぶことにする．特にこの場合は，f が変曲点を
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持つことを許容し，従ってWm(L)は Rn
p の m-コースティクスに沿って分岐する多価関

数 z′ = ϕ(p)のグラフとなっている．

例 4.1.8 （A2-特異点）
f(x) =

x31
3

+
x22
2

とおく．このとき，p = (p1, p2) = (x21, x2)であり，ヘッセ行列 h = ∇2f の退化集合 Σ

は x1 = 0によって定義される．さらに，図 4.1の左側に示されるように，

- e-波面We(L) は滑らかであり，Σ に沿って変曲点を持つ．e-コースティクスは存
在しない；

- m-波面Wm(L)はカスプ辺を持つ特異曲面である．これは p1 ≥ 0において定義さ
れる 2値双対ポテンシャル

z′ = pTx− z =
2

3
x31 +

1

2
x22 = ±2

3
p
3/2
1 +

1

2
p22

のグラフであり，m-コースティクス p1 = 0に沿って分岐する．

この特異点は，ヘッセ行列が非負であるときには現れない．例えば，全ての統計モデルに
対してフィッシャー・ラオ行列は非負である．

例 4.1.9 （A3-特異点）
f(x) =

x41
4

+
x22
2

とおく．このとき，p = (p1, p2) = (x31, x2)であり，ヘッセ行列 h = ∇2f の退化集合 Σ

は x1 = 0によって定義される．さらに，図 4.1の右側に示されるように，

- e-波面We(L)は滑らかであり，凸である．e-コースティクスは存在しない；
- m-波面Wm(L)は特異曲面である．これは大域的に定義される双対ポテンシャル

z′ = pTx− z =
3

4
x41 +

1

2
x22 =

3

4
p
4/3
1 +

1

2
p22

のグラフであるが，m-コースティクス p1 = 0に沿って特異的である．

これは関数の極小値の分類に現れる典型的な特異点型である [42]．

さらに，p ∈ Lが同時に e-臨界点とm-臨界点であることも起き得る．このとき，We(L)

と Wm(L) はそれぞれ，πe(p) と πm(p) において特異的になる．一般に，陰関数定理に
より，分割 I t J = {1, · · · , n} (I ∩ J = ∅) が存在し，座標 xI = (xi)

T と pJ = (pj)
T

(i ∈ I, j ∈ J)によって Lは pの周りで局所的にパラメータ付けされる．実際，ある関数
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図 4.1 e/m-波面と e/m-コースティクス (例 4.1.8，4.1.9).

g(xI ,pJ)が存在し，pの近くで Lを次のように表現することができる：

pI =
∂g

∂xI
, xJ = − ∂g

∂pJ

, z = pT
JxJ + g(xI ,pJ).

ここで， ∂g
∂xI

= ( ∂g
∂xi1

, · · · )T (I = (i1, i2, · · · ))．これは §3.3 の例 3.3.1 における形式と，
接触構造を保つ標準的な変換

R2n+1 → R2n+1 (x,p, z) 7→ (xI ,pJ ,pI ,−xJ ,−pT
JxJ + z)

から従う．通常，g(xI ,pJ) は L の p 周りにおける母関数と呼ばれる [6, §20]．特に，
J = ∅ (resp. I = ∅)の場合，母関数はポテンシャル z = f(x) (resp. 双対ポテンシャル
z′ = ϕ(p) のマイナス倍) である．e/m-ルジャンドル写像は局所的に次のように表現で
きる：

πe : (L, p) → Rn
x × Rz, (xI ,pJ) 7→

(
xI , −

∂g

∂pJ

, −pT
J

∂g

∂pJ

+ g(xI ,pJ)

)
,

πm : (L, p) → Rn
p × Rz′ , (xI ,pJ) 7→

(
∂g

∂xI
, pJ , x

T
I

∂g

∂xI
− g(xI ,pJ)

)
.

e/m-ラグランジュ写像 πe
1, π

m
1 もまた，最後の z，z′ 座標を無視することでそれぞれ得ら

れる．

例 4.1.10

g(x1, p2) =
x31
3

+
p42
4

を母関数とするルジャンドル部分多様体 L ⊂ R5 を考える．e/m-ルジャンドル写像 πe と
πm はそれぞれ (x1, p2)を

(x1, x2, z) = (x1,−p32,
x31
3

− 3p42
4

), (p1, p2, z
′) = (x21, p2,

2x31
3

− p42
4
)

へ写す．これらの像We(L)とWm(L)は特異曲面であり，e/m-コースティクスは R2
x 上

では x2 = 0によって定義され，R2
p 上では p1 = 0によって定義される（図 4.2を見よ）．
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図 4.2 e/m-波面が共に特異的である場合 (例 4.1.10).

注意 4.1.11 (階層的構造) ポテンシャル z = f(x)を持つ双対平坦多様体 L（すなわち
正則モデル）に対し，2つの座標系 xと p (= ∂f

∂x
)はそれぞれ ∇-平坦，∇∗-平坦であり，

これらは階層的構造を生み出す – 新しい座標系 (xI ,pJ)をとり，これを甘利における混
合座標と呼び [1]，これは，L上に 2つの葉層構造を作り出し，それらは {xI = 定数 }と
{pJ = 定数 }によって定義される；これらの葉はそれぞれ ∇∗-平坦と ∇-平坦であり，f
に付随するヘッセ計量に関してそれらは互いに直交する．この構造は応用上有用であり，
詳しくは [1]を参照されたい．任意のルジャンドル部分多様体 Lに対して，大域的なポテ
ンシャルは一般には存在しないが，上で見たように，任意の p ∈ Lに対してその近傍 U

上の母関数 g(xI ,pJ)はいつでも見つけることができる（pに依存して分割 I t J の選び
方には自由度がある）．このことから，混合座標 (xI ,pJ) と U 上の 2 つの葉層構造が局
所的に定義される（以下の注意 4.1.18を見よ）．通常，e/m-コースティクスの存在（すな
わち hが退化すること）により，これらの座標系を L上で大域的に拡張することはでき
ないが，そうであっても，この葉層構造は大域的な整合性を持つ．次の小節にて適切な定
式化を与える．

4.1.3 e/m-連接接束
L を R2n+1 のルジャンドル部分多様体とする．前小節で見たように，e-波面 We(L)

および m-波面 Wm(L) は一般には滑らかな多様体にはならないが，その “接束” の代わ
りに連接接束をそこに付随させる．§3.4 ではリーマン計量を用いて連接接束を定義し
たが，計量を用いることができないため，代わりに波面の周りの固定されたアファイン
構造を利用し，言わば連接接束のアファイン幾何学版を導入する．任意の点 p ∈ L は
Tπe(p)(Rn

x × Rz) = Rn
x × Rz における超平面 Ep を定め，そのような超平面の族が階数 n

の L上のベクトル束をつくる：

E(= EL) := { (p, w) ∈ L× (Rn
x × Rz) | dzp(w)− p(p)T dxp(w) = 0 }.
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Lはルジャンドル部分多様体であるため，

TpL ⊂ ξp = ker θp = (dπp)
−1(Ep)

であり，このことから dπe(TpL) ⊂ Ep．ここで Ep は pにおける E のファイバーである．
このとき，束写像

Φ : TL→ E, vp 7→ dπe
p(vp)

が定まる．Φが同型であることと πe : L→ Rn
x × Rz がはめ込みとなることが同値である

ことに注意する．

注意 4.1.12 E は e-波面 We(L) の接束の “極限” であることに注意する．
dπp : TpR2n+1 → Tπ(p)(Rn

x × R) の核は { ∂
∂p1

, · · · , ∂
∂pn

} によって張られている．
p ∈ Lが e-ルジャンドル写像 πe : L→ Rn

x ×Rの正則点であるとき，TpL∩ker dπp = {0}
であり，

Ep = Im dπe
p(TpL) = Tπe(p)We(L).

実際，この場合には，πe は pの周りではめ込みであり，We(L)は πe(p)周りの滑らかな
部分多様体である．πe の正則点 pi ∈ L の列が臨界点 p に収束するとき，ベクトル束 E

の連続性より，Tpi
Lの像は Ep へ収束する（Rn+1 = Rn

x ×Rの n-平面のグラスマン多様
体において）．この場合には，We(L)は πe(p)の周りで特異的であるためこの点において
接空間は定義されず，しかしながらその代替物として接空間の極限 Ep を持つ．Ep のも
う一つの特徴付けは

Ep = ker
[
dπ′

p : TpR2n+1 → Tπm(p)(Rn
p × Rz′)

]
.

ここで，Ep ⊂ Rn
x ⊕ {0} ⊕ Rz ⊂ R2n+1 = TpR2n+1 とみなしている．実際，pにおける

π′ のヤコビ行列は [
O E 0

p(p)T x(p)T −1

]
であるため，その核は dzp − p(p)T dxp = 0と dpp = 0によって得られる．ここで接触超
平面場は次の直和分解を持つことに注意する：

ξp = ker dπ′
p ⊕ ker dπp.

∇̃をアファイン空間Rn
x×Rの平坦接続とし，任意の p ∈ Lに対して，ψp : Rn

x×R → Ep

を z-軸に沿った線形射影とする．このとき，L上のベクトル束 E の接続 ∇E は自然に

∇E
Xξ(p) := ψp ◦ ∇̃Xξ(p)

によって定義される．ここで，ξ は E の任意の切断であり，X は Lの p周りのベクトル
場である．
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補題 4.1.13（[33]） 上記で定義される接続 ∇E は平坦であり，相対的な捩率が消えて
いる．すなわち，任意の L上のベクトル場 X,Y に対して次が成り立つ：

∇E
X(Φ(Y ))−∇E

Y (Φ(X)) = Φ([X,Y ]).

証明 : si(p) :=
∂

∂xi
+ pi

∂
∂z ∈ Ep (1 ≤ i ≤ n)とおくと，これらは E の大域的な平坦切

断を与える：
∇E

Xsi = ψp(∇̃Xsi) = ψp(X(pi)
∂

∂z
) = 0.

従って ∇E は平坦である．次に，Φが πe
1 = (f1, · · · , fn) : L → Rn

x のヤコビ行列によっ
て表現される点に注意する．すなわち，L の局所座標系 (t1, · · · , tn) において Φ(∂j) =∑n

i=1(∂jfi)si である．ここで，∂j = ∂
∂tj
である．X =

∑n
k=1 ak∂k，Y =

∑n
j=1 bj∂j と

おくと，
∇E

XΦ(Y ) =
∑
i,j,k

((∂k∂jfi)akbj + (∂jfi)ak(∂kbj))si.

残りは直接計算することによって分かる． □

定義 4.1.14 ([33]) (E,Φ,∇E)を e-波面We(L)に付随する連接接束と呼ぶ.

全て同様の方法で，m-波面Wm(L)に対して，連接接束 E′ および束写像 Φ′ := dπm :

TL→ E′，平坦接続 ∇E′ が共に定義される：
E′(= E′

L) := { (p, w) ∈ L× (Rn
p × Rz′) | dz′(w)− x(p)T dp(w) = 0 }.

実際，R2n+1 の異なる座標系 (p,x, z′) を用いることで，ダブルルジャンドルファイブ
レーション (dL) は写像の組 (π ◦ L−1, π) として捉え直すことができ，このとき，この
双対的表現にこれまで議論してきた構成を当てはめると，(E′,Φ′,∇E′

)が定まる．特に，
E′

p は ker dπe
p と同一視される（注意 4.1.12を見よ）．

我々は E と E′ を L上のベクトル束として定義したが，これらは実際のところ周囲の
空間である R2n+1 上で定義される．接触超平面場 ξ は次の直和分解を持つ：

ξp = ker dπ′
p ⊕ ker dπp ' Ep ⊕ E′

p ' Rn
x ⊕ Rn

p .

ここで，E,E′ 両方に対して平坦接続の標準枠

si(p) =
∂

∂xi
+ pi

∂

∂z
∈ Ep, s∗i (p) =

∂

∂pi
+ xi

∂

∂z′
∈ E′

p (4.1)

がとれ，これにより E′ を E の双対と同一視しでき，逆もまたそうであることがわかる．
また，z, z′-軸に沿った射影により自然な対応 sl ↔ ∂

∂xl
，s∗l ↔ ∂

∂pl
が存在する．超平面場

ξ は，シンプレクティック形式 ω =
∑n

i=1 dxi ∧ dpi のみならず，

τ :=
n∑

i=1

dxidpi =
1

2

n∑
i=1

(dxi ⊗ dpi + dpi ⊗ dxi)
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から誘導される (n, n)型の擬リーマン計量を持つ．枠 si と s∗j を用いることで，Ep と E′
p

のベクトルを列ベクトル uと u′ でそれぞれ書き，このとき

τ(u⊕ u′,v ⊕ v′) =
1

2

[
uT u′T ] [ O E

E O

] [
v
v′

]
=

1

2
(uTv′ + u′Tv)

であり，また ω(u⊕ u′,v ⊕ v′) = 1
2 (u

Tv′ − u′Tv)．
任意のアファインルジャンドル同値 LF は ξ 上の ω と τ を保つ．実際これは LF が

u⊕ u′ を Au⊕A′u′ に写すことによる．ここで，A′ = (AT )−1．

定義 4.1.15 ([33]) τ の引き戻しにより Lの概ヘッセ計量を定義する:

h(Y, Z) := τ(ι∗Y, ι∗Z) (Y, Z ∈ TL).

ここで，ι∗ = Φ⊕ Φ′ : TL ↪→ ξ = E ⊕ E′ は包含写像である．

hは退化し得る対称 (0, 2)-テンソルであるが，用語の濫用により “計量”という言葉を用
いていることに注意する．Φが同型であるとき，hはポテンシャル z = f(x)のヘッセ行
列が定めるヘッセ計量に一致する；TpLの任意のベクトルは，H = [hij ]をヘッセ行列と
すると，u⊕Hu ∈ ξp と書くことができ，このとき

h(u,v) = τ(u⊕Hu,v ⊕Hv) = uTHv.

一般に，hの局所表示は次で与えられる．

補題 4.1.16（[33]） g(xI ,pJ)を母関数とする．このとき,

h =
∑
i,k∈I

∂2g

∂xi∂xk
dxidxk −

∑
j,l∈J

∂2g

∂pj∂pl
dpjdpl.

証明 : 直接計算により分かる：

τ = dxT
I dpI + dxT

J dpJ

= dxT
I d(∂Ig)− d(∂Jg)

T dpJ

= dxT
I gIIdxI + dxT

I gIJdpJ − (gJIdxI)
T dpJ − (gJJdpJ)

T dpJ

= dxT
I gIIdxI − dpT

J gJJdpJ .

ここで，例えば ∂Ig = ∂g
∂xI
，gII = [ ∂2g

∂xi∂xj
]i,j∈I であり，また，1形式の対称積の記法を

用いており，(gJI)
T = gIJ である． □

補題 4.1.17（[33]） p ∈ Lとする．次の性質は全て同値である:

(1) hは pで非退化である ;
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(2) pは e-臨界点でもm-臨界点でもない;

(3) Lは局所的に pの周りで正則モデルである;

(4) hは pの近くの局所ポテンシャル z = f(x)に付随するヘッセ計量である;

(5) Φと Φ′ は共に pにおいて同型である.

証明 : 補題 4.1.16により，(1)は gII と gJJ の両方が非退化であることを意味する．こ
のとき，§4.1.2の最後で記述された e/m-ラグランジュ写像 πe

1 と πm
1 の標準形を用いるこ

とで，これらの写像が局所微分同相写像であることが陰関数定理から分かり，これはまさ
に (2)と (3)である．またこれは，母関数として局所ポテンシャル z = f(x)が取れるこ
とを意味し，これはすなわち (4)と同値である．さらに Φと Φ′ は e/m-ラグランジュ写
像のヤコビ行列によって表現することができるため，(2)と (5)は同じである． □

注意 4.1.18 注意 4.1.11で指摘したように，局所的にはいつでも混合座標系 (xI ,pJ)を
見つけることができる．補題 4.1.16により，hが退化しているときでさえ，葉 {pJ = 定数 }
と {xI = 定数 }は直交している：h( ∂

∂xi
, ∂
∂pj

) = 0 (i ∈ I, j ∈ J)．

命題 4.1.17により概ヘッセ計量 hの退化性は e/m-ルジャンドル写像の特異点によって
特徴づけられることがわかる．

定義 4.1.19 ([33]) Σ (= ΣL,h)を hの退化する点 p ∈ L全てからなる集合とする（同じ
ことであるが，Φもしくは Φ′ が退化する点からなる集合とする）：

Σ = C(πe) ∪ C(πm).

Σを概ヘッセ計量 hの退化集合と呼ぶ．

L はルジャンドル部分多様体であるため，TpL はシンプレクティックベクトル空間
ξp = Ep⊕E′

pのラグランジュ部分空間である．Φ（resp. Φ′）は TpLの Ep（resp. E′
p）成

分への線形射影であることに注意し，特に，dimTpL∩Ep ≥ 1 (resp. dimTpL∩E′
p ≥ 1)

であることと，pがm-臨界点（resp. e-臨界点）であることは同値である．特に，hの零
空間は次のように分解される：

nullhp := {v ∈ TpL | h(v, ·) = 0} = kerΦ′
p ⊕ kerΦp = (TpL ∩ Ep)⊕ (TpL ∩ E′

p).

定義 4.1.20 ([33]) 任意のルジャンドル部分多様体 L ⊂ R2n+1 に対して，
(h, (E,∇E ,Φ), (E′,∇E′

,Φ′))を Lの双対平坦構造と呼ぶ．

TL

Φ

}}{{
{{
{{
{{

Φ′

!!C
CC

CC
CC

C

EL E′
L
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注意 4.1.21 正則モデル Lが与えられたとき，Φと Φ′ が同型であるような Lの双対平
坦構造 (h,E,E′)を得る．これは，従来の（§2.2の意味の）双対平坦構造を復元する；実
際，TL上の ∇と ∇∗ は一意的に

Φ(∇XY ) = ∇E
XΦ(Y ), Φ′(∇∗

XY ) = ∇E′

X Φ′(Y )

によって決定される．ここでX,Y は L上の任意のベクトル場である．一方で，Lが退化
ポテンシャル z = f(x)を持つ特異モデルである場合は，Φは同型であるが Φ′ は同型で
ない場合に相当する．このとき，上記と同じように Φにより ∇E から TL上の接続 ∇は
得られる一方で，∇∗ は存在しない．Φと Φ′ の両方が同型でないとき，TL上には接続は
存在しない．

4.1.4 概ヘッセ多様体
定義 4.1.20 で与えた双対平坦構造の一般化はアファインルジャンドル同値と両立的で

ある．すなわち，アファインルジャンドル同値 LF がルジャンドル部分多様体 L1 と L2

を同一視するとき，LF はその概ヘッセ計量を保つ：L∗
Fh2 = h1．さらにこのとき，自然

に連接接束間の束同型 EL1
' EL2

，E′
L1

' E′
L2
が誘導され，この同型はそれぞれの上に

導入されたアファイン平坦接続を同一視し，次の図式を可換にする：

EL1

≃
��

TL1

≃LF

��

Φ1oo Φ′
1 // E′

L1

≃
��

EL2
TL2

Φ2oo Φ′
2 // E′

L2

このようにして，張り合わせによる構成は意味をなすことがわかる．厳密には，次の性質
を満たす族 {Lα}α∈Λ（Λは可算集合）が与えられているとする：

(1) 任意の α ∈ Λに対し，Lα はルジャンドル部分多様体として R2n+1 へ埋め込まれてい
る開多様体（コンパクトな連結成分を持たない境界なし多様体）である．各 Lα を局
所モデルと呼ぶ；

(2) 任意の α, β ∈ Λ に対して，開集合 Lαβ ⊂ Lα（同様に Lβα ⊂ Lβ）と微分同相写像
Lα
β : Lαβ → Lβα が存在し，Lαβ の各連結成分上で Lα

β は周囲の空間 R2n+1 のアファ
インルジャンドル同値によって得られる；

(3) 任意の α, β, γ ∈ Λ に対し，Lαβ ∩ Lβα 6= ∅ であるとき，R2n+1 上の写像として
Lγ
α = Lγ

β ◦ Lβ
α が成り立つ．

M を，張り合わせの情報である U = {Lα,Lβ
α} から得られる商空間とする．M はハウ
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スドルフ空間であることを仮定し，このとき M 自身は通常の意味で n 次元可微分多
様体である．このとき M 上には自然に，退化し得る計量 h と互いに双対的な連接接束
(E,Φ : TM → E,∇E)および (E′,Φ′ : TM → E′,∇E′

)が大域的に定義される．

定義 4.1.22 ([33]) (h, (E,∇E), (E′,∇E′
))を備えた (M,U)を概ヘッセ多様体と呼ぶ．

退化集合 Σを hが退化するM 上の全ての点からなる集合として定義する．

張り合わせ写像 Lβ
α は周囲の空間 R2n+1 における Lαβ の近傍上に作用し，接触構造を保

つため，M はある接触多様体のルジャンドル部分多様体として実現される．

注意 4.1.23 張り合わせの条件 (3)を Lαβ ∩ Lβα 上の写像としての条件に弱めても，張
り合わせに関して局所モデル上の構造は両立的であることに注意する．すなわち，M 上
において概ヘッセ計量 hや連接接束 (E,Φ,∇E)，(E′,Φ′,∇E′

)は意味を持ち，E ⊕E′ 上
にはシンプレクティック形式 ω および (n, n)型の擬リーマン計量 τ が定まる．

命題 4.1.3と補題 4.1.17より，次は明らかである：

命題 4.1.24（[33]） M を概ヘッセ多様体とする．このとき hが全ての点で非退化であ
ることは，M がヘッセ多様体であることと同値である．

注意 4.1.25 より一般に，以上の構成は局所モデル Lα が多様体ではなく特異ルジャン
ドル多様体である場合にも意味を持つ．特異ルジャンドル多様体とは，接触構造に対する
積分多様体で分割される閉部分集合のあるクラス（stratification）であり，例えば，フロ
ンタルの等方的持ち上げの像は特異ルジャンドル多様体を定める（詳しくは石川 [20] を
見よ）．標準接触多様体 R2n+1 内の部分集合が与えられると，それに沿って接触超平面場
を射影することで原理的には “ベクトル束”E,E′ が定義できる．フロンタルによって定
義される特異ルジャンドル多様体は，多様体からのパラメータづけが与えられているた
め，E,E′ 上の接続も意味を持つ．このようにして，特異点を持つ概ヘッセ多様体が構成
される．

概ヘッセ多様体の内在的定義もまた可能であろう．これはまたコダッチ構造の退化版を
示唆しており（cf. [37]），退化した計量を許容する統計多様体の概念に繋がっていくと考
えられる．

4.1.5 3次テンソルと α-幾何学
§2.2では双対平坦構造 (h,∇,∇∗)に対し甘利・チェンツォフの 3次テンソル T を考え
た．これは，接続∇が存在しさえすれば，hの非退化性にはよらずに常に空間全体で定義
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されたことに注意する．任意の概ヘッセ多様体

(M,h, (E,Φ,∇E), (E′,Φ′,∇E′
))

に対して，甘利・チェンツォフの 3次テンソルを一般化する．TM の接続が存在しないた
め，従来と同様に定義することはできない．しかし，これから定義する 3次テンソルは極
めて自然な一般化になっている（以下の命題 4.1.30）．

補題 4.1.26（[33]） 任意のM 上のベクトル場 X，E の切断 η，E′ の切断 ζ ′ に対し，
次が成り立つ：

Xτ(η, ζ ′) = τ(∇E
Xη, ζ

′) + τ(η,∇E′

X ζ ′)

ここで簡単のために，τ(η, ζ ′) := τ(η ⊕ 0, 0⊕ ζ ′)とおいた．

証明 : 開集合 U ⊂M 上において，E,E′ の平坦切断の局所フレーム si, s
∗
j で τ(si, s

∗
j ) =

1
2δij (1 ≤ i, j ≤ n)なるものをそれぞれとる．η =

∑
aisi，ζ ′ =

∑
bjs

∗
j とおく．ここで，

ai, bj は U 上の関数である．このとき

∇E
Xη =

∑
X(ai)si, ∇E′

X ζ ′ =
∑

X(bj)s
∗
j , τ(η, ζ ′) =

1

2

∑
aibi.

これより等式が従う． □
任意の Y, Z ∈ TM に対して

η = Φ(Y ), ζ = Φ(Z) ∈ E, η′ = Φ′(Y ), ζ ′ = Φ′(Z) ∈ E′

とおく．このとき，

h(Y, Z) = τ(η ⊕ η′, ζ ⊕ ζ ′) = τ(η, ζ ′) + τ(ζ, η′).

補題 4.1.26を用いることで，M 上の任意のベクトル場 X,Y, Z に対して

Xh(Y, Z) = X(τ(η, ζ ′)) +X(τ(ζ, η′))

= τ(∇E
Xη, ζ

′) + τ(η,∇E′

X ζ ′) + τ(∇E
Xζ, η

′) + τ(ζ,∇E′

X η′).

便宜的に，第一項と第三項を ∇E-パート，残りを ∇E′
-パートと呼ぶことにする．

補題 4.1.27 M 上の任意のベクトル場 Y, Z に対して

τ(η, ζ ′) = τ(ζ, η′).

証明 : 直接計算により示される．議論は局所的であるためM は局所モデル L ⊂ R2n+1

とする．g(xI ,pJ)を Lの母関数とし，基底 { ∂
∂xI

, ∂
∂pJ

}に関して Y と Z をそれぞれ列ベ
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クトル [aI ,aJ ]
T，[bI , bJ ]

T で表す．(4.1)の平坦フレーム si, s
∗
j に関する成分表示として

η, ζ ′ はそれぞれ

η =

[
aI

−gJIaI − gJJaJ

]
, ζ ′ =

[
gIIbI + gIJbJ

bJ

]
と表現される．従って

τ(η, ζ ′) = 1
2 (a

T
I gIIbI − aT

J gJJbJ) = τ(ζ, η′)

より等式が従う． □

定義 4.1.28 ([33]) 概ヘッセ多様体M に対して，標準 3 次テンソル C を次のM 上の
(0, 3)-テンソルによって定義する：

C(X,Y, Z) := τ(η,∇E′

X ζ ′) + τ(ζ,∇E′

X η′)− τ(∇E
Xη, ζ

′)− τ(∇E
Xζ, η

′).

注意 4.1.29 C は確かにテンソルである．実際，C はベクトル場の和について分解し，
また，f ∈ C∞(M)に対し，例えば

C(X, fY, Z) = fC(X,Y, Z) + (Xf){τ(ζ, η′)− τ(η, ζ ′)}

であるが第二項は補題 4.1.27よりゼロとなる．

特に hが非退化なときは，Φ(∇XY ) = ∇E
XΦ(Y )であり（注意 4.1.21），

τ(∇E
Xη, ζ

′) = τ(Φ(∇XY ),Φ′(Z)) =
1

2
h(∇XY, Z)

などを得る．このようにして ∇E-パートと ∇E′
-パートはそれぞれ，

1

2
(h(∇XY, Z) + h(Y,∇XZ)),

1

2
(h(∇∗

XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ)).

と等しいことが分かる．従って，C は甘利・チェンツォフの 3次テンソル T に一致する
ことが分かる：

C(X,Y, Z) = 1
2 (h(∇

∗
XY, Z)− h(∇XY, Z)) +

1
2 (h(Y,∇

∗
XZ)− h(Y,∇XZ))

= T (X,Y, Z).

局所座標系を用いることで，次のようにテンソル C を書き下す．局所モデル L ⊂ R2n+1

と p ∈ Lをとる．前述のとおり，pの周りにおいて，Lは，母関数を g(xI ,pJ)として，
局所座標系 (xI ,pJ)によってパラメータ付けされる．簡単のために，各 1 ≤ k ≤ nに対
して，

∂k :=
∂

∂xk
(k ∈ I) もしくは ∂k :=

∂

∂pk
(k ∈ J)

とおく．次は命題 2.2.5に対応するものである．
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命題 4.1.30（[33]） 標準 3次テンソル C は局所的に，母関数 g(xI ,pJ)の 3次導関数
である：任意の k, l,mに対し，

C(∂k, ∂l, ∂m) = ∂k∂l∂mg.

特に C は対称である．

証明 : 直接計算していく．母関数は次で得られるラグランジュ埋め込み L→ T ∗Rn を与
える：

ι : (xI ,pJ) 7→ (xI ,xJ ,pI ,pJ) := (xI ,−∂Jg, ∂Ig,pJ).

従ってその微分 ι∗ : TpL→ Tp(T
∗Rn) = Rn

x ⊕ Rn
p は

ι∗(∂k) = ∂k −
∑
j∈J

(∂k∂jg)
∂

∂xj
+
∑
i∈I

(∂k∂ig)
∂

∂pi

と書ける．si, s∗i (1 ≤ i ≤ n)を E と E′ の平坦切断とする；τ(si, s∗j ) = 1
2δij．このとき

k ∈ I に対して，

Φ(ι∗∂k) = sk −
∑
j∈J

(∂k∂jg)sj , Φ′(ι∗∂k) =
∑
i∈I

(∂k∂ig)s
∗
i

であり，k ∈ J に対して，

Φ(ι∗∂k) = −
∑
j∈J

(∂k∂jg)sj , Φ′(ι∗∂k) = s∗k +
∑
i∈I

(∂k∂ig)s
∗
i .

η = Φ(ι∗∂l)，η′ = Φ′(ι∗∂l)，ζ = Φ(ι∗∂m)，ζ ′ = Φ′(ι∗∂m)，X = ∂k とおく．l ∈ I,

m ∈ J と任意の k に対して，次を得る：

τ(η,∇E′

X ζ ′) = τ(sl −
∑

J(∂l∂jg)sj ,
∑

I(∂k∂m∂ig)s
∗
i ) =

1
2∂k∂l∂mg,

τ(ζ,∇E′

X η′) = τ(−
∑

J(∂m∂jg)sj ,
∑

I(∂k∂l∂ig)s
∗
i ) = 0,

τ(∇E
Xη, ζ

′) = τ(−
∑

J(∂k∂l∂jg)sj , s
∗
m +

∑
I(∂m∂ig)s

∗
i ) = − 1

2∂k∂l∂mg,

τ(∇E
Xζ, η

′) = τ(−
∑

J(∂k∂m∂jg)sj ,
∑

I(∂l∂ig)s
∗
i ) = 0.

このようにして，∇E′
-パートから∇E-パートを引くことで，C(∂k, ∂l, ∂m) = ∂k∂l∂mgを

得る．l,m ∈ I と任意の k に対して，次を得る：

τ(η,∇E′

X ζ ′) = τ(sl −
∑

J(∂l∂jg)sj ,
∑

I(∂k∂m∂ig)s
∗
i ) =

1
2∂k∂l∂mg,

τ(ζ,∇E′

X η′) = τ(sm −
∑

J(∂m∂jg)sj ,
∑

I(∂k∂l∂ig)s
∗
i ) =

1
2∂k∂l∂mg,

τ(∇E
Xη, ζ

′) = τ(−
∑

J(∂k∂l∂jg)sj ,
∑

I(∂m∂ig)s
∗
i ) = 0,

τ(∇E
Xζ, η

′) = τ(−
∑

J(∂k∂m∂jg)sj ,
∑

I(∂l∂ig)s
∗
i ) = 0.
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先ほどと同様に，C(∂k, ∂l, ∂m) = ∂k∂l∂mg．l,m ∈ J の場合も同様に成り立つことが分
かる． □

よく知られたように，双対平坦多様体M に対して，α-接続の族が次で定義される：

∇(α) =
1 + α

2
∇+

1− α

2
∇∗ (α ∈ R).

あるいは同じことであるが，T を用いてレビ・チビタ接続 ∇̄を線形に変形する：

h(∇(α)
X Y, Z) = h(∇̄XY, Z)−

α

2
T (X,Y, Z). (4.2)

これは α = ±1 のとき，∇,∇∗ となっており，また ∇(α) と ∇(−α) は互いに双対的で
ある：

Xh(Y, Z) = h(∇α
XY, Z) + h(Y,∇−α

X Z).

接続 {∇(α)}はいわゆる α-幾何学を形成する [3, 31]．概ヘッセ多様体M に対して，E と
E′ 上の接続が定義された．しかしこれらは TM 上のものではなく，α-幾何学の直接的な
アナロジーは存在しない．ここで，次の N (α) : X(M)×X(M)×X(M) → C∞(M)を定
義してみる（線形でないためテンソルではない）：

N (α)(X,Y, Z) :=(1 + α)τ(∇E
Xη, ζ

′) + (1− α)τ(ζ,∇E′

X η′)

=τ(∇E
Xη, ζ

′) + τ(ζ,∇E′

X η′)− α

2
C(X,Y, Z).

このとき，Nα は双対的である：

Xh(Y, Z) = N (α)(X,Y, Z) +N (−α)(X,Z, Y ).

さらに，概ヘッセ計量 hが非退化でありM 上のヘッセ構造 (h,∇,∇∗)が復元されている
とき，2τ(∇E

Xη, ζ
′) = h(∇XY, Z)であることに注意すると，N (α)(X,Y, Z)は式 (4.2)と

一致することがわかる．すなわちM が双対平坦多様体であるとき，α-幾何学が完全に復
元される．

4.2 アファイン座標系における e/m-波面の標準形
本節では，概ヘッセ多様体上の幾何学的諸量を用いて e/m-波面に現れる特異点を特徴
づける．すなわち，典型的な特異点の C∞ 型を捉える座標によらない判定法を与え，この
際に現れる特異点型の標準形をアファイン座標系において導出する．さらに，判定法の内
在的表現について議論する．
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4.2.1 標準形
標準形の導出にあたり中心的な役割を果たす道具が以下のマルグランジュの割り算定理

である．

定理 4.2.1（マルグランジュの割り算定理, e.g., [6, 17]） f(t,x)を Rn+1 の原点の近
傍で定義された実関数とする．ここで t ∈ R，x ∈ Rn である．次数 d の多項式を
P (t) =

∑d
i=0 λit

i (λi ∈ R, λd 6= 0) とする．このとき，原点の近傍で定義された関数
Q(t,x)と ri(x) (0 ≤ i ≤ d− 1)が存在して，

f(t,x) = Q(t,x)P (t) +
d−1∑
i=0

ri(x)t
i.

写像の特異点の分類は通常 A-同値（あるいは右左同値とも呼ばれる）にて行われる．写
像芽 f, g : (Rm, 0) → (Rn, 0)が A-同値であるとは，ソースとターゲットにおける微分同
相写像芽 σ と τ が存在して，g = τ ◦ f ◦ σ−1 が成り立つときをいう．ルジャンドル写像
には以下の典型的な特異点が現れる．写像芽 h : (Rn, 0) → (Rn+1, 0)がカスプ辺である
とは，hが原点における写像芽 (x1, · · · , xn) 7→ (x31, x

2
1, x2, · · · , xn)とA-同値であるとき

をいう．また，hがツバメの尾であるとは，hが原点における写像芽

(x1, · · · , xn) 7→ (3x41 + x21x2, 2x
2
1 + x1x2, x2, · · · , xn)

と A-同値であるときをいう．これら原点における特異点は余次元 1 である．すなわち，
rank dh0 = n − 1．また写像芽の代表元を原点の近傍 U と h : U → Rn+1 によって表す
と，いずれの特異点の場合でも，特異点集合 S(h) = {p ∈ U |rank dhp ≤ n− 1}は明らか
に余次元 1の部分多様体になる．我々はこれらの特異点に注目し標準形の導出を行う．
局所的な議論を行うため，局所モデルL ⊂ R2n+1をとり，hを概ヘッセ計量，(E,Φ,∇E)

と (E′,Φ′,∇E′
)を連接接束とする．点 p̄ = (x̄, p̄, z) ∈ Lをとる．以下では p̄の周りの L

に付随した m-波面に対する結果を述べるが，(Φ′,∇E′
)と (Φ,∇E)を入れ替えて議論す

ることによって e-波面についても同様の結果が成り立つことに注意する．
m-ラグランジュ写像

πm
1 : L→ Rn

p

に対し，dπm
1 が p̄において退化することを仮定する．特に余次元 1の場合を考える，i.e.，

dimker dπm
1 (p̄)(= dimkerΦ′(p̄)) = 1.

このとき，p̄の近傍において特異点集合 S(πm
1 ) ⊂ Lは，（Lの局所座標系をとって）特異

点識別子 ([35])
λ(q) := det[dπm

1 (q)] (q ∈ L)
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を用いて記述される：S(πm
1 ) = {λ = 0}．p̄の周りで定義される非ゼロな L上のベクト

ル場 X であって，ker dπm
p̄ を張るものをとる．

泉屋・佐治の判定法 [24]によると，m-ルジャンドル写像 πm = (πm
1 , z

′) : L→ Rn+1 =

Rn
p × Rz′ が p̄においてカスプ辺であることは，次が成り立つことと同値である：

Xλ(p̄) 6= 0.

この特異点は情報幾何学には現れないものである（フィッシャー・ラオ計量は半正定値
である）．我々は，上記の条件を Lに付随する概ヘッセ構造に関する条件に書き換え，m-

波面に対する多価（双対）ポテンシャルの標準形をアファイン座標系において与える．こ
れはエクランによる結果 [15, 命題 2.7]を一般化するものである．また，エクランによる
この命題の証明は不完全なものであり，我々の証明はこれを補完する．
点 p̄ = (x̄, p̄, z̄) ∈ Lを固定する．ここで x̄ = (x̄1, · · · , x̄n) ∈ Rn

x，p̄ = (p̄1, · · · , p̄n) ∈
Rn

p である（バーは変数ではなく固定点であることを意味する）．

定理 4.2.2（[32]） rankΦ′(p̄) = n − 1 とする．また，p̄ において kerΦ′(p̄) を張る L

上のベクトル場 X 6= 0に対し，

τ(Φ(X)(p̄), (∇E′

X Φ′(X))(p̄)) 6= 0 (4.3)

が成り立つとする．このとき πm は p̄ においてカスプ辺型の特異点を持つ．すなわち，
Rn

p のアファイン座標系 p = (p1, · · · , pn) とその双対アファイン座標系である Rn
x の

x = (x1, · · · , xn) を取り直すことにより，以下が成り立つ：ある近傍 p̄ ∈ V ⊂ L，
0 ∈ U1 ⊂ R，(p̄2, · · · , p̄n) ∈ U2 ⊂ Rn−1 と関数

ϕ ∈ C∞(U1 × U2), k1, k2 ∈ C∞(U2)

が存在してm-波面 πm(V )の 2値双対ポテンシャル関数が

z′ = z′±(p) = k2(p2, · · · , pn) + (p1 − k1)ϕ(±
√
p1 − k1, p2, · · · , pn), (4.4)

p1 ≥ k1(p2, · · · , pn) で与えられる．このときさらに，ϕ の第一変数に関する偏導関数は
非ゼロである．

証明 : rankΦ′(p̄) = n− 1であることから，Rn
x のアファイン変換を取ること，すなわち，

R2n+1 のアファインルジャンドル同値を取ることで kerΦ′(p̄)は ( ∂
∂x1

)p̄ + p̄1(
∂
∂z )p̄ によっ

て張られていると仮定して良い．このとき (x1, p2, · · · , pn)は p̄周りの Lの局所座標系で
ある．この座標系において，m-ラグランジュ写像の特異点集合は S(πm

1 ) = { ∂p1

∂x1
= 0}と

かける．
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g(x1, p2, · · · , pn) = g(x1,pJ) を p̄ 周りの L の母関数とする（I = {1}, J =

{2, · · · , n}）．このとき

p1 =
∂g

∂x1
(x1,pJ), z′ = x1

∂g

∂x1
(x1,pJ)− g(x1,pJ). (4.5)

特異点集合 S(πm
1 )上で ∂z′

∂x1
= x1

∂p1

∂x1
= 0であることに注意する．ベクトル場 X であっ

て，p̄周りでX = ∂
∂x1
なるものをとる（これは kerΦ′(p̄)を張っている）．また，(4.1)の

ように E と E′ の平坦切断 si と s∗j をとる．このとき補題 4.1.26の証明にあるように，p̄
周りの E′ の任意の局所切断 ζ ′ =

∑
bjs

∗
j に対し ∇E′

X ζ ′ =
∑
X(bj)s

∗
j となることに注意

する．直接計算することで次を得る：

Φ(X(p̄)) = s1 −
n∑

j=2

∂2g

∂x1∂pj
(p̄)sj ,

Φ′(X(p̄)) =
∂2g

∂x21
(p̄)s∗1 =

∂p1
∂x1

(p̄)s∗1,

(∇E′

X Φ′(X))(p̄) =
∂3g

∂x31
(p̄)s∗1 =

∂2p1
∂x21

(p̄)s∗1.

従って，

τ(Φ(X(p̄)), (∇E′

X Φ′(X))(p̄)) =
1

2

∂3g

∂x31
(p̄) =

1

2

∂2p1
∂x21

(p̄). (4.6)

仮定 (4.3)より，∂2p1

∂x2
1
(p̄) 6= 0を得る．このようにして，p̄のある開近傍における特異点集

合 S(πm
1 )上で次が成り立つことが分かる：

∂p1
∂x1

= 0,
∂2p1
∂x21

6= 0,
∂z′

∂x1
= 0. (4.7)

(4.7) の一つ目の式に陰関数定理を用いる；(p̄2, · · · , p̄n) ∈ Rn−1 の近傍 U2 と関数
f ∈ C∞(U2)が存在して，p̄の周辺で特異点集合 S(πm

1 )がグラフ x1 = f(pJ)としてパラ
メータづけされる．
マルグランジュの割り算定理より（必要であれば U2 を小さくすることで），関数

ϕ1, ϕ2, k1, k2, k
′
1, k

′
2 が存在して，

p1(x1,pJ) =(x1 − f)2ϕ1(x1,pJ) + (x1 − f)k′1(pJ) + k1(pJ),

z′(x1,pJ) =(x1 − f)2ϕ2(x1,pJ) + (x1 − f)k′2(pJ) + k2(pJ).

このとき，(4.7)より，k′1 = k′2 = 0かつ特異点集合上で ϕ1 6= 0となることが分かる．
ϕ1 > 0を仮定する（ϕ1 < 0なら p1 を −p1 にすればよい）．座標変換 Ψ : (x1,pJ) 7→

(y1,pJ)，y1 := (x1 − f)
√
ϕ1 を考え，ϕ := (ϕ2/ϕ1) ◦Ψ−1 とおく．このとき，p1 − k1 =
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y21 ≥ 0であり

z′ − k2 = y21ϕ(y1,pJ) = (p1 − k1)ϕ(±
√
p1 − k1,pJ).

U1 を Ψの像が U1 × U2 となるようにとり，V ⊂ Lを p̄の対応する近傍としてとる．こ
のようにして，標準形 (4.4)を得る．
上式より，∂3z′

∂y3
1
(p̄) = 6 ∂φ

∂y1
(p̄)を得る．また，(4.5)より，

z′(y1,pJ) = x1p1 − g̃(y1,pJ) = x1(y
2
1 + k1)− g̃(y1,pJ)

であることから，∂3z′

∂y3
1
= 2y1

∂2x1

∂y2
1
+4∂x1

∂y1
を得る．ここで，g̃ := g ◦Ψ−1 である．従って，

Ψが座標変換であることと y1(p̄) = 0であることから，

∂ϕ

∂y1
(p̄) =

1

6

∂3z′

∂y31
(p̄) =

2

3

∂x1
∂y1

(p̄) 6= 0.

であることが分かる． □

例 4.2.3（カスプ辺） n = 2のときを考え，母関数が次で与えられるものとする：

g(x1, p2) =
1

3
x31 −

1

2
p22.

このとき，e-波面 We(L) ⊂ Rx × Rz は滑らかな部分多様体であり，m-波面 Wm(L) は
p1 = 0で分岐する 2値双対ポテンシャル

z′ = x1p1 − g = ±2

3
p
3/2
1 +

1

2
p22, p1 ≥ 0

のグラフである（cf. 例 4.1.8）．

注意 4.2.4 上記証明中の式 (4.6)より，

τ(Φ(X(p̄)), (∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))(p̄)) =
1

2

∂4g

∂x41
(p̄) =

1

2
(XXλ)(p̄), (4.8)

を得る．ここで，X = ∂
∂x1
および λ = ∂p1

∂x1
である．従って泉屋・佐治による判定法 [24]を

用いることで，p̄におけるm-ルジャンドル写像 πm の写像芽がツバメの尾と A-同値であ
ることと以下の式が p̄において成り立つことは必要十分であることが分かる：dλ(p̄) 6= 0

および

τ(Φ(X)(p̄), (∇E′

X Φ′(X))(p̄)) = 0,

τ(Φ(X)(p̄), (∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))(p̄)) 6= 0.
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この場合においてもアファイン座標系における多価ポテンシャルの標準形を書き下すこと
は可能であるが，複雑になるためここでは行わない．例えば，母関数

g(x1, p2) =
1

4
x41 +

1

2
p2x

2
1

を考えると，m-波面はツバメの尾をなす（cf. [6]）．

一方，情報幾何学における応用を考える上では，概ヘッセ計量が半正定値であると仮定す
ることは自然であろう（例えばフィッシャー・ラオ計量は半正定値である）．このような場
合において最も単純な場合を考える．概ヘッセ計量 hは半正定値かつ rankΦ′(p̄) = n− 1

であると仮定する．このとき，πm
1 に対する特異点識別子 λの微分は特異点集合上でゼロ

になることが分かる．実際，補題 4.1.16より，母関数 g(x1,pJ)について概ヘッセ計量は

h =

[
∂2g
∂x2

1
0

0 −gJJ

]

と表現される．ここで，J = {2, · · · , n}，gJJ = [ ∂2g
∂pi∂pj

]i,j∈J である．hは半正定値であ
るため， ∂2g

∂x2
1
= λ ≥ 0である．従って，特異点集合 {λ = 0}上で dλ = 0である．これは

λ = 0に対する陰関数定理が成り立たないことを意味する．このような状況における最も
単純な場合として，特異点集合が余次元 1の部分多様体であると仮定することは妥当であ
ろう．次の定理はこのような場合に現れる標準形をアファイン座標系において記述したも
のであり，これはまた，ヴァシリエフ（V. A. Vasil’ev）による関数の極小点の分類の文
脈としての特徴づけを行うものである [42]．

定理 4.2.5（[32]） rankΦ′(p̄) = n − 1 とする．また，p̄ 周りにおいて，特異点集合
S(πm)の任意の点 q で kerΦ′(q)を張る L上のベクトル場 X 6= 0に対し，

τ(Φ(X)(q), (∇E′

X Φ′(X))(q)) = 0, (4.9)

τ(Φ(X)(p̄), (∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))(p̄)) 6= 0 (4.10)

が成り立つとする．さらに，p̄の周辺で S(πm)は Lにおける余次元 1の部分多様体であ
ると仮定する．このとき，アファイン座標系 pと xを取り直すことにより，以下が成り
立つ：ある近傍 p̄ ∈ V ⊂ L，0 ∈ U1 ⊂ R，(p̄2, · · · , p̄n) ∈ U2 ⊂ Rn−1 と関数

ϕ ∈ C∞(U1 × U2), k1, k2 ∈ C∞(U2)

が存在してm-波面 πm(V )に対する双対ポテンシャルが

z′ = z′(p) = k2(p2, · · · , pn) + (p1 − k1)ϕ((p1 − k1)
1/3, p2, · · · , pn) (4.11)

で与えられる．このときさらに，ϕの第一変数に関する偏導関数は非ゼロである．
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注意 4.2.6 先ほど見たように概ヘッセ計量 hが半正定値であるときには，πm
1 に対する

特異点識別子の微分は特異点集合上でゼロになるため，上記の条件 (4.9)は自動で満たさ
れる．

証明 : 定理 4.2.2の証明における設定と記法を用いる．このときベクトル場 ∂
∂x1
は，p̄周

りにおける特異点集合 S(πm
1 ) = { ∂p1

∂x1
= 0}の任意の点 q において kerΦ′(q)を張ってい

ることに注意する．定理 4.2.2の証明と同様にして，条件 (4.9)と (4.10)より，p̄のある
開近傍における特異点集合 S(πm

1 )上で次が成り立つことが分かる：

∂p1
∂x1

= 0,
∂2p1
∂x21

= 0,
∂3p1
∂x31

6= 0,
∂z′

∂x1
= 0,

∂2z′

∂x21
= 0 (4.12)

上記 (4.12)の二つ目の方程式に陰関数定理を用いる；(p̄2, · · · , p̄n)の近傍 U2 ⊂ Rn−1 と
関数 f ∈ C∞(U2)が存在し，U2 上で ∂2p1

∂x2
1
(f(pJ),pJ) = 0を満たす．S(πm

1 )が Lの余次
元 1の部分多様体であるため，このグラフは p̄の周辺で S(πm

1 )と一致する．
マルグランジュの割り算定理より，関数 ϕ1, ϕ2, k1, k2, k

′
1, k

′
2, k

′′
1 , k

′′
2 が存在して，

p1(x1,pJ) =(x1 − f)3ϕ1(x1,pJ) + (x1 − f)2k′1(pJ) + (x1 − f)k′′1 (pJ) + k1(pJ),

z′(x1,pJ) =(x1 − f)3ϕ2(x1,pJ) + (x1 − f)2k′2(pJ) + (x1 − f)k′′2 (pJ) + k2(pJ).

このとき (4.12)より，k′1 = k′′1 = k′2 = k′′2 = 0と特異点集合上で ϕ1 6= 0であることが分
かる．すなわち，

p1(x1,pJ) = (x1 − f)3ϕ1(x1,pJ) + k1(pJ),

z′(x1,pJ) = (x1 − f)3ϕ2(x1,pJ) + k2(pJ).

座標変換 Ψ : (x1,pJ) 7→ (y1,pJ)，y1 := (x1 − f)(ϕ1)
1/3 を考え，ϕ := (ϕ2/ϕ1) ◦ Ψ−1

とおく．このとき

z′ − k2 = y31ϕ(y1,pJ) = (p1 − k1)ϕ((p1 − k1)
1/3,pJ).

ここで U1 と V ⊂ Lを適切にとることにより，標準形 (4.11)を得る．
また， ∂φ

∂y1
(p̄) 6= 0であることも分かる．実際，上式より，∂4z′

∂y4
1
(p̄) = 24 ∂φ

∂y1
(p̄)である．

さらに，g(x1,pJ)を母関数とすることで

z′(y1,pJ) = x1p1 − g̃(y1,pJ) = x1(y
3
1 + k1)− g̃(y1,pJ)

を得る．ここで g̃ := g ◦ Ψ−1 である．このとき ∂4z′

∂y4
1
= 3y21

∂3x1

∂y3
1
+ 18y1

∂2x1

∂y2
1
+ 18∂x1

∂y1
が

従う．以上より，Ψが座標変換であることと y1(p̄) = 0であることから，

∂ϕ

∂y1
(p̄) =

1

24

∂4z′

∂y41
(p̄) =

3

4

∂x1
∂y1

(p̄) 6= 0

が分かる． □
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例 4.2.7（A3-特異点 [42]） 母関数

g(x1, p2) =
1

4
x41 −

1

2
p22

を考える．このとき，e-波面We(L)は滑らかな部分多様体であり，m-波面Wm(L)は双
対ポテンシャル

z′ = x1p1 − g =
3

4
p
4/3
1 +

1

2
p22

のグラフである．また，e-コースティクスは空である一方で，m-コースティクスは p1 = 0

に沿って現れる（cf. 例 4.1.9）．

4.2.2 判定法の内在的表現
§4.1でみたように，概ヘッセ多様体M には概ヘッセ計量 hと標準 3次テンソル C が

備わっており，これらはそれぞれ，局所的に母関数の 2階および 3階偏導関数によって表
現されるものである．本節では，これらのようなテンソルと定理 4.2.2と 4.2.5の関係に
ついて議論する．
定理 4.2.2の条件式 (4.3)に現れる量 τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X))はテンソル hと C を用いて
書き換えることができる．

命題 4.2.8（[32]） M 上の任意のベクトル場 X に対して，次が成り立つ：

τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X)) =
1

4
(C(X,X,X) +Xh(X,X)) .

証明 : 定義 4.1.15と 4.1.28より，

h(X,X) = 2τ(Φ(X),Φ′(X)),

C(X,X,X) = 2τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X))− 2τ(∇E
XΦ(X),Φ′(X)).

を得る．補題 4.1.26 より，Xh(X,X) = 2τ(∇E
XΦ(X),Φ′(X)) + 2τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X))

であるため，定理の等式が従う． □
命題 4.2.8 のように，定理 4.2.5 の条件式 (4.10) に現れる量 τ(Φ(X),∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))

もテンソル hと C を用いて表現できることを期待する．しかしながらこれは不可能であ
ることが分かる．素朴に考えると，二つの量

XC(X,X,X) =2{τ(Φ(X),∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))− τ(∇E
X∇E

XΦ(X),Φ′(X))},

XXh(X,X) =2{τ(Φ(X),∇E′

X ∇E′

X Φ′(X)) + τ(∇E
X∇E

XΦ(X),Φ′(X))}

+ 4τ(∇E
XΦ(X),∇E′

X Φ′(X)),
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を足し合わせてできる量が候補になるが，τ(∇E
XΦ(X),∇E′

X Φ′(X))は一般には消えない．
そうであっても，M 上の 4次テンソルであって，hや C のように母関数の 4階導関数を
局所的な表示に持つ Qが存在するかもしれず，このとき h，C および Qによって表示で
きることを期待する．以下ではこのようなテンソルの存在について，統計多様体の幾何学
あるいはコントラスト関数の理論の観点から議論する．

§2.2.2でみたように，一般に多様体N 上にコントラスト関数 ρ : N ×N → Rが与えら
れたとき，ベクトル場X1, · · · , Xk, Y1, · · · , Ylに対して定まる関数 ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl] :
N → R，

ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl](r) = (X1)p · · · (Xk)p(Y1)q · · · (Yl)q(ρ(p, q))|p=q=r

を組み合わせることで，擬リーマン計量や 3次テンソルを始め N 上にさまざまなテンソ
ルが導入される．
近年 [13]において，統計多様体 N に対して上記の意味でコントラスト関数 ρを組み合
わせてできる 4次テンソルは次の二つしかないことが報告されている：

Q1(X,Y, Z,W ) =ρ[XW |Y Z]− ρ[Y Z|XW ] + ρ[X|Y ZW ]− ρ[Y ZW |X]

+ ρ[XZW |T ]− ρ[Y |XZW ] + ρ[XZ|YW ]− ρ[TW |XZ], (4.13)

Q2(X,Y, Z,W ) =ρ[XY ZW |·]− ρ[·|XY ZW ] + ρ[XY Z|W ]− ρ[W |XY Z]
+ ρ[XYW |Z]− ρ[Z|XYW ] + ρ[XY |ZW ]− ρ[ZW |XY ]. (4.14)

ここで X,Y, Z,W は N 上のベクトル場である．双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)の場合に
は，そのダイバージェンス D に関する上記のテンソルはいずれも消えてしまう．実際，
x = (x1, · · · , xn) を ∇-アファイン座標系，f(x) をポテンシャルとし，∂i := ∂

∂xi
(1 ≤

i ≤ n)とおくと，任意の 1 ≤ i, j, k, l ≤ nに対して次が分かる：

D[∂i∂j∂k∂l|·] = ∂i∂j∂k∂lf, D[∂i∂j∂k|∂l] = 0, D[∂i∂j |∂k∂l] = 0,

D[∂i|∂j∂k∂l] = −∂i∂j∂k∂lf, D[·|∂i∂j∂k∂l] = 3∂i∂j∂k∂lf.

これらを式 (4.13)および (4.14)に代入することで，Q1 = Q2 = 0を得る．従って，双対
平坦多様体上には母関数の 4 次導関数による局所的な表示を持つ非自明な 4 次テンソル
は構成できないことが分かる．次の 5章でみるように，概ヘッセ多様体上には，双対平坦
多様体におけるダイバージェンスの自然な一般化である正準ダイバージェンスが定義され
る（定義 5.1.6）；これは概ヘッセ計量がいたるところ非退化であるときダイバージェンス
を復元する．従って概ヘッセ多様体上にも上記の性質を持つ非自明な 4次テンソルは構成
できないことが分かる．
テンソルを用いる代わりに正準ダイバージェンスを用いた表現を考えることができる．
これは §5.3にて議論する．
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この章では，双対平坦多様体におけるダイバージェンスの一般化である正準ダイバー
ジェンスを概ヘッセ多様体上に導入し，概ヘッセ多様体における拡張ピタゴラスの定理と
射影定理を述べる．さらに，これまで導入した概念と江口によるコントラスト関数の理論
との関係性について述べる．

5.1 拡張ピタゴラスの定理と射影定理
5.1.1 e/m-曲線
(M,h, (E,Φ,∇E), (E′,Φ′,∇E′

)) を概ヘッセ多様体とし，c : I → M を曲線とする．
ここで I ( 6= ∅) ⊂ Rは開区間であり，速度ベクトル場を ċ(t) := d

dtc(t) ∈ Tc(t)M (t ∈ I)

とする．

定義 5.1.1 ([33]) 曲線 c : I → M が m-曲線であるとは，はめ込み (ċ(t) 6= 0)であり，
任意の t ∈ I に対し，E′

c(t) のベクトル

Φ′ ◦ ċ(t), ∇E′

ċ (Φ′ ◦ ċ)(t), (∇E′

ċ )2(Φ′ ◦ ċ)(t), · · ·

が同時にはゼロにならず，任意の 2つが線形従属であるときをいう．e-曲線についても，
Φ′ と E′ をそれぞれ Φと E に取り換えることによって同様に定義する．

m-曲線 cm : I → Lα が局所モデル Lα 内で与えられているとし，

p(t) := πm
1 ◦ cm(t) ∈ Rn

p

によってm-ラグランジュ写像 πm
1 : Lα → Rn

p による像を表すとする．E′
p は z′-軸に沿っ

た線形射影によって自然に Rn
p と同型であることに注意する．Φ′ ◦ ˙cm(t)がゼロでなけれ

ば，速度ベクトル ṗ(t)は消えず，定義 5.1.1の条件によって，加速度ベクトル p̈(t)は速度
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と平行になる（ゼロにはなり得る）．それゆえに p(t)は Rn
p 内に直線上を動く．すなわち，

cm(t)はm-測地線（∇∗ = ∇E′ に関する測地線）の再パラメータ化である．ある t0 にお
いて Φ′ ◦ ˙cm(t0) = 0なるとき，測地線とは異なる問題が起こる．このとき，ṗ(t0) = 0で
あるが，m-曲線の条件より，ある高階導関数はゼロにはならない： dk

dtk
p(t0) 6= 0．そして

このとき，ベクトル dk+1

dtk+1p(t)は dk

dtk
p(t)に平行であり，p(t)が直線上を動くことが分か

る．しかし，この m-曲線は m-コースティクスに t = t0 において交わる；このとき，一
度止まり，引き返すかあるいは同一直線上をそのまま通過する（k が偶数と奇数の場合に
おけるこれらの現象については図 5.1を見よ）．その直線の方向ベクトルmをとる．e-曲
線 ce(t)に対しても，全て同様であり，Rn

x における対応する直線の方向ベクトルを eに
よって表す．

図 5.1 m-ラグランジュ写像によるm-曲線の像．

注意 5.1.2 (1) 任意の 2 点を与えられたとき，それらを繋ぐ e/m-曲線は必ずしも存在
しない（図 5.1 の左において，そのような m-波面上の 2 点を容易に見つけられるだろ
う）．任意の 2点は（以降では用いないが）区分的 e/m-曲線によって繋ぐことができる．
(2) 局所モデル Lα に対して座標系 (xI ,pJ) をとる．任意の e/m-曲線は h = (hij) と
C = (Cijk)を用いた（測地方程式のような）ある微分方程式を満たすことが簡単に分か
る．§4.1.5では，α-族 N (α) を導入した．このようにして，e/m-曲線の α-版が考えられ
るかもしれない；実際，M − Σ上では，∇(α) と ∇(−α) に関する測地線と同じである．

次の定義は Lα や方向ベクトルの取り方にはよらない．

定義 5.1.3 ([33]) ce，cm と e，m を上記の通りとする．S を M の部分多様体とし，
q ∈ S において cm は S に交わるとする．cm と S が q において直交するとは，任意の
u ∈ TqS に対し，次が成り立つときをいう：

mT dx(u) = 0.
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ここで (x,p, z)は，qを含む局所モデル Lα に対する R2n+1 の座標系である．同様に，ce
と S の q における直交性は，任意の uに対して eT dp(u) = 0が成り立つときをいう．さ
らに，ce と cm が q において真に直交しているとは，eTm = 0が成り立つときをいう．

q 6∈ Σであるとき，cm と S の直交性の定義は計量 hに関する直交性と同様である．実際，
q 周りの正則モデルをとると，ヘッセ行列 H(q)は非退化であり，ある k 6= 0に対して

h( ˙cm(t), u) = ẋ(t)THdx(u) = (Hẋ(t))T dx(u) = ṗ(t)T dx(u) = kmT dx(u).

一方で，q ∈ Σであるとき，一般にはその意味は異なる．例えば，ṗ(t0) = 0だがm 6= 0

なることが起き得る（この場合には，mは p(t)のある高階導関数によって決定される）．
真の直交性を定義する理由も同様である；eとmは速度ベクトルによって定まらない可
能性がある．

5.1.2 正準ダイバージェンスと拡張ピタゴラスの定理
Lを R2n+1 のルジャンドル部分多様体とする．次で座標を表すとする：

p = (x(p),p(p), z(p)) ∈ R2n+1, z′(p) = x(p)Tp(p)− z(p) ∈ R.

定義 5.1.4 ([33]) 正準ダイバージェンス D = DL : L× L→ Rを次で定義する：

D(p, q) = z(p) + z′(q)− x(p)Tp(q).

D(p, p) = 0であり，一般には非対称であることに注意する；D(p, q) 6= D(q, p)．特に，L
が正定値ヘッセ計量に関する正則モデルであるとき，これはある凸ポテンシャル z = f(x)

に対するブレグマンダイバージェンスに他ならない（cf. 式 (2.2)）；

D(p, q) = f(x(p)) + ϕ(p(q))− x(p)Tp(q).

ここで z′ = ϕ(p)はポテンシャルのルジャンドル変換である．

補題 5.1.5（[33]） 正準ダイバージェンス DL はアファインルジャンドル同値で不変で
ある．すなわち，R2n+1 のルジャンドル部分多様体 L1 と L2 が LF によりアファインル
ジャンドル同値であるとき，L1 × L1 上で次が成り立つ：

DL1
= DL2

◦ (LF × LF ).

証明 : LF : R2n+1 → R2n+1 が次で得られるとする：

(u,v, w) = LF (x,p, z) = (Ax+ b, A′p+ b′, z + cTx+ d).
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ここで，A′ = (AT )−1, b′ = A′c，LF (L1) = L2 である．このとき w′ = vTu − w とお
くと，

DL2
(LF (p),LF (q))

= w(p) + w′(q)− u(p)Tv(q)

= w(p)− w(q) + v(q)T (u(q)− u(p))

= z(p)− z(q) + cT (x(p)− x(q)) + (A′(p(q) + c))T (A(x(q)− x(p)))

= z(p)− z(q) + p(q)T (x(q)− x(p))

= z(p) + z′(q)− x(p)Tp(q).

= DL1(p, q).

□
(M,U = {Lα}) を局所モデルの張り合わせにより得られた概ヘッセ多様体とし，

∆M = {(p, p) ∈ M ×M}とする．M ×M の部分集合 U(∆M )を，ある局所モデル Lα

に含まれる p, q の組み (p, q)からなる集合とする．M には商位相が備わっていたことか
ら，U(∆M )は対角集合 ∆M の開近傍である．

定義 5.1.6 ([33]) ある αに対する p, q ∈ Lα において，DM (p, q) := DLα
(p, q)とおく．

このとき，DM : U(∆M ) → Rは補題 5.1.5より well-definedである．これをM の正準
ダイバージェンスと呼ぶ．

§2.1.4でみたように，ヘッセ多様体のダイバージェンスに対して，拡張ピタゴラスの定理
（定理 2.1.17）と射影定理（定理 2.1.18）が成り立つ．これらの定理は甘利・長岡による
双対平坦多様体の理論において統計的推定や em-アルゴリズム，機械学習などへの応用の
中心的な役割を担うものであり [3, 1]，我々の特異的設定において直ちに一般化される．
次の 2 つの定理では，M は局所モデル（すなわち，M = L ⊂ R2n+1）であるとする

（とにかく正準ダイバージェンス D (= DM )はM ×M 上で定義されているとする）．

定理 5.1.7 （拡張ピタゴラスの定理 [33]） p, q, r ∈M を 3つの異なる点とし，pと qは
e-曲線 ce によって繋がれ，q と r は m-曲線 cm によって繋がれているとする．さらに，
ce と cm が q において真に直交しているとする．このとき，次が成り立つ：

D(p, r) = D(p, q) +D(q, r).

証明 : 直接計算により，
D(p, r)−D(p, q)−D(q, r) = −(x(p)− x(q))T (p(r)− p(q))

が分かる．写像 πe
1 ◦ ce と πm

1 ◦ cm の像はそれぞれ，方向ベクトルを e,mとする直線上
に位置する．このとき，

x(p)− x(q) = k0e, p(r)− p(q) = k1m
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がある k0, k1 ∈ Rにおいて成り立つ．仮定 eTm = 0により，等式が従う． □

定理 5.1.8 （射影定理 [33]）SをM の部分多様体とし，cm : [0, 1] →M を q = cm(1) ∈
S なるm-曲線とする．p = cm(0) ∈M とおく．このとき，cm と S が q において直交す
ることと，q が関数 F = D(−, p) : S → R の臨界点になることは同値である．e-曲線 ce

と F = D(p,−)に対しても同様に成り立つ．

証明 : q の周りの母関数 g(xI ,pJ) をとる．このとき，pI = ∂g
∂xI

, xJ = − ∂g
∂pJ
，z =

pT
JxJ + g(xI ,pJ)である．γ = γ(s)を γ(0) = q なる S 上の曲線とする. この曲線上で，
d
dsg(xI ,pJ) = pT

I (
d
dsxI)−xT

J (
d
dspJ)と dz

ds = ( d
dspJ)

TxJ + pT
J (

d
dsxJ) +

d
dsg = pT d

dsx

を得る．従って，

d(F ◦ γ)
ds

(s) =
d

ds
(z(γ(s)) + z′(p)− p(p)Tx(γ(s))),

= (p(γ(s))− p(p))T
d(x ◦ γ)
ds

(s)

が分かる．s = 0において，ベクトル p(q)− p(p)は Rn
p におけるm-曲線 cm を射影した

直線の方向ベクトル v のスカラー倍であり， d
dsx = dπe

1(
dγ
ds (0)) ∈ Rn

x である．それゆえ
に，q における S と cm の直交性は，任意の γ に対して d

dsF ◦ γ(0) = 0なることと同値
であり，これは q が F の臨界点であることを意味する． □

例 5.1.9 拡張ピタゴラスの定理を例 4.1.8における簡単な例で確かめる．

f(x) =
x31
3

+
x22
2

とし， L に対するアファイン座標系 x = (x1, x2) を用いる．m-ラグランジュ写像は
(x1, x2) 7→ (p1, p2) = (x21, x2) であり，退化集合 Σ は x2-軸である．従って，P :=

x(p) = (a1, a2)と Q := x(q) = (b1, b2)に対して，次を得る：

D(P,Q) =
a31
3

+
a22
2

+
2b31
3

+
b22
2

− a1b
2
1 − a2b2.

R2
p における直線 p2 = ap1 + b（すなわち，m-曲線）は R2

x における放物線 x2 = ax21 + b

に対応する．今，例えば，m-曲線 cm: x2 = 1
2x

2
1 (m = (2, 1)T ) と，それ上の 2 点

Q := (u, u
2

2 )と R := (t, t
2

2 )をとる．R2
x における e = (1,−2)T 方向（eTm = 0となっ

ている）でQを通る直線（すなわち e-曲線）上の点 P := (s,−2(s− u)+ u2

2 )をとる．こ
のとき，4PQRは条件を満たし，D(P,Q) + D(Q,R) = D(P,R)となることが分かる．
これは点 Qが Σ上にあるかどうかは関係なく成立するものである．



66 第 5章 ダイバージェンス

図 5.2 例 4.1.8の L上における三角形△pqr の 2種類の射影とm-波面上で見た三角形

.

5.2 弱コントラスト関数
§2.2.2でみたように，多様体M に対し，対角集合 ∆M ⊂ M ×M の開近傍 U 上で定
義される関数 ρ : U →M がコントラスト関数であるとは，ρが次を満たすときをいった：

(1) ρ[−|−] = ρ(p, p) = 0, (2) ρ[X|−] = ρ[−|X] = 0,

(3) h(X,Y ) := −ρ[X|Y ]はM 上の擬リーマン計量である．

ここで，(2.6) の記法を用いている．ρ が (1) と (2) のみを満たす時に，弱コントラスト
関数と呼ぶ．与えられた統計多様体の構造を復元するコントラスト関数の存在は松本 [29]

によって示されているが，そこでは計量の非退化性は用いられていないことに注意する．
従ってその結果は多様体上に与えられた（退化し得る）対称 (0, 2)-テンソルおよび対称
(0, 3)-テンソルを復元する弱コントラスト関数の存在を示しているものである．
ヘッセ多様体上の幾何構造とダイバージェンスの関係（定理 2.2.8）は概ヘッセ多様体
とその上の正準ダイバージェンスの場合に拡張される．

定理 5.2.1 ([33]) 概ヘッセ多様体M に対し，正準ダイバージェンス DM は弱コントラ
スト関数であり，それは概ヘッセ計量と標準 3次テンソルを次のように復元する：

h(X,Y ) = −DM [X|Y ],

C(X,Y, Z) = −DM [Z|XY ] +DM [XY |Z].

証明 : 局所的性質であるため，局所モデル Lα ⊂ R2n+1 をとる．g(xI ,pJ) を p ∈ Lα

の周りの Lα に対する母関数とする．このとき，(xI ,pJ) は p の周りの Lα に対す
る局所座標系であり，p に近い q ∈ Lα に対して xj(q) = − ∂g

∂pj
(q), pi(q) = ∂g

∂xi
(q),

z(q) = pJ(q)
TxJ(q) + g(q)が成り立つ．従って，

DM (p, q) = z(p)− z(q) + p(q)T (x(q)− x(p))

= g(p)− g(q) + xJ(p)
T (pJ(p)− pJ(q)) + pI(q)

T (xI(q)− xI(p)).
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簡単のために，∂k で，k ∈ I なるとき ∂
∂xk
を，k ∈ J なるとき ∂

∂pk
を表すとする．この

とき，

(∂k)pDM (p, q) = ε(k)(∂kg(p)− ∂kg(q)) + ∂kxJ(p)
T (pJ(p)− pJ(q)),

(∂k)qDM (p, q) = (1− ε(k))(∂kg(p)− ∂kg(q)) + ∂kpI(q)
T (xI(q)− xI(p)).

ここで，ε(k) は k ∈ I なるとき 1 を，k ∈ J なるとき 0 を表す．これより直ちに次を
得る：

DM [−|−] = 0, DM [∂k|−] = DM [−|∂k] = 0.

従って，正準ダイバージェンスが弱コントラスト関数であることが分かる．また

ε(k, l) =

 1 (k, l ∈ I)
−1 (k, l ∈ J)
0 (その他).

とおくと，単純な計算で次が分かる：

(∂l)p(∂k)pDM (p, q) = ε(k, l)∂l∂kg(p) + ∂l∂kxJ(p)
T (pJ(p)− pJ(q)),

(∂l)q(∂k)qDM (p, q) = ε(k, l)∂l∂kg(q) + ∂l∂kpI(q)
T (xI(q)− xI(p)).

よって，DM [∂k∂l|−] = DM [−|∂k∂l] = h(∂k, ∂l) が従う．さらに，

(∂l)p(∂k)p(∂m)qDM (p, q) = −∂l∂kxJ(p)
T∂mpJ(q),

(∂l)q(∂k)q(∂m)pDM (p, q) = −∂l∂kpI(q)
T∂mxI(p)

であるため，
−DM [∂m|∂k∂l] +DM [∂k∂l|∂m] = ∂k∂l∂mg

が任意の k, l,mに対して成り立ち，命題 4.1.30により，これは二つ目の等式の成立を意
味する． □

5.3 e/m-波面の特異点の判定法と正準ダイバージェンス
本節では，正準ダイバージェンスと定理 4.2.2および定理 4.2.5の関係について議論す

る．§4.2.2 では，概ヘッセ多様体 (M,h, (E,Φ,∇E), (E′,Φ′,∇E′
)) 上のテンソルと上記

の定理の条件式に現れる量 τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X))および τ(Φ(X),∇E′

X ∇E′

X Φ′(X))との関
係について議論した．特に二つ目の量をテンソルによって表現することは叶わない一方
で，これらの量を正準ダイバージェンスによって表現することができる．このことは次の
定理から直ちに従う．
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定理 5.3.1（[32]） X,Y, Z,W をM 上の任意のベクトル場とする．このとき次の等式
が成り立つ：

τ(Φ(Z),∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|YW ], (5.1)

τ(Φ(Z),∇E′

X ∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|XYW ]. (5.2)

証明 : M の局所モデル L ⊂ R2n+1 をとり，g(xI ,pJ) を L の母関数とする．ここで，
(xI ,pJ)は p ∈ L周りの局所座標系である．このとき pに十分近い q ∈ Lに対して

xJ(q) = − ∂g

∂pJ

(q), pI(q) =
∂g

∂xI
(q), z(q) = xJ(q)

TpJ(q) + g(xI(q),pJ(q))

および

DM (p, q) = g(p)− g(q) + xJ(p)
T (pJ(p)− pJ(q)) + pI(q)

T (xI(q)− xI(p)) (5.3)

が成り立つ．ここで g(q) := g(xI(q),pJ(q)) である．任意の 1 ≤ i ≤ nに対して ∂i は，
i ∈ I であるとき ∂

∂xi
，i ∈ J であるとき ∂

∂pi
を表すものとする．

定理 5.2.1より h(Z,W ) = −DM [Z|W ]であるため，等式 (5.1)の成立は Y = ∂t, Z =

∂u,W = ∂v のときに確かめれば十分である．E′ の平坦切断 s∗i (1 ≤ i ≤ n)をとると，

∇E′

∂t
Φ′(∂v) =

∑
i∈I

∂t∂v∂igs
∗
i .

従って，

2τ(Φ(∂u),∇E′

∂t
Φ′(∂v)) =

{
∂t∂u∂vg (u ∈ I),
0 (u ∈ J).

一方，式 (5.3)の右辺を微分することで次を得る（定理 5.2.1の証明参照）：

(∂u)p(∂t)q(∂v)qDM (p, q) = −∂t∂vpI(q)
T (∂uxI(p)).

従って，

DM [(∂u)|(∂t)(∂v)] =
{

−∂t∂u∂vg (u ∈ I),
0 (u ∈ J).

以上より等式 (5.1)の成立がわかる．X = ∂s とする．同様にして，

2τ(Φ(∂u),∇E′

∂s
∇E′

∂t
Φ′(∂v)) =

{
∂s∂t∂u∂vg (u ∈ I),
0 (u ∈ J).

および

DM [(∂u)|(∂s)(∂t)(∂v)] =
{

−∂s∂t∂u∂vg (u ∈ I),
0 (u ∈ J).

すなわち，等式 (5.2)が成立する． □
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系 5.3.2（[32]） M 上の任意のベクトル場 X に対して，以下が成り立つ：

τ(Φ(X),∇E′

X Φ′(X)) = −1

2
DM [X|XX], (5.4)

τ(Φ(X),∇E′

X ∇E′

X Φ′(X)) = −1

2
DM [X|XXX]. (5.5)

統計多様体の幾何学から見ると，双対平坦多様体上ではダイバージェンスから誘導される
（双対）バートレットテンソルは消えており（定理 2.2.9），双対平坦多様体の幾何学はこ
れに伴った制約を受けることがわかる．概ヘッセ多様体上に直接的な方法でそれらのテン
ソルを構成することはできないが，定理 5.3の式 (5.2)は双対平坦多様体における上記の
事実を反映したものであり，概ヘッセ多様体も類似した幾何構造を持つと考えられる．
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応用可能性の検討

概ヘッセ多様体上では，計量が退化していてもなお甘利・長岡による拡張ピタゴラスの
定理と射影定理が依然として有効であることが示された．従って，これらの定理の帰結と
して得られる情報幾何学的な応用は特異的設定においても正当化される．この章では，い
くつかの話題について我々の理論の応用可能性を検討する．

6.1 深層学習と統計的推定
深層ニューラルネットワークは（回帰問題の設定において）次の典型的な方法により統
計モデルとみなされる：入力を x ∈ Rn，重みパラメータを w ∈ Rk とする出力が 1次元
である深層ニューラルネットワークを fw(x) := f(x,w) ∈ Rとする；平均 0，分散 1で
あるガウスノイズ εで出力 fw(x)を摂動して得られる確率変数 y := fw(x) + εの従う条
件付き密度関数

p(y|x,w) =
1√
2π

exp(−1

2
(y − fw(x))

2)

からなる族 {p(y|x,w)}w を考える．このとき重みパラメータの空間M = Rk 上では三
次テンソル T が恒等的に消え，M は退化したフィッシャー・ラオ計量 hを持つ自己双対
なリーマン多様体 (M,h,∇ = ∇∗)とみなされる [1]．実際，∂i := ∂

∂wi
とおくと

T (∂i, ∂j , ∂k) = ∂ifw(x)∂jfw(x)∂kfw(x)

∫
(y − fw(x))

3p(y|x,w)dy = 0.

このような観点に基づいた深層学習の解析として，甘利による自然勾配学習法が提案され
ている [4]．しかしながら，理論的には，上記の枠組みでは固定されていた分散 s > 0を
パラメータに含めることは自然であろう（e.g., [11, 19]）．この場合，

T

(
∂

∂s
,
∂

∂s
,
∂

∂s

)
=

1

s3
6= 0
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となり，三次テンソル T は恒等的にはゼロにならない．従って，真に特異な計量を許す双
対平坦構造，すなわち概ヘッセ構造からの解析が必要となる．もちろん実用的な場面では
重みパラメータの推定が興味の対象になることが多い一方で，このような場合であっても
分散パラメータを含めた推定は，例えば，局外母数を含んだパラメータの推定理論やハイ
パーパラメータの推定理論などの枠組みから捉えられる可能性があり，いずれにしても双
対平坦構造に基づいた解析は有効であると考えられる [1]．
統計的推論においては以下のような概ヘッセ多様体の典型的な例が現れることが分かっ
ている．(M,h,∇,∇∗)を指数型分布族とすると，確率密度関数の定義に現れる正規化関
数 ψ はポテンシャルを与えていた（例 2.2.3）．D : M ×M → Rを ψ から定まるブレグ
マンダイバージェンスとすると，これはよく知られているカルバック・ライブラーダイ
バージェンス DKL と一致する：

DKL(q, p) =

∫
q(u) log

q(u)

p(u)
du (p, q ∈M).

統計モデルとして曲指数型分布族 S を考える．すなわち，S ⊂ M を部分多様体とす
る．統計的推論では，データ {ui}が与えられたとき，得られる観測点 p̂ ∈M に対し p̂を
最も良く近似する q0 ∈ S を見つけることが問題意識である．情報幾何学は特に最尤推定
に対して見通しの良い幾何学的な解釈を与える [3, 1]．すなわち，最尤推定量 p̂に対して
q0 ∈ S は D(−, p̂) : S → Rの最小値を与える点として解釈され，同様であるがこれはま
た，q0 において S と直交する m-測地線（m-曲線）沿って p̂から射影された結果である
と解釈される．このような解釈はフィッシャー・ラオ計量が退化するようなM において
も有効である（定理 5.1.8）．
p̂ が S に十分近い場合や，Σ から十分離れている場合には推定の漸近理論が展開され
る．しかしながら，実際の応用では p̂がそのような場合であるかは必ずしも分からない．
例えば，尤度関数が極値を複数持つ，すなわち尤度方程式が複数解を持つことはしばしば
起きる．このとき，データの更新などで p̂の S に対する相対的位置が変わるに従いカタ
ストロフ現象（最大値や最小値の個数が変化する）が起き得る．
このような分岐現象については，解選択の曖昧さが推定に与える影響の数値実験的分析

（e.g., [38, §4]），スコア統計量と曲指数型分布の曲率との関係を調べた研究 [14, 40]，推定
した根の分布を特徴づける研究 [39]などがある一方で，いずれの研究も各論的でありまた
数値実験的側面が強い．我々の理論は，この問題に対し理論的な視点から扱うための統一
的な枠組みを提供し情報幾何学的なアプローチを可能にするものであると考えられる．

F : S ×M → R F (q, p) := D(ι(q), p)

を定める．ここで ι : S →M は包含写像である．ここで，F を母関数族として捉える [6,



6.2 非凸最適化問題 73

p.323]．このとき，F は T ∗M × Rの次のルジャンドル部分多様体を定める：

LS :=

{
(p, η, z)

∣∣∣∣ ∃ q ∈ S,
∂F

∂q
(q, p) = 0, η =

∂F

∂p
(q, p), z = F (p, η)

}
.

ここで，∂F
∂q ,

∂F
∂p はそれぞれ S,M 上での微分を意味するものとする．この LS は概ヘッ

セ多様体の典型的な例である．ラグランジュ写像 π : LS →M (π(p, η, z) 7→ p)の特異値
集合は，S に直交する m-曲線の族から定まるM 上の包絡線である．これを S から定ま
る m-コースティクスと呼ぶことにする．S が ∇-平坦ではないとき，m-コースティクス
は一般に現れる．データ多様体 D が S から定まる m-コースティクスと交差するような
際に，上に述べたカタストロフ現象が起きることが分かる．逆に，データ多様体 D が与
えられたとき，D のM ×D への制限を考えることで，D から定まる e-コースティクス
が同様に定義される．これら 2 つの e/m-コースティクスの間の相互作用が EM アルゴ
リズムの性能に影響を与える可能性がある（cf. [1, 11章]）．原理的には，これまで述べた
ことは任意の統計モデルとダイバージェンスに適用可能であることに注意する．詳細な解
析については今後行っていく．

6.2 非凸最適化問題
凸最適化問題とは，凸領域M ⊂ Rn を実行可能領域とし，その上の凸関数 c : M → R
を目的関数とする最適化問題である．凸最適では障壁関数と呼ばれる目的関数 c に依存
する凸関数が定まり，この関数をポテンシャルとするM 上の双対平坦構造 (h,∇,∇∗)は
様々な内点法アルゴリズムに見通しの良い解釈を与える．実際，リーマン計量 hを考慮し
た勾配降下法（自然勾配）によって得られるパラメータの軌跡は∇∗-測地線として理解さ
れ [1, 41]，また，小原・土谷・柿原は主双対内点法アルゴリズムの複雑さ（計算回数の多
さ）を，接続を用いた軌跡の曲率により評価している [25, 26]．
一般には非凸関数を目的関数とする非凸最適化問題があらゆる場面で現れる．非凸ポテ
ンシャルを許容する我々の理論は非凸最適化問題におけるアルゴリズムの幾何学的特徴づ
けを与え得る．実際，上記の枠組みの範囲で考えても，∇∗-測地線はm-曲線として捉えら
れ，また双対座標系における解析は連接接束上の接続によって行われる．凸の場合と異な
り，一般に軌跡は特異点と接触する可能性があるが，このときには §4.2.1で与えた e/m-

波面の標準形が特異点周りでのアルゴリズムの解析を可能にするだろう．このように非凸
最適化問題においても凸最適化の場合と同様に，豊富な議論が行われると考えられる．
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結論

本研究は接触幾何学や特異点理論に基づく情報幾何学の新しい方向性を探るものであ
り，本論文では，双対平坦多様体の理論のリーマン計量が退化する場合における一般化と
して概ヘッセ多様体の理論を構築した．技術的なアイデアは，双対平坦多様体の局所的な
幾何学をダブルファイブレーション構造から導入されるルジャンドル部分多様体の幾何学
として捉えることであり，そこではアファイン構造に基づいて導入された連接接束が重要
な役割を果たしていた．この理論では，計量が退化していてもなお概ヘッセ多様体上に甘
利・チェンツォフの 3次テンソルや正準ダイバージェンスが一般化され，拡張ピタゴラス
の定理と射影定理の成立が示された．さらに，弱コントラスト関数の観点から概ヘッセ多
様体の理論と江口によるコントラスト関数の理論との整合性も示された．これらのことは
我々の理論がポテンシャル関数の凸性に依拠しない新しい理論であることを意味するもの
である．また，概ヘッセ計量の退化性は e/m-ルジャンドル写像の特異点として特徴づけ
られるが，その典型的な特異点型を概ヘッセ多様体上の幾何学的諸量によって捉え，e/m-

波面のアファイン座標系における標準形（すなわち特異点を持ったポテンシャル関数と双
対ポテンシャル関数）を導出した．これにより特異点周りのアファイン微分幾何学的（情
報幾何学的）な解析が可能になる．
本論文で導入した概ヘッセ多様体は様々な領域の話題と関連するものである．拡張ピタ
ゴラスの定理と射影定理は特異的設定においても成立するため，従来の情報幾何学に基づ
く統計的推論や機械学習，最適化問題等に対する応用的考察は空間に特異点があってもな
お正当化される．また，数学の話題としてはアファイン微分幾何学やケーラー幾何学，ポ
アソン多様体の理論等と関連する．佐治・梅原・山田らによる波面のリーマン幾何学が豊
富な理論であるように，波面のアファイン微分幾何学もまた充実しているに違いない．本
論文で導入したアファイン構造に基づいた連接接束や波面のアファイン座標系における標
準形はその発展の基礎になるだろう．また，ケーラー幾何学やポアソン多様体の文脈から
反変擬ヘッセ多様体という概念が導入されており [10]，これは我々の退化ポテンシャルを
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持つ概ヘッセ多様体と密接に関わるものである．今後はこのような関連をもとにし，概
ヘッセ多様体の理論の応用と深化を行っていく．
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