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第 1章

序論

近年、トポロジカル相と呼ばれる新たな物質相が注目を集めている [1, 2]。トポロジカル相は系の大

域的な性質を反映したトポロジカル不変量により特徴づけることができ、非自明なトポロジカル相を有

する物質は、その表面にエッジ状態と呼ばれる特殊な表面状態を有する。トポロジカル不変量とエッジ

状態の関係はバルク-エッジ対応と呼ばれ、トポロジカル相において普遍的な関係となる。トポロジカ

ル不変量やエッジ状態は系の大域的な性質を変えない摂動等に対して頑強であるため、非自明なトポロ

ジカル相を有する物質では、試料の詳細に依らないホール伝導度の量子化 [3]、無散逸なスピン流の実

現 [4, 5]等、従来の物質相とは異なる性質を有しうる。この頑強性から、トポロジカル相は基礎物理的

な興味だけではなく、量子コンピュータ等への産業応用も期待されている。トポロジカル相はハミルト

ニアンの対称性により分類することができ、結晶構造に伴う空間対称性を考慮しない場合には、時間反

転対称性・粒子正孔対称性・カイラル対称性の三種の対称性の有無から、ハミルトニアンは 10種類の

対称性クラスに分類される [6–8]。

これまで、トポロジカル相を含む多くの物質相に関する理論・実験研究の多くは孤立平衡系を対象と

してきた。しかし、近年では実験技術が進歩したことにより、光学系 [9, 10]や冷却原子 [11–13]等の人

工量子系を用いることで物質相をシミュレートすることが可能となった。これらの系では系の非平衡ダ

イナミクスを直接観測することが可能である他、着目系と外界との相互作用を調節することにより、制

御された散逸を誘起することができる。そのため、人工量子系を用いることで、従来不可能であった非

平衡系や開放系における物質相の実験的研究が可能となる。このような背景から、近年では非平衡系や

開放系の新奇物質相に関する研究が、理論・実験の双方から精力的に行われている [14–27]。

トポロジカル相に関しても、非平衡系や開放系への拡張が考えられている。非平衡系への拡張の一例

として、孤立平衡系では自明なトポロジカル相を有する物質に周期的な外場を印加することにより、非

自明なトポロジカル相を誘起するフロッケ・トポロジカル相がある [28–35]。また、光の増幅や減衰を

含む古典光学系や連続測定下にある量子系の時間発展は非エルミート・シュレディンガー方程式に従う

ため、開放系のトポロジカル相として、非エルミートなハミルトニアンで記述される非エルミート系の
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トポロジカル相が調べられた [36–45]。孤立平衡系のトポロジカル相は 10種類の対称性クラスで分類さ

れたが、非エルミート系ではその非エルミート性により分類に用いられる対称性の数が増加し、38種類

の対称性クラスによりトポロジカル相が分類される [46, 47]。更に、孤立系では物質内部の性質は系の

境界条件に依存しないのに対し、非エルミート系ではこの限りではなく、孤立平衡系と同様の意味での

バルク-エッジ対応が成立しない場合が存在する [48–52]。これらの事実により、非エルミート系では孤

立平衡系より多様なトポロジカル相が実現する。非エルミート系のトポロジカル相で顕著な性質である

バルク-エッジ対応の破れは、バルク状態が境界条件依存性を有する場合の報告がほとんどであり、他の

機構によるバルク-エッジ対応の破れの解明が課題となる。

一方で、多くの開放量子系では連続測定が行われていないため、その時間発展は非エルミート・

シュレディンガー方程式ではなく、密度演算子の時間発展方程式である GKSL(Gorini-Kossakowski-

Shdarshan-Lindblad) 方程式に従う [53–55]。そのため、開放量子系のトポロジカル相を調べるため

には、GKSL 方程式を特徴づけるリンドブラディアンをトポロジーに基づいて解析する必要があ

る [56–72]。GKSL方程式は数学的な変換により非エルミート・シュレディンガー方程式に対応づけら

れるため、非エルミートハミルトニアンの分類理論を用いることで、リンドブラディアンを対称性に基

づいて分類することができる [60,73,74]。しかし、先行研究 [60]において、リンドブラディアンが非エ

ルミートな構造を有しているにも関わらず、リンドブラディアンの分類される対称性クラスが孤立平衡

系と同数である 10種類になることが報告された。この結果は、非エルミート系の場合と異なり、開放

量子系のトポロジカル相が孤立平衡系とほぼ等しくなることを意味する。しかし、前述したように、非

平衡開放系では物質相の性質も変化し得ることから、非平衡開放系の物性を明らかにする上で、孤立平

衡系に対応物のないトポロジカル相の存在を明らかにすることが重要な課題となる。

本論文では、前述した二つの課題に取り組むことで、開放系の新奇トポロジカル相を明らかにした。

先行研究では、開放量子系の物理的制約により、非エルミート行列の分類で本質的な役割を果たす副格

子対称性がリンドブラディアンに対して矛盾なく定義できないことを前提に、リンドブラディアンのト

ポロジカルな分類が行われた。これに対し本研究では、複素平面上での固有値のシフトを導入すること

により、リンドブラディアンに対して副格子対称性が矛盾なく定義可能であることを示した [75]。これ

により、先行研究で棄却された対称性クラスがリンドブラディアンに対して実現可能となり、リンドブ

ラディアンの分類される対称性クラスが増大することを示した。更に、既存理論では開放量子系の緩和

ダイナミクスのトポロジカルな分類が行われていたが、非エルミート系に特有の対称性である PT対称

性を用いることにより、定常状態としてエッジ状態が実現可能であることも示した [76]。また、本論文

では非エルミート系におけるバルク-エッジ対応の破れの新たな機構を発見した。多重エッジ状態を有

する非エルミートなモデルに摂動を印加して対称性クラスを変化させることにより、あるパラメータ領

域ではバルク-エッジ対応が破れることを示した [77]。この機構はバルク状態の境界条件依存性を必要
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とせず、先行研究とは異なる機構となる。

本論文は全 7章から構成されており、各章の概要は以下のようになる。第 2章では開放量子系の時間

発展方程式である GKSL方程式の導出や諸性質を紹介する。第 3章では孤立平衡系及び非エルミート

系のトポロジカル相を説明する。トポロジカル相の分類方法に関しても第 3 章で取り扱う。第 4 章で

は、リンドブラディアンに対して実現可能な副格子対称性である、シフトした副格子対称性を提案する。

シフトした副格子対称性の一般論を説明した後、この対称性を有する具体的なモデルを構築し、具体例

を通してその性質を実証する。第 5章では、PT対称性を有するリンドブラディアンのトポロジカル相

を調べる。非エルミート・トポロジカル相における PT対称性の役割を述べた後に、リンドブラディア

ンに対する PT対称性を導入する。導入した PT対称性を有するような開放量子系のモデルを構築し、

数値計算を行うことにより、開放量子系においてもエッジ状態が定常状態として存在可能であることを

示す。第 6章では、多重エッジ状態に起因した非エルミート系でのバルク-エッジ対応の破れを提案す

る。摂動を印加することで、多重エッジ状態が許されるトポロジカル相から単一エッジ状態のみが許さ

れるトポロジカル相に相転移させる。非エルミート性に起因して、エッジ状態が PT対称性と類似の反

線形対称性を保つようになり、多重エッジ状態が安定に存在することを示す。第 7章はまとめであり、

本論文での研究結果をまとめると共に、今後の課題についても述べる。
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第 2章

開放系の量子力学

近年、実験技術の向上や量子デバイスへの関心の高まりに伴い、着目系が環境と相互作用

する開放量子系の性質に注目が集まっている。着目系と環境を合わせて孤立系として取り扱

い、環境の自由度を消去することにより、開放系の時間発展を記述することができる。特に、

着目系と環境の間の非マルコフな相互作用が無視できる場合には、開放量子系の時間発展は

リンドブラッド型の量子マスター方程式により記述できる。本章では、開放量子系の時間発

展やその取り扱いを紹介し、全系のミクロな時間発展からリンドブラッド型の量子マスター

方程式を導出する。また、近年開放系の文脈で研究されている非エルミート系との関連も述

べる。

2.1 孤立系の量子力学

孤立系の量子状態はヒルベルト空間のベクトル |ψ〉により記述される。確率解釈の要請から、このベ

クトルはノルムが 1である: 〈ψ|ψ〉 = 1. 量子状態 |ψ〉に対する時間発展は、シュレディンガー方程式

i
d

dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 (2.1)

で与えられる。H は孤立系のハミルトニアンを表す。(本論文ではプランク定数を ℏ = 1とする単位系

を常に採用する。) H が時間に依存しない場合、シュレディンガー方程式の形式解は

|ψ(t)〉 = U |ψ(0)〉 = e−iHt |ψ(0)〉 (2.2)

と求められる。時間発展で確率が保存することを要請すると、時間発展演算子 U はユニタリ演算子にな

り、その生成子であるハミルトニアン H はエルミート演算子となる必要がある。
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2.2 開放量子系の時間発展

一方で、環境と相互作用する開放量子系を考えると、ヒルベルト空間のベクトルで記述できない量子

状態が現れる。例えば逆温度 β の熱浴と相互作用する系では、固有エネルギー En の状態 |n〉の分布確

率はカノニカル分布 pn = exp(−βEn)/Z (Z は分配関数)に従い、複数の状態が古典的に混ざった状態

が実現する。このような状態はベクトルにより記述できないが、代わりに演算子を用いることで表現す

ることができる。状態ベクトルで表現できる量子状態を純粋状態、状態ベクトルで表現できない量子状

態を混合状態と呼ぶ。一般に、確率 pn で量子状態 |ψn〉が混合した混合状態は演算子

ρ =
∑
n

pn |ψn〉 〈ψn| (2.3)

により記述できる。混合状態を記述する演算子 ρは密度演算子と呼ばれる。確率解釈の要請から、密度

演算子は全ての固有値が非負なエルミート演算子で、tr[ρ] = 1 を満たす必要がある。純粋状態 |ψ〉 は

密度演算子の形式では ρ = |ψ〉 〈ψ|と表示される。密度演算子 ρの純粋状態への近さを表す量に純粋度

tr[ρ2]がある。ヒルベルト空間の次元を dとした時に純粋度は 1/d ≤ tr[ρ2] ≤ 1を満たし、tr[ρ2] = 1

となることと ρが純粋状態であることは同値である。

密度演算子を用いることで、全体系の状態から部分系の状態を得ることができる。全体系の密度

演算子を ρ とし、全体系を二つの部分系に分割することを考える。全体系のヒルベルト空間 H を

H = Ha ⊗Hb と分割した時に、部分系 aの密度演算子 ρa は

ρa = trb[ρ] (2.4)

で得られる。trb は部分系のヒルベルト空間 Hb におけるトレースをとることを表す。(2.4)式で得られ

る密度演算子のことを特に縮約密度演算子と呼ぶ。一般に、全体系の密度演算子 ρ が純粋状態であっ

ても、その縮約密度演算子は純粋状態とはならない。例えば二つの二準位系からなる系の密度演算子が

ρ = |ψ〉 〈ψ| , |ψ〉 = (|0〉 ⊗ |1〉+ |1〉 ⊗ |0〉)/
√
2と書かれる場合を考えると、一つの二準位系における縮

約密度演算子は (|0〉 〈0|+ |1〉 〈1|)/2となり、混合状態となる。

次に、密度演算子に対する時間発展を考える。環境と相互作用しない孤立系を考えると、(2.3)式内

の純粋状態 |ψn〉 はそれぞれシュレディンガー方程式に従う。(2.1) 式を (2.3) 式内の |ψn〉 に対して適

用することで、密度演算子に対する孤立系の時間発展方程式

i
d

dt
ρ = [H, ρ] (2.5)

を得る。(2.5) 式はフォン・ノイマン方程式と呼ばれる。一方で、環境と相互作用する開放量子系の

時間発展は、密度演算子から密度演算子への線形写像 (超演算子) として定義される。孤立系では状

態ベクトルのノルムを保存するために時間発展演算子がユニタリになったように、開放量子系の時間
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発展でも密度演算子の正定値性とトレースが保存される必要がある。そのような時間発展は CPTP

(Completely-Positive Trace-Preserving) 写像で与えられる。ヒルベルト空間 H 上の有界な線形演算

子全体の集合を B(H)と書くと、CPTP写像 Φ̂ : B(H) → B(H)は演算子 A ∈ B(H)に対して線形で

あり、時間発展によりトレースを保存する: tr[A] = tr{Φ̂[A]}. 更に、任意のヒルベルト空間 H′ と正定

値演算子 B ∈ B(H⊗H′)に対して、Φ̂⊗ Î[B]は常に正定値性を保つ。ここで、Î は H′ 上の恒等超演

算子である。これは、着目系と相互作用しない自明な系を付け加えても、CPTP写像による時間発展で

密度演算子の正定値性が保たれることを保証する。また、孤立系ではユニタリ演算子の生成子から連続

的な時間発展方程式であるシュレディンガー方程式を得ることができたように、開放量子系においても

CPTP写像の生成子を考えることで連続的な時間発展方程式を得ることができる。密度演算子を時間 t

だけ時間発展させる CPTP写像を Φ̂(t)とした時、任意の t1, t2 ∈ Rに対して

Φ̂(t1)Φ̂(t2) = Φ̂(t1 + t2) (2.6)

を満たす場合には

Φ̂(t) = e−iL̂t (2.7)

と書くことができ、連続時間での時間発展方程式が

i
d

dt
ρ = L̂[ρ] (2.8)

と得られる。証明は省略するが、(2.6)式を満たす CPTP写像に関しては、その生成子 L̂が

i
d

dt
ρ = L̂[ρ] = [H, ρ] + i

∑
µ

(
2LµρL

†
µ − {L†

µLµ, ρ}
)

(2.9)

と得られることが知られている [53, 54]。(2.9) 式は孤立系でのシュレディンガー方程式やフォン・ノ

イマン方程式に相当する開放量子系の時間発展方程式で、GKSL (Gorini-Kossakowski-Shdarshan-

Lindblad)方程式と呼ばれる。右辺第 1項はフォン・ノイマン方程式と同型の項であり、系のハミルト

ニアンによるユニタリな時間発展を表す。右辺第 2項が環境との相互作用により生じる散逸的な時間発

展を表す。Lµ は環境との相互作用により着目系に生じる作用を表す演算子で、ジャンプ演算子と呼ぶ。

また、生成子である線形超演算子 L̂をリンドブラディアンと呼ぶ。以降、本論文では主に GKSL方程

式を用いて開放量子系を解析する。

2.3 GKSL方程式のミクロな描像からの導出

前節では密度演算子や CPTP 写像の満たすべき性質から公理的に GKSL 方程式を導入した。一方

で、開放量子系の時間発展は、環境を含んだ合成系のシュレディンガー方程式から環境の自由度を消去

することによっても得ることができる。本節では、上述の方法により GKSL方程式を導出する。
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着目系と環境のヒルベルト空間をそれぞれHS ,HE と書く。着目系のハミルトニアン、環境のハミル

トニアン、両者の相互作用ハミルトニアンをそれぞれHS ∈ B(HS),HE ∈ B(HE),HSE ∈ B(HS⊗HE)

と書く。この時、合成系のハミルトニアンは

Htot = HS ⊗ IE + IS ⊗HE +HSE (2.10)

と書くことができる。ここで、Ip (p = S,E)は着目系及び環境に作用する恒等演算子である。また、合

成系の密度演算子を ρtot(t)と書く。この時、自由ハミルトニアンH0 := HS ⊗ IE + IS ⊗HE による相

互作用表示 OI(t) := eiH0tO(t)e−iH0t に移ると、時間発展はフォン・ノイマン方程式

i
d

dt
ρItot(t) = [HI

SE , ρ
I
tot(t)] (2.11)

で与えられる。(2.11)式の形式解は

ρItot(t) = ρItot(0)− i

∫ t

0

ds[HI
SE(s), ρ

I
tot(s)] (2.12)

と求められる。この形式解を (2.11)式に再度代入すると、

i
d

dt
ρItot(t) = [HI

SE(t), ρ
I
tot(0)]− i

∫ t

0

ds[HI
SE(t), [H

I
SE(s), ρ

I
tot(s)]] (2.13)

が得られる。ここで、初期時刻 t = 0 で着目系と環境が無相関であることを要請する: ρtot(0) =

ρ(0)⊗ ρE . 更に、環境の初期状態 ρE が trE [HSEρE ] = 0, [HE , ρE ] = 0を満たすことも要請する。前

者は相互作用ハミルトニアンのエネルギーの原点をずらすことで常に満たすことができる。後者は ρE

が環境の時間発展に対して定常であることを意味する。これらの要請のもとに (2.13) 式で環境に関す

るトレースをとると、第一項を消去することができ、

i
d

dt
ρI(t) = −i

∫ t

0

dstrE
{
[HI

SE(t), [H
I
SE(s), ρ

I
tot(s)]]

}
(2.14)

となる。

更に、環境との相互作用が弱く、着目系と環境の間のエンタングルメントが小さいと仮定し、(2.14)

式右辺の積分内で ρItot(s) ' ρI(s)⊗ ρE と近似する。また、環境との相互作用で生じる非マルコフ的な

効果は無視できるとして、積分内で ρI(s) ' ρI(t)と近似し、積分の下限を −∞とする。これらの近似

を用いると、(2.14)式を

i
d

dt
ρI(t) = −i

∫ ∞

0

dstrE
{
[HI

SE(t), [H
I
SE(t− s), ρItot(t)]]

}
(2.15)

のように書き直せる。ここで、相互作用ハミルトニアンを以下のように分解する:

HSE =
∑
α

Aα ⊗Bα =
∑
α,ω

Aα(ω)⊗Bα. (2.16)
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Aα ∈ HS , Bα ∈ HE はエルミート演算子であり、Aα(ω)はエネルギー ϵを持つ HS の固有状態への射

影 Π(ϵ)を用いて

Aα(ω) :=
∑

ϵ′−ϵ=ω

Π(ϵ)AαΠ(ϵ′) (2.17)

と定義される。定義より Aα(ω)は

[HS , Aα(ω)] = −ωAα(ω), [HS , A
†
α(ω)] = ωA†

α(ω),
∑
ω

Aα(ω) = Aα (2.18)

を満たす。(2.18)式を用いると、相互作用表示での相互作用ハミルトニアンは

HI
SE(t) =

∑
α,ω

e−iωtAα(ω)⊗BI
α(t) =

∑
α,ω

eiωtA†
α(ω)⊗BI

α
†(t) (2.19)

と簡略化される。(2.19)式を用いて (2.15)式を書き直すと、

i
d

dt
ρI(t) = i

∑
ω,ω′

∑
α,β

ei(ω
′−ω)tΓαβ(ω)[Aβ(ω)ρ

I(t)A†
α(ω

′)−A†
α(ω

′)Aβ(ω)ρ
I(t) + H.c.] (2.20)

となる。ここで環境の相関関数のフーリエ変換を

Γαβ(ω) :=

∫ ∞

0

dseiωstr[BI
α
†(t)BI

β(t− s)ρE ] (2.21)

とした。H.c. は、括弧内の項に対してそのエルミート共役を加えることを表す。(2.21) 式の表式には

時間 tが含まれているが、ρE が環境の時間発展に対して定常であることから、(2.21)式は tに依存し

ない。

(2.20)式を更に簡略化するために、回転波近似と呼ばれる近似を行う。この近似では、着目したい時

間スケールに比較して、|ω − ω′|−1 が十分小さいとみなす。この時、ω 6= ω′ である場合に ei(ω
′−ω)t が

着目する時間スケールに比べて非常に早く振動するため、(2.20)式内の ω 6= ω′ の項は時間平均して 0

とみなすことができる。従って ω = ω′ の項のみが残ることになり、(2.20)式を

i
d

dt
ρI(t) = i

∑
ω

∑
α,β

Γαβ(ω)[Aβ(ω)ρ
I(t)A†

α(ω)−A†
α(ω)Aβ(ω)ρ

I(t) + H.c.] (2.22)

と書き直せる。更に、Γをエルミート成分と反エルミート成分

Γαβ(ω) = γαβ(ω) + iSαβ(ω) (2.23)

と分解すると、Lindblad型の方程式

i
d

dt
ρI(t) = [HLS , ρ

I(t)] + D̂[ρI(t)], (2.24)

HLS :=
∑
ω

∑
α,β

Sαβ(ω)A
†
α(ω)Aβ(ω), (2.25)

D̂[ρ] :=
∑
ω

∑
α,β

γαβ(ω)
[
2Aβ(ω)ρA

†
α(ω)− {A†

α(ω)Aβ(ω), ρ}
]

(2.26)

10



が得られる。γ を対角化し、

γαβ(ω) =
∑
i

γ′i(ω)U
†
αi(ω)Uiβ(ω) (2.27)

と書いた時、

Lµ(ω) :=
√
γ′µ(ω)

∑
α

Uµα(ω)Aα(ω) (2.28)

と新たな演算子を定義し、相互作用描像からシュレディンガー描像に戻すと、最終的に GKSL方程式

i
d

dt
ρ(t) = [HS +HLS , ρ(t)] +

∑
µ,ω

(
2Lµ(ω)ρ(t)L

†
µ(ω)− {L†

µ(ω)Lµ(ω), ρ}
)

(2.29)

が得られる。(2.18)式より [HS ,HLS ] = 0であるため、HLS は着目系のハミルトニアンの固有状態を

変化させない。

2.4 GKSL方程式の性質

本節では GKSL方程式の一般的な性質を議論する。初めに、GKSL方程式の生成子が属する超演算

子の数学的な取り扱いを紹介する。ヒルベルト空間 H 上の有界な線形演算子全体の集合 B(H)を考え

ると、Hilbert-Schmidt内積

(A,B) := tr[A†B] (2.30)

を入れることにより、B(H) 自身もヒルベルト空間となる。従って、密度演算子を含む B(H) の元を

ベクトルとみなすことができる。リンドブラディアンや CPTP 写像等の超演算子は B(H) 上の有界

な線形演算子となり、孤立系の場合のハミルトニアンや時間発展演算子と類似の取り扱いが可能とな

る。H が n 次元ヒルベルト空間であるとすると、A ∈ B(H) は適当な n 次元列ベクトル aj を用いて

A = (a1, · · · ,an)と行列表示される。この時、

vec(A) :=


a1

...

an

 (2.31)

と n2 次元ベクトルを構成することで、具体的に B(H)の元のベクトル表示を得られる。この対応をベ

クトル化と呼ぶ。この表示を用いると Hilbert-Schmidts内積は

(A,B) = [vec(A)]†vec(B) (2.32)

となり、通常のベクトルの内積と同じ形となる。ベクトル化は任意の A,B,C ∈ B(H)に対して、

vec(ABC) = (CT ⊗A)vec(B). (2.33)

を満たすことが知られている。この公式を用いることにより、演算子のベクトル化に伴う超演算子の行

列表示を得ることができる。
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(2.33)式のベクトル化の公式を (2.9)式の GKSL方程式に適用することで、ベクトル化した GKSL

方程式

i
d

dt
vec(ρ) = Lvec(ρ), (2.34)

L = I ⊗H −HT ⊗ I + i
∑
µ

(
2L∗

µ ⊗ Lµ − I ⊗ L†
µLµ − LT

µL
∗
µ ⊗ I

)
(2.35)

を得ることができる。(2.34) 式はシュレディンガー方程式と同型の方程式となるが、シュレディン

ガー方程式とは異なり、リンドブラディアンは非エルミートとなる。[超演算子 L̂のエルミート共役は

Hilbert-Schmidt内積を用いて (L̂†[A], B) = (A, L̂[B])と定義されるが、行列表示 Lのエルミート共役

を考えることと等価である。] 非エルミート行列では、複素固有値が現れる他、左右の固有ベクトルを

考える必要がある。非エルミート行列 Aに対して、右・左固有ベクトル |ψj〉 , 〈〈ψj |は

A |ψj〉 = λj |ψj〉 , (2.36)

〈〈ψj |A = λj 〈〈ψj | (2.37)

で与えられる。これらは規格直交化することができ、

〈〈ψj |ψk〉 = 〈ψj |ψk〉〉 = δj,k (2.38)

と取ることができる。エルミート行列やユニタリ行列の場合には 〈〈ψj | = |ψj〉† となるが、一般には左

右の固有ベクトルはエルミート共役では繋がらない。非エルミート行列 Aが対角化可能な場合には、A

を固有値分解

A =
∑
j

λj |ψj〉 〈〈ψj | (2.39)

することができる。非エルミート行列 A を生成子とする時間発展演算子 U(t) = e−iAt を考えると、

λj = aj + ibj , aj , bj ∈ Rと分解した時に、

U(t) =
∑
j

ebjte−iajt |ψj〉 〈〈ψj | (2.40)

と表示され、U は非ユニタリとなる。固有状態 |ψj〉 は固有値の虚部 bj が正の場合には指数的に増幅

し、負の場合には指数的に減衰することがわかる。

リンドブラディアンの固有値方程式を

L̂[ρj ] = λjρj (2.41)

とすると、任意の初期状態をリンドブラディアンの固有演算子を用いて ρ(0) =
∑

j cjρj のように展開

することができ、ρ(0)は

ρ(t) = e−iL̂t[ρ(0)] =
∑
j

cje
−iλjtρj (2.42)
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と時間発展する。(2.42)式の時間発展も正値性とトレースを保存するため、リンドブラディアンの固有

値には制約が課せられる。一つは固有値の虚部が 0以下になることであり、固有演算子 ρj が時間発展

で増幅しないことを反映している。もう一つは、実部が非ゼロの固有値 λが存在すると、実部だけが反

転したペア −λ∗ も存在することである。この時、対応する固有演算子も互いにエルミート共役の関係

になり、時間発展後の密度演算子の正値性を保証する。また、Hilbert-Schmidts内積から誘導される密

度演算子のノルムは (ρ, ρ) = tr[ρ2]であり、純粋度に対応する。典型的な開放量子系では時間が経過す

るにつれて状態の純粋度が減少していくが、これは B(H)でのノルムが減少することに対応しており、

リンドブラディアンの非エルミート性が反映されている。孤立系の時間発展であるフォン・ノイマン方

程式の場合だと、(2.35)式の第 3項以降が全て消えるため、リンドブラディアンはエルミートとなり、

純粋度が保存される。

リンドブラディアンは必ず 1個はゼロ固有値を有し、定常状態を有することが示せる。GKSL方程式

はトレースを保存するため、密度演算子 ρ(t)のトレースは常に 1だが、これを (2.32)式を用いて書き

直すと、[vec(I)]†vec[ρ(t)] = 1となる。この式の両辺を時刻 tで微分すると、

0 = [vec(I)]†
d

dt
vec[ρ(t)]

= [vec(I)]†Lvec[ρ(t)] (2.43)

が得られる。(2.43)式は任意の密度演算子 ρに対して成立するため、

[vec(I)]†L = 0 (2.44)

となる。これは、リンドブラディアン L が常に固有値 0 の左固有ベクトルを有することを意味する。

従って、対応する右固有ベクトル vec(ρss)も存在し、これが定常状態を記述する密度演算子となる。

また、孤立系では量子状態が時間発展するシュレディンガー描像と、物理量が時間発展するハイゼン

ベルク描像が存在したが、GKSL方程式でもハイゼンベルク描像を考えることができる。物理量 Aの

時刻 tでの期待値が Hilbert-Schmidts内積を用いて 〈A(t)〉 = tr[Aρ(t)] = (A, ρ(t))と書けることを用

いると、

〈A(t)〉 = tr{Ae−iL̂t[ρ(0)]} = tr{eiL̂
†t[A]ρ(0)} (2.45)

と書き換えることができ、A(t) = eiL̂
†t[A]と物理量の時間発展が求められる。連続時間での時間発展を

考えると、ハイゼンベルク描像の場合にも GKSL型の方程式

i
d

dt
A = L̂†[A] = −[H,A] + i

∑
µ

(
2L†

µALµ − {L†
µLµ, A}

)
(2.46)

に従う。
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2.5 非エルミート量子力学

非エルミート量子力学とは、ハミルトニアンが非エルミートであるシュレディンガー方程式で時間発

展が与えられる体系のことを指す。この時、(2.40)式で見たように、時間発展演算子 U がユニタリ演算

子でなくなるため、時間発展により量子状態のノルムが時間変化する。そのため、環境との相互作用に

より状態が減衰するような場合に、非エルミート量子力学が有効理論として用いられ、原子核の崩壊の

説明 [78]等に用いられてきた。その他にも、近軸近似した電磁波の波動方程式を考えると、その方程式

はシュレディンガー方程式と同型になり、ハミルトニアンに対応する部分が非エルミートになることが

知られている。この場合、非エルミート性は光の流入や散逸に対応し、非エルミート性を用いた様々な

光学デバイスが提案・実現されている [41–43,79,80]。

非エルミート量子力学は開放量子系でも考えることができる。任意の CPTP写像は

Φ̂[ρ] =
∑
j

MjρM
†
j ,
∑
j

M†
jMj = I (2.47)

の形で表示できることが知られている [81]。この演算子 {Mj}で記述される測定をした時、測定結果 j

が観測される確率 pj は

pj = tr[MjρM
†
j ], (2.48)

測定後の量子状態は

ρj =MjρM
†
j /pj (2.49)

となる。これらを用いると、(2.47)式より、任意の CPTP写像は

Φ̂[ρ] =
∑
j

pjρj (2.50)

と表示できる。(2.50)式は、量子測定 {Mj}を行った後、測定結果 j に関してアンサンブル平均をとる

ことで任意の CPTP写像が表現できることを示す。アンサンブル平均をとらずに特定の測定結果 j の

みを取り出すと、その時間発展は (2.49) 式で与えられ、非ユニタリ時間発展演算子Mj による時間発

展と等価になる。リンドブラディアンから生成される時間発展超演算子も CPTP写像を生成するため、

同様の考え方をすると、GKSL方程式で記述される開放量子系と量子連続測定下にある系を対応づける

ことができ、特定の測定結果のみを取り出すことで非エルミートな時間発展を得ることができる。量子

測定として、Lµ で記述されるジャンプ過程が起きたこと、あるいはどのジャンプ過程も発生しなかっ

たことを観測するものを考える。すると、GKSL方程式と等価な時間発展方程式として、成分が確率変

14



数となる状態ベクトルに対する確率シュレディンガー方程式

id |ψ(t)〉 =

[(
H − i

∑
µ

L†
µLµ

)
|ψ(t)〉+ i

∑
µ

||Lµ |ψ(t)〉 ||2 |ψ(t)〉

]
dt

+
∑
µ

(
Lµ |ψ(t)〉

||Lµ |ψ(t)〉 ||
− |ψ(t)〉

)
dNµ(t) (2.51)

を考えることができる。dNµ(t) は dNµ(t)dNν(t) = δµ,νdNµ(t), E[dNµ(t)] = ||Lµ |ψ(t)〉 ||2dt を満

たすポアソン増分である。E[·] は確率変数に対する期待値を表す。物理的には、Nµ(t) は Lµ による

ジャンプ過程が発生した回数に対応する。(2.51) 式に現れる状態ベクトルから作られる密度演算子

|ψ(t)〉 〈ψ(t)|に対して、確率変数に関する期待値を取ると、その時間発展は (2.9)式の GKSL方程式と

等しくなる。

ここで、(2.51)式で記述される系においてジャンプ過程が発生しなかった場合のみを選択した時間発

展を考える。その場合には dNµ = 0となるため、時間発展は

id |ψ(t)〉 =

[(
H − i

∑
µ

L†
µLµ

)
|ψ(t)〉+ i

∑
µ

||Lµ |ψ(t)〉 ||2 |ψ(t)〉

]
dt (2.52)

となる。(2.52)式は状態ベクトルに関して非線形だが、解析的に解くことができ、形式解は

|ψ(t)〉 = e−iH′t |ψ(0)〉
||e−iH′t |ψ(0)〉 ||

, H ′ := H − i
∑
µ

L†
µLµ (2.53)

と求められる。この解は、波動関数が非エルミートハミルトニアン H ′ で生成される非ユニタリな時間

発展をし、確率解釈を保つために常に規格化され続けることを表す。つまり、GKSL 方程式において

ジャンプ過程が起こらない場合のみを事後選択することにより、非エルミートなダイナミクスを実現で

きる。あるいは、ジャンプ過程が起こらないくらい短時間の時間発展を考えると、そのダイナミクスは

非エルミート量子力学で有効的に記述できる。
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第 3章

物質のトポロジカル相

物性物理学の大きな目標の一つは、様々な物質相を分類することにある。常磁性-強磁性

転移のような物質相の転移には多くの場合、自発的な対称性の破れが伴うことが知られてい

た。一方で、近年では自発的な対称性の破れを伴わない新たな物質相である、トポロジカル

相が注目を集めている。非自明なトポロジカル相を持つ物質では、物質の境界にエッジ状態

と呼ばれる頑強な表面状態が現れることから、基礎研究と応用の両面から注目されている。

本章では物質のトポロジカル相について説明をする。また、近年盛んに研究が行われている

非平衡系でのトポロジカル相の一例として、非エルミート系のトポロジカル相に関してもレ

ビューする。

3.1 トポロジカル物質

通常の物質相では局所的な秩序変数により相が指定されていたが、トポロジカル相では、物質のバル

ク状態から計算される大域的な量である、トポロジカル不変量が相を特徴づける。以降、非自明なトポ

ロジカル不変量を有する物質あるいは相をトポロジカル物質、トポロジカル相と呼ぶ。トポロジカル不

変量は名前の通り位相不変な量であり、ハミルトニアンの微視的な構造に依存しない。一般に、ハミル

トニアンのエネルギーギャップと対称性を保つような変形や摂動に対して、トポロジカル不変量は値を

変えない。また、異なるトポロジカル不変量を有する物質が空間的に接している場合に、その界面には

エッジ状態と呼ばれる界面付近に局在した状態がエネルギーギャップを閉じるように出現する。出現す

るエッジ状態の個数は二つの相が有するトポロジカル不変量の差で与えられ、この対応はバルク-エッジ

対応と呼ばれる。バルク-エッジ対応から、トポロジカル不変量と同様に、エッジ状態もギャップと対称

性を保つ摂動に対して安定に存在する。

トポロジカル物質の代表例に量子ホール絶縁体 [3]がある。二次元電子系に垂直に磁場を印加し、そ
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磁場

図 3.1: 量子ホール絶縁体に現れるカイラルエッジ状態。

の時の電気伝導度やホール伝導度を測定すると、ホール伝導度が

σxy = ν
e2

h
, ν ∈ N (3.1)

のように量子化することが知られている。この時、ν がトポロジカル不変量に相当し、ν はチャーン数

ν =
∑
n

∫
BZ

d2k

2π

(
∂an,y
∂kx

− ∂an,x
∂ky

)
(3.2)

で与えられる。nはバンドの指数を表し、aは n番目のバンドにおける Berry接続

an := −i 〈unk|∆k |unk〉 (3.3)

である。
∫
BZ
はブリルアンゾーン全体での積分を表す。|unk〉は並進対称性を仮定したハミルトニアン

の固有状態である。真空のトポロジカル不変量は 0であるため、量子ホール絶縁体の表面ではトポロジ

カル不変量の差が ν となる。それに対応して、固定端条件で量子ホール絶縁体のハミルトニアンを対角

化すると、ν 個のエッジ状態が出現する。これらのエッジ状態は図 3.1に示すように、物質の端を一方

向に運動し続ける状態であり、カイラルエッジ状態と呼ばれる。一つのカイラルエッジ状態がホール伝

導度に e2/hだけ寄与し、エッジ状態が ν 個存在することにより、ホール伝導度が (3.1)式のように量

子化する。

量子ホール絶縁体では磁場を印加するため、時間反転対称性が破れる。しかし、トポロジカル物質の

中には対称性に保護された相を有する物質も存在する。対称性に保護されたトポロジカル相を有するモ

デルの中で最も基本的なものに、SSH (Su ‒ Schrieffer-Heeger)モデル [82]が挙げられる。SSHモデ

ルは二種類のスピンレスフェルミオンが交互に並んだ 1次元鎖で、ハミルトニアンは

HSSH =
∑
j

(t0c
†
j,Bcj,A + t1c

†
j,Bcj+1,A +H.c.), tj ∈ R (3.4)
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図 3.2: 固定端境界条件を課した SSH モデルのハミルトニアン H̃SSH のスペクトル。(a) t1 =

0.5t0 (w = 0)の場合。(b) t1 = 2t0 (w = 1)の場合。

で与えられる。c†x,s, cx,s は位置 x, 副格子 s = A,B の電子の生成・消滅演算子である。c :=

(c1,A, c1,B , · · · , cn,A, cn,B)T として、ハミルトニアンを HSSH = c† · H̃SSHc と表示すると、係数行

列 H̃SSH を対角化することで HSSH を対角化できるため、以降は H̃SSH に着目する。

H̃SSH =
∑
j

(t0 |j, B〉 〈j, A|+ t1 |j, B〉 〈j + 1, A|) (3.5)

であり、H̃SSH は対称性

ΓH̃SSHΓ = −H̃SSH, Γ =
∑
j

(|j, A〉 〈j, A| − |j, B〉 〈j, B|) (3.6)

を持つ。この対称性はカイラル対称性と呼ばれ、SSHモデルではカイラル対称性に保護されたエッジ状

態が出現する。並進対称性を課して運動量空間で H̃SSH を対角化すると、その固有エネルギーは

E(k) =
√
t20 + t21 + 2t0t1 cos k (3.7)

と得られ、t0 = t1 の場合にギャップが閉じる。カイラル対称性下でのトポロジカル不変量は巻き付き数

w := − 1

4πi

∫
BZ

tr

[
σzH(k)−1 dH(k)

dk
dk

]
(3.8)

で与えられる。巻き付き数を計算すると、その値は t0 > t1 の場合に 0, t0 < t1 の場合に 1 となり、

ギャップが閉じない限り巻き付き数の値は変化しない。固定端境界条件を課した場合のスペクトルは図

3.2のようになり、トポロジカル不変量である巻き付き数の値に応じて、ゼロエネルギー状態の出現の

有無が変化する。
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3.2 孤立平衡系のトポロジカル相

前節ではトポロジカル不変量がトポロジカル相を特徴づけ、エッジ状態という特殊な状態が非自明な

トポロジカル不変量に伴って現れることを見た。トポロジカル相を調べる上で、どのような場合にトポ

ロジカル不変量が非自明な値を有しうるのかに関心が向くが、トポロジカル不変量の値域はハミルトニ

アンの対称性により系統的に分類することができる。本節では、孤立平衡系におけるハミルトニアンの

トポロジカルな分類を紹介する。

3.2.1 一体ハミルトニアンと対称性

本章では n個のフェルミオンからなる系で、フェルミオン間に多体の相互作用がない場合のみを考え

る。この状況を数式で表現すると、ハミルトニアンが

H =
∑
j,k

(c†j , cj)H̃j,k

(
ck
c†k

)
(3.9)

と書き表せられることに対応する。c, c† はフェルミオンの生成・消滅演算子を表し、反交換関係

{cj , ck} = 0, {cj , c†k} = δj,k を満たす。ハミルトニアンH のエルミート性を反映して、係数行列 H̃ も

エルミート行列となる。絶縁体や金属等、系の粒子数が保存する場合には H̃j,k が対角行列になり、H

内に c†jc
†
k のような粒子数を変化させる項が現れない。超伝導体の場合には U(1) 対称性が破れ、H̃j,k

は非対角成分を有する。H̃ を対角化することで H も対角化することができるため、一体ハミルトニア

ンではどちらを考えても良い。H̃ のことを一粒子ハミルトニアンと呼ぶ。

(3.9)式のハミルトニアンに作用する対称性を考える。ここでは簡単のため、空間座標に作用せず、粒

子の内部自由度 (例えばスピンや副格子の自由度)に作用する対称性を考える。量子力学では、系の対称

性はユニタリ変換か反ユニタリ変換に対する系の不変性で表される。ユニタリ・反ユニタリ変換のそれ

ぞれに関して、対称性の操作で消滅演算子を消滅演算子に変換するか、生成演算子に変換するかの二通

りが考えられるため、全部で四種類の対称性変換

UciU† =
∑
j

Ui,jcj , (3.10)

T ciT † =
∑
j

Ti,jcj , T
2 = εT I, T iT −1 = −i, (3.11)

CciC† =
∑
j

Ξ∗
i,jc

†
j , Ξ

2 = εΞI, (3.12)

SciS† =
∑
j

Γ∗
i,jc

†
j , Γ

2 = I, SiS−1 = −i (3.13)

が考えられる。ここで εT , εΞ = ±1 である。これらの対称性は、順にユニタリ対称性、時間反転対称

性、粒子正孔対称性、カイラル対称性と呼ばれる。対称性変換のユニタリ性から、(3.10)-(3.13)式内の
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係数行列 U, T,Ξ,Γはユニタリ行列または反ユニタリ行列になる。これらの対称性変換に対するハミル

トニアンの不変性 [V,H] = 0,V = U , T , C,S を要求すると、一粒子ハミルトニアンに対する対称性の

関係式

U†H̃U = H̃, (3.14)

T †H̃T = H̃, T 2 = εT I, T iT
−1 = −i, (3.15)

Ξ†H̃Ξ = −H̃, Ξ2 = εΞI, ΞiΞ
−1 = −i, (3.16)

Γ†H̃Γ = −H̃, Γ2 = I (3.17)

が得られる。一体ハミルトニアンに対しては時間反転対称性とカイラル対称性が反ユニタリ変換で表さ

れたが、一粒子ハミルトニアンに対しては、時間反転対称性と粒子正孔対称性が反ユニタリ変換による

対称性・反対称性として表される。ユニタリ対称性 (3.14)は、ハミルトニアンが対称性演算子と可換で

あることを意味するため、対称性演算子の固有値によってハミルトニアンをブロック対角化できること

を意味する。他三種の対称性はハミルトニアンの固有ベクトルや固有値に制約を与える。例えばカイラ

ル対称性 (3.17)を考える。固有値方程式

H |ψ〉 = E |ψ〉 (3.18)

に左から Γを作用させると、(3.17)式から、

H(Γ |ψ〉) = −E(Γ |ψ〉) (3.19)

となる。(3.19) 式は、カイラル対称性下では一粒子ハミルトニアンは必ず正負対称なスペクトルを持

ち、その固有ベクトルもカイラル対称性の演算子により関係することを意味する。

ハミルトニアンが並進対称性を有する場合を考える。位置自由度をあらわに表記すると、一体ハミル

トニアンは

H =
∑
j,k

∑
r,r′

[c†j(r), cj(r)]H̃j,k(r, r
′)

[
ck(r

′)

c†k(r
′)

]
(3.20)

と書ける。このハミルトニアンに対して並進対称性は

H̃j,k(r, r
′) = H̃j,k(r − r′) (3.21)

と定義される。この時、フーリエ変換

cj(r) =
1√
V

∑
k∈BZ

eik·rcj(k) (3.22)

を行い、位置自由度を運動量自由度に変換することで、ハミルトニアンをブロック対角化することがで

きる:

H =
∑
j,k

∑
k

[c†j(k), cj(k)]H̃j,k(k)

[
ck(k)

c†k(k)

]
, H̃j,k(k) :=

∑
r

e−ik·rH̃j,k(r). (3.23)

20



ここで、V は系の総粒子数である。(3.23)式の表示に対して再び対称性変換に対するハミルトニアンの

不変性を要求すると、運動量空間での一粒子ハミルトニアン H̃(k)に対する対称性はそれぞれ

UH̃(k)U† = H̃(k), (3.24)

TH̃(k)T † = H̃(−k), T 2 = εT I, T iT
−1 = −i, (3.25)

ΞH̃(k)Ξ† = −H̃(−k), Ξ2 = εΞI, ΞiΞ
−1 = −i, (3.26)

ΓH̃(k)Γ† = −H̃(k), Γ2 = I (3.27)

となる。時間反転対称性と粒子正孔対称性の一粒子ハミルトニアンへの作用は反ユニタリであるため、

対称性変換により運動量が反転する。

ユニタリ対称性はハミルトニアンを既約分解するため、分解された各要素に着目すると、ハミルトニ

アンに対して本質的な対称性は時間反転対称性、粒子正孔対称性、カイラル対称性の三種となる。従っ

て、一粒子ハミルトニアンをこれら三種類の対称性の有無により分類することができる。このような分

類を AZ (Altland-Zirnbauer)クラス [83]と呼ぶ。これら三種の対称性は独立ではなく、ハミルトニア

ンが時間反転対称性と粒子正孔対称性の両方を有している場合には、Γ = TΞとすることでカイラル対

称性を満たすことができる。これを踏まえると、一粒子ハミルトニアンは 10種類の対称性クラスに分

類できる。AZクラスの詳細な定義に関しては次項で明示する。

3.2.2 一体ハミルトニアンの対称性によるトポロジカルな分類

(3.9) 式の一体ハミルトニアンのトポロジカルな分類 [6, 8, 84] を考える。前項で説明したように、

(3.9) 式の一体ハミルトニアンを考える代わりに、一粒子ハミルトニアン H̃ を考えることとする。

H̃ =
∑

En>0En |ψn〉 〈ψn| +
∑

E′
n′<0E

′
n′ |ψ′

n′〉 〈ψ′
n′ | と一粒子ハミルトニアンをスペクトル分解する。

第一項が正の、第二項が負のエネルギーを持つバンドに対応する。この時、正のエネルギーを全て 1に、

負のエネルギーを全て-1に連続変形する平坦化

H̃ 7→ H̃ ′ :=
∑
n

|ψn〉 〈ψn| −
∑
n′

|ψ′
n′〉 〈ψ′

n′ | (3.28)

を行う。平坦化はハミルトニアンの対称性クラスを変化させないため、H̃ の代わりに平坦化ハミルトニ

アン H̃ ′ を考えて問題ない。平坦化ハミルトニアンは H̃ ′2 = I を満たす。

トポロジカル不変量はハミルトニアンの連続変形に対して不変であるため、連続変形で繋がらないハ

ミルトニアンが何種類あるのかを求めることで、トポロジカル不変量の値域を決定することができる。

以降では空間次元が 0次元のハミルトニアンを対象とする。最初に、系がカイラル対称性のみを有する

場合を考える。この時、{H̃ ′,Γ} = 0を満たす H̃ ′ が、連続変形で互いに繋がる場合を同一視して、何

種類あるのかを考えたい。これは、代数的には、複素クリフォード代数の拡大問題として取り扱うこと
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ができる。複素クリフォード代数 Clq とは、

{ej , ek} = 0 (j 6= k), e2j = I (3.29)

を満たす元 e0, e1, · · · , eq−1 で生成される複素ベクトル空間である。カイラル対称性のみを有するハミ

ルトニアンのトポロジカルな分類は、e1 = Γとした時に許される e0 = H̃ ′ の追加の仕方の分類を行う

ことと等価になる。この時のクリフォード代数の拡大を Cl1 → Cl2 と書き、取りうる e0 全体の空間を

表現空間 C1 と言う。C1 の連結成分の個数は π0(C1)で与えられる。数学の結果を用いると π0(C1) = 0

となるが、この結果はカイラル対称性のみを有する 0 次元ハミルトニアンは常にトポロジカルに自

明な相に連続変形でき、非自明なトポロジカル相が現れないことを意味する。対称性がない場合には

Cl0 → Cl1 の拡大問題を考えれば良く、その表現空間 C0 は π0(C0) = Zを満たす。つまり、対称性を

持たない 0次元ハミルトニアンには、連続変形でトポロジカルに自明な相に変換できないものが任意の

整数個存在しても良い。

系が時間反転対称性と粒子正孔対称性を有する場合には、その反ユニタリ性から、実クリフォード代

数の拡大問題を考える必要がある。実クリフォード代数 Clp,q は

{ej , ek} = 0 (j 6= k), e2j =

−I 0 ≤ j ≤ p− 1

I p ≤ j ≤ p+ q − 1
(3.30)

を満たす元 e0, · · · , ep−1, ep, · · · , ep+q−1 で生成される実ベクトル空間である。実クリフォード代数を

考える際に、虚数単位 iの代わりに

J2 = −I, {T, J} = {Ξ, J} = [H̃ ′, J ] = 0 (3.31)

で定義される J を用いることで、実効的に複素数を扱うことができる。例として、ハミルトニアンが時

間反転対称性と粒子正孔対称性の双方を有している場合には、

e0 = H̃ ′, e1 = Ξ, e2 = ΞJ, e3 = TΞJ, (3.32)

e20 = I, e21 = εΞI, e
2
2 = εΞI, e

2
3 = −εT εΞ (3.33)

と生成子を構成できる。従って、時間反転対称性や粒子正孔対称性の二乗の符号 εT , εΞ に応じて異な

る実クリフォード群の拡大を考えることになる。例えば、εT = 1, εΞ = 1 なら Cl1,2 → Cl1,3, εT =

−1, εΞ = 1なら Cl0,3 → Cl0,4 の拡大が対応する。拡大 Clp,q → Clp,q+1 の表現空間は q − pのみに依

存することが知られており、Rq−p と書く。

以上の手法を用いて、10種類の AZ対称性クラス全てについて π0(Cq), π0(Rq)を求めることにより、

0次元ハミルトニアンのトポロジカルな分類を行える。d次元ハミルトニアンに関しては、K理論を用

いることにより、その分類が π0(Cq−d), π0(Rq−d)で与えられることが示されている [6]。更に、ボット

周期性定理より、表現空間に対して π0(Cq) = π0(Cq+2), π0(Rq−d) = π0(Rq+8)が成立することも知ら
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表 3.1: 一粒子ハミルトニアンのトポロジカル分類表 [6–8]。1列目は AZ対称性クラスの名称、2-4列

目は該当するクラスの対称性の有無を表す。TRSは時間反転、PHSは粒子正孔対称性、CSはカイラル

対称性をそれぞれ表し、0は対称性がないこと、1はカイラル対称性があること、±は時間反転対称性・

粒子正孔対称性の対称性演算子の二乗の符号 εT , εΞ を表す。6-13列目は該当する対称性クラスに属す

る d次元ハミルトニアンから計算されるトポロジカル不変量の値域 [= π0(Cq−d), π0(Rq−d)]を表す。

クラス TRS PHS CS 分類空間 d =0 1 2 3 4 5 6 7

A 0 0 0 C0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

AIII 0 0 1 C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

AI + 0 0 R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI + + 1 R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D 0 + 0 R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

DIII − + 1 R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

AII − 0 0 R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII − − 1 R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C 0 − 0 R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI + − 1 R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

れているため、d = 0から d = 7までを調べれば十分である。これらを総合すると、最終的に表 3.1に

示される、一粒子ハミルトニアンのトポロジカル分類表を得る。この表は各論的に得られたトポロジカ

ル物質の性質とも一致している。例えば量子ホール絶縁体は整数値のチャーン数で特徴づけられるが、

これは量子ホール絶縁体のハミルトニアンが d = 2のクラス Aに属していることを反映している。

3.3 非エルミート系のトポロジカル相

近年では孤立平衡系を超えて、外界と相互作用した非平衡相での物性に注目が集まっている。例え

ば、平衡状態では常伝導状態である銅酸化物に光パルスを照射することで、非平衡超伝導状態が発現す

る [14]ことや、量子多体系に局所的な量子測定を行うことで、系のエンタングルメント構造に相転移が

生じる [22]ことが挙げられる。本章で扱っているトポロジカル相に関しても同様に、非平衡系に対する

拡張が考えられており、孤立平衡系より多彩なトポロジカル現象が現れる。その内の一つとして、本節

では非エルミート系でのトポロジカル相を紹介する。
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3.3.1 非エルミート性によるトポロジカル相の多様化

前節で見たように、トポロジカル相は系の対称性に基づいて分類される。非エルミート系では、ハミ

ルトニアンの非エルミート性に伴って考える対称性の数が増える他、複数のギャップ構造が現れること

が知られている [46, 47]。従って、非エルミート系では、孤立系に比較してより多様なトポロジカル相

が実現する。

本節では、(3.9)式と同じ形となる、非エルミートな一体ハミルトニアンを考える。ハミルトニアン

H の非エルミート性を反映して、一粒子ハミルトニアン H̃ も同様に非エルミートとなる。孤立平衡系

の場合と同様に、(3.11)-(3.13)式の対称性変換に関するハミルトニアンの不変性を要求することで、対

称性の関係式

T †H̃T = H̃, T 2 = εT I, T iT
† = −i, (3.34)

Ξ†H̃†Ξ = −H̃, Ξ2 = εΞI, ΞiΞ
† = −i, (3.35)

Γ†H̃†Γ = −H̃, Γ2 = I (3.36)

を得る。ここで εT , εΞ ∈ {±1}である。孤立系の場合にはエルミート性より H̃ = H̃† となったが、非

エルミート系ではこの関係式が成立しないため、(3.35),(3.36)式左辺にハミルトニアンのエルミート共

役が現れる。非エルミート一粒子ハミルトニアンに対する時間反転対称性、粒子正孔対称性、カイラル

対称性を (3.34)-(3.36)式で定義すると、孤立系の場合と同様に、ハミルトニアンが時間反転対称性と粒

子正孔対称性を有する場合には、ハミルトニアンはカイラル対称性 Γ = TΞを満たす。従って、これら

三種の対称性により、非エルミート系でも AZ対称性クラスを定義できる。一方で、(3.34)-(3.36)式左

辺の H̃ を H̃† で置換した対称性

T †
NHH̃

†TNH = H̃, T 2
NH = εTNHI, TNHiT

−1
NH = −i, (3.37)

Ξ†
NHH̃ΞNH = −H̃, Ξ2

NH = εΞNH
I, ΞNHiΞ

−1
NH = −i, (3.38)

S†H̃S = −H̃, S2 = I (3.39)

を考えると、一粒子ハミルトニアン H̃ がエルミートの場合にはこれらは一致するが、非エルミートの

場合には一致せず、新たな対称性を定義することができる。これらの対称性はそれぞれ非エルミート時

間反転対称性、非エルミート粒子正孔対称性、副格子対称性と呼ばれる。ハミルトニアンが非エルミー

ト時間反転対称性と非エルミート粒子正孔対称性の双方を有する場合、Γ = TNHΞNH とすると、(3.36)

式のカイラル対称性を満たす。そのため、(3.37),(3.38),(3.36)式の三種の対称性から AZ対称性クラス

と類似の対称性クラスを構成できる。この対称性クラスを AZ† クラスと呼ぶ。更に、これらの対称性

クラスに加えて、副格子対称性は非エルミート系特有の副次的な対称性として働き、新たな対称性クラ

スを考える必要がある。非エルミート系の対称性クラスの詳細に関しては、次項で詳しく説明する。ま
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た、これらの対称性は全て運動量空間で書き直すことができ、

TH̃(k)T † = H̃(−k), T 2 = εT I, T iT
† = −i, (3.40)

ΞH̃†(k)Ξ† = −H̃(−k), Ξ2 = εΞI, ΞiΞ
† = −i, (3.41)

ΓH̃†(k)Γ† = −H̃(k), Γ2 = I, (3.42)

TNHH̃
†(k)T †

NH = H̃(−k), T 2
NH = εTNHI, TNHiT

−1
NH = −i, (3.43)

ΞNHH̃(k)Ξ†
NH = −H̃(−k), Ξ2

NH = εΞNH
I, ΞNHiΞ

−1
NH = −i, (3.44)

SH̃(k)S† = −H̃(k), S2 = I (3.45)

となる。

関連して、非エルミート系での重要な対称性として擬エルミート性と PT (Parity-Time)対称性

ηH̃†(k)η† = H̃(k), η2 = I, (3.46)

PT H̃(k)(PT )† = H̃(k), PT i(PT )† = −i (3.47)

がある。ここで、ηはエルミートかつユニタリな演算子であり、PT は反ユニタリ演算子である。擬エル

ミート性は演算子のエルミート性を一般化した対称性であり、η = I の場合にエルミート性に帰着する。

PT対称性はパリティ変換と時間反転対称性を組み合わせた対称性で、反ユニタリ対称性の一種である。

PT はパリティ変換を含むため、空間座標を反転させる効果も含み、内部対称性ではない。ハミルトニ

アンが擬エルミート性もしくは PT対称性を有する時、そのスペクトルは一般に実数になるか、複素共

役のペアで現れる。このことを見るために、PT対称なハミルトニアンの固有値方程式 H̃ |ψ〉 = E |ψ〉

を考える。左から PT を作用させると、(3.47)式より、

H̃(PT |ψ〉) = E∗(PT |ψ〉) (3.48)

を得る。ハミルトニアンの固有ベクトル |ψ〉が PT の同時固有ベクトルになる場合

PT |ψ〉 = eiϕ |ψ〉 (3.49)

を考えると、(3.48)式に (3.49)式を代入し、H̃ |ψ〉 = E∗ |ψ〉を得る。これより E = E∗ となり、非エ

ルミートハミルトニアンの固有値が実になる。(3.49)式が成立しない場合には、二つの線形独立な固有

ベクトル |ψ〉 ,PT |ψ〉が存在し、それらの固有値はそれぞれ E,E∗ となり、スペクトルは複素共役のペ

アで現れる。(3.49)式が成立し、ハミルトニアンの固有ベクトルが PT の同時固有ベクトルになってい

る場合、固有状態は PT対称性を保つと呼ぶ。対して、固有状態が PT対称性を保たない場合は、固有

状態は PT対称性を破ると呼ぶ。擬エルミート性の場合には、ハミルトニアンの擬エルミート性と反線

形対称性は同値であることが知られており [85]、上記の議論を反線形対称性に適用することで同様の結

論を得る。トポロジカルな分類に際しては、擬エルミート性は副格子対称性を用いて代替することがで

きる。このことも次項で説明する。
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(a) (b)

図 3.3: 非エルミート系の二種類のギャップ構造。(a) 線ギャップの場合。(b) 点ギャップの場合。

また、非エルミート系では二種類のギャップ構造を定義できる。非エルミート行列は複素固有値を持

つため、孤立系ではエネルギーは実軸上に分布されていたのに対して、非エルミート系ではエネルギー

が複素平面上に分布する。孤立系では、ハミルトニアンのスペクトルにあるエネルギー E = Ep が含ま

れない場合に、Ep でギャップが開いていると定義していた。しかし、非エルミート系ではエネルギー

が複素平面上に分布するため、図 3.3に示すように、複素平面上のある点のエネルギーをスペクトルに

含まない 0次元のギャップ構造と、複素平面上のある直線上のエネルギーをスペクトルに含まない 1次

元のギャップ構造の二通りが考えられる。前者を点ギャップ、後者を線ギャップと言う。特に、直線

ReE = 0に対する線ギャップのことを、実線ギャップと呼ぶ。トポロジカル相の議論ではギャップが開

いていることが重要だったが、非エルミート系では二種類のギャップ構造が現れるため、それに伴って

点ギャップ・線ギャップに対する異なるトポロジカル相が定義できる。これまでの議論を総合すると、

孤立系と比較して、非エルミート系では考える対称性とギャップ構造の種類が増加するため、トポロジ

カル相も多様化する。

例として、3.1節で紹介した SSHモデルに増幅と減衰に対応する純虚数のオンサイトポテンシャルを

加えたモデル

HNHSSH =
∑
j

(t0c
†
j,Bcj,A + t1c

†
j,Bcj+1,A +H.c.) +

∑
j

(igc†j,Acj,A − igc†j,Bcj,B) (3.50)

を考える。運動量空間での一粒子ハミルトニアンは

H̃NHSSH(k) =

(
ig t0 + t1e

−ik

t0 + t1e
ik −ig

)
(3.51)

で与えられ、カイラル対称性

ΓH̃†
NHSSH(k)Γ

† = −H̃NHSSH(k), Γ = σz (3.52)
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を有する。ここで、σi (i = x, y, z)はパウリ行列で

σx :=

(
0 1

1 0

)
, σy :=

(
0 −i
i 0

)
, σz :=

(
1 0

0 −1

)
(3.53)

と定義される。増幅や減衰がない場合 (g = 0)には、SSHモデルは時間反転対称性と粒子正孔対称性を

有していたが、g 6= 0の場合にはこれらの対称性は保たれない。一方で、g 6= 0の場合でも PT対称性

は保たれる:

PT H̃NHSSH(k)(PT )† = H̃NHSSH(k), PT = σxK. (3.54)

ここで K は複素共役演算子 KAK† = A∗ である。系に増幅や減衰があるため、そのハミルトニアンは

非エルミートとなるが、カイラル対称性に保護されたエッジ状態は出現する。トポロジカル不変量に関

しても、非エルミートハミルトニアンから計算をすることができる。実線ギャップを有するハミルトニ

アンのバルクの固有値方程式を

H(k) |ψE(k)〉 = E(k) |ψE(k)〉 , (3.55)

〈〈ψE(k)|H(k) = E(k) 〈〈ψE(k)| (3.56)

と書いた時、平坦化ハミルトニアンを

Q(k) := I − 2
∑

ReE<0

(|ψE(k)〉 〈〈ψE(k)|+ |ψE(k)〉〉 〈ψE(k)|) (3.57)

と定義することができる。Qはエルミートかつカイラル対称性を有するため、Qを用いてトポロジカル

不変量である巻き付き数

w = − 1

4πi

∫
BZ

tr

[
ΓQ(k)−1 dQ(k)

dk
dk

]
(3.58)

を計算することができ、ホッピング振幅 t0, t1 や増幅・減衰の強さ g に依存してトポロジカル不変量の

値が変わる。固定端境界条件下でのスペクトルを計算すると図 3.4 のようになり、バルク状態は実線

ギャップを有し、PT対称性を保つため固有エネルギーが実となる。一方で、エッジ状態は系の端に局

在するため PT対称性を破り、固有エネルギーが複素化し、実線ギャップを閉じるように純虚数の固有

エネルギーを有する。このように、増幅や減衰を含むエッジ状態が出現することが、非エルミート系に

特有のトポロジカル現象となる。また、このモデルは光の増幅や減衰を取り入れた微小共振器を用いて

実験的に実現されている [43]。

3.3.2 非エルミート・トポロジカル相の分類

孤立平衡系で対称性を用いてトポロジカル相が分類できたように、非エルミート系においても対称性

によりトポロジカル相を分類することができる。本項では、非エルミート系のトポロジカル相の分類を

与える。前述したように、非エルミート系では線ギャップと点ギャップが存在し、それぞれのギャッ
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図 3.4: 固定端境界条件下での非エルミート SSHモデルのハミルトニアン H̃NHSSH のスペクトル。(a)

t1 = 0.5t0, g = 0.2t0 (w = 0)の場合。(b) t1 = 2t0, g = 0.2t0 (w = 1)の場合。

プ構造に対応したトポロジカル相が現れるが、本論文では実線ギャップに着目するため、以降は実線

ギャップに限って話を進める。一般的な分類は先行研究 [47]で与えられている。

非エルミート系では対称性の分岐が発生するため、それに伴い対称性クラスが増加する。一方で、非

エルミート性に由来して、時間反転対称性と非エルミート粒子正孔対称性はトポロジカルに同じ対称性

とみなせる。非エルミートハミルトニアン H が (3.34)式の時間反転対称性を有する場合、複素平面上

でスペクトルを回転する操作H → eiϕH を ϕ = 0から ϕ = π
2 まで連続的に行うと、時間反転操作の反

ユニタリ性から、iH は対称性

T †(iH̃)T = −(iH̃) (3.59)

を有することがわかる。(3.59)式は (3.38)式と同型になり、非エルミートハミルトニアン H が時間反

転対称性を有する場合、非エルミート粒子正孔対称性を有するハミルトニアン iH に連続変形できるこ

とを示している。このような変形は非エルミート性を許さないと連続的に行えないため、この対称性の

統合は非エルミート系特有のものである。

この結果を用いると、非エルミート系の対称性クラス数を決定することができる。以降では、AZク

ラスに対しては表 3.1で用いたクラス名をそのまま用い、AZ† クラスに対しては CII† のように、ダガー

記号つきのクラス名で表すこととする。前述した時間反転対称性と非エルミート粒子正孔対称性の同一

視により、D†,C† クラスはそれぞれ AI,AIIクラスとトポロジカルに同値な対称性クラスとなる。また、

A†,AIII† クラスは A,AIIIクラスと同じであるため、AZ,AZ† クラスを合わせると 16種類となる。こ

れに加えて、副格子対称性が加わった AZクラスも考えることができる。AZ (AZ†)クラス内では、位

相を調節することにより常に（非エルミート）時間反転対称性と（非エルミート）粒子正孔対称性を可

換になるようにとることができていた。しかし、副格子対称性を含むと、全ての対称性演算子を互いに

28



可換にとることはできず、副格子対称性と他の対称性の交換関係を考える必要がある。例えば、BDIク

ラスに副格子対称性を付加した場合を考えると、時間反転対称性・粒子正孔対称性と副格子対称性がそ

れぞれ交換・反交換する場合が存在し、合計で 4種類の拡張が考えられる。他の対称性クラスについて

も同様に考えると、副格子対称性が付加された AZクラスは全部で 22種類存在することがわかる。更

に、この後述べるが、副格子対称性が付加された AZ† クラスや、擬エルミート性が付加された AZクラ

ス、AZクラスと AZ† クラス双方の対称性を同時に有する場合の対称性クラスは、全て副格子対称性が

付加された AZクラスと同値となる。従って、非エルミートハミルトニアンは 16 + 22 = 38種類の対

称性クラスに分類されることがわかる。

以下では副格子対称性を有するクラスについて考える。以降、Xクラスに副格子対称性が付加された

対称性クラスを X+S と書くこととする。特に、副格子対称性と（非エルミート）時間反転対称性、（非

エルミート）粒子正孔対称性との関係が

ST = ±TTS, SΞ = ±ΞΞS (3.60)

となる場合には、S の下添え字にそれぞれの符号を書き、X+S±T±Ξ
と書く。ここでは例として、

DIII† + S++ クラスを考える。このクラスに属するハミルトニアンは非エルミート時間反転対称性と非

エルミート粒子正孔対称性

TNHH̃
†(k)T †

NH = H̃(−k), T 2
NH = −I, (3.61)

ΞNHH̃(k)Ξ†
NH = −H̃(−k), Ξ2

NH = −I (3.62)

を有し、それぞれが副格子対称性と可換である。

STNH = TNHS, SΞNH = ΞNHS. (3.63)

この時、T = SΞNH とすると、T は時間反転対称性の対称性演算子になっていることがわかる:

TH̃(k)T † = −SH̃(−k)S† = H̃(−k), (3.64)

T 2 = I, ST = TS. (3.65)

同様に、Ξ = STNH とすると、T と可換となる粒子正孔対称性の対称性演算子 Ξを構成することがで

きる:

ΞH̃†(k)Ξ† = −H̃(−k), (3.66)

Ξ2 = −I, SΞ = ΞS. (3.67)

従って、DIII† + S++ クラスは CI+S++ クラスと等しいことがわかる。その他の対称性クラスや、副

格子対称性と他対称性が反交換する場合なども同様の方法で、副格子対称性が付加された AZ† クラス

を副格子対称性が付加された AZクラスに対応させることができる。全ての対称性クラスに関する具体

的な対応関係や、擬エルミート性を有する場合などの議論は付録 Aで行う。
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以上の議論より、非エルミートハミルトニアンの対称性クラスを決定することができたため、これら

のトポロジカルな分類を行う。実線ギャップを有するハミルトニアンに対して、以下の定理が成立する

ことが知られている。

theorem 1. [47] 実線ギャップを有する非エルミートハミルトニアンは、ギャップと対称性を保った

まま、エルミートなハミルトニアンに連続変形することができる。

従って、定理 1を用いることにより、実線ギャップを有する非エルミートハミルトニアンの分類は、

エルミートなハミルトニアンの分類により行える。副格子対称性がない場合には、AZ,AZ† クラスの双

方は孤立平衡系の AZクラスに連続変形することができるため、3.2.2項の分類をそのまま用いること

ができる。一方で、副格子対称性が付加されている場合には、付加的な対称性を含んだ孤立平衡系の

AZクラスに連続変形される。付加的な対称性が存在する場合のトポロジカルな分類は先行研究 [86]で

行われており、この結果を用いることで副格子対称性が付加された AZクラスの分類を行える。これら

の結果を用いて行った、非エルミートハミルトニアンのトポロジカルな分類を表 3.2,3.3に示す。 副格

子対称性が加わることにより、一般には表 3.1 に現れないようなトポロジカル相が出現する。例えば

d = 1の BDI+S++ クラスを考えると、この場合には副格子対称性から誘導される擬エルミート性によ

りハミルトニアンを二つのセクターにブロック対角化することができる。それぞれのセクターに対して

独立にトポロジカル不変量を定義することができるため、分類は Z⊕ Zとなる。

3.3.3 バルク-エッジ対応の破れ

3.1節で説明したように、孤立平衡系では、周期境界条件を課した際の運動量空間のハミルトニアン

からトポロジカル不変量を計算することができ、エッジ状態の出現を予言することができた。しかし、

非エルミート系では一般にこの関係が成立しない場合がある。孤立平衡系では、系のサイズが十分大き

い場合には、バルク状態に対する境界条件の影響を無視することができた。そのため、固定端境界条件

下でのバルク状態を調べる代わりに、計算が簡便な周期境界条件の下でバルク状態を調べ、トポロジカ

ル不変量を求めた。非エルミート系では、系のサイズが十分大きい場合でも、バルク状態が境界条件に

鋭敏に依存することがある。ここでは例として、ホッピングが非対称な SSHモデル

H =
∑
x

[(t1+γ/2)c
†
x,Acx,B+(t1−γ/2)c†x,Bcx,A]+

∑
x

(t2c
†
x+1,Acx,B+ t3c

†
x+1,Bcx,A), tj ∈ R (3.68)

を考える [48]。フーリエ変換を行うと、運動量空間での一粒子ハミルトニアンは

H̃(k) = dxσx +

(
dy +

iγ

2

)
σy, dx = t1 + (t2 + t3) cos k, dy = (t2 − t3) sin k (3.69)
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表 3.2: 実線ギャップを有する非エルミート一粒子ハミルトニアンのトポロジカルな分類 [47]。3-10列

目は該当する対称性クラスに属する d 次元ハミルトニアンから計算されるトポロジカル不変量の値域

[= π0(Cq−d), π0(Rq−d)]を表す。

クラス 分類空間 d = 0 1 2 3 4 5 6 7

A C0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

AIII C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

AI R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

DIII R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

AII R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

AI† R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI† R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D† R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

DIII† R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

AII† R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII† R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C† R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI† R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

となる。H̃ を対角化すると、その固有値は

E±(k) = ±

√
d2x +

(
dy +

iγ

2

)
(3.70)

と求められる。簡単のために t3 = 0とすると、t1 = t2 ± γ/2か t1 = −t2 ± γ/2の場合にギャップが閉

じる。固定端境界条件下でハミルトニアンを対角化して得たスペクトルを図 3.5(a) に示す。固定端境

界条件下ではバルク状態のギャップは t1 =
√
t22 + (γ/2)2 で閉じており、周期境界条件を課した場合の

運動量空間でのスペクトルとは異なる点でギャップが閉じ、エッジ状態が現れることがわかる。トポロ

ジカル不変量はギャップを閉じない限り値が変わらないため、この結果は H̃(k)から計算されたトポロ

ジカル不変量がエッジ状態の出現を予測できず、バルク-エッジ対応が破れることを表す。この時、非対
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(a) (b) (c)

図 3.5: (a)固定端境界条件下でのホッピングが非対称な SSHモデルのスペクトルの t1 依存性。赤線は

エッジ状態を表す。t2 = 1, t3 = 0, γ = 4/3とした。(b)t1 = 1.1, t2 = 1, t3 = 1/5, γ = 4/3の場合

の一般化ブリルアンゾーン。(c)t2 = 1, t3 = 1/5, γ = 4/3の場合の固定端境界条件下でのスペクトル。

下図:一般化ブリルアンゾーンから計算したトポロジカル不変量の t1 依存性。図は文献 [48]のものを引

用した。

称なホッピングに起因して、固定端境界条件下でのバルク状態は境界に指数的に局在した状態となり、

周期境界条件下でのバルク状態とは大きく異なる。本論では扱わないが、この現象は 3.3.1項で紹介し

た点ギャップにおけるトポロジカル相のバルク-エッジ対応として理解することができる [51]。

この問題は、波数を複素数へと拡張することで解決できる。t3 = 0の場合には、波数 kを k−i ln r, r :=√
|(t1 − γ/2)(t1 + γ/2)|と変換することにより、(3.69)式の運動量空間のハミルトニアンが、固定端境

界条件下でのバンドギャップが閉じる点を正しく与えられるようになる。言い換えると、運動量空間に

現れる指数項 eik は、通常は複素平面上の単位円上を動いていたが、半径 r の円上を動くようにするこ

とで、バルク-エッジ対応を回復することができる。この手順は t3 6= 0の場合にも一般化することがで

き、運動量空間のハミルトニアン内の eik を、固定端境界条件でのバルクのスペクトルを正しく記述で

きる複素数 β に置換する方法が確立されている。β の動く範囲は一般化ブリルアンゾーンと呼ばれる。

詳細な手続きは省略するが、一般化ブリルアンゾーンは固定端境界条件下での固有値方程式から得るこ

とができる。一般に β の描く軌跡は単純な図形にならず、図 3.5(b)のような複雑な形を描く。一般化

ブリルアンゾーンを用いてトポロジカル不変量を計算すると図 3.5(c)下図のようになり、図 3.5(c)上

図内のエッジ状態と対応し、バルク-エッジ対応が回復する。

3.4 本研究の目的

実験技術の向上に伴って非平衡系や開放系の物性が注目される中、近年では非エルミート系のトポロ

ジカル相が精力的に研究されてきた。一方で、多くの開放量子系は事後測定を伴わず、その時間発展は

GKSL方程式で記述されるため、開放量子系のトポロジカル相を明らかにするためには、GKSL方程式

の生成子であるリンドブラディアンの分類を考える必要がある。2.4節で説明したように、GKSL方程
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式をベクトル化することにより、リンドブラディアンは非エルミート行列に変換することができる。先

行研究 [60]では、非エルミート行列のトポロジカルな分類理論を用いることで、リンドブラディアンの

トポロジカルな分類を行った。リンドブラディアンの固有値の虚部は常に 0以下となるため、リンドブ

ラディアンの有しうる内部対称性は非エルミート時間反転対称性、非エルミート粒子正孔対称性、カイ

ラル対称性の三種に限られ、対称性クラスは 10種の AZ† クラスのみに限られることが主張された。こ

の議論に則ると、非エルミート行列の分類において重要な対称性である副格子対称性や擬エルミート性

は、リンドブラディアンに対して成立しない対称性となる。本研究の主要な目的の一つは、これらの対

称性を含む対称性クラスがリンドブラディアンにおいて実現可能かどうかを再考することにある。

また、開放量子系のトポロジカル相を調べる上で、その数理的基礎となっている非エルミート系のト

ポロジカル相を明らかにすることも重要な課題となる。非エルミート系では、対称性クラスやギャップ

構造の多様化の他に、3.3節で説明したように、バルク-エッジ対応の破れが発生する。3.3節で説明し

た例のように、バルク-エッジ対応の破れはバルク状態が境界条件に依存する場合に発生することが報告

されている。しかし、バルク状態が境界条件に依存しない場合にバルク-エッジ対応が常に保たれるかは

明らかにされていない。本研究の二つ目の目的は、バルク状態が境界条件に依存しない場合に発生する

バルク-エッジ対応の破れを発見することである。

これに対し、本研究では以下のことを明らかにした。一つ目は、リンドブラディアンに対して副格子

対称性が定義可能であることを示した [75]。固有値のシフトを組み合わせることにより、副格子対称性

に連続変形可能な対称性であり、リンドブラディアンに対して成立しうる対称性である、シフトした副

格子対称性を定義した。シフトした副格子対称性を有する具体的なモデルも構成し、そのトポロジカル

相を調べた。関連して、擬エルミート性の特殊な場合である、PT対称性を有するトポロジカル相がリ

ンドブラディアンにおいて実現可能であることも示した [76]。非エルミート系の場合と同様に、バル

ク状態が一定の固有値の虚部を有し、エッジ状態が PT 対称性を破って異なる固有値の虚部を有する

振る舞いが、リンドブラディアンにおいても現れることを具体的なモデルで実証した。本研究で考え

たモデルにおいて、PT対称性を破るエッジ状態を定常状態とすることができることも示した。二つ目

は、3.3節で紹介したものとは異なる機構で発現する非エルミート系のバルク-エッジ対応の破れを発見

した [77]。多重エッジ状態を有する BDI† クラスに属する系に対称性を破る摂動を加え、D† クラスへ

と転移させる。トポロジカルな分類理論によれば D† クラスでは多重エッジ状態は現れないことが予想

されるが、エッジ状態が非エルミート粒子正孔対称性に起因する反線形対称性を保つ範囲内では、多重

エッジ状態が頑強に存在することを示した。この構成法を具体的なモデルに適用することで、実際にバ

ルク-エッジ対応が破れることを実証した。
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表 3.3: 副格子対称性を有する場合の、実線ギャップを有する非エルミート一粒子ハミルトニアンのト

ポロジカルな分類 [47]。クラス名の S± の下添え字は、時間反転対称性または粒子正孔対称性と副格子

対称性が交換する場合には +,反交換する場合には −とした。時間反転対称性と粒子正孔対称性の双方

を含む対称性クラスの場合には、S±±′ のように下添え字を二つ書き、一つ目が時間反転対称性との、二

つ目が粒子正孔対称性との交換/反交換関係の符号を表す。3-10列目は該当する対称性クラスに属する

d次元ハミルトニアンから計算されるトポロジカル不変量の値域 [= π0(Cq−d), π0(Rq−d)]を表す。

クラス 分類空間 d = 0 1 2 3 4 5 6 7

A+S C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

AIII+S− C1 × C1 0 Z⊕ Z 0 Z⊕ Z 0 Z⊕ Z 0 Z⊕ Z

AIII+S+ C0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

AI+S+ R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

AI+S− R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

BDI+S++ R1 ×R1 Z2 ⊕ Z2 Z⊕ Z 0 0 0 2Z⊕ 2Z 0 Z2 ⊕ Z2

BDI+S+− R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

BDI+S−+ R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI+S−− C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

D+S+ R1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D+S− R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

DIII+S++ C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

DIII+S+− R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

DIII+S−+ R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0

DIII+S−− R3 ×R3 0 Z2 ⊕ Z2 Z2 ⊕ Z2 Z⊕ Z 0 0 0 2Z⊕ 2Z

AII+S+ R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

AII+S− R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z

CII+S++ R5 ×R5 0 2Z⊕ 2Z 0 Z2 ⊕ Z2 Z2 ⊕ Z2 Z⊕ Z 0 0

CII+S+− R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CII+S−+ R4 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII+S−− C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

C+S+ R5 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C+S− R7 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

CI+S++ C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

CI+S+− R0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

CI+S−+ R6 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI+S−− R7 ×R7 0 0 0 2Z⊕ 2Z 0 Z2 ⊕ Z2 Z2 ⊕ Z2 Z⊕ Z34



第 4章

副格子対称性に保護された開放量子系の

トポロジカル相

4.1 序論

前章では、非エルミート Schrödinger 方程式で記述される系のトポロジカル相を紹介した。非エル

ミート系では、ハミルトニアンの非エルミート性により、ハミルトニアンの分類される対称性クラスが

増加し、それに伴ってトポロジカル相も多様化する。一方で、多くの開放量子系の時間発展は 2章で紹

介した GKSL方程式 (2.9)で記述される。従って、環境と相互作用する物質のトポロジカル相を調べる

ためには、GKSL 方程式の時間発展を決定するリンドブラディアンをトポロジカルに分類する必要が

ある。

2.5 節で説明したように、GKSL 方程式をベクトル化することにより非エルミート・シュレディン

ガー方程式に変換することができるため、非エルミート系のトポロジカル相の理論を用いることで、開

放量子系のトポロジカル相を考えることができる。リンドブラディアンのトポロジカルな分類は Lieu

ら [60]により行われた。一般的な非エルミートハミルトニアンとは異なり、リンドブラディアンの固有

値は常に 0以下の虚部を持つため、取りうる対称性クラスに制約が生じる。その結果、Lieuらはリン

ドブラディアンが AZ† クラスにより 10種類に分類されると主張した。この主張は、実線ギャップの場

合には、リンドブラディアンのトポロジカルな分類は孤立平衡系の分類と等しくなることを意味してい

る。特に、非エルミート系の分類では半分以上が副格子対称性が付加された対称性クラスであったが、

副格子対称性が付加された対称性クラスは GKSL方程式で記述される開放量子系では実現しないとさ

れていた。

これに対し、本章ではリンドブラディアンにおいても副格子対称性が付加された対称性クラスが実現

可能であることを示す [75]。リンドブラディアンに対して、通常の副格子対称性は成立しないものの、

固有値の虚部をシフトさせる操作と組み合わせることで、リンドブラディアンに対しても成立しうる副
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格子対称性を定義した。更に、散逸的な SSHモデルにおいて副格子対称性が付加された対称性クラス

が実現可能であることを具体的に示した。

本章の構成は以下のようになる。4.2節では、孤立系の一体ハミルトニアンに対応する、一体リンド

ブラディアンの解析方法についてまとめる。続いて、4.3節でリンドブラディアンに対する副格子対称

性を定義する。4.4節では副格子対称性に保護された開放量子系のトポロジカル相の例として、一次元

トポロジカル絶縁体の代表例である SSHモデルに散逸を加えたモデルを解析する。最後に、4.5節で一

次元開放量子系が副格子対称性を有する条件を議論する。

4.2 一体リンドブラディアン

粒子間に多体の相互作用がない場合には、ハミルトニアンは (3.9)式のように電子の生成・消滅演算

子の二次形式で書くことができ、実効的な解析はその係数行列である一粒子ハミルトニアンに対して行

うことができた。開放量子系においても、環境との相互作用が電子間相互作用を誘起しない場合には、

一体ハミルトニアンと類似の方法で解析を簡単化することができる。本節では、一体リンドブラディア

ンの解析方法として、第三量子化 [87–89]と呼ばれる手法を紹介する。

ハミルトニアンH が (3.9)式のようにフェルミオンの生成・消滅演算子の二次形式で与えられ、ジャ

ンプ演算子 Lµ が電子の生成・消滅演算子の一次結合で書ける場合、リンドブラディアン L̂を一体リン

ドブラディアンと呼ぶ。今後の解析の簡便化のために、マヨラナ演算子 wを

w2j−1 := cj + c†j , w2j := i(cj − c†j) (4.1)

と定義する。定義よりマヨラナ演算子はエルミートで、反交換関係

{wj , wk} = 2δj,k (4.2)

を満たす。マヨラナ演算子を用いると、リンドブラディアンが一体である条件は、ハミルトニアンと

ジャンプ演算子がそれぞれ

H =

2n∑
j,k=1

wjH̃j,kwk, H̃ = H̃† = −H̃T , (4.3)

Lµ =

2n∑
j=1

lµ,jwj , lµ,j ∈ C (4.4)

と書けることと等価である。

2.4節で示したように、有界演算子全体の集合は (2.30)式で定義される Hilbert-Schmidt内積を持つ

ヒルベルト空間となる。そこで、n フェルミオン系のヒルベルト空間の基底を、マヨラナ演算子を用

いて

Pα1,α2,··· ,α2n
:= 2−n/2wα1

1 wα2
2 · · ·wα2n

2n , αj ∈ {0, 1} (4.5)
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と定義する。α := (α1, α2, · · · , α2n)とすると、これらはHilbert-Schmidt内積の下で (Pα, Pβ) = δα,β

を満たし、正規直交基底であることが確かめられる。この基底に対し、超演算子 ĉ, ĉ† を

ĉj [Pα] := δαj ,1wjPα, (4.6)

ĉ†j [Pα] := δαj ,0wjPα (4.7)

と定義する。(4.2)式より、これらの超演算子は反交換関係

{ĉj , ĉk} = 0, {ĉj , ĉ†k} = δj,k (4.8)

を満たし、ĉ, ĉ† は通常のフェルミオンの生成・消滅演算子と同様の代数に従うことがわかる。以降これ

らの超演算子を生成・消滅超演算子と呼ぶ。生成・消滅超演算子の一般的な演算子への作用は

ĉj [A] =
1

2
(wjA− P̂[A]wj), (4.9)

ĉ†j [A] =
1

2
(wjA+ P̂[A]wj) (4.10)

となる。P̂[A] := ΠAΠであり、Π = (−1)N ,
(
N :=

∑n
j=1 c

†
jcj

)
は粒子数に関するパリティ演算子で

ある。

一体リンドブラディアンを生成・消滅超演算子を用いて書き換える。最初にユニタリな時間発展

L̂0[ρ] := [H, ρ] =
∑
j,k

H̃j,k[wjwk, ρ] (4.11)

を考える。[wjwk, ρ]の部分を考えると、(4.2)式を用いて、

[wjwk, Pα] = wjwkPα − Pαwjwk

= 2(δαj ,1δαk,0 + δαj ,0δαk,1)wjwkPα

= 2(ĉ†j ĉk − ĉ†k ĉj)[Pα] (4.12)

と超演算子を用いた表示を得る。(4.12) 式を (4.11) 式に代入すると、ĉ := (ĉ1, ĉ2, · · · , ĉ2n)T , ĉ† :=

(ĉ†1, ĉ
†
2, · · · , ĉ

†
2n)とすると、

L̂0 = 4ĉ† · H̃ ĉ (4.13)

となり、絶縁体の一体ハミルトニアンと同型となる。次に、環境との相互作用による散逸項

L̂µ[ρ] := i(2LµρL
†
µ − {L†

µLµ, ρ}) = i
∑
j,k

lµ,j l
∗
µ,kL̂j,k[ρ], (4.14)

L̂j,k[ρ] := 2wjρwk − wkwjρ− ρwkwj (4.15)

を考える。マヨラナ演算子の反交換関係より、|α| :=
∑2n

j=1 αj とすると、Pαwj = (−1)|α|+αjwjPα が

成立する。これを用いると L̂j,k の Pα への作用を

L̂j,k[Pα] = [2(−1)|α|+αjwjwk − wkwj − (−1)αj+αkwkwj ]Pα (4.16)
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と書き直せる。更に、正規直交基底 Pα に関する公式

wjPα = (ĉ†j + ĉj)[Pα], (−1)αjwjPα = (ĉ†j − ĉj)[Pα], (−1)|α|Pα = P̂[Pα] (4.17)

を使うと、L̂j,k は生成・消滅超演算子を用いて

L̂j,k = P̂+(4ĉ
†
j ĉ

†
k − 2ĉ†j ĉk − 2ĉ†k ĉj) + P̂−(4ĉj ĉk − 2ĉj ĉ

†
k − 2ĉk ĉ

†
j) (4.18)

と書くことができる。P̂± := (1 ± P̂)/2 はパリティの正負に関する射影である。(4.18) 式から、

L̂j,k (L̂µ)はパリティ P̂ を保存し、パリティの正負でブロック対角化できることがわかる。ユニタリ時

間発展項 (4.13) も同様にパリティを保存するため、リンドブラディアン L̂ = L̂0 + i
∑

j,k lµ,j l
∗
µ,kL̂j,k

はパリティの正負でブロック対角化することができる。パリティ超選択則より、密度演算子はパリティ

正負の演算子の重ね合わせで書くことができず、パリティが負の演算子 P̂[ρ] = ΠρΠ = −ρ はトレー

スが 0になるため、任意の密度演算子はパリティが正となる。従って、以降ではパリティが正となるブ

ロックにのみ着目して解析を行う。パリティが正の部分空間に制限された L̂j,k は

L̂j,k|+ = 4ĉ†j ĉ
†
k − 2ĉ†j ĉk − 2ĉ†k ĉj (4.19)

となる。以降では簡単のため添字がない場合も常にパリティが正の部分空間に制限されたリンドブラ

ディアンを考えることとする。

(4.13),(4.14),(4.19)式から、リンドブラディアン全体は生成・消滅超演算子を用いて

L̂ = 2
(
ĉ† ĉ

)
·

(
−ZT Y

0 Z

)(
ĉ

ĉ†

)
−A0Î , (4.20)

Z := H̃ + iReM, Y := 2ImM, A0 = 2tr[M ] (4.21)

と与えられる。Î は恒等超演算子であり、M はジャンプ演算子から決まる正定値行列

Mj,k :=
∑
µ

lµ,j l
∗
µ,k (4.22)

である。リンドブラディアンが (4.20)式のように上三角型の構造をしているため、リンドブラディアン

の固有値は対角ブロックに位置する行列 Z により完全に決定される。特に、Z が対角化可能であれば

リンドブラディアン L̂も同様に対角化可能となる。Z の固有値を λj (j = 1, 2, · · · , 2n)とすると、リ

ンドブラディアンは

L̂ = −4

2n∑
j=1

λj b̂
′
j b̂j (4.23)

と対角化することができる。b̂′, b̂はリンドブラディアンの固有モードに対する生成・消滅超演算子で、

{b̂j , b̂k} = {b̂′j , b̂′k} = 0, {b̂j , b̂′k} = δj,k (4.24)
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を満たす。但し一般的なフェルミオンの代数とは異なり、リンドブラディアンの非エルミート性に由来

して b̂′ 6= b̂† となる。また、固有値は Z にのみ依存するが、固有モードの生成・消滅演算子 b̂, b̂′ は Y と

Z の双方に依存する。(4.21) 式から,(3.9) 式の一体ハミルトニアンの解析が一粒子ハミルトニアン H̃

の解析に落とせたのと類似して、一体リンドブラディアンのスペクトルの解析は 2n× 2n非エルミート

行列 Z の解析に落とせることがわかる。(4.23)式より、リンドブラディアンが自明に有する定常状態を

ρss とすると、リンドブラディアンの固有演算子は

ρν = b̂′1
ν1 b̂′2

ν2 · · · b̂′2nν2n [ρss], νj ∈ {0, 1} (4.25)

と構成でき、その固有値は −4
∑

j νjλj となる。b̂
′ は ĉ, ĉ† の線形結合で表され、これらはパリティを変

化させるため、b̂′ もパリティを変化させる。従って、(4.25)式で表される固有演算子のうち、
∑

j νj が

偶数のものはパリティが正、奇数のものはパリティが負となる。前述したように、パリティが正の演算

子のみが密度演算子となりうるため、リンドブラディアンの固有状態となる密度演算子は、(4.25)式で

表される演算子のうち、
∑

j νj が偶数となるものに限られる。特に、リンドブラディアンが複数個の定

常状態を有すると、その複数個の自由度を用いたノイズの影響を低減した量子計算が行えるため、複数

個の定常状態を有する状況は量子コンピュータへの応用からも注目されるが、そのためには Z が複数個

のゼロ固有値を有する必要がある。

一体リンドブラディアンによる時間発展は多体相関を誘起しないため、その時間発展は共分散行列

Cj,k(t) := tr[ρ(t)wjwk]− δj,k (4.26)

によっても特徴づけることができる。物理量 C̃j,k := wjwk − δj,kI に対して GKSL方程式 (2.46)式を

適用すると、一体リンドブラディアンの元で C̃ は

d

dt
C̃ = 4i(ZT C̃ + C̃Z + Y I) (4.27)

に従って時間発展する。Y, Z は (4.21)式で定義した行列である。両辺を密度演算子 ρに関して期待値

をとると、共分散行列 C の時間発展も同様に

d

dt
C = 4i(ZTC + CZ + Y ) (4.28)

で与えられる。定常状態の共分散行列を Css とすると、 d
dtCss = 0を満たすため、Css は

ZTCss + CssZ = −Y (4.29)

を満たす。(4.29)式は Z がゼロ固有値を有さない場合に一意な解を持つ。この時、定常状態の共分散行

列との差分を C ′(t) := C(t)− Css と書くと、C ′ は

d

dt
C ′(t) = 4i(ZTC ′ + C ′Z) (4.30)
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表 4.1: 対称性による固有値の制限。記号 (a, b)は、固有値 aが存在する場合には必ず固有値 bも存在

することを表す。時間反転対称性・粒子正孔対称性は TRS,PHS,非エルミート時間反転対称性・非エル

ミート粒子正孔対称性は TRS†,PHS†,カイラル対称性・副格子対称性は CS,SLSと略記した。

対称性 TRS TRS† PHS PHS† CS SLS

制約 (λ, λ∗) なし (λ,−λ) (λ,−λ∗) (λ,−λ∗) (λ,−λ)

Z が対称性を有しうるか × ◦ × ◦ ◦ ×　

に従って時間発展する。(4.30)式の形式解は

C ′(t) = e4iZ
T tC ′(0)e4iZt (4.31)

と求められる。共分散行列による描像でも、Z の固有値を調べることで過渡期の時間発展がわかり、定

常状態は Y にも依存して決まることが見て取れる。

4.3 リンドブラディアンに対する副格子対称性

前節では、一体リンドブラディアンのスペクトルが (4.21)式で定義される非エルミート行列 Z によ

り完全に決定されることを示した。非エルミート行列 Z に対して 3.3節で説明した非エルミート・トポ

ロジカル相の理論を適用することにより、リンドブラディアンのスペクトルをトポロジカルに分類する

ことが可能となる。しかし、リンドブラディアンの固有値の虚部が 0以下になることを反映して、Z の

固有値の虚部は 0以上になる必要がある。この制約により、Z の取りうる対称性クラスの種類も制限を

受ける。例えば、Z が時間反転対称性を有するとすると、[Z, T ] = 0を満たす反ユニタリ演算子 T が存

在する。この時に Z の固有値方程式

Z |ψ〉 = λ |ψ〉 (4.32)

を考え、左から T を作用させると、対称性の関係式から、

Z(T |ψ〉) = λ∗(T |ψ〉) (4.33)

が得られる。(4.33)式から、Z が時間反転対称性を有すると、Z は複素共役対称なスペクトルを有する

ことがわかる。しかしこの場合には、Z が必ず負の虚部を持つ固有値を有することになり、上述した制

約と矛盾してしまう。そのため、Z に対して (3.15)式の時間反転対称性は成立しない。他の対称性に関

しても同様に固有値の関係を調べることができる。その結果を表 4.1に示す。表 4.1より、行列 Z が有

しうる対称性は AZ† クラスのものに限られることがわかる。このことから、先行研究 [60]では、一体

リンドブラディアンのスペクトルは AZ† クラスによりトポロジカルに分類できると報告した。
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これに対して、本研究では一体リンドブラディアンのスペクトルを記述する行列 Z に対して副格子対

称性とトポロジカルに同値な対称性を定義した。その対称性は Z のトレースに関与しない項

Z ′ := Z − iaI, a :=
tr[Z]

itr[I]
(4.34)

に対して、実空間では

Z ′ = −SZ ′S†, S2 = I, (4.35)

運動量空間では

Z ′(k) = −S†Z ′(k)S, S2 = I, (4.36)

と定義される。(4.35),(4.36)式の対称性を、シフトした副格子対称性と呼ぶ。aは Z ′がトレース 0にな

るように一意に定まり、(4.3)式より H̃ がトレース 0となり、M が正定値行列であることを用いると、

a =
itr[ReM ]

itrI
=

tr[M ]

tr[I]
≥ 0 (4.37)

を常に満たす。これより、(4.34)式は Z の固有ベクトルを変化させずに、スペクトルを虚軸の負の方向

に aだけずらす操作に対応することがわかる。Z がシフトした副格子対称性を有する時、Z の固有値は

±λ+ iaのペアで現れる。従って、|Imλ| ≤ aが常に満たされるモデルであれば、Z の全ての固有値は

0以上の虚部を有し、リンドブラディアンのスペクトルに対する制約と矛盾せず、Z はシフトした副格

子対称性を有することができる。更に、シフトした副格子対称性は、通常の副格子対称性に実線ギャッ

プを保ったまま連続変形することができる。実際、パラメータ t ∈ [0, 1]に対して Z(t) = Z − iatI と

すると、Z(t)が Z(0) = Z から Z(1) = Z ′ への連続変形を定める。これにより、トポロジカルな分類

に関しては、通常の副格子対称性とシフトした副格子対称性を同一視することができ、リンドブラディ

アン (Z)に関しても副格子対称性が付加された AZ† クラスを考えることが可能となる。従って、先行

研究 [60]の結果とは異なり、リンドブラディアンは孤立平衡系に対応物のない実線ギャップのトポロジ

カル相を有する。表 4.1に示したように、AZ† クラスの対称性は虚部が等しくなるように固有値のペア

が形成されるため、これらの対称性は (4.34)式の定数シフトにより不変に保たれる。そのため、Z の対

称性クラスを調べる代わりに、トレースレスな項 Z ′ の対称性クラスを調べることが正当化される。ま

た、トポロジカル相の分類において副格子対称性と同等の役割を果たす擬エルミート性も、固有値のシ

フトを組み合わせることでリンドブラディアンに対して拡張することができる。行列 Z に対する擬エ

ルミート性は、(4.34)式の Z ′ を用いて

Z ′ = ηZ ′†η†, η2 = I (4.38)

と定義される。
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A B

図 4.1: 副格子内散逸のある SSHモデルの概念図。黒細線は副格子内、黒太線は隣り合った副格子間、

緑太線は 2個隣の副格子間のホッピングを表す。橙色の矢印は (4.40)式で記述される散逸を表す。

4.4 散逸的 SSHモデルにおける副格子対称性に保護されたエッジ状態

4.4.1 モデルの対称性とトポロジカル不変量

本節では、前節で定義したシフトした副格子対称性を有するリンドブラディアンを調べる。モデルと

して、一次元トポロジカル絶縁体の代表例である SSHモデルに粒子の散逸を取り入れたものを考える。

ハミルトニアンは

H =
∑
x

2∑
j=0

(tjc
†
x,Bcx+j,A +H.c.), tj ∈ R (4.39)

で与えられる。cx,s は位置 x,副格子 s ∈ {A,B}のフェルミオンの消滅演算子である。散逸としては、

副格子内のフェルミオンに作用する一体ロス

Lx = γ(cx,A + cx,B) (4.40)

を考える。今回のモデルでは、散逸の強さはフェルミオンの位置や副格子に依存しない。このモデルの概

念図を図 4.1に示す。本節ではマヨラナ演算子 wの添字を wx,s,α := cx,s+c
†
x,s, wx,s,β := i(cx,s−c†x,s)

と定義することにすると、電子の生成・消滅演算子は

cx,s =
wx,s,α + iwx,s,β

2
, c†x,s =

wx,s,α − iwx,s,β

2
(4.41)

と書き表すことができる。(4.41)式を (4.39),(4.40)式に代入することで、ハミルトニアンやジャンプ演

算子を (4.3),(4.4)式の形に書き直せ、行列 H̃ やベクトル lx を得ることができる。計算を行うと、マヨ

ラナ演算子で表示した際の一粒子ハミルトニアン H̃ は

H̃ =

(
H̃kit 0

0 −H̃kit

)
(4.42)
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となり、ブロック対角化することができる。H̃kit は一次元トポロジカル超伝導体の代表的なモデルであ

るキタエフ鎖 [90]に次近接ホッピングを加えたモデルの一粒子ハミルトニアンで

H̃kit =
∑
x

2∑
j=0

(
i

4
tj |x, u〉 〈x+ j, ū|+H.c.

)
(4.43)

と与えられる。ここで、(4.42)式の基底は、上は {|xAβ〉 , |xBα〉},下は {|xAα〉 , |xBβ〉}で張られてい

る。(4.43)式内の uは上のブロックでは u = Aβ,下のブロックでは u = Aαであり、ūは uの二つの

指数を反転させたものを表す。また、散逸を特徴づける (4.22)式で定義された行列M は、(4.42)式の

基底の下で

M =
γ2

4

∑
x

|x〉 〈x| ⊗

(
I − σy σx + iσz

σx − iσz I + σy

)
(4.44)

と表せる。これより、リンドブラディアンのスペクトルを特徴づける行列 Z は

Z = H̃ + iReM

=

(
Hkit 0

0 −Hkit

)
+
iγ2

4

∑
x

|x〉 〈x| ⊗

(
I2 σx

σx I2

)
(4.45)

と求められる。散逸がない場合にはキタエフ鎖が二本独立に並んでいるようなモデルであったが、散逸

により二本のキタエフ鎖の間に反エルミートなホッピングが生じる。従って、今回調べる散逸的な SSH

モデルのスペクトルは、非エルミートなホッピングのあるはしご型キタエフ鎖のスペクトルと等価と

なる。

このモデルに周期境界条件を課すと、リンドブラディアンは並進対称性を有するため、フーリエ変換

Z(k) =
∑
x

e−ikxZ(x) (4.46)

を行うことで、運動量空間での行列 Z を

Z(k) =
i

4


γ2 −t∗k 0 γ2

tk γ2 γ2 0

0 γ2 γ2 t∗k
γ2 0 −tk γ2

 , tk =

2∑
j=0

eikjtj (4.47)

と得ることができる。Z(k)を対角化することでバルク状態の固有値を得ることができ、

λp,q(k) =
iγ2

4
+

(−1)q

4

√
|tk|2 − γ4 + (−1)p+12iγ2Retk, p, q ∈ {0, 1} (4.48)

となる。(4.48) 式の固有値を複素平面上にプロットした結果を図 4.2 に示す。図 4.2(a) に示したよう

に、Z(k) は実線ギャップを有する。(4.48) 式より、Retk = 0 かつ |tk|2 ≤ γ4 となる波数 k が存在す

る場合に実線ギャップが閉じる。図 4.2(b) のパラメータでは上の条件が達成され、実線ギャップが閉

じる。
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図 4.2: 周期境界条件下での Z(k) のスペクトル。点線は
ia

t0
=

γ2

4t0
を表す。(a) t1 = 5t0, t2 =

2t0, γ
2 = 0.5t0 の場合。(b) t1 = 2t0, t2 = t0, γ

2 = 0.5t0 の場合。

次に、このモデルの対称性を調べる。前節の議論より、Z のトレースに寄与しない項

Z ′(k) := Z(k)− iγ2

4
I4 (4.49)

の対称性を調べれば良い。対称性を調べると、Z ′(k)は AZ† クラスの全ての対称性を有する:

Z ′(k) = TNHZ
′†(−k)T †

NH, T = (σx ⊗ I2)K, (4.50)

Z ′(k) = −ΞNHZ
′(−k)Ξ†

NH, ΞNH = K (4.51)

Z ′(k) = −ΓZ ′†(k)Γ†, Γ = σx ⊗ I2. (4.52)

更に、このモデルはシフトした副格子対称性

Z ′(k) = −SZ ′(k)S−1, S = I2 ⊗ σz (4.53)

を有する。S と T,Ξは交換するため、このモデルの対称性クラスは BDI+S++ に分類される。先行研

究 [60]では副格子対称性の付加された対称性クラスは考慮されていなかったため、このモデルの対称性

クラスは本研究で定義したシフトした副格子対称性を用いることで初めて取り扱えるようになる。分類

表 3.3より、このモデルのトポロジカル相は二つの整数値トポロジカル不変量により特徴づけられるこ

とがわかる。

Z⊕ Zトポロジカル不変量を計算するためには、何らかの方法で系を二つのセクターに分割する必要

がある。その方法は先行研究 [47]で提案されている。Z ′(k)はカイラル対称性と副格子対称性を有する

ため、これらの組合せにより Z ′(k)は擬エルミート性

Z ′(k) = ηZ ′†(k)η†, η = ΓS = σx ⊗ σz. (4.54)
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図 4.3: 散逸的な SSHモデルにおけるトポロジカル不変量 w の相図。散逸の強さは γ2 = 0.5t0 で固定

した。黄色の領域では実線ギャップが閉じ、トポロジカル不変量は定義されない。

を有する。詳細な手続きは付録 Bで述べるが、擬エルミート性の下で

η |ϕ±n 〉 = ± |ϕ±n 〉〉 (4.55)

となる正規双直交ベクトルを構成することができ、(4.55)式の符号の正負でヒルベルト空間を分割する

と、Z ′(k) = Z ′
+(k)⊕Z ′

−(k)とブロック対角化することができる。それぞれのセクターに対しても副格

子対称性 Z ′
±(k) = −S±Z

′(k)S†
± が保たれるため、各セクターでトポロジカル不変量である巻き付き数

w± :=
1

4πi

∫
BZ

dktr

[
S±Z

′−1
± (k)

dZ ′
±(k)

dk

]
(4.56)

を計算することができる。計算の結果、今回のモデルでは二つのトポロジカル不変量が一致し、トポロ

ジカル相は一つの巻き付き数

w =
1

2πi

∫
BZ

dk

[
d

dk
log(t∗k − iγ2) +

d

dk
log(t∗k + iγ2)

]
. (4.57)

で特徴づけられることがわかった。巻き付き数 w は二つの複素関数 t∗k ± iγ2 の複素平面上での回転数

の和と等しくなる。wのホッピングの強さ t1, t2 に対する依存性を図 4.3に示す。

4.4.2 エッジ状態

固定端境界条件下で Z を数値的に対角化することで、エッジモードを調べた。数値的に得たスペク

トルを図 4.4に示す。図 4.4(a)のパラメータでは巻き付き数が w = −2で与えられる。左右に境界が

あることに対応して、図 4.4(a)に示したように、四個のエッジ状態が現れることを確認した。これらの

エッジ状態は図 4.4(b)に示すように、境界に局在した状態となる。Z ′ のエッジ状態の固有値は、副格

子対称性から 0となるため、Z のエッジ状態の固有値は全て iγ2/4となる。シフトした副格子対称性を
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図 4.4: ((a) 固定端境界条件下での Z のスペクトル。各種パラメータは N = 500, t1 = 5t0, t2 =

2t0, γ
2 = 0.5t0 とした。左:複素平面上でのスペクトル。右:ia = iγ2/4 付近でのスペクトルの絶

対値。横軸は固有値のラベルを表し、λ = iγ2/4 に固有値が四重縮退している。(b) エッジ状態の

空間分布。ここで |ψx|2 :=
∑

s=A,B

∑
µ=α,β |ψx,s,µ|2 とした。挿入図は x = 500 近辺での片対数プ

ロットを表す。(c) 固定端境界条件下でホッピング振幅が空間的に乱れた場合の Z のスペクトル。

t̄1 = 2t0, t̄2 = 4t0, γ
2 = 0.5t0 とした。(a),(c)の点線は ia/t0 = γ2/4t0 を表す。

有する系では一般に、同様の機構によって複数個のエッジ状態の固有値は縮退し、その固有値は iaで

与えられる。更に、網羅的に数値計算を行った結果、図 4.3に示した全てのパラメータ領域で、エッジ

状態数が 2|w|と等しくなることを確認した。

また、エッジ状態のトポロジカルな安定性も調べるために、空間的な乱れが存在する場合のスペクト

ルの数値計算も行った。ハミルトニアンのホッピング振幅が空間的に乱れている状況を考え、(x,B)と

(x+ j, A)の間のホッピング振幅を

tx,j = t̄j + δtx,j (4.58)
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とした。t̄j はホッピング振幅の平均を表し、δtx,j は [−0.3t0, 0.3t0]の範囲に値を持つ空間的に無相関

な一様乱数である。ホッピング振幅の空間的な乱れは、シフトした副格子対称性を含む、Z の対称性を

破らないため、エッジ状態はこの摂動に対して安定だと予想される。空間的な乱れを課した場合のスペ

クトルの数値計算結果を図 4.4(c)に示す。図 4.4(c)に示したように、バルク状態は摂動により乱され

ているが、エッジ状態は安定に存在し、その固有値は iγ2/4に保たれる。従って、シフトした副格子対

称性に保護されたエッジ状態はトポロジカルに安定であるとわかった。摂動の取り入れ方として、散逸

の強さ γ の空間的な乱れも考えられるが、この摂動は AZ† 対称性は破らないが、シフトした副格子対

称性を破る。そのため、散逸の空間的な乱れに対しては、エッジ状態は頑強ではない。

4.4.3 局所占有数の時間発展

前項までで、リンドブラディアンのスペクトルにエッジ状態に対応する固有値が現れることを明らか

にした。本項では

nx,s(t) := tr[ρ(t)c†x,scx,s] (4.59)

で定義される局所占有数の時間発展を調べ、エッジ状態の与える影響を調べた。局所占有数はマヨラナ

演算子を用いて

nx,s(t) =
1

2
− i

2
tr[ρ(t)wx,s,αwx,s,β ] (4.60)

と書き直せるため、4.2 節で導入した共分散行列を解析すれば良い。定常状態の局所占有数 nssx,s :=

tr[ρssc†x,scx,s]との差分を考えると、

nx,s(t)− nssx,s = − i

2
tr[ρ(t)wx,s,αwx,s,β ] +

i

2
tr[ρsswx,s,αwx,s,β ]

= − i

2
[C̃(t)]xsα,xsβ . (4.61)

と書ける。C̃ の形式解は (4.31)式で与えられているため、局所占有数の緩和過程は (4.61)式で調べる

ことができる。特に、ρ(t)− ρss がリンドブラディアンの固有値 λ̃,−λ̃∗ の固有状態の線形和で近似でき

る場合には、局所占有数は

nx,s(t)− nssx,s ∝ e−8Imλ̃t (4.62)

のように時間発展する。

局所占有数の時間発展を計算した結果を図 4.5に示す。エッジ状態は境界付近に局在した状態となる

ため、エッジ状態が存在するなら、系の境界に局在した初期状態 ρin はエッジ状態により近似できる。

そのため λ̃ = iγ2/4となり、境界での局所占有数は

nedge(t)− nssx,s ∝ e−2γ2t (4.63)

に従って減衰すると予想される。特に、シフトした副格子対称性により全てのエッジ状態の固有値が等

しくなっていることから、(4.63)式はトポロジカル不変量の詳細な値や、考えている境界の位置に依存
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図 4.5: 局所占有数 nx,s(t) の時間発展。ラベル left, right, bulk はそれぞれ、(x, s) =

(1, A), (N,B), (N2 , A)での局所占有数を表す。各種パラメータは N = 100, t1 = 5t0, t2 = 2t0, γ
2 =

0.5t0 (w = −2) として計算を行った。ただし、(a),(c) 内の”left,w = −4”は t1 = 2t0, t2 = 4t0

(w = −4)とした。また、初期状態は ρin = |x, s〉 〈x, s| , |x, s〉 := cx,s |vac〉とした。(a) 短時間の時間

発展。(b) 長時間の時間発展。スペクトルギャップは∆ = 1.8× 10−5t0 である。(c) 乱れがある場合の

短時間の時間発展。(d) 乱れがある場合の長時間の時間発展。緑点線と黒線の結果は乱れが異なる場合

の結果を表す。(c),(d)において、乱れは 4.4.2項と同様に、ホッピングの空間的乱れを考えた。

せずに成立すると考えられる。図 4.5(a)の結果はこの予想を支持しており、時刻 tが小さい場合には、

境界での局所占有数の時間発展は (4.63)式 [図 4.5(a)黄線]で良く近似できる。一方で、エッジ状態が

十分減衰しきった場合には ρ(t)がエッジ状態で近似できなくなり、(4.63)式が成立しなくなる。十分時

間が経った後には最長寿命の固有状態のみが減衰しきらずに残ると考えられるため、その減衰率はスペ

クトルギャップ

Imλ̃ = ∆ := min
i

Imλi (4.64)
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で決定される。この時には任意の位置で ρ(t) − ρss が最長寿命の固有状態の線形結合で表されるため、

局所占有数の減衰率はどの位置でも ∆により与えられる。図 4.5(b)は局所占有数の長時間の時間発展

を示しており、上述した予想どおり、系の境界・内部のどちらでも局所占有数が

nedge(t)− nssedge ∝ e−8∆t (4.65)

に従って減衰する。また、今回のモデルでは nssx,s = 0となり、定常状態はトポロジカルに自明な状態と

なる。

前項で、エッジ状態の固有値はホッピングの空間的な乱れに対して安定であることを示した。これを

反映して、境界での局所占有数の減衰率も対称性を破らない摂動に対して安定となる。ホッピングの空

間的な乱れを課した場合の局所占有数の時間発展を図 4.5(c)に示す。図 4.5(c)に示されたように、摂

動がある場合でも、短時間領域での局所占有数は (4.63)式に従い、減衰率は摂動に対して安定となる。

一方で、長時間の時間発展を特徴づける (4.64)式のスペクトルギャップはトポロジカルに保護されてい

ないため、摂動により値が変化する。各種パラメータは同じで、乱れのみが異なる場合の計算結果を図

4.5(d)の緑点線と黒線に示す。この時スペクトルギャップはそれぞれ∆ = 7.5× 10−4t0, 5.8× 10−4t0

となり、異なる値をとる。従って、エッジ状態が支配的な短時間の時間発展では減衰率がトポロジカル

に保護されていたのに対して、長時間の時間発展の減衰率は摂動に対して頑強ではない。

今回取り扱った散逸的な SSHモデルでは、境界での局所占有数の短時間領域での減衰率が γ のみの

関数となり、ホッピング振幅の詳細な値に依存しないことを示した。一般に、シフトした副格子対称性

を有するトポロジカルに非自明な開放量子系では、境界での局所占有数の短時間領域での減衰率が散逸

のパラメータのみに依存することを示せる。(4.37) 式から、エッジ状態の固有値は ia = itr[M ]/tr[I]

となる。M はジャンプ演算子のみから決まる行列であるため、aもジャンプ演算子のみに依存する値と

なり、エッジ状態の固有値はジャンプ演算子のパラメータのみに依存する。

4.5 シフトした副格子対称性を有するためにジャンプ演算子が満たす

条件

本節では、1次元の開放量子系がシフトした副格子対称性を有する十分条件を求める。初めにZのエル

ミート成分に着目すると、マヨラナ表示での一体ハミルトニアン H̃ は副格子対称性 H̃(k) = −SH̃(k)S†

を満たす必要がある。本節では二つの副格子から構成される副格子対称な 1次元ハミルトニアンを考え

ることとする。この場合、適当なユニタリ変換を組み合わせることにより、一般性を損なうことなく、

対称性演算子を S = I2 ⊗ σz と取ることができる。

Z の反エルミート成分に着目すると、シフトした副格子対称性を有する場合、反エルミート成分は

ReM(k)− a(k)I = −S[ReM(k)− a(k)I]S† (4.66)
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を満たす。S = I2 ⊗ σz を代入すると、(4.66)式は

ReM(k)− a(k)I = A(k)⊗ σx +B(k)⊗ σy (4.67)

と書き換えられる。ここで、A(k), B(k)は 2× 2行列である。更に、ジャンプ演算子が並進対称性を有

し、単位格子内のみに作用することを仮定する。この場合、ジャンプ演算子は

Lx =
∑

s=A,B

∑
ω=α,β

ls,ωwx,s,ω. (4.68)

と表される。このジャンプ演算子を用いて行列M を計算すると、M は運動量依存性を持たず、

M(k) = M̃, M̃sω,s′ω′ := ls,ωl
∗
s′,ω′ (4.69)

となる。(4.69)式を (4.67)式に代入すると、M̃ の対角成分が s, ω に依存せず、M̃sα,sβ が純虚数にな

る場合に (4.67)式が満たされることがわかる。これらの条件は

|ls,ω| = γ, s = A,B, ω = α, β, (4.70)

argls,α = θs, argls,β = θs +

(
ns −

1

2

)
π (θs ∈ R, ns ∈ Z) (4.71)

と書き換えることができる。(4.70),(4.71)式を (4.68)式に代入すると、シフトした副格子対称性を満た

すジャンプ演算子

Lx =γeiθA [wx,A,α + (−1)nA+1iwx,A,β ]

+ γeiθB [wx,B,α + (−1)nB+1iwx,B,β ]. (4.72)

を得る。電子の生成・消滅演算子がマヨラナ演算子を用いて cx,s = (wx,s,α + iwx,s,β)/2, c
†
x,s =

(wx,s,α − iwx,s,β)/2 と書かれることを考慮すると、ジャンプ演算子内に同じ電子の生成演算子か消滅

演算子のどちらかのみが含まれる場合に、リンドブラディアンがシフトした副格子対称性を有する。前

節で取り扱った (4.40)式の散逸的な SSHモデルのジャンプ演算子はこの条件を満たすため、シフトし

た副格子対称性を有する。更に、一体の原子散逸だけでなく、電子に対するコヒーレントな散逸と増幅

Lx = γ(cx,A + c†x,B)も (4.72)式の表式を満たすため、シフトした副格子対称性を有することができる。

一方で、マヨラナ演算子に比例する散逸 Lx = γ
∑

s=A,B wx,s,α = γ
∑

s=A,B(cx,s + c†x,s)はジャンプ

演算子内に同じ電子の生成演算子と消滅演算子が同時に含まれるため、シフトした副格子対称性を有す

ることができない。

ハミルトニアンに対する副格子対称性の対称性演算子が S 6= I2 ⊗ σz となる場合、適切なユニタリ変

換 U を選ぶことにより、S′ = USU† = I2 ⊗ σz のように、対称性演算子を I2 ⊗ σz に変換することが

できる。この変換の下で、散逸を特徴づける行列 M̃ も同様に M̃ ′ = UM̃U† と変換される。M̃ ′ の行列

要素は

M̃ ′
sω,s′ω′ = l′s,ωl

′∗
s′,ω′ , l′s,ω :=

∑
s′,ω′

Usω,s′ω′ ls′,ω′ (4.73)
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と求められ、(4.69)式の ls,ω が l′s,ω に置き換えた形となる。(4.73)式の M̃ ′ に対してシフトした副格子

対称性を有する条件を求めると、

|l′s,ω| = γ′, s = A,B, ω = α, β, (4.74)

argl′s,α = θ′s, argl
′
s,β = θ′s +

(
n′s −

1

2

)
π (θ′s ∈ R, n′

s ∈ Z) (4.75)

を得る。ユニタリ変換前のジャンプ演算子の係数 ls,ω は

ls,ω =
∑
s′,ω′

U∗
s′ω′,sωl

′
s′,ω′ (4.76)

によって得られるため、S 6= I2 ⊗ σz となる場合でも、シフトした副格子対称性を有する条件を求める

ことができる。

4.6 結論

本章では、開放量子系の時間発展を特徴づけるリンドブラディアンに対するトポロジカルな分類の拡

張を試みた。そのために、リンドブラディアンに対して成立し得る対称性であるシフトした副格子対称

性を定義した。その結果、先行研究では考えられていなかった対称性クラスである、シフトした副格子

対称性が付加された AZ† 対称性クラスがリンドブラディアンでも実現可能であり、対称性クラスの数

が増加することを示した。シフトした副格子対称性を有する具体的なモデルとして散逸的な SSHモデ

ルを考え、シフトした副格子対称性によりエッジ状態やその固有値が保護されることを示した。また、

シフトした副格子対称性を反映して、境界での局所占有数の減衰率がジャンプ演算子から定まり、左右

どちらの境界でも一致することを示した。1次元開放量子系がシフトした副格子対称性を有する条件に

関しても議論し、対称性演算子が S = I2 ⊗ σz と書ける場合には、ジャンプ演算子内に電子の生成演

算子か消滅演算子のどちらかのみが含まれる場合に、系がシフトした副格子対称性を有しうることを示

した。
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第 5章

PT対称性を有する開放量子系のトポロ

ジカル相

5.1 序論

開放系における重要な対称性の一つに、(3.47)式で定義される、非エルミート系に対する PT対称性

がある。PT対称な系では、固有状態の PT対称性の破れに伴う固有値の実-複素転移が存在し、PT対

称性の破れに伴う開放系特有の物理現象が調べられている。PT対称なハミルルトニアンは、増幅と減

衰が釣り合った古典光学系で実現することができ、PT対称性の破れを用いたレーザー発信やセンシン

グへの応用も考えられている。量子光学系においても、事後測定を行うことで非エルミートな時間発展

を実現することができ、実効的に PT対称性を有する時間発展が実装される。特に、一光子系において

光子の流出効果を取り入れ、系に光子が残る場合のみを事後測定することにより、PT対称性を伴った

量子ウォークという離散的な時間発展が先行研究 [40]により実現された。先行研究 [40]では PT対称

性を伴うトポロジカル相が実験的に調べられ、エッジ状態が PT対称性を破ることにより、バルク状態

に比べて指数関数的に振幅が増大することを示した。

開放量子系に対する PT対称性の拡張も考えられている。PT対称性を有する行列の固有値が複素数

となる場合、その複素共役も固有値として存在するため、前章での議論と同様に、リンドブラディアン

に対して (3.47)式で PT対称性を定義することはできない。しかし、副格子対称性の場合と同様に、固

有値のシフトを組み合わせることにより、リンドブラディアンのトレースレス項に対して PT対称性を

定義することができる [91]。これにより、開放量子系でも PT対称性の破れに伴うエッジ状態の長寿命

化が起こると考えられるが、そのような研究は行われていない。

そこで、本章では PT対称性を有する開放量子系のトポロジカル相を考え、PT対称性の破れに伴う

エッジ状態の長寿命化が起こるかを調べた [76]。一次元トポロジカル超伝導体のモデルであるキタエフ

鎖に PT 対称な散逸を加えたモデルを考え、散逸が弱い場合には全てのバルク状態が PT 対称性を保
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ち、固有値の虚部が全て等しくなることを示した。更に、エッジ状態が PT対称性を破り、そのうちの

一つの固有値はゼロとなることを示した。また、これらの振る舞いが SSHモデルにおいても再現され

ることを確認した。

本章の構成は以下のようになる。5.2節ではリンドブラディアンに対する PT対称性について説明す

る。5.3節では PT対称なキタエフ鎖のトポロジカル相を解析する。5.4節では、5.3節の結果の拡張と

して、PT対称な SSHモデルのトポロジカル相を解析する。

5.2 リンドブラディアンの PT対称性

前章に引き続いて本章では一体リンドブラディアンを考えるため、4.2節で導入した第三量子化を適

用することができる。そのため、リンドブラディアンに対する PT対称性を考える際には、(4.21)式で

定義された、リンドブラディアンのスペクトルを決定する行列 Z の PT 対称性を考えることとする。

3.3節で説明したように、Z が PT対称性

PT Z(PT )† = Z, PT i(PT )† = −i (5.1)

を有する場合、Z の固有ベクトルが PT対称性を保つ場合には対応する固有値が実に、保たない場合に

は固有値が複素共役のペアで現れる。従って、Z の全ての固有ベクトルが PT 対称性を保たない限り

Z は虚部が負となる固有値を有することになり、行列 Z が満たすべき制約と矛盾するため、Z は (5.1)

式の PT対称性を有することができない。この問題は 4.3節でリンドブラディアンに対して副格子対称

性を定義する際にも現れたが、この問題はスペクトルの虚軸方向へのシフトにより解決することができ

た。リンドブラディアンに対して PT対称性を定義する際にも同様に、スペクトルのシフトを組み込む

ことで”シフトした”PT対称性を定義することが可能となる。定義より Z は常に非エルミート粒子正孔

対称性 Z∗ = −Z を有するため、Z が PT対称性を有すると必ず Z のトレースはゼロとなる。そのた

め、副格子対称性の場合と同様に、(4.34)式で定義した Z のトレースレス項 Z̃ に対して PT対称性

PT Z̃(PT )† = Z̃, PT i(PT )† = −i (5.2)

を定義できる [91]。リンドブラディアンの PT対称性は Z̃ を介して定義されるため、固有値に対する

関係式も修正が必要になる。非エルミート系の場合と同様に、PT対称な行列 Z の固有ベクトルを |ψ〉

とした時に、|ψ〉が対称性演算子 PT の同時固有ベクトルとなる場合、固有ベクトル |ψ〉は PT対称性

を保つと言う。|ψ〉が PT対称性を保たない場合、固有ベクトル |ψ〉は PT対称性を破ると言う。固有

ベクトル |ψ〉が PT対称性を保つ場合には Z̃ の固有値が実になるため、Z の固有値は λ′ + ia, λ′ ∈ R

と表示でき、虚部は常に固有値のシフト a = tr[Z]/itr[I]で与えられる。一方で、固有ベクトル |ψ〉が

PT対称性を破る場合には、二つの線形独立な固有ベクトル |ψ〉 ,PT |ψ〉が現れ、それぞれの固有値が

λ′ + ia, λ′∗ + iaと表される。対応して、PT対称な行列 Z の固有値は複素平面上で虚部が一定の値 a
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となる直線に対して対称に分布する。

リンドブラディアンに対する PT対称性は異なる方法でも定義されている [92, 93]。ハミルトニアン

が H、ジャンプ演算子が Lµ であるリンドブラディアンを明示的に L̂[H;Lµ]と書く。この時、リンド

ブラディアンに対する PT対称性を

L̂[PT(H);PT′(Lµ)] = L̂[H;Lµ] (5.3)

と定義する。PT, PT′ は

PT(H) := PH∗P†, PT′(Lµ) := PL†
µP† (5.4)

と定義される対称変換であり、P はパリティ反転を表す。この PT対称性は本研究で用いる PT対称性

(5.2)とは異なる対称性となる。実際、次節以降で取り扱うモデルにおいては、(5.2)式の PT対称性は

成立するが、(5.3)式の PT対称性は成立しない。

5.3 PT対称なキタエフ鎖

5.3.1 モデルと対称性

本節では PT対称性を有するトポロジカルに非自明なリンドブラディアンとして、散逸的なキタエフ

鎖を考える。キタエフ鎖のハミルトニアンはマヨラナ演算子を用いて

Hkit =
it0
2

∑
j

(wj,αwj,β − wj,βwj,α) +
it1
2

∑
j

(wj,βwj+1,α − wj+1,αwj,β), t0, t1 ≥ 0 (5.5)

と書ける。散逸として、マヨラナ演算子に比例するようなジャンプ演算子

Lj = γwj,α, γ > 0. (5.6)

を考える。(5.5),(5.6)式から、ハミルトニアンとジャンプ演算子がそれぞれマヨラナ演算子に関して二

次、線形になっているため、第三量子化を適用できる。今回のモデルではジャンプ演算子の係数ベクト

ル lµ,j が常に実となるため、散逸を特徴づける行列M も実となる。従って、(4.21) 式で定義された、

定常状態に寄与する行列 Y は 0となり、リンドブラディアンを

L̂ = 4ĉ†Z̃ĉ, Z̃ = H̃ − iReM = −ZT (5.7)

と表示できる。つまり、(5.6)式のジャンプ演算子の場合には、リンドブラディアンを一粒子ハミルト

ニアンが 4Z̃ である一体非エルミートハミルトニアンと見なすことができる。周期境界条件を課した際

の行列 Z̃ は

Z̃(k) =
i

2

(
−2γ2 −t(k)∗

t(k) 0

)
, t(k) := t0 + t1e

ik. (5.8)

と与えられる。
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図 5.1: (a) 周期境界条件下での Z̃ の固有値。赤線と青線はそれぞれ t1 = 3t0, γ
2 = 0.3t0 (全ての固有

ベクトルが PT対称性を保つ)、t1 = 0.5t0, γ
2 = 0.8t0 (PT対称性を破る固有ベクトルが存在する)と

した場合の結果を表す。(b) γ2 = 0.2t0 とした際のトポロジカル不変量の相図。黄色の領域では PT対

称性の破れにより実線ギャップが閉じ、巻き付き数が定義されない。

Z̃ の対称性を調べると、AZ† クラスの対称性を全て有し、BDI† クラスに属することがわかる:

Z̃(k) = TNHZ̃
†(−k)T †

NH, TNH = σzK, (5.9)

Z̃(k) = −ΞNHZ̃(−k)Ξ†
NH, ΞNH = K, (5.10)

Z̃(k) = −ΓZ̃†(k)Γ†, Γ = σz. (5.11)

更に、Z̃ は PT対称性

Z̃(k) +
iγ2

2
I = (PT )

[
Z̃(k) +

iγ2

2
I

]
(PT )−1, PT = σxK (5.12)

を有する。リンドブラディアンが Z̃ = −ZT で特徴づけられているため、(5.2)式とは固有値のシフト

の符号が逆転する。

Z̃(k)を対角化することにより、バルクのスペクトルが

λ± = ±1

2

√
|t(k)|2 − γ4 − iγ2

2
(5.13)

と得られる。(5.13)式のスペクトルを複素平面上に図示したものを図 5.1(a)に示す。任意の k に対し

て |t(k)|2 > γ4 となる場合には Z̃(k)の全ての固有ベクトルが PT対称性を保ち、図 5.1(a)内の赤線の

ように、全ての固有値の虚部が一定値 −iγ2/2をとる。|t(k)|2 < γ4 となる波数 kが存在する場合には、

いくつかの固有ベクトルが PT対称性を破り、図 5.1(a)内の青縦線に示したように、実線ギャップが閉

じて固有値の虚部が一定ではなくなる。Z̃(k)の左右固有ベクトルは

〈〈ψ±| =
1

N±
(±
√
|t(k)|2 − γ4 − iγ2,−it(k)∗), |ψ±〉 =

1

N±

(
±
√
|t(k)|2 − γ4 − iγ2

it(k)

)
, (5.14)
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図 5.2: (a) 固定端境界条件下での Z̃ のスペクトル。赤点は t1 = 3t0, γ
2 = 0.3t0 の場合、青十字は

t1 = 1.5t0, γ
2 = 0.2t0 の場合の結果を表す。(b) t1 = 3t0, γ

2 = 0.3t0 の場合のエッジ状態の空間分布。

系のサイズは n = 500 とした。index が奇数 (偶数) の場合には、対応するマヨラナ粒子の flavor は

α (β)である。(b1) 左端付近でのエッジ状態。(b2) 右端付近でのエッジ状態。

と求められる。ここで N± は規格化定数で N2
± = 2

√
|t(k)|2 − γ4(

√
|t(k)|2 − γ4 ∓ iγ2)である。

5.3.2 トポロジカル相

本項では PT対称なキタエフ鎖のトポロジカル相を調べる。PT対称なキタエフ鎖は BDI† クラスに

属するため、そのトポロジカル相は整数値のトポロジカル不変量である巻き付き数

w =
1

2πi

∫
BZ

q−1 dq

dk
dk (5.15)

で特徴づけられる。q は平坦化行列 Qから求められる量であり、

Q =

(
0 q

q† 0

)
, Q := I − (|ψ−〉 〈〈ψ−|+ |ψ−〉〉 〈ψ−|). (5.16)

と定義される。(5.14)式の固有ベクトルを (5.16)式に代入すると、巻き付き数は t0 > t1 + γ2 の場合に

0、t1 > t0 + γ2 の場合に-1の値をとることがわかる。トポロジカル不変量の相図を図 5.1(b)に示す。

巻き付き数が非自明な値を持つパラメータでハミルトニアンに固定端境界条件を課して Z̃ を対角化す

ることにより、エッジ状態を調べた。固定端境界条件下での Z̃ のスペクトルを図 5.2に示す。トポロジ

カル不変量が非自明な値を取ることを反映して、固定端境界条件下では二個のエッジ状態が現れること

を確認した。図 5.2(a)に示したように、全てのバルク状態は PT対称性を保ち、固有値の虚部は共通の

虚部 −iγ2/2を有する。対して、二つのエッジ状態は図 5.2(b)に示したように境界に局在した状態とな

るため、PT対称性を破り固有値の虚部がバルク状態と異なる値をとる。これらのエッジ状態の固有値
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は 0か −iγ2 となることが図 5.2(a)から確認できる。これらのエッジ状態の固有値は解析的に求めるこ

ともできる。Z̃ の固有ベクトルを (A1, B1, · · · , An, Bn)
T と書くと、Z̃ の固有値方程式は、バルクでは

−t1Bj−1 − 2γ2Aj + t0Bj =
2

i
λAj , (5.17)

−t0Aj + t1Aj+1 =
2

i
λBj , (5.18)

境界では

−2γ2A1 + t0B1 =
2

i
λA1, (5.19)

−t0An =
2

i
λBn (5.20)

と書ける。γ = 0 の場合には上の固有値方程式は (5.5) 式のキタエフ鎖のハミルトニアンに対する

固有値方程式と等しくなる。t1 > t0 の場合には、キタエフ鎖のエネルギー 0 のエッジ状態 Aj =

0, Bj/Bj−1 = t1/t0 は n→ ∞とした (5.17)-(5.20)式の Z̃ の固有値方程式も満たし、固有値は λ = 0

となる。エッジ状態は図 5.2(b2) に示したように、j = n 付近に指数的に局在した状態となる。今

回のモデルでは散逸が α の flavor を持つマヨラナ粒子にのみ作用していることから、β の flavor の

みに振幅を有するエッジ状態には影響を与えず、固有値が散逸により変化を受けないと解釈できる。

一方で、反対側の境界 j = 1 付近に局在する、キタエフ鎖のもう一つのエネルギー 0 のエッジ状態

Aj/Aj+1 = t1/t0, Bj = 0 は α のみに振幅を有するため、散逸の影響を最も受けやすい状態となる。

これを反映して、このエッジ状態は n → ∞ とした (5.17)-(5.20) 式の Z̃ の固有値方程式を固有値

λ = −iγ2 で満たす。数値的対角化で得た j = 1付近に局在するエッジ状態の空間分布は図 5.2(b1)に

示すようになり、解析計算と整合した分布となる。これら二個のエッジ状態は PT対称性の破れを引き

起こすペアになるため、実空間での対称性演算子

PT =


1

...

1

K (5.21)

を λ = 0の固有ベクトルに作用させることにより、λ = −iγ2 の固有ベクトルを得ることができる。ま

た、w = 0となるパラメータ領域ではエッジ状態が出現しないことも確認した。

最後に、キタエフ鎖の定常状態に関して言及する。このモデルのジャンプ演算子はエルミートである

ため、無限温度状態 ρinf ∝ I が定常状態 L̂[ρinf ] = 0となる。Z は更に 0固有値を有するが、これは二

つ目の定常状態を意味しない ( [57, 89]も参照)。4.2節で言及した通り、一体リンドブラディアンは粒

子数のパリティを保存するため、リンドブラディアンの固有状態は ρinf に固有モードの生成超演算子 b̂′

が偶数個作用した形で書かれる。特に、複数個の定常状態を有するためには、0固有値に対応する生成

超演算子が二個以上存在する必要がある。しかし、今回のモデルでは 0固有値の固有ベクトルは一個の
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みである。そのため、0固有値のリンドブラディアンの固有演算子を構成することができるが、それは

密度演算子にはならず、定常状態にはならない。

5.4 PT対称な SSHモデル

前節の問題点を解消するため、複数個の 0 固有値を有する PT 対称な開放量子系のモデルを構築し

た。ハミルトニアンは 4.4節でも取り扱った SSHモデル

HSSH =
∑
x

(t0c
†
x,Bcx,A + t1c

†
x,Bcx+1,A +H.c.), t0, t1 ∈ R (5.22)

を考える。このハミルトニアンのマヨラナ表示した一粒子ハミルトニアンを求めると (4.42) 式と同様

に、(5.5)式のキタエフ鎖のマヨラナ表示した一粒子ハミルトニアンを用いて

H̃ =
1

2

(
H̃kit 0

0 −H̃kit

)
(5.23)

と書くことができる。つまり、マヨラナ表示の下では、SSHモデルは二本の独立なキタエフ鎖が並んだ

モデルとみなせる。従って、それぞれのキタエフ鎖に対して PT対称性を有するような散逸を加えるこ

とにより、複数個の 0固有値を誘起できると考えられる。そのような散逸として、キタエフ鎖の場合と

同様に、マヨラナ演算子に比例するジャンプ演算子

Lx,α = γαwx,B,α = γα(cx,B + c†x,B), Lx,β = γβwx,B,β = iγβ(c
†
x,B − cx,B) (5.24)

を考える。この場合にもジャンプ演算子はエルミートであるために行列 Y は 0となり、リンドブラディ

アンは (5.7)式の形で表示できる。行列 Z̃ は運動量空間で

Z̃SSH(k) =
i

4


0 −t(k)∗ 0 0

t(k) −4γ2β 0 0

0 0 0 t(k)∗

0 0 −t(k) −4γ2α

 (5.25)

と書かれる。Z̃SSH 内の二つのブロックは (5.8)式と類似した構造を有しており、PT対称性を有する。

このことから、バルク状態が PT対称性を破らない場合には、バルク状態の固有値の虚部は −γ2α/2か

−γ2β/2のどちらかになり、PT対称性を破るエッジ状態の固有値が 0,−iγ2α,−iγ2β となることが予想さ

れる。γα 6= γβ の場合には、Z̃SSH は PT対称性を有さないことに注意する。

固定端境界条件を課した場合の Z̃SSH を数値的に対角化し、得たスペクトルを図 5.3に示す。図 5.3

では、それぞれのブロックのキタエフ鎖がトポロジカルに非自明となり、全てのバルク状態が PT対称

性を保つパラメータで計算を行った。図 5.3(a) に示すように、それぞれのブロックが有する PT 対称

性に起因して、バルク状態の固有値の虚部が −γ2α/2か −γ2β/2となることを確認した。エッジ状態はそ

れぞれのブロックで PT対称性を破り、その固有値は 0が二つ、−iγ2α,−iγ2β が一つずつ現れる。従っ
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図 5.3: (a)固定端境界条件下での Z̃SSH のスペクトル。t1 = 2t0, γα = 2γβ = γ, γ2 = 0.2t0 とした。

(b)λ = 0付近でのスペクトルの絶対値。

て、二つの 0固有値に対応する固有ベクトルから生成超演算子 b̂′1, b̂
′
2 を構成でき、b̂

′
1b̂

′
2[ρinf ]がリンドブ

ラディアンの二個目の定常状態となる。

5.5 結論

本章では PT 対称性を有するリンドブラディアンのトポロジカル相を調べた。固有値のシフトを組

合せて PT対称性を定義することにより、非エルミート系の場合と同様に、PT対称性の破れに起因し

てエッジ状態の減衰率がバルク状態と変化することを明らかにした。本章では PT 対称なキタエフ鎖

と SSHモデルを調べ、どちらの場合でも PT対称性を破ったエッジ状態が 0固有値を有することを示

した。
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第 6章

多重エッジ状態に起因した非エルミート

系におけるバルク-エッジ対応の破れ

6.1 序論

2章では、開放量子系に事後測定を課すことにより、非エルミート・シュレディンガー方程式を導出

した。しかし、非エルミート・シュレディンガー方程式は量子系のみならず、古典系でも実現すること

ができる。例えば電磁波の波動方程式に近軸近似を行うと、その方程式は非エルミート・シュレディン

ガー方程式と同型となり、非エルミート性は光の増幅や減衰に対応する。そのため、非エルミート系の

物理を理論的に調べることで、外界と相互作用する量子系・古典系の物理を系統的に理解することが可

能となる。

3章で説明したように、非エルミート性がハミルトニアンの取りうる対称性クラスを変化させるため、

非エルミート系のトポロジカル相に注目が集まっている。非エルミート系では対称性クラス数の増加に

よりトポロジカル相が多様化するだけではなく、トポロジカル現象の指導原理となっていたバルク-エッ

ジ対応が破れることが知られている。孤立平衡系では、周期境界条件を課した場合のバルク状態から計

算されるトポロジカル不変量が、固定端境界条件を課した場合のエッジ状態数と対応していた。しか

し、非エルミート系ではバルク状態が境界条件に依存して変化し得るため、周期境界条件を課した場合

と固定端境界条件を課した場合で、バルク状態から計算されるトポロジカル不変量の値が一般には等し

くならない。そのため、前述した意味でのバルク-エッジ対応が非エルミート系では破れる場合がある。

非エルミート系のトポロジカル相を調べる上で、どのような場合にバルク-エッジ対応が破れるのかを明

らかにすることは非常に重要な問題であるが、これまでの研究の殆どはバルク状態が境界条件に対して

鋭敏な場合について調べられてきた。一方で、バルク状態が境界条件に対して鋭敏でない場合にもバル

ク-エッジ対応が破れうるのかは明らかになっていない。

本章では、バルク状態が境界条件に対して鋭敏でない場合でも、非エルミート系ではバルク-エッジ
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対応が破れることを、具体的なモデルを構成して示した。多重エッジ状態が出現するモデルを考え、摂

動を加えることで、Z2 トポロジカル不変量で特徴づけられるトポロジカル相へと相転移させる。エル

ミート系では摂動の強さに関わらずエッジ状態は有限エネルギーを有するが、非エルミート系では有限

の強さの摂動まではエッジ状態がゼロエネルギーに保たれることを明らかにした。対称性クラスから予

測されるトポロジカル不変量は Z2 であるのに対して、エッジ状態は複数個存在するため、この結果は

新たなバルク-エッジ対応の破れの一例となる。モデルとして、非エルミート系のトポロジカル相を調べ

る際によく用いられる量子ウォークを考える。

本章の構成は以下のようになる。6.2節では、本章で取り扱う量子ウォークと、量子ウォークに対す

る対称性を説明する。6.3節では、本研究で提案する新たなバルク-エッジ対応を示すモデルを導入し、

数値計算によりバルク-エッジ対応の破れを実証する。

6.2 量子ウォークのトポロジカル相

6.2.1 量子ウォークと対称性

前章までは連続時間での時間発展を考え、その生成子であるハミルトニアンやリンドブラディアンを

解析することにより、トポロジカル相を調べた。しかし、例えば量子力学における時間発展演算子 U と

ハミルトニアン H は

U = e−iHt (6.1)

で関係づくため、時間発展演算子を直接解析することによってもトポロジカル相を調べることができる。

この手法の利点として、連続時間での時間発展のみならず、周期駆動系等の離散的な時間発展も取り扱

えることが挙げられる。本節で紹介する量子ウォークは離散的な時間発展をするモデルの一つである。

量子ウォークはランダムウォークの量子力学版ともとれるモデルであり、一次元格子上を運動する粒

子の離散的な時間発展を表す。典型的には粒子は二つの内部自由度 |L〉 , |R〉を有し、その時間発展演算

子 U はコイン演算子 C とシフト演算子 S と呼ばれる二種類のユニタリ演算子から構成される。これら

の演算子は

C :=
∑
x

(|x〉 〈x| ⊗ C̃x), C̃x ∈ U(2), (6.2)

S :=
∑
x

(|x− 1〉 〈x| ⊗ |L〉 〈L|+ |x+ 1〉 〈x| ⊗ |R〉 〈R|) (6.3)

と書かれる。コイン演算子 C は粒子の内部自由度を変換し、シフト演算子 S は粒子子の内部自由度に

応じて粒子の位置を一つ隣の格子点に移動させる。更に、振幅の増幅・減衰効果を導入することにより、

量子ウォークにおいて非ユニタリな時間発展を考えることができる。時間発展演算子の非ユニタリ性は

ハミルトニアンの非エルミート性と等価となるため、量子ウォークを用いることでも非エルミート系を
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調べることができる。典型的に用いられる非ユニタリ演算子として、以下の演算子

G =
∑
x

|x〉 〈x| ⊗ (eγ |L〉 〈L|+ e−γ |R〉 〈R|) (6.4)

がある。Gは粒子の内部状態が |L〉の場合には振幅を増幅させ、|R〉の場合には振幅を減衰させる操作

を表す。γ 6= 0の場合には Gは非ユニタリとなり、γ は非ユニタリ性の強さを表すパラメータとなる。

時間発展演算子の固有値方程式

U |ψj〉 = λj |ψj〉 (6.5)

を考えると、U がユニタリである場合には |λ| = 1となり、時間発展演算子の固有値は複素平面上の単

位円上に乗る。U が非ユニタリになると |λ| 6= 1となり、単位円から外れた固有値が出現する。(6.1)式

のハミルトニアンとの関係性から、

ε := i log λ (6.6)

とすると、ε はエネルギーと同等の役割をすることがわかる。ε は擬エネルギーと呼ばれ、複素数の

偏角が 2π の周期性を有することを反映して、擬エネルギーの実部も 2π の周期性を有する。上述した

|λ| = 1と |λ| 6= 1の状況は、擬エネルギーが実・複素になる状況と対応する。

連続時間での時間発展は、その生成子を対称性により分類することでトポロジカル相を調べていた。

離散的な時間発展の場合も同様に、時間発展演算子を対称性により分類し、トポロジカル相を調べるこ

とが出来る。例えば時間反転対称性 T †HT = H を考えると、(6.1)式から、

T †UT = ei(T
†HT )t

= eiHt = U−1 (6.7)

となり、ハミルトニアンに対する対称性と整合するためには、時間発展演算子に対する時間反転対称性

は T †UT = U−1 と定義される必要がある。他の内部対称性に関しても同様の方法で時間発展演算子に

対する拡張を考えることができ、以下のようになる:

PHS : Ξ†UΞ = (U†)−1, (6.8)

CS : Γ†UΓ = U†, (6.9)

TRS† : T †
NHUTNH = U†, (6.10)

PHS† : Ξ†
NHUΞNH = U, (6.11)

SLS : S†US = U−1. (6.12)

従って、量子ウォークに対しても対称性クラスを同定することができ、そのトポロジカル相を調べるこ

とができる。
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6.2.2 周期駆動系のトポロジカル不変量

量子ウォークを含む周期駆動系では、時間発展演算子からトポロジカル不変量を計算することができ

るが、その計算には注意が必要である。系がカイラル対称性を有する場合、連続的な時間発展の場合で

は、カイラル対称性から 0エネルギーでギャップが開き、トポロジカル不変量を定義できた。しかし、

量子ウォークなどの周期駆動系の場合には擬エネルギーのギャップ構造を考える必要がある。擬エネル

ギーの実部が 2π の周期性を有することを反映して、時間発展演算子では Reε = 0, π の二箇所で擬エネ

ルギーのギャップが開く。それに伴い、トポロジカル不変量もそれぞれのギャップに対して定義され、

量子ウォークでは二種類のトポロジカル不変量 ν0, νπ を考える必要がある。本項ではこれらのトポロジ

カル不変量の計算方法 [44]を紹介する。

時間発展演算子 U ′ が

U ′ = AB (6.13)

と分解でき、A,B が

ΓBΓ† = A† (6.14)

を満たす状況を考える。この時、U ′ は (6.9)式のカイラル対称性を満たす他、カイラル対称性を満たす

もう一つの時間発展演算子

U ′′ = BA (6.15)

を考えることができる。U ′ と U ′′ は相似 A−1U ′A = U ′′ であるため、その固有値は等しくなる。その

ため、U ′, U ′′ の固有値方程式は

U ′ |ϕ′ε〉 = e−iε |ϕ′ε〉 , (U ′)† |ϕ′ε〉〉 = eiε
∗
|ϕ′ε〉〉 , (6.16)

U ′′ |ϕ′′ε 〉 = e−iε |ϕ′′ε 〉 , (U ′′)† |ϕ′′ε 〉〉 = eiε
∗
|ϕ′′ε 〉〉 , (6.17)

と書かれる。(6.9)式のカイラル対称性から、左右固有ベクトルは

Γ |ϕ′ε〉 = κ′ε |ϕ′−ε∗〉〉 , Γ |ϕ′′ε 〉 = κ′′ε |ϕ′′−ε∗〉〉 (6.18)

と関係づけられる。特に、Reε = 0, π の場合には ε = −ε∗ となり、

Γ |ϕ′ε〉 = κ′ε |ϕ′−ε〉〉 , Γ |ϕ′′ε 〉 = κ′′ε |ϕ′′−ε〉〉 (6.19)

となる。ここで、κ′ε, κ
′′
ε ∈ Rである。比例係数の符号 sgn(κ′ε), sgn(κ

′′
ε )はカイラリティと呼ばれ、擬

エネルギーが 0,π の状態を特徴づける量となる。

時間発展演算子 U ′, U ′′ はカイラル対称性を有するため、トポロジカル不変量として (3.58)式の巻き

付き数を計算することができる。しかし、計算された巻き付き数 ν′, ν′′ は Reε = 0, π 双方の情報を含
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むため、正確なバルク-エッジ対応の情報を与えない。ν′, ν′′ はエッジ状態の個数の情報を含んでいる

とし、トポロジカル不変量が ν′R と ν′L の系、ν
′′
R と ν′′L の系を接合した際に

ν′L − ν′R = n′0+ + n′π+ − n′0− − n′π−, (6.20)

ν′′L − ν′′R = n′′0+ + n′′π+ − n′′0− − n′′π− (6.21)

が成立することを仮定する。n′Reε±, n
′′
Reε± は、U

′, U ′′ の擬エネルギーが Reε, カイラリティが ± の

エッジ状態の個数を表す。カイラル対称性の下では、擬エネルギーの実部が有限である状態は、異なる

カイラリティを有する状態の重ね合わせとなる。そのため、トポロジカルに保護されたエッジ状態の個

数は、それぞれのカイラリティを有するギャップレスな状態数の差で与えられる。また、求めたいトポ

ロジカル不変量 ν0, νπ は

νε,L − νε,R = n′ε+ − n′ε−, ε = 0, π (6.22)

を満たす必要がある。

U ′ の右固有値方程式 (6.16)に左から B を作用させると、

U ′′(B |ϕ′ε〉) = e−iε(B |ϕ′ε〉) (6.23)

となるため、B |ϕ′ε〉は U ′′ の右固有ベクトルとなり、

B |ϕ′ε〉 = b |ϕ′′ε 〉 , b ∈ C (6.24)

を満たす。左固有ベクトルに関しても同様に、

A† |ϕ′ε〉〉 = a |ϕ′′ε 〉〉 , a ∈ C (6.25)

を得る。固有ベクトルの正規双直交性から、ab∗ = eiε
∗
を満たす。U ′′ の左右固有ベクトルは、

(6.14),(6.24),(6.25)式より、

Γ |ϕ′′ε 〉 =
a

b
κ′ε |ϕ′′ε 〉〉 (6.26)

と関係づく。従って、κ′ε と κ′′ε は

κ′′ε = eiε
∗
|b|−2κ′ε (6.27)

を満たす。これより、Reε = 0の場合には U ′ と U ′′ のカイラリティは等しくなり、Reε = π の場合に

は逆符号になるため、

n′0+ = n′′0+, n
′
π+ = n′′π−, n

′
0− = n′′0−, n

′
π− = n′′π+ (6.28)

を得る。(6.28)式を (6.20),(6.21)式に代入して整理すると、最終的に

ν0 =
ν′ + ν′′

2
, νπ =

ν′ − ν′′

2
(6.29)

とトポロジカル不変量が得られる。
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6.3 非エルミート性によるエッジ状態の頑強性の増強

本節では多重エッジ状態を有する量子ウォークのモデルを提案し、対称性を壊す摂動を加えた際にバ

ルク-エッジ対応が破れることを示す。モデルとして、非ユニタリ 3ステップ量子ウォーク

U := G−1SC[θ2(x)]SC[θ2(x) + δ]GSC[θ1(x)] (6.30)

を考える。コイン演算子 C は

C[θ(x)] :=
∑
x

[
|x〉 〈x| ⊗

(
cos θ(x) − sin θ(x)

sin θ(x) cos θ(x)

)]
(6.31)

と選んだ。δ が摂動の強さを表すパラメータである。δ = 0 の場合、このモデルは BDI† クラスに属

する:

T †
NHU

′†T †
NH = U ′, TNH = (I ⊗ σx)K, (6.32)

Ξ†
NHU

′ΞNH = U ′, ΞNH = K, (6.33)

Γ†U ′†Γ = U ′, Γ = I ⊗ σx. (6.34)

ここで U ′ は U ′ = C [θ1(x)/2]UC [θ1(x)/2]
† で定義される。そのため、このモデルのトポロジカル相

は整数値のトポロジカル不変量で特徴づけられる。更に、コイン演算子の回転角 θ が原点に対して対称

θj(−x) = θj(x), j = 1, 2 (6.35)

ならば、このモデルは PT対称性

(PT )†U(PT ) = U−1, PT =

(∑
x

|−x〉 〈x| ⊗ σx

)
K (6.36)

を有する。詳細な計算は付録 Cで行うが、3ステップ量子ウォークのトポロジカル不変量を求めること

ができ、その相図を図 6.1(a)に示す。時間発展演算子 U は奇数 (偶数)サイトの状態を偶数 (奇数)サ

イトに移動させるため、基底を適切に並び替えることにより、

U =

(
0 Uo

e

Ue
o 0

)
(6.37)

と表示できる。この基底で τ := I ⊕ (−I)とすると、U は

τUτ = −U (6.38)

を満たす。(6.38)式より、U が擬エネルギー εの固有状態を有する時、必ず擬エネルギー ε+ π の固有

状態がペアで出現する。特に、Reε = 0と Reε = π の固有状態数が等しくなるため、時間発展演算子

に対する二つのトポロジカル不変量 ν0, νπ が一致する。本モデルではこれら二つをまとめて ν と書く
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図 6.1: (a) トポロジカル不変量の θ1, θ2 依存性。紫色の領域ではバルク状態が PT 対称性を破り、実

線ギャップが閉じ、トポロジカル不変量が定義されない。(b) 時間発展演算子 U のスペクトル。コイ

ン演算子のパラメータは |x| < L (|x| ≥ L)で θ(x) = θi (θo)とし、θi1/π = 2/5, θi2/π = 1/10 (νi =

0), θo1/π = −3/5, θo2/π = 1/5 (νo = 3)とした。

こととする。ν の値は最大で 3 となるため、多重エッジ状態が存在し得る。図 6.1(b) に、系内でトポ

ロジカル不変量が変化する場合の時間発展演算子を数値的に対角化して得たスペクトルを示す。PT対

称性を保つために、トポロジカル不変量は二箇所 x = ±Lで空間的に変化する。このことを反映して、

Reε = 0, π の双方で 2ν = 6個のエッジ状態が出現する。

一方で、δ 6= 0の場合には非エルミート時間反転対称性、カイラル対称性、PT対称性が破れ、対称

性クラスは D† へと変化する。D† クラスのトポロジカル相は Z2 トポロジカル不変量で特徴づけられ

るため、複数個のエッジ状態が出現することが許されない。摂動がある場合のトポロジカル不変量は

ν mod 2となることが予想される。このような摂動の下でのエッジ状態の安定性を議論したい。ν = 1

の場合にはトポロジカル不変量の値が摂動により変化しないため、エッジ状態は安定に保たれる。ν ≥ 2

の場合には、摂動によりトポロジカル不変量が変化すると考えられるため、多重エッジ状態も摂動から

影響を受けることが予測される。非エルミート粒子正孔対称性により時間発展演算子の固有値は複素共

役対称に現れるため、時間発展がユニタリな場合では、摂動によって対称性クラスが変化すると、2個

のエッジ状態の擬エネルギーが有限の値になり、エッジ状態がトポロジカルに保護されなくなる。しか

し、時間発展が非ユニタリである場合には、有限の δ に対してもエッジ状態の擬エネルギーの実部は即

座に有限の値をとらない。(6.33)式の時間発展演算子に対する非エルミート粒子正孔対称性は、非エル
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ミートハミルトニアンに対する時間反転対称性

T †HT = H (6.39)

と同じ式となる。あるいは、時間発展演算子は反線形対称性を有している。(6.39)式に対して PT対称

性と同様の議論を行うことができ、時間発展演算子の固有状態が対称性演算子 T の同時固有状態となる

かどうかで固有値の実-複素転移が起こる。これらの状況を固有状態が反線形対称性を保つ、あるいは

破ると呼ぶこととする。摂動 δ が弱い場合にはエッジ状態は反線形対称性を保ち、δ を変化させてもそ

の固有値は実に保たれる。摂動が強くなると、ある特定の δ で二つのエッジ状態が実軸上で縮退し、更

に摂動を強くすることでエッジ状態は反線形対称性を破り、固有値が有限の虚部を有するようになる。

言い換えると、反線形対称性が保たれるパラメータ領域では常に擬エネルギーの実部は 0のまま保たれ

る。従って、時間発展演算子の反線形対称性が保たれる程度に摂動が弱い場合には、トポロジカル不変

量は Z2 であるにも関わらず、複数個のエッジ状態が安定に保たれ、バルク-エッジ対応が破れることが

わかる。このバルク-エッジ対応の破れは多重エッジ状態が有限の虚部を有していることが必要であり、

これまで提案されていたバルク-エッジ対応の破れとは異なり、バルク状態が境界条件に対して鋭敏であ

る必要がない。

上述したバルク-エッジ対応の破れを、3ステップ量子ウォークでの数値計算により実証した。摂動 δ

がある場合の時間発展演算子のスペクトルを図 6.2に示す。図 6.2上列の ν = 1の場合では、γ の値に

関わらず、エッジ状態は摂動に対して安定である。図 6.2下列の ν = 2の場合では、(a)の時間発展が

ユニタリな場合には、摂動によりエッジ状態が有限の擬エネルギー状態となる。一方で、時間発展が非

ユニタリである場合には、図 6.2(a) の場合と摂動の強さが同じであっても、図 6.2(b) に示すように、

エッジ状態の擬エネルギーの実部は 0 のまま保たれ、エッジ状態が摂動に対して安定に存在する。時

間発展演算子の対称性クラスは D† であり、そのトポロジカル不変量は Z2 となるため、この結果はバ

ルク-エッジ対応が破れていることを表す。摂動を強くしていくと、図 6.2(c)に示すように、実軸上で

エッジ状態の固有値が縮退する。更に摂動を強くすると図 6.2(d)に示すように、エッジ状態が反線形対

称性を破り、擬エネルギーの実部が有限の値を有するようになる。従って、図 6.2の結果から、上述し

た新しいタイプのバルク-エッジ対応の破れが実証された。

また、バルク-エッジ対応を破る多重エッジ状態の頑強性も調べた。コイン演算子のパラメータ θ が

空間的な乱れを含む場合を考える。この時、乱れを含んだパラメータ θ̃ は

θ̃(x) = θ(x) + δθ(x) (6.40)

と書かれる。θ は乱れがない場合のパラメータを表し、δθ(x)は [−θr, θr]の範囲に値を取る一様乱数で

ある。空間的な乱れがある場合でも、時間発展演算子 Ũ = G−1SC[θ̃2(x)]SC[θ̃2(x) + δ]GSC[θ̃1(x)]は

非エルミート粒子正孔対称性を有する。図 6.3に、空間的な乱れがある場合の時間発展演算子のスペク
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図 6.2: 摂動 δ が存在する場合の時間発展演算子 U のスペクトル。コイン演算子のパラメータは

|x| < L (|x| ≥ L)で θ(x) = θi (θo)とし、全ての場合で θi1/π = 2/5, θi2/π = 1/10 (νi = 0)とした。

上列では θo1/π = 9/10, θo2/π = 1/5 (νo = 1),下列では θo1/π = −1/5, θo2/π = 3/10 (νo = 2)とした。

また、(a)以外では非ユニタリ度は γ = 0.1とした。(a) δ = 0.05, γ = 0の場合。(b) δ = 0.05の場合。

(c) δ = 0.0696の場合。(d) δ = 0.08の場合。

トルを示す。ν = 1の場合には摂動によりトポロジカル不変量が変化しないため、図 6.3(a)に示すよう

に、エッジ状態は空間的な乱れに対して安定である。一方で、ν = 2の場合には摂動でトポロジカル不

変量が変化し、時間発展がユニタリである場合 (図 6.3上列)はエッジ状態がトポロジカルに保護されて

おらず、空間的な乱れが弱い場合でもその擬エネルギーは有限となる。時間発展が非ユニタリである場

合 (図 6.3下列)には、前述したようにバルク-エッジ対応の破れが発生するため、これらの多重エッジ

状態は反線形対称性により保護されている。これを反映して、図 6.3(b-2)に示すように、空間的な乱れ

が弱い場合にはエッジ状態は反線形対称性を保ち、擬エネルギーの実部は 0に保たれ、エッジ状態が残

る。図 6.3(c-2)に示すように、空間的な乱れが強い場合にはエッジ状態が反線形対称性を破り、擬エネ

ルギーの実部が有限の値を持つようになる。これらの結果から、エッジ状態が反線形対称性を保つ範囲

内で、エッジ状態は頑強であることがわかる。

このバルク-エッジ対応の破れは ν = 3の場合にも発生する。この場合は摂動によりトポロジカル不

変量が 1 へと変化するため、一つのエッジ状態は非エルミート粒子正孔対称性に保護され、頑強に存

在する。残り二つのエッジ状態はバルク-エッジ対応を破り、上述した ν = 2の場合と同様に、非エル

ミート粒子正孔対称性に起因した反線形対称性に保護される。これらの結果に関しても数値計算で確認

した。
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図 6.3: 空間的な乱れが存在する場合の時間発展演算子 Ũ のスペクトル。全ての場合で δ =

0.05, θi1/π = 2/5, θi2/π = 1/10 (νi = 0)とした。上列は時間発展演算子がユニタリ (γ = 0)である場

合、下列は非ユニタリ (γ = 0.1)の場合の結果を表す。(a) θo1/π = 9/10, θo2/π = 1/5 (νo = 1), θr = 0.1

の場合。(b) θo1/π = −1/5, θo2/π = 3/10 (νo = 2), θr = 0.001の場合。(c) コイン演算子のパラメー

タは (b)と同じで、θr = 0.1の場合。

また、今回のバルク-エッジ対応の破れは離散的な時間発展をする量子ウォークで提案したが、非エル

ミートハミルトニアンで記述される連続的な時間発展の場合にも成立すると考えられる。BDI† クラス

に属し、多重エッジ状態を有する非エルミートハミルトニアン H を考える。カイラル対称性が存在す

るため、エッジ状態は実線ギャップを閉じるよう、ゼロエネルギーで現れる。この時、非エルミート粒

子正孔対称性

Ξ†
NHHΞNH = −H (6.41)

のみを保つ摂動をハミルトニアンに加え、その対称性クラスを D† へと変化させる。ハミルトニアンを

複素平面上で回転させ、H = iH ′ と書くと、H に対する非エルミート粒子正孔対称性は、H ′ に対する

反線形対称性

Ξ†
NHH

′ΞNH = H (6.42)

と等価になる。従って、摂動の強さを強くしていくと、H のエッジ状態は反線形対称性を保つため、そ
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の固有値は虚軸上を動き、縮退した後に実部が有限の値をとる。これより、エッジ状態が反線形対称性

を保つ範囲内では、連続時間での時間発展であってもバルク-エッジ対応が破れることがわかる。

6.4 結論

本章では、非エルミート系における新たなバルク-エッジ対応の破れの機構を提案した。非エルミート

粒子正孔対称性のみを保つような摂動を印加して系の対称性クラスを変化させることにより、エッジ状

態が反線形対称性を保つ範囲内ではバルク-エッジ対応が破れることを明らかとした。具体的なモデル

として離散的な時間発展である量子ウォークを考え、実際にバルク-エッジ対応の破れが発生することを

数値的に示した。バルク-エッジ対応を破るエッジ状態の頑強性も調べ、エッジ状態が反線形対称性を保

つ範囲内では、エッジ状態が頑強であることも示した。
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第 7章

まとめ

本研究では、開放量子系及び非エルミート系の新奇トポロジカル相を明らかとすることを目的として

いた。そのために、開放量子系の時間発展を特徴づけるリンドブラディアンの対称性やトポロジカルな

分類を調べた他、非エルミート系におけるバルク-エッジ対応の破れに関して研究を行った。

第 4章では、開放量子系の時間発展方程式である GKSL方程式の生成子であるリンドブラディアン

の有しうる対称性を調べ、リンドブラディアンが属しうる対称性クラスを調べた [75]。その結果、先行

研究 [60]では、リンドブラディアンは非エルミート時間反転対称性、非エルミート粒子正孔対称性、カ

イラル対称性の三種類の内部対称性しか有することができないと考えられていたが、固有値のシフト操

作を組み合わせることにより、シフトした副格子対称性がリンドブラディアンに対しても定義可能であ

ることを示した。シフトした副格子対称性は副格子対称性へと連続変形できるため、先行研究 [60]では

棄却されていた、副格子対称性が付加された対称性クラスにリンドブラディアンが属しうることを明ら

かとした。更に、シフトした副格子対称性を有する具体的なモデルとして散逸的な SSHモデルを構築

し、エッジ状態やその固有値がシフトした副格子対称性に保護されていることを数値的に示した。可観

測量である局所占有数の時間発展を計算することにより、短時間領域での境界での局所占有数の減衰率

は散逸のパラメータのみから決定されることを明らかにした。また、一次元の開放量子系がシフトした

副格子対称性を有する十分条件を示した。本研究の結果は、リンドブラディアンの対称性クラスやトポ

ロジカル相が従来考えられていたものよりも複雑であることを示唆しており、開放量子系に特有の物性

を明らかにする上で有用であると考えられる。

第 5章では、非エルミート系で重要な対称性である PT対称性をリンドブラディアンに対しても拡張

し、PT対称な開放量子系のトポロジカル相を調べた [76]。その結果、PT対称性の破れに伴ってバル

ク状態の固有値の虚部が一定値となる相から様々な値をとる相へと転移することを示した。非エルミー

ト系の場合と同様に、開放量子系においてもエッジ状態は PT対称性を破り、バルク状態とは異なる固

有値の虚部を有することを示した。具体的なモデルとして PT対称なキタエフ鎖と PT対称な SSHモ

デルを考え、PT対称性を破ったエッジ状態の固有値が 0となり、無減衰な固有演算子を構成できるこ
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とを明らかとした。特に、PT対称な SSHモデルの場合には、エッジ状態が定常状態として実現可能で

あることも示した。開放量子系のトポロジカル相は、近年では第 4章と同様に、その緩和過程に注目し

て研究が行われていた。定常状態のトポロジカル相も考えられていたが、系に散逸のみが作用するとい

う限られた状況を扱っていた。本研究で提案した PT対称性を伴う定常エッジ状態の実現は、定常状態

とトポロジカル相を組み合わせた研究に寄与すると期待される。

第 6章では、非エルミート系の顕著なトポロジカル現象であるバルク-エッジ対応の破れについて調

べた。その結果、従来提案されていたバルク-エッジ対応ではバルク状態が境界条件依存性を有すること

が不可欠であったが、バルク状態の境界条件依存性を必要としない新たなバルク-エッジ対応の破れの

機構を提案した [77]。BDI† クラスに属する非エルミート系に摂動を加え、D† クラスへと相転移させる

ことを考えると、トポロジカル不変量は Z2 へと変化する。しかし、非エルミート粒子正孔対称性を反

線形対称性と見なすことができ、反線形対称性が保たれている範囲内では、多重エッジ状態が頑強に存

在し、Z2 トポロジカル不変量と整合せず、バルク-エッジ対応が破れる。上述の機構は 3ステップ量子

ウォークで確認し、時間発展がユニタリである場合にはエッジ状態が壊れるような摂動の強度であって

も、時間発展が非ユニタリの場合にはエッジ状態が反線形対称性に保護され、その擬エネルギーの実部

が 0のまま保たれることを数値的に示した。反線形対称性に保護されたエッジ状態の空間的な乱れに対

する頑強性も調べ、エッジ状態が反線形対称性を有する範囲内では、エッジ状態が頑強に存在すること

も示した。本研究で提案するバルク-エッジ対応の破れは、従来機構とは異なり、バルク状態が境界条件

に依存することを要請しないため、新たな機構によるバルク-エッジ対応の破れとなる。新たな機構のバ

ルク-エッジ対応に関しても理解を進めることで、非エルミート系の新奇トポロジカル現象を明らかとす

ることが期待される。

今後の課題として、リンドブラディアンの属しうる対称性クラスの完全な同定が挙げられる。固有値

のシフトを組み合わせることによって時間反転対称性や粒子正孔対称性もリンドブラディアンに対して

定義可能だと考えられるが、本研究の後に公開された研究 [73]では、リンドブラディアンの属しうる対

称性クラスの数は非エルミート行列に比べて少なくなると主張されている。一般的な非エルミート行列

とリンドブラディアンの違いを対称性の観点から調べることにより、開放量子系特有のトポロジカル相

や新奇物性を明らかとすることが期待される。また、量子情報への応用などから、エッジ状態を開放量

子系の定常状態として実現することは重要な課題となる。本研究ではキタエフ鎖と SSHモデルという

具体例についてのみ、エッジ状態が定常状態として実現可能であることを示した。散逸下でエッジ状態

が 0固有値を有するためには、エッジ状態の振幅がある副格子点のみに存在することが本質的であった

が、この構造はハミルトニアンのカイラル対称性から保証される。本研究で提案した手法を更に拡張す

ることにより、カイラル対称性に保護されたエッジ状態を常に定常状態とするようなジャンプ演算子の

構成方法を提案できると考えている。この構成方法については今後の課題としたい。最後に、従来機構
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でのバルク-エッジ対応の破れに関しては、固定端境界条件を課すことによるバルク状態の変化を取り入

れたトポロジカル不変量が提案されており、そのトポロジカル不変量を用いることでバルク-エッジ対応

を回復することができる。本研究で提案したバルク-エッジ対応の破れに関しても、バルク-エッジ対応

を回復させるような、新たなトポロジカル不変量を提案することが課題となる。
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付録

A 副格子対称性・擬エルミート性を含んだ非エルミートハミルトニア

ンの対称性クラス

本付録では、非エルミート一粒子ハミルトニアンの対称性クラスについてより詳細な説明を行う。

3.3.2項では、DIII† + S++ クラスが CI+S++ クラスと等しいことを説明した。他の対称性クラスに関

しても、3.3.2項の場合と同様に、副格子対称性が付加された AZ† クラスを副格子対称性が付加された

AZクラスに対応させることができる。例えば DIII† + S±± クラスを考えると、対称性

TNHH̃
†(k)T †

NH = H̃(−k), T 2
NH = −I, (A.1)

ΞNHH̃(k)Ξ†
NH = H̃(−k), Ξ2

NH = −I, (A.2)

SH̃(k)S† = −H̃(k), S2 = I (A.3)

を有する他、これらは一般に交換するとは限らず、反交換する場合もある:

STNH = εtTNHS, SΞNH = εpΞNHS. (A.4)

この時、T = SΞNH とすると、T は時間反転対称性の対称性演算子となり、

TH̃(k)T † = −SH̃(−k)S† = H̃(−k), (A.5)

T 2 = εpI, ST = εpTS. (A.6)

を満たす。(A.6)式より、ΞNH と S の交換/反交換に応じて時間反転対称性の性質が変化することがわ

かる。同様に、εt と εp が同符号の場合には Ξ = STNH,異符号の場合には Ξ = iSTNH とすると、Ξは

粒子正孔対称性の対称性演算子となり、

ΞH̃†(k)Ξ† = −H̃(−k), (A.7)

Ξ2 = −εtI, SΞεt = ΞS. (A.8)

を満たす。T,Ξの定義より、これらは交換する。従って、εt, εp の符号に応じて、DIII† + S±± クラス

は副格子対称性が付加された AZ クラスに対応させることができる。副格子対称性が付加された AZ†
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表A.1: 副格子対称性が付加されたAZ†クラスと副格子対称性が付加されたAZクラスの対応関係 [47]。

クラス名の S± の下添え字は、時間反転対称性または粒子正孔対称性と副格子対称性が交換する場合に

は +,反交換する場合には −とした。時間反転対称性と粒子正孔対称性の双方を含む対称性クラスの場

合には、S±±′ のように下添え字を二つ書き、一つ目が時間反転対称性との、二つ目が粒子正孔対称性

との交換/反交換関係の符号を表す。

AZ† クラス S+ S− S++ S+− S−+ S++

AI† D+S+ C+S−

BDI† BDI+S++ DIII+S−+ CI+S+− CII+S−−

D† AI+S+ AII+S−

DIII† CI+S++ CII+S−+ BDI+S+− DIII+S−−

AII† C+S+ D+S−

CII† CII+S++ CI+S−+ DIII+S+− BDI+S−−

C† AII+S+ AI+S−

CI† DIII+S++ BDI+S−+ CII+S+− CI+S−−

クラスに属する他の対称性クラスも、同様の手順により副格子対称性が付加された AZクラスに対応さ

せることができる。この対応をまとめた表を表 A.1に示す。

続いて、擬エルミート性

ηH̃†(k)η† = H̃(k), η2 = I (A.9)

が付加された AZクラスを考える。DIIIクラスを考えると、ハミルトニアンは

TH̃(k)T † = H̃(−k), T 2 = −I, T iT † = −i, (A.10)

ΞH̃†(k)Ξ† = −H̃(−k), Ξ2 = I, ΞiΞ† = −i, (A.11)

を満たす。更に、Γ = iΞT とすると、Γはカイラル対称性の対称性演算子になり、

ΓH̃†(k)Γ† = −H̃(k), Γ2 = I (A.12)

となる。この対称性クラスに擬エルミート性を付加することを考えると、副格子対称性の場合と同様

に、他対称性との交換/反交換関係を考える必要がある:

ηT = εtTη, ηΞ = εpΞη. (A.13)

εt と εp が同符号の場合に S = ηΓ,異符号の場合に S = iηΓとすると、S は副格子対称性の対称性演算

子となることがわかる。他対称性との関係は、εt と εp が同符号の場合には

ST = −εtTS, SΞ = −εpΞS, (A.14)
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異符号の場合には

ST = εtTS, SΞ = εpΞS, (A.15)

を満たす。従って、カイラル対称性が存在する場合には、カイラル対称性と擬エルミート性から副格子

対称性の対称性演算子を構成することができる。カイラル対称性が存在しない場合には、H̃ → iH̃ と連

続変形を行うことで、擬エルミート性は

η(iH̃(k))†η† = −iH̃(k) (A.16)

となり、カイラル対称性に変換できる。従って、実線ギャップを有する擬エルミートハミルトニアンは、

ReE = 0に線ギャップを有するカイラル対称なハミルトニアンに変換できる。ReE = 0に線ギャップ

を有する非エルミートハミルトニアンは、ギャップや対称性を変えずに反エルミートなハミルトニアン

に連続変形することができる [47]ため、この反エルミートハミルトニアンをトポロジカルに分類するこ

とで、擬エルミート性の付加された対称性クラスを分類することが可能となる。これらの対応関係をま

とめた表を表 A.2に示す。

表 A.2: 擬エルミート性が付加された AZクラスと副格子対称性が付加された AZクラスの対応関係。η

の下添え字は、副格子対称性の場合と同様に、時間反転対称性や粒子正孔対称性との交換/反交換の符

号を表す。

AZクラス η η+ η− η++ η+− η−+ η−−

A AIII

AII AIII+S+ AIII+S−

AI BDI† DIII†

BDI BDI+S++ BDI+S−+ BDI+S+− BDI+S−−

D BDI DIII

DIII DIII+S−− DIII+S+− DIII+S−+ DIII+S++

AII CII† CI†

CII CII+S++ CII+S−+ CII+S+− CII+S−−

C CII CI

CI CI+S++ CI+S−+ CI+S+− CI+S−− 　
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B 散逸的 SSHモデルにおける Z⊕ Zトポロジカル不変量の計算

本付録では、(4.49)式の Z ′ から計算される Z⊕ Zトポロジカル不変量の計算を行う。(4.54)式の擬

エルミート性を有する Z ′ の固有値方程式を

Z ′(k) |ψn〉 = λn |ψn〉 , Z ′†(k) |ψn〉〉 = λ∗n |ψn〉〉 , (B.17)

と書く。これらの固有ベクトルで基底を張ることができるため、左右固有ベクトルは

η |ψn〉〉 =
∑
m

Amn |ψm〉 (B.18)

の関係を満たす。η がエルミート行列であることから A = [Amn] = [〈〈ψm| η |ψn〉〉]もエルミート行列と

なるため、ユニタリ行列 Gにより対角化することができ、

G†AG = diag{ξ1, ξ2, · · · , ξN}, ξi ∈ R (B.19)

となる。行列 Gを用いて、新たな正規双直交ベクトル |ϕ±n 〉 , |ϕ±n 〉〉を

|ϕn〉 :=
∑
m

√
|ξn|Gmn |ψm〉 , (B.20)

|ϕn〉〉 :=
∑
m

Gmn√
|ξn|

|ψm〉〉 . (B.21)

と構成できる。この時、

η |ϕn〉〉 =
∑
i,j

1√
|ξn|

GjnAij |ψi〉 (B.22)

となるため、(B.19)式の成分表示
∑

i,j G
∗
imAijGjn = ξnδnm を用いると、

〈〈ϕm| η |ϕn〉〉 =
∑
i,j,k

1√
|ξmξn|

G∗
kmAijGjn 〈〈ψk|ψi〉

=
∑
i,j

1√
|ξmξn|

G∗
imAijGjn

=
ξn√
|ξmξn|

δnm

(B.23)

となる。従って、最終的に ξn の符号に応じて

η |ϕn〉〉 = sgn(ξn) |ϕn〉 (B.24)

となる。η を作用させた際に正符号がつくベクトルを |ϕ+n 〉 , |ϕ+n 〉〉,負符号がつくベクトルを |ϕ−n 〉 , |ϕ−n 〉〉

と書くと、ヒルベルト空間は {|ϕ+n 〉}で張られる部分空間と {|ϕ−n 〉}で張られる部分空間に分割すること

ができる。それぞれの部分空間へ射影された Z ′ を Z ′
± と書くと、Z

′
± も副格子対称性を有するため、そ

れぞれのセクターから整数値のトポロジカル不変量である巻き付き数を計算することができる。
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以降では具体的な計算を行う。Z ′(k)の左右固有ベクトルは

|ψp,q(k)〉 =
1

2


(−1)q

λ′
p

[(−1)p+1t∗k + iγ2]

(−1)p+1i
(−1)q

λ′
p

[it∗k + (−1)pγ2]

1

 , (B.25)

|ψp,q(k)〉〉 =
1

2


(−1)q

λ′
p
∗ [(−1)p+1t∗k − iγ2]

(−1)p+1i
(−1)q

λ′
p
∗ [it∗k + (−1)p+1γ2]

1

 , (B.26)

λ′p :=
√
|tk|2 − γ4 + (−1)p+12iγ2Retk. (B.27)

と求められる (p, q ∈ {0, 1})。これらから |ϕ±n (k)〉 , |ϕ±n (k)〉〉 (n ∈ {0, 1})を計算すると、

|ϕ+n (k)〉 =
1√
2
(|ψ0,n(k)〉+ i |ψ1,n(k)〉), (B.28)

|ϕ+n (k)〉〉 =
1√
2
(|ψ0,n(k)〉〉+ i |ψ1,n(k)〉〉), (B.29)

|ϕ−n (k)〉 =
1√
2
(− |ψ0,n(k)〉+ i |ψ1,n(k)〉), (B.30)

|ϕ−n (k)〉〉 =
1√
2
(− |ψ0,n(k)〉〉+ i |ψ1,n(k)〉〉). (B.31)

が得られる。それぞれのセクターへの射影演算子を

P±(k) :=
∑
n

|ϕ±n (k)〉 〈〈ϕ±n (k)| (B.32)

とすると、Z ′
± は

Z ′
±(k) :=P

±(k)Z ′(k)P±(k)

=± 2λ0,0(k) + 2λ1,0(k)− iγ2

4

× (|ϕ±0 (k)〉 〈〈ϕ
±
0 (k)| − |ϕ±1 (k)〉 〈〈ϕ

±
1 (k)|), (B.33)

と計算される。ここで λp,q(k)は (4.48)式で与えられる Z の固有値である。Z ′
± は副格子対称性

Z ′
±(k) = −S±Z

′
±(k)S

†
±, S± = I ⊗ σz (B.34)

を有するため、それぞれのセクターに対して (4.56)式の巻き付き数を計算することができる。(4.56)式

内のトレース部分に関しては

tr

[
S±Z

′−1
± (k)

dZ ′
±(k)

dk

]
= −2

(
〈〈ϕ±1 (k)|

dϕ±0 (k)

dk
〉 − 〈〈ϕ±0 (k)|

dϕ±1 (k)

dk
〉
)

(B.35)
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と計算される。(B.25)∼(B.31)式を用いて計算すると、

tr

[
S+Z

′−1
+ (k)

dZ ′
+(k)

dk

]
= tr

[
S−Z

′−1
− (k)

dZ ′
−(k)

dk

]
=

d

dk

[
log(t∗k − iγ2) + log(t∗k + iγ2)− log λ′0 − log λ′0

∗]
.

(B.36)

を得る。このモデルでは λ′0は巻き付き数を持たないため、
1

2πi

∫
BZ

dk
d

dk
log λ′0 =

1

2πi

∫
BZ

dk
d

dk
log λ′0

∗
=

0が成立する。従って w+ = w− となり、二つのセクターから計算されるトポロジカル不変量が等しく

なり、それらは

w± =
1

4πi

∫
BZ

dk

[
d

dk
log(t∗k − iγ2) +

d

dk
log(t∗k + iγ2)

]
. (B.37)

で与えられる。結果として、Z のトポロジカル不変量は w = w+ + w− となり、(4.57) 式で与えら

れる。
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C 摂動がない場合の 3ステップ量子ウォークの Zトポロジカル相

本付録では、(6.30)式で定義された非ユニタリ 3ステップ量子ウォークの、摂動がない (δ = 0)場合

のトポロジカル相に関してまとめる。C.1節では、δ = 0の場合の Zトポロジカル不変量である巻き付

き数を求める。C.2節では、時間発展演算子を数値的に対角化することにより、多重エッジ状態が出現

することを確認する。

C.1 トポロジカル不変量の計算

δ = 0 の場合、時間発展演算子 U はユニタリ変換 U ′ = C [θ1(x)/2]UC [θ1(x)/2]
† を行うことで

(6.32)-(6.34)式の対称性を満たすため、モデルは BDI† クラスに属する。また、U は (6.38)式を満た

すため、そのスペクトルは複素平面上で原点に対して点対称となり、特に二つのトポロジカル不変量 ν0

と νπ が常に一致する。(6.29)式より ν′′ = 0となるため、以降では ν′ のみを計算する。BDI† クラス

に属するモデルはカイラル対称性を有するため、そのトポロジカル不変量は (3.58)式の巻き付き数で与

えられる。この計算のために、(3.57)式の平坦化ハミルトニアンの簡便な表示を求める。カイラル対称

性の対称性演算子 Γが Γ = σz となる場合、平坦化ハミルトニアンは

Q(k) =

(
0 q(k)

q∗(k) 0

)
(C.38)

となり、(3.58)式の巻き付き数の表式は

ν =
1

2πi

∫
BZ

dk
1

q(k)

d

dk
q(k) (C.39)

と簡略化できる。コイン演算子のパラメータ θ が空間的に一様な場合には、時間発展演算子は並進対称

性を有し、フーリエ変換

|x〉 = 1√
2π

∫
BZ

dke−ikx |k〉 (C.40)

により U ′ をブロック対角化できる: U ′ =
∫
BZ
dk[|k〉 〈k| ⊗ Uk(k)]. U

′
k は

U ′
k(k) =d0(k)I + d1(k)σx + id2(k)σy + id3(k)σz, (C.41)

d0(k) =− (cos θ1 sin
2 θ2 + sin θ1 sin 2θ2 cosh 2γ) cos k + cos θ1 cos

2 θ2 cos 3k, (C.42)

d1(k) = sin 2θ2 sinh 2γ cos k, (C.43)

d2(k) =(sin θ1 sin
2 θ2 − cos θ1 sin 2θ2 cosh 2γ) cos k − sin θ1 cos

2 θ2 cos 3k, (C.44)

d3(k) =− sin2 θ2 sin k + cos2 θ2 sin 3k (C.45)

と求められる。これらの係数は

d0(k)
2 − d1(k)

2 + d2(k)
2 + d3(k)

2 = 1 (C.46)
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図 C.1: トポロジカル不変量 ν の θ1, θ2 依存性。(θ1, θ2)が紫色の領域内に値をとる場合には、バルク状

態が PT対称性を破り、擬エネルギーギャップが閉じる。バルク-エッジ対応においてはトポロジカル

不変量の差が重要となるため、その最小値が 0となるように定数 3/2を加えた。(a)時間発展がユニタ

リ (γ = 0)の場合。(b)時間発展が非ユニタリ (γ = 0.1)の場合。

を満たす。U ′
k をユニタリ変換

Ũ ′
k(k) = e−iπ

4 σ2U ′
k(k)e

iπ
4 σ2

= d0(k)σ0 + id3(k)σ1 + id2(k)σ2 − d1(k)σ3.
(C.47)

することにより、カイラル対称性の演算子を Γ = σz とすることができる。Ũ ′
k の左右固有ベクトルは

|ϕ±〉 =
1√

2 cos 2Ωk

(
e±iΩk

±ie∓iΩke−iθk

)
, (C.48)

〈〈ϕ±| =
1√

2 cos 2Ωk

(e±iΩk , ∓ ie∓iΩkeiθk), (C.49)

d2(k) + id3(k) = |d(k)|eiθk , sin 2Ωk =
d1(k)

|d(k)|
. (C.50)

と表示できる。これらの左右固有ベクトルを用いて平坦化ハミルトニアンを求めることができ、巻き付

き数を計算すると、

ν′ =
1

2π

∫ π

−π

dθk
dk

dk (C.51)

となる。つまり、U のトポロジカル不変量は複素平面上での d2(k) + id3(k)の原点周りでの巻き付き数

と等しくなる。計算されたトポロジカル不変量の相図を図 C.1に示す。トポロジカル不変量の値は最大

で 3となり、バルク-エッジ対応からは多重エッジ状態の存在が示唆される。
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C.2 エッジ状態

エッジ状態の存在を確認するために、コイン演算子のパラメータ θ を空間的に変化させ、トポロジカ

ル不変量が空間的に変化する場合の時間発展演算子を数値的に対角化した。PT対称性が保たれるよう

に θ は原点に対して対称に変化し、

θ1(2)(x) =

θi1(2) (|x| < L)

θo1(2) (|x| ≥ L)
, (C.52)

となる場合を考える。x = ±L で θ が変化し、それに伴ってトポロジカル不変量も x = ±L で変化す

る。領域 |x| < Lを内部領域、|x| ≥ Lを外部領域と呼ぶ。以降の計算では L = 50とし、内部領域のパ

ラメータは θi1/π = 2/5, θi2/π = 1/10(図 C.1(b)内黒丸)とした。この時、内部領域のトポロジカル不

変量は νi = 0となる。

コイン演算子のパラメータが空間的に変化する場合の時間発展演算子のスペクトルを図 C.2に示す。

図 C.2に示すように、νo = 0の場合 [図 C.2(a)]を除き、Reε = 0, π のギャップを閉じるように、実軸

上にエッジ状態の固有値が現れる。エッジ状態は図 C.2(f)に示したように、|x| ' L付近に局在した状

態となり、PT対称性を破る。PT対称性の破れに対応して擬エネルギーの複素化が起こり、エッジ状

態の固有値 λは単位円上から外れ、|λ| 6= 1となる。時間発展演算子の PT対称性を保つためにトポロ

ジカル不変量が二箇所 x = ±Lで変化していることに対応し、擬エネルギーの実部が 0, πとなるエッジ

状態がそれぞれ 2νo 個現れる。時間発展がユニタリ [図 C.2(e)]の場合、常に |λ| = 1となるため、エッ

ジ状態は λ = ±1にそれぞれ六重縮退する。
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図 C.2: (a)-(d) γ = 0.1の場合の時間発展演算子 U のスペクトル。緑点線は複素平面上の単位円を表

す。νo は外部領域のトポロジカル不変量の値を表す。(a) θo1/π = 7/10, θo2/π = 1/20 (図 C.1(b)内赤

四角)の場合。(b) θo1/π = 9/10, θo2/π = 1/5 (青十字)の場合。(c) θo1/π = −1/5, θo2/π = 3/10 (緑三

角)の場合。(d) θo1/π = −3/5, θo2/π = 1/5 (橙星印)の場合。(e) 時間発展がユニタリ (γ = 0)である場

合の U のスペクトル。θo1, θ
o
2 は (d)と同じパラメータとした。(f) エッジ状態の確率分布。エッジ状態

は (d)内で実部が最小の状態を選んだ。二つの黄点線はトポロジカル不変量が変化する境界 (x = ±L)

を表す。これらの計算は周期境界条件を課し、系のサイズは |x| ≤ 400として行った。
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[88] Tomaž Prosen. Spectral theorem for the Lindblad equation for quadratic open fermionic

systems. J. Stat. Mech., 2010(07):P07020, 2010.

[89] Thomas Barthel and Yikang Zhang. Solving quasi-free and quadratic Lindblad master equa-

tions for open fermionic and bosonic systems. Journal of Statistical Mechanics: Theory and

Experiment, 2022(11):113101, 2022.

[90] A Yu Kitaev. Unpaired majorana fermions in quantum wires. Phys. Usp., 44(10S):131, 2001.
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