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要旨

固体媒質中には、圧縮応力と剪断応力が作用する。故に歪みや応力を伝播する固体中の音響波に
は、様々な偏向状態の振動が許されている。このような空気中の音響波や電磁波には無い振動モード
の選択性は、固体音響波の重要な特徴である。適切なモードを選択することにより様々な応用に柔軟
に対応できる。音響波の制御や利活用は日常生活に関わる幅広い領域において進んでおり、環境音の
抑制や建造物の制振、超音波による医療検査や物体の非破壊検査がこれに当たる。また最近では通信
技術や通信機器の小型化、高集積化への寄与も認められる。これは電磁波に対して音響波は等周波数
における波長が非常に小さく、固体中を伝播する際にジュール熱を伴わないことに起因する。以上の
ような応用においては、制御の対象となる特定周波数の音響波に対して媒質の応答の最大化が要求さ
れる。特に音響波の導波における減衰の低減、音響波の遮蔽における遮蔽可能な周波数幅の拡大は、
音響波制御の研究領域に置いて長らく議論されてきた課題である。本論文ではこれらの課題への提案
として、媒質境界および共振器構造への音響波の局在現象を利用した二種の研究について述べる。
第一の研究は媒質境界に沿った音響波の局在現象であるトポロジカル境界モードに着目し、六方格
子状の力学模型における曲げ波の特異な伝播を実証するものである。トポロジー物理学は、特にグラ
フェンなどの 2次元構造をはじめとする低次元材料において急速に発展している凝縮物理学の分野で
ある。近年になってトポロジーの概念は古典物理系にも適用され、フォノニック結晶などの人工構造
における波の伝播について研究が進められている。特にトポロジーが異なる媒質を接合した境界面に
生じるトポロジカル境界モードは、その頑強性と低エネルギー損失から古典波動場において注目され
る局在現象である。数多のトポロジカル波動現象のうちバレーホール (Valley Hall, VH) 系はフォノ
ニック結晶との親和性が高く、単位胞の空間反転 (P)対称性を破ることで実現可能であることが知ら
れている。kHzから GHzまで広く VHフォノニック結晶が検討されているが、高周波かつ微小振動
であることが多く、実験による安定的な測定方法の要求が障害となっている。10 Hz程度の低周波数
域については磁気で結合されたスピナーからなるメカニカルな VH系の研究も報告されているが、ス
ピナーは六方格子点上に回転軸を固定されており、カイラルフォノンなどの高自由度の運動を再現す
ることが困難である。一般に音響波は構造スケールの拡大縮小によって応答周波数の調整が可能であ
り、低周波数における構造探索もまた高周波数域のための知見を与えうる。よって本研究では、六方
格子状に加工されたステンレス薄板、プラスチック製中空棒、真鍮円盤からなる力学模型を構築し、
低周波の曲げ振動について VHフォノニック系に類似する境界モードの実証を行った。模型の着想は
一次元波動現象の演示に用いられる Shiveウェーブマシンに得ており、提案模型は観測が容易な振幅
と隣接格子点間の相互作用の大きさを確保した二次元版のウェーブマシンである。トポロジカル境界
モードの低周波伝播は実験的に実証され、その挙動は数値シミュレーションにより分析された。本成
果はトポロジカルフォノニクスに基づく高度な波動伝播の知見を与えるに限らず、フォトニクスや凝
縮物理学を含む多様な系における波動場の制御に貢献しうる。
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第二に共振器構造への音響波の局在現象に着目し、従来構造より広い周波数幅の音響波を遮蔽する
テーパー状の矩形断面梁を提案する。梁などの棒状媒質における音響波は、圧縮、面内せん断、屈
曲、およびねじれの 4つの偏向状態を有する。一般にはこれらが同時に伝播することで棒状媒質が振
動するため、棒状媒質における音響波の遮蔽にはこれら 4モードの伝播の同時抑制が求められる。そ
の手段として、制御対象の音響波長より小さな共振器構造の周期的配列からなる音響メタマテリアル
がある。音響メタマテリアルは波の遮蔽をはじめ、負の屈折、クローキング、超レンズ効果など特異
な音響波現象を示す人工結晶として様々な構造が研究されてきた。棒状媒質については一部のモード
を抑制する、もしくは複雑な構造の複合材料によって 4 モード制御を実現するといった提案が主で
あったが、その後当研究室において矩形断面のアルミニウム梁、アクリル円柱棒において単一材料で
かつ 4モードの同時遮蔽する完全バンドギャップの形成が実証された。しかしその周波数幅は、完全
バンドギャップの平均周波数の約一割程度に留まった。また完全バンドギャップはフォノニック結晶
からなる棒状媒質でも認められるが、広帯域の遮断特性である一方で、同周波数で比較すれば音響メ
タマテリアルの小型の制振機構に比較すれば構造寸法は増大してしまう。そこで本研究では音響メタ
マテリアル梁をテーパー状に変形し、単位構造の共振周波数を一定の割合で変化させる構造を開発し
た。テーパー化することで各共振器構造が与える遮蔽周波数帯域を微小に変調し、その重ね合わせの
結果として遮蔽周波数幅の拡大を図った。共振周波数が近接した複数の共振器からなる音響メタマテ
リアルはレインボーメタマテリアルとも呼ばれ、本構造は任意のメタマテリアル構造をテーパー状に
変形することで実現された新たな形態のレインボーメタマテリアルである。この構造により、非テー
パー時に比較して平均で約 3倍広い帯域において音響波の遮断が実現されることが実験と数値シミュ
レーションで示された。本成果は加工容易性と広帯域の振動遮蔽を両立する多様な構造物の開発に貢
献しうる。
本論文の内容は以下の通りである。まず各研究の関連分野の研究背景、先行研究について紹介す
る。次に一つ目の研究である「二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ波におけるトポロジカル境界
モード」について、数値計算と実験の結果について述べる。続いて二つ目の研究である「kHz帯で完
全バンドギャップを有するテーパー状の音響レインボーメタマテリアル梁」について、構造の詳細と
併せて数値計算と実験の結果を示す。最後に、各成果を踏まえた統括を述べる。
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第 1章

序論

1.1 はじめに
音響波とは物質中を変位や応力が波として伝播する現象を指す用語である。一般に「音」という文
字から先ず想起されるものは、我々が聴覚情報として捉える空気中の疎密波であろう。ここに云う物
質とは「音」を伝える空気（気体）に限らず、変位や応力の波動を伝えるものであれば水などの液体
や金属などの固体もまた含まれる。地震など我々が日頃体感する物体の揺れも、地殻や建造物を伝わ
る音響波である。音響波の制御や利活用は、日常生活に関わる幅広い領域において進んでおり、身近
なところでは環境音の抑制や建造物の制振、免震は住環境の構築に欠かせないものとなっている。具
体的な方法としてはそれぞれ隔壁の設置や、共振構造の設計などの方法により振動のエネルギー減衰
が実現されている。また、一部の動物は自らが発した音の反響を知覚することで周辺環境を把握する
エコーロケーション（echolocation,反響定位）と呼ばれる習性を示す。人類も同様に物体に対して超
音波を当て、その反射波を検出することで物体の内部構造を可視化する検査技術を発展させている。
これらのエコーによる方法は反射物までの距離と弾性特性が異なる媒質間の音響波伝播の違いを利用
したものであり、医療における腹部や筋組織の検査のほか、建築物などの非破壊検査に用いられてい
る。特に近年の通信技術や通信機器の著しい発展の過程には光波や電子は勿論のこと、音響波もまた
深く関わってきた。光波や電子に比較して音響波の伝播速度は 5桁遅く、同一周波数における波長は
音響波が非常に小さくなる。故に電気信号を一度音響波に変換して伝送する過程を回路に組み込むこ
とで、素子をより小型化・高集積化することが可能となる。現にスマートフォンなどの通信機器の内
部には周波数フィルタとして音響波（弾性波）フィルタが組み込まれている。これは素子の音響波に
対する共振特性を利用し、利用したい周波数域の音響波のみを低損失で伝送することで信号のフィル
タリングを実現する製品である。変換する音響波によって SAWフィルタ（Surface AcousticWave,表
面音響波）や BAWフィルタ（Bulk Acoustic Wave,バルク音響波）があり、僅か 1 mm程度の大きさ
の素子にも関わらず対応周波数は数百 MHzから数 GHzに及ぶ。また音響波の伝播においては内部
電流が関与しないためジュール損失を生じず、音響波素子の消費電力は極めて小さく抑えることが可
能となる。今後さらに発展しうる情報通信の世界では通信容量の増大と多重化を伴い、より高周波数
の信号を低消費エネルギーで伝達、処理する技術が必要である。音響波の伝播特性や制御技術の理解
は、デバイス内で電子や光子を一時的に変換し情報伝送する補助的キャリアを見出す意味でも重要な
役割を担う。音響波それ自身は電子・光学デバイスのような高速通信への直接的用途を見込めない
が、定期的に情報を記録し転送する低消費電力の IoTセンサなどへの応用が期待される。
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以上の需要のもとで要請されるのは、制御の対象となる特定周波数の音響波に対して媒質の応答の
最大化である。特に音響波の導波における低損失かつ低雑音の伝播、音響波の遮蔽における遮蔽可能
な周波数幅の拡大は、音響波制御の研究領域において長らく議論されてきた課題である。本論文では
これら二点の音響波制御に着目し、媒質境界および共振器構造への音響波の局在現象により解決を図
る二種の研究について述べる。以下これら研究背景や目的等を述べ、それぞれの研究結果について各
章に記載する。

1.2 背景
固体中の音響波の分類として、まず上に述べた BAW と SAW がある。BAW は波長よりも十分大
きな媒質の内部を伝播する音響波であり、SAWは媒質表面に沿って伝播する音響波である。媒質に
界面が存在する場合、その界面形状に沿って伝播する音響波はガイド波と呼ばれる [1, 2]。SAWは媒
質表面を界面とするガイド波の一種であり、深さが波長程度の表面近傍に 9割程度のエネルギーが局
在する。棒や板のような物体に沿って伝播する音響波もまたガイド波であり、板の場合については板
波（plate acoustic wave）とも呼称される。これらは棒の太さや板厚が音響波の波長と同程度の場合、
または波長の方が長い場合に顕著である。
本論文では、これら音響波の局在現象を利用した導波と遮蔽について考察する。それぞれ離散的な
おもりを搭載した薄板における音響波の導波、および共振構造を有する矩形断面の梁を伝わる音響波
の遮蔽を扱う。一つ目の薄板における導波についてはトポロジー物理の概念を導入し、媒質境界に局
在して伝播する境界モードの振る舞いに着目する。二つ目の矩形梁については、遮蔽する音響波の周
波数帯域を拡大するため、共振器の共振周波数をわずかにずらして配置するテーパー状構造を提案す
る。以降これらの研究についての基礎的な事項や先行研究について述べる。

1.2.1 周期構造による音響波の制御
本節では、音響波の伝播や周波数特性の制御を目的とした人工結晶であるフォノニック結晶と音響
メタマテリアルについて概説する。フォノニック結晶は、音響インピーダンスが異なる複数の媒質を
周期的に配置することで構成される。その特徴は音響波の分散関係にあり、周期構造に起因したバン
ドギャップを伴うバンド構造を有する。このバンドギャップの存在から、任意の周波数帯の音響波を
遮蔽する、音響波を所望の形に伝送する導波路の形成など自在な音響波制御に向けた構造の探究が
行われてきた [3]。その前身は電磁波、光波の制御を目的としたフォトニック結晶であり、1987年に
Yablonovitchと Johnがそれぞれ超格子構造における電磁波の振る舞いを示して以降拡大した分野で
ある [4, 5]。音響波に概念が拡張されたのは 1998年のことであり [6]、空気中の音波から固体を伝播
する弾性波に至る様々な音響波に対して構造の検討がなされた [7–14]。
一方で、音響メタマテリアルは局所共振構造を周期的に配した人工構造である。*1メタマテリアル
という用語もまた元来電磁波の領域で生まれたものであり、1960年代に Veselagoが提唱した負の誘

*1 なお分類の問題として、フォノニック結晶の周期構造を共振器とした特別な場合を音響メタマテリアルとする場合、も
しくは音響波の特異な振る舞いを示す人工結晶を総じて音響メタマテリアルと呼ぶ場合など研究者の立場によって表記
に揺れが認められるが、本論文では「局所共振器由来のバンドギャップに注目して音響波制御を図る構造」を音響メタ
マテリアル、その他の周期構造についてはフォノニック結晶と呼称する。すなわち 2章で述べるメカニカルグラフェン
はフォノニック結晶、3章のテーパードメタマテリアルについては音響メタマテリアルと分類して扱う。
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図 1.1 内部に共振構造を有するおもりとバネからなる一次元鎖モデル。

電率と負の透磁率を有する物質上の電磁波についての理論モデルが起こりである [15]。その後 1990
年代から 2000年代にかけて、金属や絶縁体を周期的に組み合わせた人工的な媒質において見かけ上
の誘電率と透磁率が負となることが明らかとなり [16–20]、現在まで電磁メタメテリアルとして多く
の構造が報告されている [21–26]。電磁メタマテリアルにおいては、対象の電磁波の波長よりも十分
小さな共振構造を単位として、その局所共振により応答が制御される。ここで電磁波を音響波と置き
換え、バネとおもりのような共振器を単位構造としたものが音響メタマテリアルである。音響メタマ
テリアルにおける音響波の分散関係には、フォノニック結晶同様の周期性に由来するバンドギャップ
が開くのに加えて、共振器の共振周波数近傍にもバンドギャップが生じる。故に単位構造の共振器の
応答を制御することが、直接に音響波の遮蔽性能を向上することと繋がる。音響メタマテリアルの第
一例は 2000年に発表され、樹脂材料における特定周波数の音響波の遮蔽が実現された。ここでは樹
脂内にシリコンゴムで覆った金属球を配することで、バネ（シリコンゴム）とおもり（金属球）から
なる共振器が構成された [27]。その後今日に至るまで多岐にわたる音響メタマテリアルが提案され
ており、例として音響波の遮蔽 [28–57]、負の屈折 [58–61]、スーパーレンズ [62–64] 、クローキン
グ [65–71]、異常透過 [72–74]がある。このうち音の遮蔽については、図 1.1に示した内部に共振構
造を有する質量体とバネからなる一次元の質量バネモデルによって説明が可能である [75]。単純化の
ため縦波もしくは横波のいずれか一方向の独立した振動のみを対象とする。図中バネ（赤色）で連結
されたおもり（立方体）は中空であり、内部にはさらに別のバネ（青色）とおもり（球）が接続されて
いる。内部に繋がれたバネと球が、音響メタマテリアルにおける周期的な共振構造に相当する。この
一次元鎖の音響波のバンド構造には、内部共振器の共振周波数の近傍にバンドギャップが生じる。バ
ンドギャップは上記の共振周波数を下端とし、ギャップ上端はそれぞれの重りの質量比と共振器の共
振周波数に依存する。3章では音響波の遮蔽周波数域を定義する際に、共振構造の共振周波数の位置
をもとに遮蔽周波数域の下端および上端を判別している。界面が存在する連続体媒質においては縦波
と横波がカップルし上記より複雑な分散関係となるが、共振構造の共振周波数に応じてバンドギャッ
プが開く原理に変わりはない。よって共振周波数をコントロールすれば小型の共振器構造であっても
制振が可能であり、このことは応用上で構造体体積による制約を避けることもできる利点である。
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1.2.2 トポロジカルフォノニクス
本節では 2章に関連して、フォノニック結晶におけるトポロジー物理の展開について概説する。ト
ポロジーとは多様体の連続的な変形の下で保存される特性に関する数学の一分野であり、端的には形
と分類に関する数学である [76, 77]。多くの場合に例示されるのは球とドーナツ（トーラス）の関係
であり、穴を開けるという不連続な移り変りを必要とする同一ではない（非同相の）多様体の例であ
る。幾何に関係するトポロジーの概念は素粒子理論をはじめとする物理学の理論的枠組みの再編成に
関与しているが、特に凝縮物質物理学の領域への浸透は重要な転換点となった。1980年の量子ホー
ル（Quantum Hall, QH）効果の発見を皮切りに [78]、トポロジカル絶縁体などの特異な現象につい
てトポロジーによる理解と系の分類が進んだ [79–81]。中でも系の端ないしは媒質境界面に局在する
トポロジカルエッジモードの存在は、ロバストな信号伝送を求める導波路の設計に多大な影響を与え
ている。電子系のトポロジーは波数空間、すなわち電子バンドにおける波動関数の位相変化から計算
し定義される。ここでの位相変化は波数空間をパラメータ空間として波動関数が獲得する幾何的位相
のことを指し、その概念は 1984年に Berryにより纏められた。以上の電子系におけるバンドトポロ
ジーの解析は波動関数の移り変りにのみ結果を左右され、媒質や電子に関する情報は陽に反映され
ていない。したがって、同様に波動である古典系の光波や音響波についてもトポロジーによるアプ
ローチが可能であることが予想される。 1.2.1節で述べたように、電子系に限らずフォトニック結晶
やフォノニック結晶も周期構造に由来したバンド構造を有することから、電子系同様にトポロジー物
理の導入が試みられた。実際にフォトニック結晶中の光波やフォノニック結晶中の音響波について、
トポロジカル波動現象が発見されたのは 2000年代に入ってのことである。古典波動場においてもロ
バストな波動伝送の需要が高いことから、この十年で様々なトポロジカルフォトニック／フォノニッ
ク結晶が提案されている [82, 83]。特に固体音響波については媒質に振動が拘束され、電磁波に比較
して外部にエネルギー流出が少ない優位性も備えている。
古典波動場においてトポロジカル波動現象を実現するにあたり、多くの例で系の基本構造として参
照されるのはグラフェンに代表される六方格子系である。グラフェンは炭素からなる二次元六方格子
であり、波数空間における Diracコーンの出現、有限媒質の端に現れるエッジモードの存在、バレー
偏極などトポロジー物理を含め特異な波動現象を示すグラフェンは長らく二次元系を代表する興味深
い研究対象となっている [84–87]。音響波におけるアナロジーとして質点バネ系あるいは強束縛モデ
ルからなる力学系グラフェンの理論モデルが開発され、電子系同様に Diracコーンを持つフォノニッ
クバンド構造やエッジモードの存在が理論的、実験的に示されている [88–93]。このうち [89]による
分散関係を図 1.2に示す。
古典波動場によるトポロジカル現象のアナロジーは系の対称性を破ることで発現し、保護される対
称性に応じて QH 系やバレーホール (Valley Hall, VH) 系などに移り変わる。QH 系であれば時間反
転対称性を破ることになるが、電子の場合は主に定磁場によって容易に実装されるのに対し、電気的
中性の音響場は少々の工夫が必要である。例としてはピエゾ素子による変調、空気音響における媒質
の流動、ジャイロスコープの利用やコリオリ力を用いる方法などが提案されている [94–97]。しかし
既存の SAWフィルタのように音響波を受動的に制御する場合において、これらの時間反転対称性へ
の試みは実装状の困難を伴う。一方で時間反転対称性を保護して空間反転対称性を破る場合につい
ては構造設計の障壁が非常に低いため、空間反転対称性の破れによって現れる VH 系はフォトニク
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(a) (b)

図 1.2 メカニカルグラフェンにおけるフォノン分散関係 [89]。𝜂 は平衡時の隣接格子間距離と自
然長の比である。K点周りに線形な分散が生じており、フォノン系における Diracコーンである。

ス [98–102]とフォノニクス [103–116]双方において多くの研究が行われている。
VH系のバンドトポロジーは Berry曲率の計算と付随するトポロジカル数の Valley Chern数によっ
て測られるが [77]、その際異なるバンドトポロジーを有する媒質同士を接合するとその界面に局在す
るエッジモードが立つ。この局在モードはバレーエッジモードやバレー局在モードと呼ばれ、その周
波数は界面を構築するバルクにおいてはバンドギャップの内部に相当する。このように「トポロジー
が異なる媒質を接合した界面には局在モードが現れ、その周波数はバルクのバンドギャップ内に存在
する」という関係を予言するのがバルク・エッジ対応と呼ばれる概念である。音響波におけるバレー
局在モードの存在は、六角格子モデルなどで理論的に予測されている [103, 106, 110]。実際の VH系
フォノニック結晶に対する数値シミュレーションは、固体音響波に限ってもバネで接続されたロッ
ド [105,113]、共振器を備えたプレート [104,107,109,112]、および半導体構造のプレート [108,111]
など多岐にわたる。また最近では、recongfigureble（再構築可能）な VH系フォノニック結晶も数値
シミュレーションにより提案されている [114–116]。
固体音響波を用いた実験的観測としては、六方格子を単位構造とした媒質における板波や SAWの
局在モードが報告されている [117, 119, 120]。ただしこれらの研究は kHzから GHzの範囲で行われ
ているため、高周波数かつ小さな変位振幅を安定に測定する環境が必要であり、一般のカメラなどを
介した直接の目視による現象の理解は困難である。また図 1.3(A)に引用したように、SAWを対象と
する系では基本構造が微細であり、安定的な加工精度が求められる。10 Hz程度の低周波数域につい
ては磁気で結合されたスピナーからなるメカニカルな VH系の研究 [118]も報告されている。図 1.3
に、実際の系の画像を引用して示す。スピナーは六方格子点上に回転軸を固定されており、カイラル
フォノンなどの高自由度の運動を再現することは困難である。
一般に音響波は構造スケールの拡大縮小によって応答周波数の調整が可能であり、低周波数域にお
ける現象の理解は高周波数域における音響波の高効率な導波路設計の知見へと繋がる。
以上を受けて本研究では、VH系フォノニック結晶に基づく六方格子系の力学模型を構築し、目視
可能な周波数帯において媒質界面に沿った局在モードの振る舞いについて考察する。その実現には目
視可能な周波数で大きな変位振幅を示し、かつ復元力となる隣接格子点間の相互作用が十分に確保で
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(A) (B)

図 1.3 トポロジカルフォノニクスの先行研究のうち、valley系に関する実験事例。(A)LiNbO3基
板上に大きさが異なる金ピラーを周期的に配置した、SAWに対する valley Hall系 [117]。ピラー
の配置を反転した二種の媒質境界において局在モードが観測された。(B) 磁気で結合されたスピ
ナーからなるメカニカルな VH系による振動の可視化 [118]。赤線で示されたようにある特定のス
ピナーを連続的に配置した境界において局在モードが現れる。

きる力学的な模型が必要となる。

1.2.3 Shiveウェーブマシン
力学系に対する以上の要求を満たす機構として、本研究では Shiveウェーブマシンに着想を得た。

Shive ウェーブマシンは一次元波動現象のデモンストレーションのため考案された教育用装置であ
り、その名称は発案者である J. N. Shiveに由来する [121]。図 1.4に示すように Shiveウェーブマシ
ンの基本構造は、複数の棒とその中心を通るワイヤーからなる。棒が傾くことでねじれによる復元力
がワイヤーに生じ、棒の回転運動が波として伝播する。棒の回転運動の速度と振幅は目視可能な大き
さであり、様々な波動現象の可視化を可能としている。Shiveウェーブマシンは現在も高等学校等の
教育現場で波動物理の演示に使用されるほか、Shive自身も反射、透過、自由端、固定端、インピー
ダンスマッチング等の波動現象の実演をこの装置により行った。ワイヤーによる復元力を隣接する棒
の間の相互作用と見なし、棒の回転について運動方程式を記述すると、その形式は一次元の質点バネ
モデルと等価になることが知られている [122–124]。故に質点バネモデルにより記述される音響波現
象は、Shiveウェーブマシン上で棒の回転運動に置き換えることで原理上再現が可能である。実際に
当研究室より、周期的なおもりや板バネを取り付けることでフォノニック結晶や音響メタマテリアル
による波の遮蔽、張力の時間的な変調を加えることで現れる時間境界における波の反射などが一次元
Shiveウェーブマシンにより示されている。本研究では Shiveウェーブマシンの設計方針を二次元に
拡張し、六方格子上の音響波を目視可能な模型を構築する。すなわち先端におもりを付した複数の棒
を六方格子状に加工された薄板で連結し、薄板の曲げ波を介して隣接格子点が相互作用する質点バネ
モデルを模した装置とする。詳細な構造については 2章に記載する。
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torsion wire

rod

図 1.4 Shiveウェーブマシンの基本構造。棒の中心に通されたワイヤーを通してねじれ運動が伝播する。

1.2.4 棒状構造におけるガイド波
本節では 3章に関連して、特に棒状構造を伝播するガイド波について概説する。固体媒質には圧縮
応力と剪断応力が作用するため、音響波は様々な偏向状態の振動が許されている。一様な等方性材料
からなる円形または矩形の断面を有する棒状物体における最低次の音響波は、図 1.5に示す圧縮波、
変位方向が直交する 2つの曲げ波、捻り波（ねじり波）の 4モードに分類される。名称から予想され
るように、これらのモードはそれぞれ物体の長軸方向の疎密、長軸に垂直な曲げモーメント、長軸を
回転軸とする捻りモーメントを運ぶ。曲げ波の直交する二つの振動方向については、梁の場合は任意
の側面を基準として平行なモード（面内曲げ）、または垂直なモード（面外曲げ）として区別される。
円形断面のように対称性が良い形状では二つの曲げモードが縮退するため同一視される場合もある。
また変位分布の対称性による分類も可能であり、表 1.1のようになる。最低次のみ取り扱う低周波数
域においても、変位や応力の方向が異なる複数の音響波のモードが異なる音速で伝播する。よって棒
状媒質における音響波の遮蔽を実現するには、以上の 4モード全てを制御する機構が必要とされる。

表 1.1 変位分布の対称性による梁の音響波モードの分類

モード 幅方向 厚さ方向
圧縮 対称 対称
面内曲げ 反対称 対称
面外曲げ 対称 反対称
捻れ 反対称 反対称

(a) (b) (c) (d)

圧縮 面内曲げ 面外曲げ ねじれ

図 1.5 矩形断面の梁におけるガイド波の 4モード。黒矢印は運動の方向を示す。
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棒を伝わる音響波に関する知見は、ガイド波自体への関心とともに材料の物性測定への活用を図る
ためにも重要であった。1800 年代後半、Pochammer [125] や Chree [126, 127] は円柱棒を伝わる音
響モードの解析式（厳密解）を示した。円柱が先行したのは断面形状の対称性により解析的取り扱
いが可能であったためであり、矩形断面については数値計算を要することから展開が一歩遅れた背
景がある。矩形断面の梁については、1960年代までにMorse [128,129]、Kynch [130]、Nigro [131]、
Faser [132]などが数値解を示した。異方性媒質を考慮したものとしては 1997年の西口ら [133]の研
究がある。解析的取り扱いが可能となる特別なケースとして 1960年のMindlinと Fox [134]による
研究では、断面の厚さと幅が特定の比を取るときの分散関係の一部が離散的に求められた。

1.2.5 棒状媒質の音響メタマテリアル
棒状媒質においても、多様な音響メタマテリアルによる音響波の遮蔽が提案されてきた [36–57]。
前節 1.2.4で見たように音響波の遮蔽では、系の対称性の良い場合を除いて 4つのモードの制御を考
えなくてはならない。先行研究のうち殆どは単一モードの制御を考慮しており、その中でも曲げ振動
を扱う研究が多く見られる [36–47]。特に Tangと Cheng [45]は金属製の矩形梁に周期的な穴を配す
ることで、単一材料ながらおもりとバネの共振器構造を持たせた。複合材料を許容した構造について
は [36–41,43, 44, 46, 47]がある。梁に質量バネ系からなる局所共振器を配した理論モデルも報告され
た [42]。曲げ波以外のモードを個別制御する例としては、圧縮波 [48, 49]と捻り波 [50–53]がそれぞ
れ報告されている。応用上の環境によっては単一モードの遮蔽で事足りるケースもあり得るものの、
構造物の非対称性などによってはモード変換も起こり得るため完全な遮蔽は困難である。そこで複数
モードの同時制御をなす完全バンドギャップの形成が求められるが、その設計には複数モードに応
答する共振器構造が必要となる。全モードの同時遮蔽は複合材料による音響メタマテリアル [55–57]
や、波長大の構造を伴うフォノニック結晶で検討された [9–13]。完全バンドギャップをなす単一材料
の音響メタマテリアルは 2019年に生まれ、当研究室よりアルミニウム製梁とアクリル製円柱で完全
バンドギャップをなす音響メタマテリアルの研究が報告された [135, 136]。単一材料での完全バンド
ギャップ形成は音響メタマテリアルの領域に新たな設計方針を与えたが、次の課題として完全バンド
ギャップの広帯域化がある。詳細は 3章に改めて示すが、上記メタマテリアル梁における完全バンド
ギャップの幅は、ギャップ内の平均周波数の 12%程度に留まった。広帯域かつ全モードの遮蔽の実
現は、構造物の強力な制振において重要な課題である。
広帯域化を図る方法としては、共振周波数が近接した複数の共振器を並べるグレーデッド型の構
造、連続媒質の形状を等倍で拡大縮小するテーパー状の媒質による方法が研究されている。グレー
デッド型は、別個の共振周波数をもつ独立した共振器の組み合わせによって構成されている。数値計
算では、幾つかの Helmholtz共振器を直列に連結した構造を接続した導波管内の空気音響が報告され
た [137]。また 2021年には、Huらが梁上の質量バネ共振器の配列について論じている [138]。実験
としては、深さが段階的に変わる櫛形構造を配した真鍮梁における空気音響 [139]、長さが異なる複
数の管が周期的に接続された導波管内の空気音響 [140]、板上に慣性モーメントが異なる棒を配置し
た構造 [141, 142]、体積が異なる立方体を板で連結した構造 [143]がある。一方、テーパー状の構造
は変形元のメタマテリアル構造が持つ共振の性質を変調する。一例としては、テーパー状の構造に
よって音響メタマテリアルの見かけの音響特性を変調する研究が報告されている [144]。また上で紹
介したグレーデッド型のうち [139, 142]については、その媒質形状に注目すればテーパー状のメタマ
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テリアルとも見ることができる。以上のように共振周波数が近接した複数の共振器からなる音響メタ
マテリアルはレインボーメタマテリアルとも呼ばれる。これらの先行研究は複合材料であったり、複
数の構造が接続されるため媒質の体積が大きなものが殆どである。単一の比較的小さな構造による音
響メタマテリアルとしては、Zhouらによる迷路状の構造を内部に設けた球体があるが、3Dプリンタ
の利用を前提とした非常に複雑な構造をとる [145]。
音響メタマテリアルの優位性である小さな共振器構造による音の遮蔽と、製作を容易にする単一材
料の使用、構造の簡易性は構造物の制振への応用を考慮すると保護したい特徴である。そこで本研究
では単一材料からなる音響メタマテリアル梁をテーパー状に変形し、レインボーメタマテリアルとす
ることで遮蔽周波数幅の拡大を図った。

1.3 本研究の目的
前述の通り、音響波の高効率な伝送、広帯域における音響波の遮蔽は、音響波制御の領域において
長らく議論されてきた課題である。本論文ではこれら二点の音響波制御に着目し、媒質境界および共
振器構造への音響波の局在現象により解決を図る二種の研究について述べる。第一の研究では、媒質
境界に沿った音響波の局在現象であるトポロジカル境界モードに着目し、六方格子状の力学模型にお
ける曲げ波の特異な伝播を検証する。第二の研究では、共振器構造への音響波の局在現象に着目し、
従来構造より広い周波数幅の音響波を遮蔽するテーパー状の矩形断面梁を提案する。尚、これら研究
についてはそれぞれ文献 [146, 147]にて報告しているため、当該文献も参照されたい。

1.4 本論文の構成
2章にて二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ波におけるトポロジカル境界モードに関する数値
計算と実験について述べる。3 章にて kHz 帯で完全バンドギャップを有するテーパー状の音響レイ
ンボーメタマテリアル梁の研究について述べる。4 章ではこれら研究結果についてまとめ結論を述
べる。
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第 2章

二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ
波におけるトポロジカル境界モード

本章では、Shiveウェーブマシンの設計方針を二次元に拡張し、六方格子上の曲げ波におけるトポ
ロジカル境界モードを可視化した研究について論じる。2.1節では本研究で設計した装置の概要、2.2
節では本ウェーブマシンの分散関係と、音響波の伝播シミュレーションについて述べる。2.3節では
当該装置におけるトポロジカル境界モードの実験による観測について記し、以降の節では各結果につ
いて考察する。

2.1 二次元六方格子ウェーブマシンの構造
以下、先行する力学系グラフェン模型 [89–91]に倣い、当該装置をメカニカルグラフェンと呼称す
る。1.2.2節で述べたように、固体音響波におけるトポロジカル境界モードを発現するフォノニック
結晶として作製が容易であるのは、単位構造の空間反転対称性を崩すことで構成されるバレーホール
(VH)系である。本研究においても同様の方法でトポロジカル境界モードの発現を図るため、格子点
の力学特性の分布を容易に変更可能な機構を組み込むこととした。図 2.1に、本研究で作製したメカ
ニカルグラフェンを示す。
図 2.1(a)が実際の装置の全体像である。装置の大きさは各辺が 1300 mmの正方形であり、同図 (b)
から (d)に示すようにメカニカルグラフェンは薄い六方格子状の金属板、金属板の表裏に接続された
ロッド、ロッド先端の真鍮の重りの集合からなる。金属薄板（以下、「ベースプレート」）は厚さ 0.3
mmのステンレス製で、六方格子の各辺が長さ 50 mm、幅 5 mmとなるようレーザー加工により切
削されている。ベースプレートの全ての単点は枠を構成するアルミニウム製支柱にねじ止めされて
いる。全 492 の格子点の位置には穴が空いており、ベースプレートの表裏からポリオキシメチレン
（polyoxymethylene, POM）プラスチック製のロッドが 1本ずつ、計 2本が板を挟むように取り付け
られている。POMロッド（以下、単に「ロッド」）は、長さ 150 mm、直径 8 mmの円柱状で、各端に
深さ 8 mmのM4ねじ穴をもつ。ベースプレートとの接続には長さ 13 mmのM4ねじが切られた真
鍮棒を使用し、ベースプレートとロッドの間には厚さ 0.5 mm、内径 4.5 mm、外径 10 mmのステン
レス製ワッシャーが 2枚ずつ挟まっている。ロッドの両端には、直径 15 mm、厚さ 5 mm、内径 4.2
mmの真鍮製の重り（以下、「真鍮板」）が任意の枚数取り付けられている。固定には全長 32 mm、ね
じ長さ 28 mm、頭部直径は 7 mmの金属製M4六角ボルトを使用した。1.2.3節で述べたように、本
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150 mm
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m
(a)

(c) (d)

fixed

(b)

1 weight 5 weights fixed

図 2.1 本研究で作製した装置。系の最外辺は支柱に固定されている。(a) メカニカルグラフェン
実物の画像。(b)格子の略図。真鍮板の分布を赤色と青色の円で示す。黄色の点線は媒質境界を表
す。(c) 構造の拡大画像。(d) ロッド部分の拡大画像。ロッドと真鍮板の直径ははそれぞれ 8 mm
と 15 mmである。

装置は Shiveウェーブマシンと同様にロッドの回転運動の伝播によって系の振動を可視化する。した
がって振動の周波数を落とすには運動の主体であるロッド部分の慣性モーメントを増大させればよ
く、上記のロッドと真鍮板の効果によって最低次の振動モードの固有周波数を約 1 Hzに低減させて
いる。メカニカルグラフェンの全体における真鍮板の分布を図 2.1(b) に示す。空間反転対称性を破
りバレー偏極を誘起するため、各ユニットセル内の真鍮板の枚数を調整する。ユニットセル内の格子
点は図 2.2(a)に図示されるように、Aサイトと Bサイトとして区別する。メカニカルグラフェンの
左側 1/3（水平に対し 30°をなす方向に沿い 5ユニットセルを含む幅）および右側 1/3（幅 4.5ユニッ
トセル）の領域では、Aサイトに 5枚、Bサイト 1枚の真鍮板が固定されている。トポロジーが異な
る媒質を形成しするため、構造の中央 1/3（幅 7.5ユニットセル）では上記の設定を反転し、Aサイト
に 1枚、Bサイトに 5枚の真鍮板が分布している。左側 1/3の位置に形成される垂直境界は、1枚の
真鍮板を持つ「軽いサイト (light site)」が連続した beardedエッジと呼ばれる境界となっている。右
側 1/3の垂直境界も、「軽いサイト (light site)」が対面した zigzagエッジと呼ばれる境界をなす。
以降ユニットセルの区別のため、Aサイトと Bサイトに真鍮板がそれぞれ 𝑡𝐴 mm, 𝑡𝐵 mm接続され
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図 2.2 (a) 実空間のユニットセル（灰色網掛け部分）と基本並進ベクトル。格子定数を 𝑎 と
して a1 = 𝑎
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(c) 15 : 15構造のユニットセルと境界条件。灰色網掛けの菱形はベースプレートの中立面 (𝑧 = 0
面) を表す。モデルはこの面で分割され、反対称条件が課される。赤色と青色の点線はそれぞれ
Floquet境界条件で対応する境界の組を表す。(d) 数値シミュレーションで実際に計算されるジオ
メトリ。ベースプレートの中立面に課した反対称境界条件により 𝑧 > 0側の構造のみを含み、モデ
ルサイズを半減している。

たユニットセルを「𝑡𝐴 : 𝑡𝐵 構造」と表記する。

2.2 数値シミュレーションによる音響波伝播特性の評価
メカニカルグラフェンにおける音響波伝播を理解するため、数値シミュレーションによる評価を
行った。以下では 2.2.1で一般の設定について述べたのち、2.2.2でユニットセルの評価、2.2.3で実
際の系を模した有限媒質における波動伝播の計算について紹介する。
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2.2.1 シミュレーションの諸設定
数値シミュレーションは、商用の有限要素法ソフトウェアである COMSOL Multiphysicsにより実
施した。図 2.2(a)と (b)に、ユニットセルの基本格子ベクトルと波数空間の高対称点を示す。当該メ
カニカルグラフェンの機構から、主たる振動は板の曲げ振動であると考えられる。1.2.4 節の図 1.5
および表 1.1に示した 4モードのうち、面外曲げとねじれの振動がこれに該当する。よって本論文で
はベースプレートの中立面を基準として、厚さ方向に反対称なモードのみを取り扱う。これを受けて
計算コストの削減を図るため、図 2.2(c)に示すようにユニットセルを 𝑧 = 0平面（ベースプレートの
中立面）で分割し、反対称境界条件を課した 𝑧 > 0 側の構造のみを計算した。ジオメトリとしては
図 2.2(d)の形状をとる。加えて実際の構造を単純化して取り扱い、次のような近似構造を計算する：
ベースプレートは密度 8000 kg/m3、ヤング率 196 GPa、ポアソン比 0.27のステンレス鋼とする。同
一材料からなるワッシャーも円盤としてこれに含まれている。ロッドは長さ 150 mm、直径 8 mm、
密度 1411 kg/m3 で、ネジ穴を含まない単純な円柱とする。真鍮板の直径は 15 mm、厚さは 5 mm、
密度 8500 kg/m3 で、同様にネジ穴を含まない円盤である。各部材を固定するM4ねじについては除
外している。本計算では重力の影響を考慮していない。これは重力の影響が系の弾性パラメータにほ
ぼ変化を生じないためである。以上の設定は、2.2.3で扱う超格子構造においても同様である。

2.2.2 ユニットセルの分散関係
本節ではユニットセルのフォノン分散関係について記述する。まず、空間反転対称性を保った系に
ついて紹介し、その後空間反転対称性を破ったユニットセルの場合について紹介する。図 2.2(c)に図
示したように Floquet周期境界条件を課し、固有モードと分散関係を計算した。メッシュ要素は三角
柱、四角柱、および四面体で構成され、ユニットセルが持つ 3回対称性を維持する形で設定された。
図 2.2(c)に示したユニットセルの場合、約 11,000のメッシュ要素からなり、側面寸法の最大値と最
小値はそれぞれ 6.2 mmおよび 0.26 mmであった。
まず図 2.3(a)のように 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 である構造について、フォノン分散曲線を図 2.3(b)から (e)に示す。
グラフェンのように反転対称性が保たれた六方格子であるため、先行研究と同様にして K点周りに
は Dirac コーンが形成されることが期待される。しかし実際の分散関係においては、どの場合もバ
ンドギャップを有していることがわかる。バンドギャップ幅を表 2.1 に記載する。*1プロット上では
𝑡𝐴(𝑡𝐵)が増大するにつれて全体の周波数は減少し、バンドギャップは閉じる方向に移行するように見
えるが、バンドギャップ幅を比較すると大きな変化は認められない。また、いずれの場合も共通して
Γ点と K点（K′ 点）において最低次から 2番目と 3番目のバンドが縮退している。
これらの特別な場合として、図 2.4(a)のように真鍮板を除外した（𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 = 0）ロッドのみの単純
な系を考え、ロッド長による分散関係への影響を測る。実際のメカニカルグラフェンにおけるロッ
ド長を 𝐿0 = 150mmとし、これを 1/2、1/4、1/8にした時の分散関係を求めた。図 2.4(b)から (e)に
分散関係、表 2.2にバンドギャップ幅を示す。真鍮板を伴う場合に比較してバンド構造の変化が著し
く、バンドギャップが閉じる様子が確認された。すなわちメカニカルグラフェンのバンド構造の制御
においては、真鍮板よりもロッド長の方が影響が大きいことが示された。

*1 バンドギャップの周波数幅を上端周波数に対する割合に換算したものをバンドギャップ幅と定義する。
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図 2.3 (a) 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 の場合のユニットセル。反対称境界条件がベースプレート底面に課される。(b
‒ e) 複数の 𝑡𝑎 : 𝑡𝑏 の組に対するフォノン分散曲線。 (b) 5 : 5構造、(c)10 : 10構造、(d)15 : 15
構造、(e)25 : 25 構造。(f-g) 分散曲線 (c) に対応する固有モード。(f), (g) はそれぞれ K 点と
K′ 点の固有モードであり、矢印は運動の方向を表す。カラープロットは規格化された変位振幅√
𝑢2
𝑥 + 𝑢2

𝑦 + 𝑢2
𝑧 を表す。
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表 2.1 真鍮板厚の比 𝑡𝑎 : 𝑡𝑏 に対するバンドギャップ幅

𝑡𝑎 : 𝑡𝑏 bandgap range (Hz) bandgap width (%)

5 : 5 2.84–3.21 11.3
10 : 10 2.12–2.44 11.5
15 : 15 1.80–2.03 11.6
25 : 25 1.39–1.57 11.7
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図 2.4 (a) 𝐿 = 𝐿0 = 150mmの真鍮板を除いたユニットセル。ロッド長 𝐿0mmは実際の装置にお
けるロッド長である。反対称境界条件がベースプレート底面に課される。(b–e)各ロッド長に対す
るフォノン分散曲線。 (b) 𝐿 = 𝐿0、(c)𝐿 = 𝐿0/2構造、(d)𝐿 = 𝐿0/4、(e)𝐿 = 𝐿0/8。

表 2.2 ロッド長 𝐿 (𝐿0 = 150 mm)に対するバンドギャップ幅

𝐿 bandgap range (Hz) bandgap width (%)

𝐿0 5.08–5.67 10.4
𝐿0/2 14.3–14.9 4.1
𝐿0/4 gap closed N/A
𝐿0/8 gap closed N/A
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た。(b–c)分散関係 (a)に対応する固有モード。(b), (c)はそれぞれ K点と K′ 点の固有モードであ
り、矢印は運動の方向を表す。カラープロットは規格化された変位振幅
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𝑧 を表す。

次に、空間反転対称性を破ったユニットセルの結果を示す。実験系を考慮して、5 : 25 構造
（図 2.1(b)の中央領域）および 25 : 5構造（図 2.1(b)の左右領域）について計算を行った。座標系の
とり方を変えることでこれら二つのユニットセルは同一視が可能であるため、分散関係の形状自体は
変化がないことが予想される。実際、図 2.5(a)に示すように、これらの構造は同じ形状のフォノン分
散曲線を有した。𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 の場合に認められた K点と K′ 点上の縮退は解け、Γ 点は縮退したままで
あった。5 : 25構造ついて、K点および K′ 上の対応する固有モードをそれぞれ図 2.5(b)と (c)に示
す。いずれにおいても副格子 Aサイトと Bサイトそれぞれが単一方向の回転運動を示すことがわか
る。また K′ 点上の固有モードは K点におけるモードの時間反転に相当する。これらは空間反転対称
性の破れによって誘起された Kおよび K′ バレーのカイラルフォノンと見なすことができる。

5 : 25構造と 25 : 5構造においても最低次の 2つのバンド間に生じたバンドギャップは閉じない。
では 5 : 25構造から 25 : 5構造へ質量比を段階的に変化させるとき、K点上の固有周波数を追うと
どのように遷移するか。図 2.6(a)に結果を示す。最低次を含む 3つのバンドは、𝑡𝐵/𝑡𝐴パラメータ空
間内の 3つの点で交差することがわかる。初期のバンド逆転は、𝑡𝐵/𝑡𝐴 = 0.5で発生し、ここで Aサ
イトの局在モード（i）が 2サイトの回転モード（ii）と入れ替わる。2つ目の転移点は 𝑡𝐵/𝑡𝐴 = 1.0で
発生するが、これは 15 : 15構造に対応する。この点において最低次の 2バンド間でバンドは交差せ
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図 2.6 (a) Aサイトと Bサイトの質量比 𝑡𝐵/𝑡𝐴 に対する K点上の固有周波数の変化。(b–c) K点
上の固有モード。(b), (c)はそれぞれ 25 : 5構造と 5 : 25構造の K点における固有モードである。
各モードを囲む実線の色は (a)のプロットと対応する。

ず、代わりに Aサイトの局在モード（i）が 2番目と 3番目のバンドの縮退を介して Bサイトの局在
モード（iii）と交わる。3番目の転移は 𝑡𝐵/𝑡𝐴 = 2.0で発生し、ここで Bサイトの局在モード（iii）が
中間モード（ii）と交代する。以上のバンド反転を通じて、図 2.6(b), (c)に示すように三つのモード
がその並びを入れ替えることとなる。
この節の最後に 5 : 25構造と 25 : 5構造のバンド構造についてフォノンバンドの Berry曲率を計
算し、そのトポロジカルな特徴を考える。
パラメータ空間上のある複素ベクトル |𝑢〉 をパラメータ空間の閉じた経路に沿って進展させると
き、一周のパラメータ周回によって蓄積される位相を Berry位相と呼ぶ。このループ上に 𝑁 個の離
散的な代表点をとり、|𝑢0〉 から出発して |𝑢𝑁 〉 = |𝑢0〉 に至る周回により獲得される位相を計算すれば、

𝜙 = − Im ln 〈𝑢0 |𝑢1〉 〈𝑢1 |𝑢2〉 ... 〈𝑢𝑁−1 |𝑢0〉 = −
𝑁−1∑
𝑗=0

〈
𝑢 𝑗

��𝑢 𝑗+1
〉
,

を得る。連続体極限を考えると、実パラメータ 𝜆 = [0, 1] が点 𝜆 = 0と 𝜆 = 1が同一となる閉経路上
を周回するとき、微小区間 [𝜆, 𝜆 + 𝑑𝜆] について

ln 〈𝑢𝜆 |𝑢𝜆+𝑑𝜆〉 = ln 〈𝑢𝜆 | ( |𝑢𝜆〉 + 𝑑𝜆
d |𝑢𝜆〉

d𝜆
+ ...)

= ln (1 + 〈𝑢𝜆 |𝜕𝜆𝑢𝜆〉 𝑑𝜆 + ...)
≈ 〈𝑢𝜆 |𝜕𝜆𝑢𝜆〉 𝑑𝜆
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を得る。よって連続パラメータの閉経路 𝐶 の周回で獲得する位相は、

𝜙 = − Im
∮

〈𝑢𝜆 |𝜕𝜆𝑢𝜆〉 𝑑𝜆 =
∮
𝐶

𝐴(𝜆)𝑑𝜆,

で与えられる。ここで 𝐴(𝜆) = − Im 〈𝑢𝜆 |𝜕𝜆𝑢𝜆〉 は Berry接続と呼ばれる。パラメータが 2次元に拡張
され 𝝀 = (𝜆𝑥 , 𝜆𝑦) となったとき、ストークスの定理より閉経路 𝐶 を境界とする曲面を 𝑆 として

𝜙 =
∮
𝐶

A(𝝀) · 𝑑𝝀 =
∬

𝑆

𝛀(𝝀) · 𝑑S

を得る。Ω(𝝀) = ∇𝝀 × A(𝝀) はパラメータ空間上の単位面積あたりの Berry 位相に相当し、これを
Berry曲率と呼ぶ。
バンド構造のトポロジカルな側面が Berry幾何学によって測られるのは、ブリルアンゾーンが波数
をパラメータとする閉じた曲面と見なすことができるためである。上に登場したパラメータ 𝜆 を波
数 𝑘 に置き換えると、次のようにしてフォノンバンドの Berry曲率が求められる。フォノンバンド構
造は固有値問題から計算されるが、各 𝑛番目のバンドが孤立バンドと見なせる場合、𝑛番目のバンド
のベリー位相 𝜙𝑛 は次式で定義される。

𝜙𝑛 =
∮
𝐶

A𝑛 · 𝑑k =
∬

BZ
𝛀𝑛 · 𝑑S,

ここで A𝑛 (k) = 𝑖 〈𝑢𝑛 (k) |∇k |𝑢𝑛 (k)〉 は 𝑛 番目の固有ベクトル |𝑢𝑛 (k)〉 に対する Berry 接続であり、
𝛀𝑛 (k) = ∇k × A𝑛 は Berry 曲率となる。𝐶 はブリルアンゾーンを周回する閉経路である。バン
ド構造を求める数値シミュレーションにおいて、波数ベクトル k は逆格子ベクトル b1 と b2 に
沿った小区間 (𝛿𝑘𝑖 , 𝛿𝑘 𝑗) によって離散化される。固体音響波の場合、𝑛 番目の固有ベクトルを
|𝑢𝑛 (k)〉 は、各メッシュ要素におけるデカルト座標に沿った変位成分全てから構成される。すなわち
|𝑢𝑛 (k)〉 = (𝑢𝑥1 , 𝑢𝑦1 , 𝑢𝑧1 , . . . , 𝑢𝑥𝑀 , 𝑢𝑦𝑀 , 𝑢𝑧𝑀 ) であり、𝑢𝑖 𝑗 (with 𝑖 ∈ 𝑥, 𝑦, 𝑧 and 𝑗 ∈ 1, . . . , 𝑀)は 𝑗 番目の
メッシュにおける 𝑖 軸方向の変位を表す。ここで 𝑀 はメッシュの総数である。

Berry曲率は波数空間を微小領域に分割するとき局所的な値として計算する方法が知られており、
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Γ M
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(ki, kj)
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図 2.7 (a) Berry曲率の計算に用いる離散化された波数空間における閉経路。点 k0 = (𝑘𝑖 , 𝑘 𝑗 ) を
囲む 4点が本文中の 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4 に対応する。(b–c)六方格子における逆空間。系の対称性によ
り、固有値計算と Berry曲率は青色の菱形領域に限定して計算される。
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波数 k0 = (𝑘𝑖 , 𝑘 𝑗) を囲む微小域においては次のようになる [148]。

Ω𝑛 (k0) = −𝑖 ln𝑈12𝑈23𝑈34𝑈41

𝑈𝑝𝑞 =

〈
𝑢𝑛 (k𝑝)

��𝑢𝑛 (k𝑞)
〉

|
〈
𝑢𝑛 (k𝑝)

��𝑢𝑛 (k𝑞)
〉
|
,

k𝑝, k𝑞 (𝑝, 𝑞 = 1, 2, 3, 4) は図 2.7(a)に示すように k0 を囲む近接した 4点を表し、それぞれ k1 = (𝑘𝑖 −
𝛿𝑘𝑖
2 , 𝑘 𝑗 − 𝛿𝑘 𝑗

2 ), k2 = (𝑘𝑖 + 𝛿𝑘𝑖
2 , 𝑘 𝑗 − 𝛿𝑘 𝑗

2 ), k3 = (𝑘𝑖 + 𝛿𝑘𝑖
2 , 𝑘 𝑗 + 𝛿𝑘 𝑗

2 ), k4 = (𝑘𝑖− 𝛿𝑘𝑖
2 , 𝑘 𝑗 + 𝛿𝑘 𝑗

2 )で与えられる。
これより、局所的な Berry曲率は位相変化𝑈𝑝𝑞 の反時計回りのループ積の形をとる。しかし今回の系
のようにバンドに縮退が生じる場合は上の手続きをとることができない。代替として、non-Abelian
Berryologyとも呼称される以下の計算方法をとる。多重状態 𝜓(k) = (|𝑢1 (k)〉 , |𝑢2 (k)〉 , ..., |𝑢𝑁 (k)〉)
についてその積は一般に行列であるため、𝑈𝑝𝑞 はスカラー積であったところ行列式に置き換えて

𝑈𝑝𝑞 =
det𝜓† (k𝑝)𝜓(k𝑞)
| det𝜓† (k𝑝)𝜓(k𝑞) |

.

とされる。non-Abelianとはこの非可換な手続きを指す。
メカニカルグラフェン構造の 𝐶3𝑣 対称性を考慮すると、波数ベクトルの走査範囲は図 2.7(b)に示
すように 2つの逆格子ベクトル b1 と b2 が張る平行四辺形の内部に限定して良い。Γ 点での 2番目
と 3番目のバンドの縮退を考慮して、これらの 2つのバンドは doubletとして扱われる。図 2.8は第
一ブリルアンゾーン周りの 5 : 25構造および 25 : 5構造の Berry曲率を示す。Kおよび K′ バレーに
局在化した有限のピークが、互いに絶対値が等しい逆の符号の値を取る。互いに反転した構造である
ことから、5 : 25構造および 25 : 5構造の Berry曲率分布は互いに反転した関係となる。この結果は
それらが異なるバンドトポロジーを持ち、5 : 25構造から 25 : 5構造に質量比が変化する過程で転移
することを示唆している。
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図 2.8 (a), (b) 25 : 5構造と (c), (d)5 : 25構造における Berry曲率。底面の等高線カラーマップ内
の六角形点線は第一ブリルアンゾーンを表す。
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2.2.3 半無限のメカニカルグラフェンリボン
次に、実験構造の左側 1/3に存在する媒質境界についての数値シミュレーションを示す。ここでは
図 2.9(a)に示される 5 : 25および 25 : 5構造からなる媒質境界を有した超格子に対するフォノン分
散を計算し、この半無限のリボンにおけるトポロジカル境界モードの存在を検証した。媒質は端点が
固定された zigzag 境界であるリボンであり、5 : 25 および 25 : 5 構造の各 10 ユニットセルからな
る。中央の媒質境界は bearded境界となっており、Aサイト同士が連続している。この構造を有限要
素法による固有値計算のユニットセルとして利用し、𝑘𝑥 方向に沿った分散関係を計算した。モデル
は約 12,000のメッシュ要素からなるが、単一のユニットセル計算に対して粗いメッシュを実装する
ことで計算効率を最適化したため、メッシュ要素の総数はユニットセルの場合から想定されるものよ
り削減されている。図 2.9(b) に分散関係を示す。各固有モードの局在の程度を測るため、振動エネ
ルギーの分布を計算した。局在度は指定された領域内に閉じ込められたエネルギーと媒質全体の総エ
ネルギーとの比として定義される。ここでのエネルギーとは、領域内のメッシュ要素上の運動エネル
ギーと弾性ポテンシャルエネルギーの合計である。実際には図 2.9(c), (d)で指定される系の端点の固
定された zigzagエッジと、媒質境界の二箇所について局在の程度を調べた。緑の点は、系の上端と下
端の 2つの zigzagエッジに 75%以上のエネルギーが局在する端モードである。青い点は、bearded
状の媒質境界に沿って 75%以上のエネルギーを運ぶ境界モードである。残り灰色の点はバルクモー
ドを示す。最も低い周波数の境界モードは、第一バンドと第二バンドの間のバンドギャップ内に存在
しており、その固有モードは図 2.9(e)に示される。さらに、bearded境界に局在する別のモードが約
4 Hzで確認された。
ここで新たに現れた境界モードについて、質量比 𝑡𝐵/𝑡𝐴 に対する周波数の変化を計算した。波数
を 𝑘𝑥 = 0 に代表し、この上に現れる各モードの固有周波数をプロットすると図 2.10(a) となる。
図 2.9(b)で新たに現れた約 4 Hz付近のモードは図 2.10(a)の赤丸で示された点に対応し、固有モー
ドは図 2.10(b)、(c)のようになる。この局在モードは 𝑡𝐴 が軽くなるにつれて現れるもので、その際
bearded境界には軽い Aサイトが向き合っている。また図 2.9(e)に示した境界モードに比較してエネ
ルギーの局在長が異なっており、周辺のユニットセルの運動を殆ど伴わず境界で向き合うサイトの振
動が顕著である。以上のことから新たに観測された境界局在モードは、構造の空間的な非対称性を担
うパラメータである質量比に応じて現れる局在モードであると考えられる。
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図 2.9 (a) 5 : 25 および 25 : 5 構造からなる半無限媒質のユニットセル。境界条件は対応する
色の点線により示される。拡大図は媒質境界を中心としたもので、赤の平行四辺形を隔壁として
bearded 境界を形成する。(b) 𝑘𝑥 方向に沿った分散関係。青と緑の点はそれぞれ次の図 (c)と (d)
で示す媒質境界か固定された zigzagエッジに局在したモードである。(c, d)固有モードの局在率を
測る際のエネルギーの積算区間。計算領域は青色の網掛け部分。(c)は媒質境界、(d)は系の端であ
る。(e)周波数が最も低い境界モード。分散関係 (b)の赤丸で示された点に対応し、

√
3𝑎𝑘𝑥 = 𝜋/4,

1.70 Hzである。媒質境界は拡大図の赤矢印が指す領域である。



30 第 2章 二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ波におけるトポロジカル境界モード

0.0

7.5

2.5

5.0

Fr
eq

ue
nc

y 
(H

z)

0.2 0.5 1.0 2.0 5.0
Weight ratio tB/tA

(a)

(b) (c)

1.00.0
Displacement amplitude (arb. units)

4.21 Hz 4.30 Hz

(b, c)

図 2.10 (a) bearded型の媒質境界を設けた時の質量比 𝑡𝐵/𝑡𝐴 に対する 𝑘𝑥 = 0上の固有周波数の
変化。青と緑の点はそれぞれ媒質境界か固定された zigzag エッジに局在するモードである。(b,
c) 5 : 25および 25 : 5構造からなる半無限媒質に現れた 𝑘𝑥 = 0上の境界局在モード。対応する固
有周波数は (a)に赤丸で示された (b) 4.21 Hzと (c) 4.30 Hzである。運動の方向は矢印で示されて
いる。

2.3 実験による境界局在モードの可視化
以上を受けて、実際の系による境界局在モードの可視化について述べる。メカニカルグラフェンの
左側 1/3境界における導波特性を周波数領域シミュレーションで検証した後、関連する境界モードの
実験を紹介する。実験系を図 2.11(a)に示す。媒質境界の最も低い位置のロッドに電磁振動子（The
Modal Shop K2007E01）を接続し、ファンクションジェネレータから出力される単一周波数の信号を
機械振動に変換することで系を励振する。各セルの動きはモーションキャプチャシステム（OptiTrack
Motive および専用カメラ PrimeX 13W4 台）によってモニタリングされ、赤外線光の反射によって
ロッド先端に取り付けられたマーカーの変位を追跡し、これを各セルの振動変位として記録する。実
験測定に先立って、有限要素法シミュレーションにおいて実験と同様のジオメトリを組み、周波数
領域の計算を行った。その結果、図 2.11(b), (c)に示すようにバルクモードと境界モードがそれぞれ
3.00 Hzと 4.13 Hzに現れることを確認した。変位場を図 2.11(d)および (e)に示す。前節の半無限媒
質の計算とは異なり、図 2.8(e)に示した 2つの最低周波数バンド間の固有振動は確認できず、付随し
て現れた 4 Hz付近の境界モードのみが観測された。図 2.8(f)と (g)に示される実験結果は、それぞ
れ 4.20 Hzと 4.66 Hzのバルクおよび境界モードに対応しており、これらのシミュレーションと概ね
一致している。
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図 2.11 (a) 実験系の略図。(b-c) 数値シミュレーションによる (b) 3.00 Hzのバルクモードと (c)
4.13 Hz の境界局在モード。媒質境界は点線で囲まれた領域で、矢印で示された境界最下端の
ロッドが励振されている。(d-g)シミュレーションおよび実験による変位振幅の分布。シミュレー
ションでは (d) 3.00 Hzのバルクモードと (e) 4.13 Hzの境界モード、実験では (f) 4.20 Hzのバル
クモードと (g) 4.66 Hz の境界モードを得た。媒質境界は点線で囲まれた領域で、矢印で示され
た境界最下端のロッドが励振されている。ポイントサイズは規格化された変位振幅に対応する。
Sim.:simulation. Expt.: experiment.



32 第 2章 二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ波におけるトポロジカル境界モード

2.4 考察：空間反転対称な系が示す K点周りのバンドギャップにつ
いて

本節では 2.2.2節前半で述べた、Aサイトと Bサイトの質量が等しい (𝑡𝐴 = 𝑡𝐵) 空間反転対称性を
保った系において、K点にバンドギャップが存在したことについて述べる。グラフェンやその派生し
たフォノニクスの領域において、空間反転対称性を保った場合には K点に Diracコーンを有する分散
関係を得る。今回作製したメカニカルグラフェンでは、Aサイトと Bサイトの質量が等しい 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵

の場合がこの状況に相当するはずであるが、図 2.3に示すように K点周りにはバンドギャップを有
した。図 2.4の結果で明らかとなった通り、このバンドギャップはロッドの慣性モーメントに関連す
る効果から生じていると考えられる。より具体的には、梁を離散的な剛体とバネの一次元鎖として見
なす Timoshenko梁モデルと同様の効果である [149]。ここで図 2.12に当該論文のモデルを引用し、
その作用を概観する。このモデルは梁の屈曲波を取り扱うため考案されたものであり、離散的な剛体
が垂直剪断と回転のそれぞれに対応するバネによって接続されている周期構造を考える。格子定数を
𝑎、各剛体の垂直 (𝑦) 変位を 𝑢𝑛、回転角を 𝜃𝑛 とおくと、𝑛 番目のユニットセルの左端と右端は各々
𝑢𝑛 − 𝑎𝜃𝑛/2または 𝑢𝑛 + 𝑎𝜃𝑛/2だけ変位する。𝑛 番目のユニットセルについて剛体の質量を 𝑚、慣性
モーメントを 𝐼 としたとき、並進と回転それぞれの運動方程式は次のように記述できる。

𝑚 ¥𝑢𝑛 = 𝛼(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛) + 𝛼
𝑎

2
(𝜃𝑛−1 − 𝜃𝑛+1),

𝐼 ¥𝜃𝑛 = 𝛼
𝑎

2
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛−1) + 𝛽(𝜃𝑛+1 + 𝜃𝑛−1 − 2𝜃𝑛) − 𝛼(

𝑎

2
)2 (𝜃𝑛+1 + 𝜃𝑛−1 + 2𝜃𝑛)

周期境界条件のもとで、固有周波数 𝜔に関する固有値方程式は次の形式となる。(
𝜔2𝑚 + 2𝛼cos 𝑘𝑎 − 1 𝑖𝛼𝑎 sin 𝑘𝑎

−𝑖𝛼𝑎 sin 𝑘𝑎 𝜔2𝐼 + 2𝛽cos 𝑘𝑎 − 1 − 𝛼𝑎2

2 cos 𝑘𝑎 + 1

) (
𝑢𝑛
𝜃𝑛

)
= 0

系の分散関係を求めると、回転運動を考慮するため導入された慣性モーメントとバネ定数に起因する
バンドギャップが生成されることが知られている。故にメカニカルグラフェンにおいて慣性モーメン

(a) (b)

図 2.12 (a) 連続体である梁を離散化した質点系の概要。梁の厚さ方向 (𝑦 方向)に屈曲する曲げ
振動が伝播する状況を考える。(b)モデルを構成する剛体と二種のバネ。バネは 𝑦 方向の振動に対
応するもの 𝛼と、ねじれ運動に対応するもの 𝛽からなる。図は [149]より引用。
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トが大きなロッドを格子点に接続した場合、この原理に基づいてバンドギャップが開き、空間反転対
称な系であっても Diracコーンが現れないものと考えられる。さらに図 2.4の結果にて、L = L0/8で
は第三バンドが第二バンドから分離し、より高い周波数範囲にシフトすることがわかる。したがっ
て、今回の系で一貫して認められた Γ点での第三バンドが第二バンドの縮退は、メカニカルグラフェ
ンが低周波振動用に設計されたことに起因する偶然縮退であると考えられる。
また Γ 点付近の最低次バンドの分散について、ロッド長 𝐿 が短くなるにつれて線形から放物線状
に変化している。その過程を、図 2.13に示すロッドを除くベースプレートのみの場合の分散関係を
起点に考える。図 2.13(b)は板の曲げ振動のみを反映する分散曲線であり、連続な弾性体としての振
舞いを反映する。そのため Γ 点付近の最低次バンドは、連続体の薄板が示すように放物線状の分散
となっている。ベースプレートにロッドを付加しロッド長を増加する場合、系は離散的に配置された
格子点上の回転運動を発現し、その運動は薄板を介して伝播する。すなわちベースプレートは六方格
子状に並ぶロッド間を接続するバネとなり、系全体を連続な媒質から質点バネモデル様の離散的な媒
質と見なすことができる。質点バネモデルの場合の Γ 点付近の最低次バンド分散は、平面波解に起
因した線形分散になることが期待される [150]。よって図 2.4に認められた線形–放物線状のバンド分
散の変化は、以上のように系の連続な薄板としての側面と離散格子系としての側面との間の遷移を反
映していると考えられる。図 2.4(c)–(e)のロッド長が短い場合に比較して同図 (b)の結果は Γ点付近
で線形な分散を示すが、質点バネモデルに全く同一の正弦波的立ち上がりとも合致しない曲率を保持
している。これは有限要素法を用いたことでユニットセルを連続体として扱っていることに起因する
ものである。
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図 2.13 (a) ロッドを除くベースプレートのみを含むユニットセル。周期境界条件および反対称
境界条件は他のモデルと同様に課す。(b)ベースプレート単独の場合のフォノン分散曲線。

2.5 考察：バンドトポロジーとバレーエッジモードについて
本節では 5 : 25構造と 25 : 5構造におけるバンドトポロジーと、VH系としてのバレーエッジモー
ドの存在について述べる。図 2.8で見たように、5 : 25構造および 25 : 5構造の Berry曲率分布は互
いに反転した関係となり、5 : 25 構造から 25 : 5 構造に質量比が変化する過程で転移することが示
唆された。このことについて、図 2.6の質量比変化によるバンド反転の結果と併せて考える。一般に
VH系でバレーエッジモードを生成するためには次の手続きを取る。(1) 空間反転対称性を有するハ
ニカム格子で、K点および K’点に Diracコーンを形成する。(2)ユニットセル内の Aサイトおよび
Bサイトの非対称性を導入すると、これにより K点および K’点周りにバンドギャップが生じ、逆符



34 第 2章 二次元六角格子ウェーブマシン上の曲げ波におけるトポロジカル境界モード

号の Berry曲率の偏極が生じる。(3)互いに反転対称な関係にある 2つユニットセルを接続し、トポ
ロジカルな境界を作成すると、この境界に沿って局在するバレーエッジモードがバンドギャップ内
に現れる。今回の系においては (1)の Diracコーンが存在しないが、事実 Berry曲率の反転が認めら
れる。これは反転対称な 𝑡𝐴 = 𝑡𝐵 の時点でのバンドクロージングに代替して、図 2.6のように 3つの
モードの入れ替わりが以上の手続きを履行するためと考えられる。故に最低次モードの上に開くバ
ンドギャップ内にはバレーエッジモードを生成することができ、図 2.9の半無限媒質でこれが示され
た。以上のことは、VH系フォノニック結晶の設計における関門の一つであった、空間反転対称な系
での Diracコーンの形成という条件を緩和し、より柔軟な構造設計を可能とする知見となる。

2.6 考察：実験系で観測された境界局在モードについて
最後に、実験系と付随するシミュレーションにおいて観測された、バレーエッジモードとは異なる
境界局在モードの起源について述べる。まず、上で触れた最低次のバンドギャップ内に生成するバ
レーエッジモードは、近傍周波数で共振するバルクモードと混合するため、周波数領域計算や実験に
おいては観測されなかった。一方でバルクモードから独立している、付随して現れた 4 Hz付近の境
界モードについては観測された。またこのモードは構造の空間的な非対称性を担うパラメータである
質量比に応じて現れることが示されている。ここではその起源を質量バネモデルによって考察する。
簡単のため、まず図 2.14(a)に示すように、合計 𝑁 個（偶数）の質点からなるを持つ 1次元質点バ
ネモデルの固有ベクトルを考える。質点は 𝑀1 と 𝑀2 の間で交互に配置され、中央の境界では 𝑀1 質
点が 2つ連続している。すなわち

𝑀𝑖 =

{
𝑀1 (𝑛 = 2𝑚 for 𝑛 ≤ 𝑁/2) or (𝑛 = 2𝑚 + 1 for 𝑛 > 𝑁/2)
𝑀2 (𝑛 = 2𝑚 + 1 for 𝑛 ≤ 𝑁/2) or (𝑛 = 2𝑚 for 𝑛 > 𝑁/2).

固定端条件 𝑢0 = 𝑢𝑁+1 = 0のもとで 𝑖 番目の質点の運動方程式は

𝑀𝑖
𝑑2𝑢𝑖
𝑑𝑡2

= 𝐾 (𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖) + 𝐾 (𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖).

質量比 𝑟 = 𝑀2/𝑀1を導入し、𝐾 = 1かつ 1
𝑀1

+ 1
𝑀2

= 1とおけば、 𝑀1 = 1+𝑟
𝑟 、𝑀2 = 1 + 𝑟 となる。一

次元鎖の固有周波数を 𝜔とすると固有値方程式は次の形をとる。

©­­­­­­­­­­­­­­«

2𝐾/𝑀2 −𝐾/𝑀2
−𝐾/𝑀1 2𝐾/𝑀1 −𝐾/𝑀1

. . .
. . .

. . .

−𝐾/𝑀1 2𝐾/𝑀1 −𝐾/𝑀1
−𝐾/𝑀1 2𝐾/𝑀1 −𝐾/𝑀1

. . .
. . .

. . .

−𝐾/𝑀1 2𝐾/𝑀1 −𝐾/𝑀1
−𝐾/𝑀2 2𝐾/𝑀2

ª®®®®®®®®®®®®®®¬

©­­­­­­­­­­­­­­«

𝑢1
𝑢2
...

𝑢𝑁/2
𝑢𝑁/2+1

...
𝑢𝑁−1
𝑢𝑁

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
= 𝜔2

©­­­­­­­­­­­­­­«

𝑢1
𝑢2
...

𝑢𝑁/2
𝑢𝑁/2+1

...
𝑢𝑁−1
𝑢𝑁

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
.

この方程式を数値的に解くと、2つの質量 𝑀2/𝑀1 の比率を変化させたときの固有周波数プロファイ
ルが得られる（図 2.14(b)）。青い線は境界モードを示しており、振動のエネルギーが中央境界の周
りの質点に局在している。いくつかのポイントの固有ベクトルを図 2.14(c)に示した。この結果から
𝑟 > 1の場合、すなわち中央境界が「light-light」の質点対である場合に境界モードが第 2バンドの上
に現れることがわかる。
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図 2.14 (a)一次元質点バネ系。(b)質量比 𝑀2/𝑀1 に対する固有周波数の変化。質点数は 𝑁 = 40

である。青色の線が境界局在モードである。縦軸は 𝜔0 =

√
𝐾
(

1
𝑀1

+ 1
𝑀2

)
で規格化されている。

(c)上記 (b)に示したモード形状 (i)–(iii)。

質量バネ系におけるトポロジカルモードの議論は、同一質点をバネ定数が異なる二種のバネで接続
した系で論じられるのが通例となっており、境界局在モードの存在が示される。具体的には、バネ定
数が大きな固い (hard)バネが連続する hard-hardの境界において境界局在モードが立つことが知られ
ている。質量交互系の質点バネ系もまた、座標変換によって質量とバネの役割を入れ替えた等価な
系と見直すことができる。N個の質点がバネで接続された一次元鎖を考える。𝑖 番目の質点の質量を
𝑚𝑖、質点 𝑖 − 1と質点 𝑖 を結ぶバネのバネ定数を 𝑘𝑖 とする。系の全運動エネルギー 𝑇 とポテンシャル
エネルギー𝑈 は、変位を 𝑢𝑖、運動量を 𝑝𝑖 = 𝑚𝑖 ¤𝑢𝑖 として

𝑇 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑝2
𝑖

2𝑚𝑖
,

𝑈 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑘𝑖
2
(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)2

で与えられる。ここで相対変位 𝑟𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1 とその共役運動量 𝑠𝑖 = 𝜕𝑇
𝜕 ¤𝑟𝑖 を導入すると、

𝑇 =
𝑚1

2
¤𝑟1

2 + 𝑚2

2
( ¤𝑟1 + ¤𝑟2)2 + ... + 𝑚𝑁

2
( ¤𝑟1 + ... + ¤𝑟𝑁 )2,

𝑠𝑖 − 𝑠𝑖+1 = 𝑚𝑖 ( ¤𝑟1 + ... + ¤𝑟𝑖)2 = 𝑝𝑖

の関係から

𝑇 =
𝑁∑
𝑖=1

1
2𝑚𝑖

(𝑠𝑖 − 𝑠𝑖+1)2,

𝑈 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑘𝑖
2
𝑟2
𝑖
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となる。改めて一般化座標を 𝑄𝑖 = −𝑠𝑖、運動量を 𝑃𝑖 = 𝑟𝑖 にとり、 1
𝑀𝑖

= 𝑘𝑖、 1
𝑚𝑖

= 𝐾𝑖 と置くならば、
系のハミルトニアンは

𝐻 = 𝑇 +𝑈

=
𝑁∑
𝑖=1

𝑃2
𝑖

2𝑀𝑖
+

𝑁∑
𝑖=1

𝐾𝑖

2
(𝑄𝑖+1 −𝑄𝑖)2

となる。したがって質量はバネに、バネは質点に置き替わった一次元鎖として見なすことができる。
これは質点とバネの双対性と呼ばれる。先に計算したバネ定数が一定の質量交互系の場合、質量が大
きな質点はバネ定数が小さなバネに、全てのバネは同一の質量の質点へと置き替わる。light-lightの
質点対であれば、この位置にはバネ定数が大きな (hard)バネが連続する hard-hard対の境界となる。
これは同一質点をバネ定数が異なる二種のバネで接続した系を双対性を用いずに論じた場合に期待さ
れる振る舞いに同一である。
図 2.15(a)に示す二次元六方格子の場合も同様に考える。媒質境界方向の基本ベクトルを aとし、位
置 𝑚aによって規定される列に属するユニットセル群について、この一次元鎖の 𝑛番目の質点の変位
を 𝑢𝑛,𝑚 としする。合計で 𝑁 = 42の質点がこの列に属するとする。固定境界条件 𝑢0,𝑚 = 𝑢𝑁+1,𝑚 = 0
の下で、質点の運動方程式は次のようになる。

𝑀1 ¥𝑢1,𝑚 = 𝐾 (0 − 𝑢1,𝑚) + 𝐾 (𝑢2,𝑚 − 𝑢1,𝑚) + 𝐾 (𝑢2,𝑚−1 − 𝑢1,𝑚)
𝑀2 ¥𝑢2,𝑚 = 𝐾 (𝑢1,𝑚 − 𝑢2,𝑚) + 𝐾 (𝑢3,𝑚 − 𝑢2,𝑚) + 𝐾 (𝑢1,𝑚+1 − 𝑢2,𝑚)

...

𝑀2 ¥𝑢𝑁/2−1,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁/2−2,𝑚 − 𝑢𝑁/2−1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2,𝑚 − 𝑢𝑁/2−1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2−2,𝑚+1 − 𝑢𝑁/2−1,𝑚)
𝑀1 ¥𝑢𝑁/2,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁/2−1,𝑚 − 𝑢𝑁/2,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2+1,𝑚 − 𝑢𝑁/2,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2+1,𝑚−1 − 𝑢𝑁/2,𝑚)

𝑀1 ¥𝑢𝑁/2+1,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁/2,𝑚 − 𝑢𝑁/2+1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2+2,𝑚 − 𝑢𝑁/2+1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2,𝑚+1 − 𝑢𝑁/2+1,𝑚)
𝑀2 ¥𝑢𝑁/2+2,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁/2+1,𝑚 − 𝑢𝑁/2+2,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2+3,𝑚 − 𝑢𝑁/2+2,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁/2+3,𝑚−1 − 𝑢𝑁/2+2,𝑚)

...

𝑀2 ¥𝑢𝑁−1,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁−2,𝑚 − 𝑢𝑁−1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁,𝑚 − 𝑢𝑁−1,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁,𝑚−1 − 𝑢𝑁−1,𝑚)
𝑀1 ¥𝑢𝑁,𝑚 = 𝐾 (𝑢𝑁−1,𝑚 − 𝑢𝑁,𝑚) + 𝐾 (0 − 𝑢𝑁,𝑚) + 𝐾 (𝑢𝑁−1,𝑚+1 − 𝑢𝑁,𝑚).
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固有周波数 𝜔に関する固有値方程式は
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3𝐾
𝑀1

− 𝐾 (1+𝑒−𝑖𝑘𝑎 )
𝑀1

− 𝐾 (1+𝑒𝑖𝑘𝑎 )
𝑀2

3𝐾
𝑀2

− 𝐾
𝑀2

. . .
. . .

. . .

− 𝐾
𝑀1

3𝐾
𝑀1

− 𝐾 (1+𝑒𝑖𝑘𝑎 )
𝑀1

− 𝐾 (1+𝑒−𝑖𝑘𝑎 )
𝑀1

3𝐾
𝑀1

− 𝐾
𝑀1

. . .
. . .

. . .

− 𝐾
𝑀2

3𝐾
𝑀2

− 𝐾 (1+𝑒−𝑖𝑘𝑎 )
𝑀2

− 𝐾 (1+𝑒𝑖𝑘𝑎 )
𝑀1

3𝐾
𝑀1

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

©­­­­­­­­­­­­­­«

𝑢1
𝑢2
...

𝑢𝑁/2
𝑢𝑁/2+1

...
𝑢𝑁−1
𝑢𝑁

ª®®®®®®®®®®®®®®¬

= 𝜔2

©­­­­­­­­­­­­­­«

𝑢1
𝑢2
.
..

𝑢𝑁/2
𝑢𝑁/2+1

...
𝑢𝑁−1
𝑢𝑁

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
.

この方程式を数値的に解き、質量比 𝑀2/𝑀1 を変化させたときの分散関係と固有周波数の変化を
図 2.15(b) と (c) に示す。青い線は媒質境界に局在する境界モードを示し、緑の線は固定端周りの
エッジモードを示す。いくつかの代表的な点の固有ベクトルを図 2.15(d)に示す。これらの結果から
六方格子の質点バネモデルでは、「light-light」の質点対で構成された境界の場合に限り、境界モード
は第 2バンドよりも上に現れることがわかる。図 2.10の結果を振り返ると、実験とシミュレーショ
ンで確認された境界モードは light-light境界の場合に出現するものである。以って今回観測された境
界局在モードもまたバレーモードとは原理が異なるものの、系のトポロジー由来であると考えられ
る。また図 2.9(e)に示した境界局在モードに比較して図 2.10では局在長が短かったのは、この振動
が図 2.15(d)に見るように light-light境界の質点対にエネルギーを局在させるためである。なお実験
で観察される境界モードの減衰は、シミュレーションに含まれていない系の摩擦によるものと考えら
れる。
加えて実験とシミュレーションで確認された境界モードの間に周波数差が生じた原因として、一
つには系にかかる prestressによる板波の周波数シフトが考えられる。外的な張力を受ける薄板では、
与えられた張力が弾性係数を変調することで板波の分散特性が変化することが知られている [151]。
具体的には板を伝播する Lamb 波のうち反対称モードの速度分散が顕著に変調を受け、同一周波数
における位相速度は張力の増大に伴って増加する。他方、外的な張力のもとにある有限長一次元梁
の曲げ振動を考えた場合でも、その固有モードの周波数は張力に応じて増大することが知られてい
る [152]。このような弾性体に対する張力の影響は一般の明示的な呼称を持たないようであるが、文
献 [152] では stiffening effect と記載されている。今回のメカニカルグラフェンは四辺を支柱に固定
したこと、および自重による prestressが生じており、これを反映していない有限要素法の結果に対
して実験結果は高周波数側にシフトしたものと推測される。
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図 2.15 (a)六方格子質点バネモデル。媒質境界は bearded境界である。(b)各質量比𝑀2/𝑀1にお
ける分散関係。(c)質量比 𝑀2/𝑀1 に対する各波数における固有周波数の変化。同一鎖上の質点数
は 𝑁 = 42. 青色と緑色は媒質境界と固定端に局在するモードである。縦軸は𝜔0 =

√
𝐾
(

1
𝑀1

+ 1
𝑀2

)
で規格化されている。(d) (b)および (c)に示したモード形状 (i)–(iii)。
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第 3章

kHz帯で完全バンドギャップを有する
テーパー状の音響レインボーメタマテリ
アル梁

本章では共振器構造への音響波の局在現象に着目し、従来構造より広い周波数幅の音響波を遮蔽す
るためのテーパー状の音響メタマテリアルについて紹介する。3.1節では本研究で設計したテーパー
状メタマテリアル梁の構造、3.2節では分散関係と共振器構造の応答について述べる。続く 3.3節で
当該構造による音響波減衰を測定した実験について記し、以降の節では各結果について考察する。

3.1 テーパー状音響レインボーメタマテリアル梁の構造
1.2.5節で述べたように、棒状媒質における単一材料での完全バンドギャップ形成は音響メタマテ
リアルの領域に新たな設計方針を与えたが、次の課題は遮蔽可能な周波数を広帯域に広げることであ
る。共振周波数が近接した複数の共振器を並べるグレーデッド型の構造は上手く機能すれば広域化が
叶うが、多様な配置の下での共振器同士のカップルを十分に検討する必要がある。よって本研究で
は、先に完全バンドギャップを形成した音響メタマテリアルの超格子構造を任意の拡大率でテーパー
状にし、真っ新な媒質に共振周波数が近接する共振器を一から配置するのではなく、元の共振器の応
答を微細にずらすことで遮蔽帯域を広げることを図った。基本の構造として、ここでは本研究室で設
計された [135]のメタマテリアル梁を採用した。以下ではまず非テーパー状の基礎構造である [135]
のメタマテリアル梁の特徴について概観し、その後テーパード構造の設計について述べる。

3.1.1 非テーパー状のメタマテリアル梁
本節に掲載する結果は [135]によるものの引用である。図 3.1に非テーパー状のメタマテリアル梁
の構造を示す。周期構造の構成要素は T字型・U字型のリブと H字型のピースであり、各モードに
応じて共振器のバネの役割を担う領域とおもりの役割を担う領域が変化する。これにより当該メタマ
テリアル梁は、単一材料ながら梁を伝わる 4つのモードを一斉に遮蔽する。全 4モードに対するバネ
とおもりの対応は、振動の運動エネルギーと弾性エネルギーの分布から理解できる（図 3.2）。すなわ
ち弾性エネルギーが集中する部分はバネの役割を果たし、運動エネルギーが集中した部分はおもりと
して働く。どのモードにおいても主として内部の H 字型のピースはおもりであり、周辺のリブ部分
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をバネとして振動する。
単一のセルに対して周期境界条件を課し、分散関係を求めると図 3.3となる。凡そ 1 kHzの近傍に
完全バンドギャップを有しており、その範囲は 0.97 kHzから 1.09 kHzであった。また 10個のセル
を接続した実際の梁においては、図 3.4のような出力/入力比を得た。
広帯域かつ全モードの遮蔽の実現は、構造物の強力な制振において重要な課題である。しかしなが
ら、メタマテリアル梁における完全バンドギャップの幅は、ギャップ内の平均周波数の 12%程度に
留まった。局所共振構造の遮蔽周波数を広げる構造最適化による解決を図るも、図 3.2に見るように
4つのモードでバネとおもりの役割が入れ替わるため、調整対象たり得るパラメータが膨大である。
そこで本研究は 1.2.5節に記載のテーパー構造、レインボーメタマテリアルの構築によって最適化
すべきパラメータを絞り、細部の寸法を陽に変更しない簡易な構造調整によって音響メタマテリアル
の広帯域化を図る。

1.6

2.4

61 4.2

3.2

8

40

8

8.8
1.5

4.8
5.6
4.8

13.6

9.6

4.8
3.2

1.5
4
8

80

3.2

4.8 外枠
T字リブ

U字リブ

H字ピース

図 3.1 メタマテリアル梁の写真および単位構造の細部寸法。板厚は 8.0 mm。
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

曲げバネ

重り

曲げバネ 曲げ・捻りバネ 捻りバネ

圧縮 面内曲げ 面外曲げ 捻り

運動エネルギー
密度

(arb. units)

0 1
弾性エネルギー

密度 
(arb. units)

0 1

図 3.2 各共振モードにおける各部の役割と変形・エネルギー分布の様子。(a)-(d)圧縮モード、面
内曲げモード、面外曲げモード、捻りモードそれぞれにおける構造各部の役割。青色部分が重り、
赤色部分がバネとなる。(e)-(h)運動エネルギー密度および (i)-(l)弾性エネルギー密度のプロット。
緑色の矢印は各モードにおける重りの主たる変位の方向を示す。
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圧縮

面内曲げ捻り

面外曲げ

完全バンドギャップ

規格化波数 ka/π

圧縮（局所共振）
捻り（局所共振）
面内曲げ（局所共振）
面外曲げ（局所共振）

図 3.3 メタマテリアル梁のフォノン分散関係。実線（赤色）が圧縮モード、点線（青色）が面内
曲げモード、破線（緑色）が面外曲げモード、一点鎖線（桃色）が捻りモードを示す。灰色の領域
が完全バンドギャップである。横軸の 𝑘 , 𝑎 はそれぞれ波数、格子定数であり 𝑎 = 80.0 mm であ
る。グラフ右側の矢印は各伝播モードと対応する局所共振モードの周波数を示す。
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図 3.4 各モードの音響波の入力と出力の振幅比。圧縮（C）、面内曲げ（SH）、面外曲げ（SV）、お
よびねじれ（T）波をそれぞれ示す。縦方向の黒い破線はシミュレーションで求めたバンドギャッ
プ端を、黒い矢印はシミュレーションで求めたギャップ幅を、灰色の網掛け部分はシミュレーショ
ンで求めた完全バンドギャップの領域を示す。
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3.1.2 テーパー状のメタマテリアル梁

(b)

80 mm

80 mm

90 mm

90 mm

80 mm

577 mm

80 mm144 mm

(a)

(c) (d)

図 3.5 テーパー状メタマテリアル梁の構造。 (a)概略図。(b)変形前の基準ユニットセル。(c)基
準ユニットセルから一段階の変形を伴ったテーパー状のユニットセル。(d)実際に作製されたアル
ミニウム製メタマテリアル梁の画像。共振器構造は中心軸に対して対称。

作製したテーパー状メタマテリアル梁を図 3.5 に示す。均一な厚さ 8mm を持つアルミニウム
（dural A2017）梁からなり、幅が 80mmから 144mmまで一定の割合で変化している。その内部にマ
シニングセンタで加工された 5 つの共振器構造が配されている。配置された空隙はいずれも梁の上
部と下部の表面に垂直である。材料の選択は、その剛性と価格により応用に向けて理に適った材料で
あることから採用された。この複合ユニットセルで構成された構造について、設計の有効性を評価す
る。図 3.5(a)に梁の概略を示す。変形元の構造は図 3.5(b)に示されたユニットセル 5つが並んだ一
様な幅の梁であるが、この梁の最右端を拡大元となる基準のユニットセルとし、図 3.5(c)のように梁
全体を面内一様に歪ませる。元のメタマテリアル構造は厚さを含め最適化されているのに加え、製造
の簡便さを考慮して厚さ方向は拡大縮小を行わずに保つ。その拡大率は、単一ユニットセルの右端か
ら左端に向かって寸法を 13%増加するように設定されている。これは角度換算で 6.39°のテーパー
角に相当する。以上のようにして作製されたメタマテリアル梁の画像を、図 3.5(d)に示す。

3.2 数値シミュレーションによる共振器の性能評価
テーパー状メタマテリアル梁の共振器性能を検証するため、数値シミュレーションによる評価を
行った。以下では 3.2.1で一般の設定について述べたのち、3.2.2で共振器の性能について述べる。
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（反）対象境界条件のもとで
y>0, z>0 の領域を抽出

y x
z

(a) (b)

図 3.6 テーパー状の単一セルのジオメトリ。(a)単一セルの全体。(b)実際に計算されたジオメト
リ。幅方向と厚さ方向にそれぞれ半分割し（反）対称境界条件を課すため、(a)の構造を 𝑦 = 0お
よび 𝑧 = 0平面において切除した体積 1/4の部分のみを実装した。

3.2.1 シミュレーションの諸設定
前章と同様、有限要素法シミュレーションは COMSOL Multiphysics により行った。3.2.2 節で述
べる複合ユニットセルの固有モードおよび分散関係は、圧縮、面内曲げ、面外曲げ、およびねじれの
4モードそれぞれに対し独立に計算される。表 1.1に示された矩形断面の梁における固有モードの対
称性を利用して、図 3.6のように断面と垂直に 4等分した体積 1/4の領域のみをモデルとして実装し
た。同表をもとにして切断面に対称または反対称条件を課すことでモード分離を実現する。メッシュ
要素の辺の最大値と最小値はそれぞれ 1.2 mmおよび 0.012 mmである。アルミニウムの密度、およ
び縦音速と横音速は、それぞれ 2790 kg/m3、6320 m/sとし、内部摩擦は考慮していない。

3.2.2 共振器の応答と分散関係
まず、単一のユニットセルについて局所共振器としての応答を調べた。テーパー状メタマテリアル
梁には五つの独立した共振構造が内包されているが、その中で最も体積が大きいものの共振モードを
計算したところ、圧縮モード、面外曲げモード、面内曲げモード、およびねじれモードに対応する固
有周波数はそれぞれ 0.53 kHz、0.52 kHz、0.54 kHz、および 0.57 kHzであった。図 3.7に固有モー
ドを示す。実際の梁構造に含まれる残りの 4 つの小さなセルの固有周波数は、構造のスケール係数
𝑓 = 9/8の整数乗 (1-4)で最大セルの固有周波数を除算することで概算が可能である。
非テーパー状の媒質の場合、単位構造の両端は一致するため Floquet 境界条件を課した上で固有
モードおよび分散関係を導出することができる。しかし今回のテーパー材料については底面を除くど
の側面をとっても始端と終端は形状が一致せず、周期境界とならない。そこで構造を持たず同一割合
でテーパー状に変形された単純な板を図 3.8(a)のように接続し、系の側面形状を一致させることで分
散関係の計算を可能とした。図 3.8に一連の分散関係と表面加速度分布を示す。加速度分布について
は平板の接続による周期性の付加を行わず、テーパー状メタマテリアル梁を孤立系として応答を調べ
た。梁の面積が大きな端面から単一周波数で励振したときの加速度分布を周波数領域計算で求めた。
分散関係プロットを見ると、0.5～0.85 kHzの範囲に低い群速度の分枝やバンドギャップを含む領域
が存在する。低い群速度の分枝の出現は、一般に複数のユニットセルの結合を一単位構造とみなすと
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図 3.7 単一のユニットセルにおける各振動モード。カラープロットは各振動の変位方向への加速
度を表す。台形形状の平行な二側面は固定境界となっている。

きに発生するバンド折り返しによるものと考えられる。単一ユニットセルのシミュレーションから
導出された共振周波数を分散関係に重ねると、その周辺には大きな群速度を伴う分枝が現れていな
い。1.2.1節で述べたように、音響メタマテリアルが示すバンドギャップの起源は二種類に分けられ
る。一つにはフォノニック結晶同様の構造周期に依るバンドギャップである。これは系を粗視化した
連続体として扱う場合において、媒質界面での Bragg 反射に由来するバンドギャップとして説明さ
れる [3]。そのバンドギャップはブリルアンゾーン端に生じ、分枝の折り返しに伴って生じるもので
ある。音響メタマテリアルのもう一種のバンドギャップは、個別の単位構造の局所共振に起因するも
ので、本テーマにおいてはこちらが主たる制御対象である。共振器構造における音響波エネルギーの
局在によって生じるバンドギャップであり、分散曲線においては共振器の共振周波数をギャップ下端
とし、ギャップ上端の分枝の始まりは共振器の共振周波数にしたがって変化する。これを受けて、複
数の単位構造を内包するテーパー状メタマテリアルでは、単一セルの共振周波数のうち最も低いもの
を遮蔽周波数帯の下端に、最も高いものより上方にある最初の分枝を遮蔽周波数帯の上端として定め
た。単位構造の大きさを基準に換言すれば、遮蔽周波数帯の下端は最大サイズのユニットセルの共振
周波数、遮蔽周波数帯の上端は最小サイズのユニットセルの共振周波数を用いて定義する。以上のよ
うにして定められた遮蔽周波数帯域を図 3.8の分散関係上では点線で表示する。個別 4モードの範囲
が重なった灰色網掛けの領域では、テーパー状の梁によって音響伝播が妨げられていることが示唆さ
れる。また平板の接続によって構造周期性を与えたことによるフォノニック構造由来のバンドギャッ
プは、例えば図 3.8 (e)のねじれ波の最低次分枝のように、𝑘 = 0から出発した分枝がブリルアンゾー
ン端で折り返しを受ける際に生じたギャップと対応すると考えられる。
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図 3.8 (a)分散関係を計算する際に用いた単位構造。テーパー化された 5ユニットセルのメタマ
テリアル梁と、同じ外部寸法で未加工のテーパー梁が向かい合わせに配置されている。(b)–(e)メ
タマテリアル梁内を伝わる軸方向の圧縮波（C）、面内曲げ波（SH）、面外曲げ波（SV）、およびね
じれ波（T）の音響分散関係。各モードにおけるバンドギャップと局所共鳴からなる遮蔽領域は破
線で境界が示され、全てのモードの遮蔽領域が重なる周波数域を灰色網掛けで表示している。𝑘𝑥
および 𝑎 は、軸方向の波数ベクトルと単位セルの全長を表す。各モードについて分散関係の右側
に表示された矢印は、単一の孤立したユニットセルの固有周波数を示す。 (f)–(i)各モードに対す
る 0.6 kHzにおける表面加速度の分布。こちらは系の周期性を与えておらず、テーパー状メタマ
テリアル梁の孤立系における単一周波数励振に対する応答である。
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図 3.9 5つの共振構造からなるテーパー状メタマテリアルの 0.60kHzにおける運動エネルギー密
度と弾性エネルギー密度。

また図 3.9に、各モードにおける運動エネルギー密度およびポテンシャルエネルギー密度のプロッ
トを示す。赤い領域は弾性ポテンシャルが高く、ばねのように機能する。青と灰色の領域は運動エネ
ルギーが高く、それぞれ質量と剛体のフレームとして機能する。これにより 4モードそれぞれにおい
て複数のユニットセル同士が相互作用して音響波を遮蔽している様子がわかる。
比較のため、より単純な場合であるユニットセル数 2の系において分散関係取得を試みる。5セル
のテーパー状メタマテリアル梁と同条件のもと、N=2セルの場合についても計算した結果を図 3.10
に示す。超格子の周期性の導入によりバンドの折り返しが起きているが、4つのモードすべてにおい
て追加の分枝は N－ 1=1本だけ現れた。従って N=5の実験系場合、局所共振による N=5箇所の新
しいバンドギャップと N-1=4の新しい低群速度の分枝が現れることが期待される。圧縮波の場合に
おいて、この特徴は明確に表れている。
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図 3.10 (a–d)：軸方向の伝播に対する圧縮波（C）、面内曲げ波（SH）、面外曲げ波（SV）、およ
びねじれ波（T）の音響分散関係。ユニットセルとなるのは、共振構造 2セルからなるメタマテリ
アル梁に対して、同じ外部寸法で未加工のテーパー状の単純板を向かい合わせに配置した構造で
ある。左右のプロットは同一構造の分散関係であるが、表示するものが異なる。左側のプロット：
個別の単位セルの共振周波数を点線で示した。右側のプロット：各モードについてバンドギャッ
プと局所共鳴によって定義された領域を破線で示し、全モードでこの遮蔽周波数域が重なる領域
を灰色で示した。𝑘𝑥 および 𝑎 は、軸方向の波数ベクトルと合成されたユニットセルの全長を表
す。この場合、𝑎 = 191 mmである。バンドギャップと局所共鳴の重複周波数領域は 0.75 kHzか
ら 0.91 kHzまでであった。
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3.3 実験による測定とシミュレーションの比較
製造されたテーパー状メタマテリアル梁を使用して、4 つの音響偏光に対する遮音性能を測定し
た。図 3.11に実験系を示す。メタマテリアル梁はワイヤーによって鉛直に吊るされ、面積が大きな
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図 3.11 実験のセットアップ。梁 (a)は糸によって宙吊りにされ、(b),(c)固有モードの対称性を利
用して 4モードの独立な加速度測定を行う。

断面の側に取り付けた圧電振動板（村田製作所 7BB-41-2L0）によって正弦波駆動される。振動は 3
軸加速度計（富士セラミックス SA12ZSCA）を使用し、音響波の減衰を各モードごとに取得するた
め、両端 2箇所に取り付けられた加速度計でロックイン検出する。
図 3.12(a)から (d)に、全 4モードに対する実験の出力/入力振幅比を対数スケールで示す。遮蔽周
波数領域の外部では、干渉により複数の音響反射が発生し、局所的な極大値と極小値が生じる。灰
色で表示した 4モードに共通する遮蔽周波数帯では、全般的により大きな減衰が観察される。dBス
ケールの振幅比の平均値は、周波数 𝑓𝑖 の N 個の値に対する信号振幅を電圧ベースで 𝐴𝑖 とすると、
20 log10 (1/𝑁)Σ𝑁

𝑖=1 (10𝐴𝑖/20) で与えられる。よって 4 モードに共通する遮蔽周波数帯における出力/
入力比は、平均値で 1.5 dB（C）、−1.6 dB（SH）、−16.0 dB（SV）、および 13.8 dB（T）であった。こ
の領域より下の周波数での平均値はそれぞれ 8.9 dB（C）、6.7 dB（SH）、5.3 dB（SV）、および 4.6 dB
（T）である。全体として高い減衰を示しているが、ねじれ波に関しては群速度が小さな分枝であって
も局所的に鋭敏な応答を示した可能性がある。遮蔽周波数幅はこの領域の平均周波数（0.68 kHz）の
47%に相当し、これは非テーパー時における完全バンドギャップ幅である約 12%を大きく上回る結
果である。
図 3.12には同時に数値シミュレーションにおける周波数応答を示している。この場合、遮蔽周波
数帯における平均 dBは 1.6 dB (C)、−6.5 dB (SH)、−4.8 dB (SV)、−1.3 dB (T)をとり、領域以下で
の平均値は、5.6 dB (C)、16.0 dB (SH)、1.9 dB (SV)、7.5 dB (T)である。よってシミュレーション
によっても期待される遮蔽周波数域で強い波の遮蔽が起こっていることが確認できた。また全ての
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図 3.12 (a) ‒ (d) 各モードにおける音響波の入力と出力の振幅比。圧縮（C）、面内曲げ（SH）、
面外曲げ（SV）、およびねじれ（T）波をそれぞれ示す。灰色の領域は、分散関係図 3.8のシミュ
レーションから期待される全モード共通の遮蔽周波数帯を表す。Sim.: シミュレーション（赤色の
実線）; Expt.: 実験（青色の点線）。

モードで実験とシミュレーションは合理的な一致を示した。スペクトルの一般的な形状はこれら 2つ
のケースで類似しているが、一部に現れる局所的なピークは明らかに異なる点である。これらの違い
は、製造時の不完全さ、空気中の音響波のカップリング、装置取り付けによる小さな摂動、または測
定時に異なるモード間の残留クロストークが発生することに起因すると考えられる。なお遮蔽領域外
のには振幅比が 1を超えるピークが現れるが、これは梁に沿った複数の音響反射に強く影響を受けた
ためと考えられ、これらの領域での実験とシミュレーションの対応は合理性を失わない。

3.4 遮蔽周波数域における減衰性の解析
実験とシミュレーションにおける音響波振幅の周波数プロファイルが得られ、期待される遮蔽周波
数内外での出力/入力比の平均値比較からテーパー状メタマテリアルは広帯域の音響波に対する高い
減衰性を示すものと考えられる。図 3.9に示すように提案のテーパー状メタマテリアルは、単一の共
振器だけではなく複数の共振器が作用する形で遮蔽周波数帯で強い応答を示す。隣接する共振器との
相互作用を介して全振動モードに対する機構はまさに設計方針であったレインボーメタマテリアルの
動作そのものである。
ただしバンドギャップ内周波数であっても、梁の入出力面である両端面における振幅が最大・最小
になるとは限らない。梁の全体として振動の減衰を知ることは、殊メタマテリアル梁のように複数
モードが混交する媒質では困難である。しかし応用上の要請では、梁の両端面の間で振動が落ち込ん
でいれば、振動遮蔽を担う構造体としての役割を果たすことができる。ここでは梁の両端面における
4モードそれぞれの振幅比を考え、バンドギャップ内の周波数において振動の振幅絶対値が exp(−𝜅𝑥)



3.4 遮蔽周波数域における減衰性の解析 51

の空間的減衰を伴うとみなす。各周波数毎の減衰定数 𝜅 を

𝜅 ≡ 1
𝐿

ln
(
𝐴out

𝐴in

)
と定義し、実験およびシミュレーションの出力/入力プロファイルを再考する。ただし 𝐿 はテーパー
状梁の側面に沿った直線長さである。実験とシミュレーションの結果について減衰定数を求めると、
図 3.13のようになる。各モードともに実験とシミュレーションの周波数プロファイルはよく一致し
ており、分散関係の計算から期待される遮蔽周波数域において減衰定数の増加が認められる。このこ
とからも提案のテーパー状構造が高帯域での波の遮蔽を示すことが示される。
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図 3.13 5セルからなるテーパー状メタマテリアル梁における実験およびシミュレーションから
得た減衰定数スペクトル。それぞれ、(a)圧縮（C）、(b)面内曲げ（SH）、(c)面外曲げ（SV）、お
よび (d)ねじれ（T）について示す。各モードにおける遮蔽周波数帯は波線で境界を表し、全モー
ドに共通する領域を灰色で示す。sim：シミュレーション、expt：実験。
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3.5 テーパーの拡大率について
スケールファクターの効果を調査するために、今回使用されている 𝑓 = 9/8の基本値から-10%、-

5%、+5%、+10%に変更した 4つの追加のジオメトリを考える。図 3.14に構造を示す。また同時に、
構造を構成する局所共振器の個数と音の遮蔽性能についても検証する。
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図 3.14 テーパー構造のスケールファクターを一定の割合変化させた 4構造。
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図 3.15 (a) 𝑁 = 2, 5の場合における全モードに共通した遮蔽周波数域のバンド幅と (b)遮蔽周波
数帯域内における出力/入力比の平均値。(c), (d): (a)の遮蔽周波数域のバンド幅と (b)の出力/入力
比の平均値について、スケールファクターの変化率 𝑓′ / 𝑓 に対するプロット。
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各音響モードに対応するこれら 4 つの新たなスケールファクターについて、相対帯域幅の比較を
図 3.15（c）に、平均出力/入力音響振幅比の比較を図 3.15（d）に示す。全体的な傾向として、 𝑓 ′/ 𝑓
が増加すると相対帯域幅が増加するが、その代償として各モードの平均的な減衰率が減少する。共振
器個数 Nに対する図 3.15(a),(b)のプロットでは、セル数の増大に伴い遮蔽可能な周波数帯域が拡大
し、各モードの減衰率も低下する。一方でスケールファクターの帯域幅と減衰率はトレードオフであ
り、かつ構造が鋭利かつ大きなものとなるため、テーパー構造の設計においては応用上の許容される
フットプリントと性能を天秤にかける必要がある。
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第 4章

結言

本論文では固体音響波の局在現象に注目し、媒質境界および共振器構造への音響波の局在を利用し
た高効率な導波と広帯域の遮蔽の二種の研究を扱った。
第一の研究では、媒質境界に沿った音響波の局在現象であるトポロジカル境界モードに着目し、六
方格子状の力学模型における曲げ波の特異な伝播を検証した。薄い六角形の金属板、ロッド、および
真鍮の重りからなる二次元ウェーブマシンを構築し、周波数 ∼1 Hzの目視可能な曲げ振動を介して
フォノニックバレーホール系の局在モードを観測した。Berry曲率を計算することによってバンド構
造のトポロジカルな側面を特定し、空間反転対称な場合でディラックコーンが存在しないにもかかわ
らずトポロジー相転移が実現されることを示した。このメカニズムによりトポロジカルな境界モード
が現れることが、実験とシミュレーションの両方で確認された。このアプローチは、フォノニックバ
レーホール結晶の単純な幾何学的最適化を可能にし、将来の新しいトポロジカルフォノニクスに基づ
く人工構造の開発のための柔軟な枠組みを提供する。
第二の研究では、共振器構造への音響波の局在現象に着目し、従来構造より広い周波数幅の音響波
を遮蔽するテーパー状の矩形断面梁を提案した。実験とシミュレーションにより、アルミニウム単一
材料からなるテーパー状レインボーメタマテリアル梁を実証した。このメタマテリアル梁は、基準と
なる圧縮、面内曲げ、面外曲げ、ねじれの全 4 モードに対応する共振子を配した長方形の断面を持
ち、マルチモードの音響減衰を実現するものである。外形をテーパー状に変形することで各単位構造
の共振周波数をシフトし、近接する共振構造の配列を実現した。これにより約 0.7 kHzの近傍で 50%
の帯域幅を実現し、当該周波数領域では 4モードの音響振動を同時かつ広帯域で減衰することが明ら
かとなった。この研究は既存構造をテーパー状にすることで広帯域化を図るレインボーメタマテリア
ルの設計可能性を示し、より高度な音響抑制機構の開発に貢献しうる。
以上に共通して、本論文では固体音響波の局在現象を利用した高度な制御に向けた構造の提案がな
された。冒頭で述べたように、固体音響波の振る舞いの理解は人類が知覚する振動の単純な抑止だけ
ではなく、情報通信技術など幅広く活用の道が拓かれている。最近では、パッシブな系のみならずア
クティブな制御を行う音響メタマテリアルなど新領域の開拓が進んでいる。本研究もまた、今後の多
様な固体音響波制御技術の発展に貢献することを願う。
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