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第１章 序論 

人類は，複雑な事象の本質を捉えるべく，その事象を代表すると考えられる要素を抽出

し，これを用いて検討が容易な概念に落とし込む「モデル化」を駆使することにより，数

多の興味深い知見を獲得してきた．その中でも，特に材料力学および構造力学は，主とし

て人工物を対象とした力学モデルの活用により，現代では広く普及している自動車から，

橋やダムなどの社会基盤構造物に至るまで，我々の生活を支える土台を築き上げてきた

学問である．さらに近年では，人工物を対象として発展してきた力学理論を，適者生存の

厳しい自然環境を生き抜いてきた植物へと応用し，その形態に秘められた智恵をモノづ

くりへと応用する「植物形態模倣工学」が注目されるまでに至っている．

しかしながら，植物に対する力学理論の応用は，単にモノづくりに活きる工学的知見を

もたらすだけのものではない．理論の対象が人工物から植物へと移ることは，より複雑な

系の力学的合理性を解明するために，力学理論そのものを発展させることへと繋がる．さ

らに，特定の種に対する狭く深い実験的アプローチがメインである従前の植物学的研究

に対して，植物に広く通ずる形状的特徴を抽出した力学モデルに基づく理論的なアプロ

ーチは，「全ての植物に等しく作用する重力への合理的な抵抗機構」をはじめとして，植

物が繁栄の過程で姿かたちを変えながらも大切にしてきた「叡知の真髄」に触れることを

可能にする．

本研究は，植物形態に潜む構造力学的学理を広く探究し，その知見を整理・洞察するこ

とで，植物形態を支配する自然法則を解明することを目指すものである．植物学分野で蓄

積されてきた知見を活用し，植物を力学モデルへと落とし込み，その形態に秘められた合

理性を紐解くための力学理論を構築することで，力学的・生態学的知見の獲得と力学理論

のさらなる発展を実現する．また，この理論を用いて獲得する生態学的知見の妥当性を，

植物学分野で蓄積されてきた統計データにより検証する．このような学際的なアプロー

チは，既存の学問体系の枠組みを超えて植物学・工学分野の融合を図るものであり，新た

な研究領域を開拓するための土台を築くことを可能とする．さらには，遥か昔から自然と

共生してきた植物を通し，自然と共に生きる次世代的な工学の在り方さえも学ぶことが

できると考えられる．

本章では，厳しい自然を生き抜く植物の形態が有する智恵と，その驚くべき多様性につ

いて，いくつかの例を用いて説明する．そして，この多様性を貫いて成り立つ，植物の形

に関する法則である「形状則」の存在について述べるとともに，形状則を中心として植物

形態を力学的見地から広く洞察する意義について概説する．
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1.1 自然を生き抜く植物の多彩な形態 

 自然界の植物は，いずれも一生のうちにその場を動くことなく，風や重力をはじめとす

る様々な外的作用に抵抗しつつ，光合成のために十分な光を獲得しなければならない．植

物たちは，このような共通する目的を多彩なアプローチによって達成している．本節で

は，光資源を獲得するための形態形成アプローチの違いに着目し，植物形態の驚くべき多

様性について述べる．

1.1.1 樹木のアプローチ：高さ方向への成長と重量の支持 

樹木をはじめとする木本植物は，植物の中でもとりわけ硬く，かつ大きな体を有してい

る．樹木から得られる木材は比強度に優れており，建築材料としても盛んに用いられるな

ど，工学分野にとって非常に馴染み深い植物である．近年では，木材の生産コストがコン

クリートや鋼材と比較して低いことや，環境への適合性が評価され，建設材料としての利

用においても木材への注目は高まっている[1]．

図-1.1.1 世界で も背が高い樹木：ハイペリオン（レッドホット国立公園）[2] 

図-1.1.1 には，現存する植物の中で も背が高い個体である「ハイペリオン」の写真を

示した[2]．これは，アメリカのカリフォルニア州北部に位置するレッドウッド国立公園

において発見されたものであり，その樹高はなんと 115.85 m を記録している．なお，ハ

イペリオンはあくまで個体としての名前であり，これは「セコイア」と呼ばれる種に属す

る針葉樹の仲間である．

セコイアは種のレベルで樹高が大きく，一般的な高さは 60 ～ 100 m であると言われ

ており，その中で特異的に 110 m を記録する個体がしばしば現れることが報告されてい

る．セコイアの若木は他の樹種に比べ驚異的な成長速度を示し，高さ方向に年間 1 m の

ペースで成長する[3]．この性質により，セコイアの周囲に生息する個体は，光を獲得する

ための熾烈な競争にさらされる．この競争に打ち勝つために，周辺にて生命活動を営むセ
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コイア以外の針葉樹でも，樹高がおよそ 100 m にまで達するものがいくつか存在するこ

とが観測されている[3]． 
また，その体は高さ方向だけでなく，径方向にも極めて大きい．一般的なセコイアにお

ける胸高直径 1の範囲は，およそ 3.0 m ～ 4.6 m であると言われている（なお，日本にお

ける針葉樹の代表例ともいえる「スギ」では，およそ 0.46 m ～ 1.1 m 程度[4]）．これ

は，光資源を獲得するために高く成長する上で，成長に伴う重量の増加に対応するべく，

自身の剛性を向上させるための必要不可欠な作用の結果であると推測される．なお，セコ

イアに限らず，このような径方向に肥大する成長と，その材質のなす硬さは，木本植物に

広くみられる特徴である． 
ここではセコイアを例に挙げて述べているが，生育に必要な光合成量が比較的多い「陽

樹」と呼ばれる樹木たちは，いずれも多くの光を獲得するために「高く大きく成長するこ

と」が求められる．これを踏まえて樹木の力学的・形状的特徴を観察してみると，成長に

伴って増大する体への力学的負荷や，風をはじめとする外的な作用に対して，径方向への

成長や材質そのものの硬化による「曲げ剛性の向上」によって対応しようと試みているこ

とがうかがえる． 
このシンプルな戦略の有効性は，樹木における寿命の長さが裏付けていると考えられ

る．ほとんどの樹木は，植物の中でも寿命が極めて長い傾向にあり，地上部を長期間に渡

って残存させることができる．例えば先に取り挙げたセコイアの場合では，一般的な個体

の寿命が 1200 ～ 2000 年以上であると報告されている[3]．セコイアに限らず，ほとんど

の樹木は高く重たい体（幹・枝葉）を有していながらも，その場を動くことなく，長年に

渡り生命活動を維持し続けることができる植物である．この事実は，恒久的に作用する重

力だけでなく，地震や風をはじめとする種々の変動的な外的作用に対する合理的な抵抗

機構が，その形態に備わっていることを示唆するものである． 
 
1.1.2 竹のアプローチ：中空断面による軽量化と節による補剛効果 

前項で取り挙げた樹木は，「光を得る」という目的を達成するにあたり，まさしく王道

とも言える「高く大きく成長する」というアプローチによって生命活動を営んでいる．そ

の上で増大する力学的負荷に耐えるべく，強くしなやかな体を形成している樹木である

が，この「太く硬くなる」とは異なるアプローチにより，樹木と同等の高さまで成長して

いる植物が存在する． 

その例として，樹木に比べて細い体を有していながらも，数 10 m の高さまで到達する

「竹」の写真を図-1.1.2 に示した．先にも述べたように，樹木の場合であれば，その材質

の硬さと，径方向への成長によって太さを増大させていくことで，「高さと力学的な安定

性」を両立させる．これに対して，竹の場合は材質的な硬さを有しているという点で樹木

と同様であるが，伸長成長（高さ方向への成長）の終了後に径が明瞭に太くなる「肥大成

長」は見られず，そのため年輪も存在しない．すなわち，硬さの観点から見ると，竹は樹

木をはじめとする木本植物に匹敵するものの，太くならないという観点では草をはじめ

 
1 人間の一般的な胸の高さの位置（地表からおよそ 1.2 m 程度）において計測した木本植物の直径のこと．  
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とする草本植物と同様である．このような植物の存在により，植物を木本と草本に二分す

る分類手法は，学術的に正確なものでないとされる場合が多い[6]． 
図-1.1.2 (b)および(c)には，近畿大学農学部の井上昭夫教授が撮影した，竹内部の節構

造と竹の維管束配列に関する写真を示す．先に述べたように，竹は径方向への肥大成長は

見られないが，その代わりに図-1.1.2 (b)に示すような中空断面と節を組み合わせた構造

を採用している．断面が密実ではない中空断面の選択により，体に生じる力学的な負荷そ

のものを低減させることによって，径方向の成長がなくとも，材質が有する硬さで十分に

身体を支えることを可能にしているものと考えられる．しかしながら，中空円筒では曲げ

に起因して生じる「断面のつぶれ」によって断面二次モーメントが局所的に低下し， 終

的に筒が折れ曲がる破壊形態を示す「局部座屈」の発生リスクを増大させてしまう[7]． 
このような問題に対応するのが，「断面内に離散的に配置された節」である．節は断面

のつぶれによる局部座屈の発生を抑制する効果を有しており，これは節の間隔と筒の厚

さ・半径によって支配される[8]．しかしながら，節をただ狭いスパンで多量に挿入すれば

よいというわけではない．これは，結果として重量の増加を招くこととなり，軽量化のメ

リットを低下させてしまうためである． 
以上のように，節の挿入と重量の低減はトレードオフの関係にある．このような「剛性

と軽さの両立」は，ほとんどの植物にとって避けては通れない問題である．そのため，高

さを求めて成長する植物の形態には，「 大剛性を 小重量で達成するための巧みな智

恵」が秘められていると考えられる．中空円筒構造であり断面内に節を有する竹の場合

は，断面のつぶれが懸念される個所に集中的に節を配置し，つぶれの発生リスクが低いと

ころでは節の量を節約することが効果的と言える．これについて，実際の竹の節間隔は，

地面から先端（梢端）にかけて「密・疎・密」となる不均一な分布形態を示している．こ

の形態に着目した先行研究[9,10]では，竹の異方性を考慮した節による補剛効果を定式化

し，外径や肉厚といった形状に関する測定データと照らし合わせた結果，外力により生じ

る曲げモーメントに合わせて，実に巧妙に節が配置されていることを立証している． 
 さらに，図-1.1.2 (c)に示した竹の断面内に離散的に配置された維管束は，柔組織部に

比べて極めて高い剛性を有しており，その弾性係数のオーダーは，一般的な鋼やコンクリ

ートに匹敵する[11]．すなわち，竹の維管束は，いわば複合材料における「強化繊維」の

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

図-1.1.2 竹の外観と内部のようす 
 

(a) 日本の竹林の外観 [5]

(b) 竹内部の節構造

(c) 竹の維管束配列
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役割を果たすものである．なかでも特筆すべきは，維管束が半径方向に傾斜的に配置され

ており，内側から外側に向かって増加していくように分布している点である．この傾斜配

置の妙については，植物の優れた智恵を紐解く「植物形態模倣工学」の観点から研究され

ており，実際の竹の維管束分布が純曲げに対して 適化されたものであることが，理論・

実測の両面から証明されている[12]． 
以上のように，竹は高さ方向に伸長することによる負荷そのものを中空化によって抑

え，これに伴う局部座屈のリスクを節の挿入により補うとともに，強化繊維としての維管

束を巧みに配置することによって，自身の身体を支持することを可能としている植物で

ある．このように，力学の視点に立つことにより，植物の形態が有する「人智を越えた賢

さ」の一端を垣間見ることができる．

1.1.3 草のアプローチ：耐陰性の獲得や内部水分の活用 

自然豊かな森林を形成するのは，樹木や竹のような背の高い植物だけではない．このよ

うな植物「以外」の代表例として，図-1.1.3 (a)にはコケの写真を示した．コケは「丈夫

な体で高さ方向に伸長する」という樹木（陽樹）や竹に見られるアプローチとは異なる方

法により，生命活動を営む植物の一種である．

そのアプローチとは「少ない光量でも生命活動を維持できる体をつくる」というもので

ある[15]．林分内に植生する陽樹は，枝葉がなす樹冠によって，地面へと行き届く光を大

きく遮り，森林底部の照度を著しく低下させる．このような環境下でも生命活動を営むこ

とができるよう，より少ない光でも光合成を行えるように体を進化させてきた種の代表

例こそが「コケ」である．コケは補強繊維の役割を果たす維管束を持たない「非維管束植

物 2」の一種であり，樹木や竹のように材質的な硬さも持たないため，木本類のような曲

げ剛性の向上は見込めない．すなわち，そもそも光資源の獲得を目指して高さ方向に大き

く成長することが，力学的に極めて困難な植物である．

このようなコケが生命活動を営むために獲得したのが，「耐陰性」と呼ばれる，少ない

光量で光合成を行うことができる性質である[16]．これはコケと同様に胞子で繁殖するシ

ダ類や，低木などの森林の低い位置で繫栄する植物の多くが備えている性質である．しか

し，すべての草本植物（非木本種）が耐陰性を有しているわけではなく，木本種に比べて

2 維管束を持たない植物のことであり，コケの他には藻類などが含まれる．これらは水分を体の表面から吸

収するため，水や養分を地中から輸送する維管束が必要なく，このような形態になったと考えられる．

図-1.1.3 多様な非木本種の形態

(a) 森林の底部に繁殖したコケ植物[13] (b) セイタカアワダチソウ[14]
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材質的な硬さを持たないながらも，樹木や竹と同様に高さを求めて伸長しようとするも

のも多く存在する． 
その例として，図-1.1.3 (b)に「セイタカアワダチソウ」の写真を示した．この植物は，

高さがおよそ 1.0 ～ 2.5 m まで達するものであり，草本植物としては極めて大きく成長

する種の一つである．セイタカアワダチソウの形態学的な特徴は，水平方向に長い地下茎

を有していることである．そのため，地上に露出した一本が一つの個体というわけではな

く，冬が来ると地上茎は枯死するものの，地下茎によって生命活動を維持し続けることが

可能である．このメカニズムで越冬するセイタカアワダチソウは，毎年新たに地上茎を形

成する「多年草」に分類される草本植物の一種である．そのほか，このような特性を持つ

身近な植物には，竹やフキ，レンコンなどが挙げられる． 
また，セイタカアワダチソウをはじめとする，花弁をつける顕花性の草本植物が有する

力学的な特徴は，茎の表皮剛性に比べ柔組織剛性が小さく（多くの場合で，両者の弾性係

数比は 1/10 ～ 1/100 程度），かつ表皮が薄いことである[17]．そのため，実際には内部

に柔組織が存在するものの，力学的な負荷の大部分を表皮が受け持つこととなるため，力

学モデルとしては中空円筒構造としてみなすことができると考えられる．また，高さを必

要とする（耐陰性が弱い）草本植物は，強化繊維の役割を果たす維管束を有している場合

が多いが，材質としての硬さは木本植物に比べ著しく低い．さらに，径方向への肥大成長

が生じないため，成長過程において断面二次モーメントが明瞭に大きくなることはない．

そのため，草本植物の曲げ剛性は木本に比べ著しく小さいものと考えられるが，実際の草

本植物はある程度の高さまで体を伸長させ，かつ安定して自身の身体を支えることに成

功している． 
以上のことは，高さを求めて成長する細く柔らかい草本植物の形態には，木本植物の

「曲げ剛性を向上させる」というアプローチとは異なる身体支持の仕組みが秘められて

いることを示唆するものである．しかしながら，この身体支持メカニズムは完全には明ら

かにされておらず，現段階では「茎の中空部に貯蔵した内部の水分がもたらす作用によ

り，細胞壁の剛性が高まる」ことで，細く柔らかい材質ながらも巧みに体を支えている，

という説が有力とされている[18]．  
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1.2 植物の形態に潜む「形の法則」 

 前節で述べたように，自然界の植物が示す形態は実に多種多様である．しかしながら，

この植物形態の多様性を貫いて普遍的に成り立つ「形状則」が存在する．本節では，その

詳細を説明するとともに，植物の形態を力学的見地から洞察する意義について述べる． 
 
1.2.1 樹木における「高さ－直径の 2/3 乗の法則」 

図-1.2.1 樹木形態の多様性（すべて札幌市内で筆者が撮影） 

 
図-1.2.1 には，筆者が撮影した 4 本の樹木の写真を示す．これらは全て，札幌市内で春

－夏ごろ（5 ～ 7 月）にかけて撮影されたものである．そして，これらの写真より，枝

葉の付き方や幹の形状をはじめとして，その形態からそれぞれの個性が見受けられる． 
左の二枚の写真は，北海道大学構内で撮影された樹木の写真である．一番左の個体は，

根元から先端部まで主幹が鉛直方向にまっすぐ伸長した状態にある．これに対して，左か

ら二番目に示した個体は，主幹が大きく右方向に屈曲しながら伸長した形状を示してい

る．また，右に示した二枚の写真は札幌市の大通公園で撮影されたものであり，ともに鉛

直方向にまっすぐ幹が伸長しているものの，枝葉の付き方が高さ方向に一定か・直線的か

という点で異なっている．このように，樹木の個体ごとの形態は，同じ地域・同じ時期で

も大きく異なることが分かる．しかしながら，およそ無限通りとも言える形態を示す樹木

において，「共通する形の法則（スケーリング則）」が存在することが知られている． 
それは「樹木の高さは胸高直径の 2/3 乗に比例する」というものである．この法則は，

1881 年の Greenhill による「力学理論に基づく重い柱の自重座屈特性」に関する研究[19]
において，自重座屈理論の応用可能性として提唱された仮説に由来する．一般的には，座

屈問題といえば Euler の座屈問題[20]を示す場合が多いが，Greenhill の自重座屈問題と

Euler の座屈問題は，座屈を引き起こす要因となる作用が異なるものである． 
図-1.2.2 に，Euler による一般的な座屈問題と，Greenhill による自重座屈問題の概念図

をそれぞれ示した．まず，図-1.2.2 (a)に示した Euler 座屈は，断面に対して一方向に細

長い部材の先端に軸方向圧縮力𝑃𝑃を載荷させた場合について，荷重の大きさが特定の値を

超えると，部材が突如として大きくたわみだす現象である．この座屈が発生する瞬間の荷

重を座屈荷重𝑃𝑃𝑐𝑐と呼び，その大きさは境界条件に強く依存する．なお，樹木をはじめとす

る植物に見られるような片持ちの構造では，座屈荷重𝑃𝑃𝑐𝑐は次式で与えられる． 
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図-1.2.2 一般的な座屈と自重座屈との違い 

 

𝑃𝑃𝑐𝑐 = 𝜋𝜋2𝐸𝐸𝐸𝐸
4𝐿𝐿2 (1.2.1) 

 
式(1.2.1)3の𝐸𝐸は部材の弾性係数，𝐸𝐸は断面二次モーメント，𝐿𝐿は部材の長さである．この

座屈荷重𝑃𝑃𝑐𝑐は，部材自身が有する圧縮耐力よりも小さな力である場合がほとんどである．

そのため，圧縮力を受ける細長い部材，すなわち柱の設計では，Euler 座屈問題に関する

検討が必要不可欠となる． 
また，式(1.2.1)を見ると分かるように，一般的な Euler 座屈問題には，柱自体の重さは

考慮されていない．これは，Euler 座屈理論に基づく座屈荷重の式は，部材そのものの重

さよりも，端部に載荷された集中荷重が著しく大きい状態を想定して定式化されている

ためである． 
これに対して，Greenhill は「自重が無視できない座屈問題」の定式化を行った[8]．

Greenhill は，図-1.2.2 (b)に示すように，自重（重力）のみが作用する柱について，その

断面や密度といった材料特性を変化させることなく，高さだけをひたすらに大きくして

いくことを考えた．このとき，ある一定の高さまではほとんど変形が生じないが（実際に

は，極めて微小な軸方向の縮み変形のみが生じる），ある高さに達した途端，大きくたわ

みだすと予想される．これが「自重座屈」と呼ばれる現象であり，このときの高さを「

 
3 本研究では式番号を(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)と表記する．これは，第𝑖𝑖章の第𝑗𝑗節における，𝑘𝑘番目の式であることを示す． 

LLc

PPc

P P
P

P >Pc

ある荷重を越えるまでは、たわみは全く発生しない ある荷重に達すると ...

部材がとたんに
大きくたわみだす

この現象が「座屈」

これを「座屈荷重」と呼ぶ

(a) 一般的な Euler 座屈の概念図

ある「高さ」を越えるまでは、たわみは全く発生しない ある高さに達すると ...

(b) Greenhill の自重座屈問題

密度や断面積はそのまま、高さだけを大きくしていく

先端荷重だけを大きくしていく

部材がとたんに
大きくたわみだす

この現象が「自重座屈」

これを「最大高さ」と呼ぶ
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大高さ」と呼ぶ．Greenhill は，半径𝑟𝑟の高さ方向に一定な円形断面を有する片持ち梁にお

いて，自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が次式で与えられることを示した． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3 (1.2.2) 

 
ここに，𝐸𝐸は弾性係数，𝛾𝛾は単位体積重量，𝑟𝑟は半径，𝐶𝐶は定数（𝐶𝐶 ≈ 1.959）である．この

式には，Euler の座屈理論の式とは異なり，先端荷重が含まれておらず，自重の影響とし

て「単位体積重量𝛾𝛾」が含まれている．また，式(1.2.2)は，自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐

が半径𝑟𝑟の 2/3 乗に比例することを「理論的に」示している． 
また，Greenhill の研究は工学分野における自重座屈研究の起点となり．これまで

Greenhill の成果をもとに，様々な境界条件における自重座屈問題の定式化[21]や，自重と

集中荷重の双方を考慮した座屈問題における級数解の導出[22]など，多様な力学モデルに

おける議論が今日まで活発に行われてきた[23-28]．さらに近年では，端部の集中荷重のみ

を考慮する一般的な Euler 座屈問題に対して，自重を無視できない長尺柱をはじめとす

る「重い柱」の工学的需要が増加しており，柱の自重を考慮した座屈問題に関する研究が

注目を集めている[29,30]．  
そして，重い柱の自重座屈特性に関する研究は，前述のような工学的意義に比重を置

いた研究だけでなく，「実世界の植物における力学的挙動の評価やバイオマス量の予測」

といった自然科学的な観点の上でも発展してきた．Greenhill は，細長い形状で圧縮力を

受ける重い柱と共通であり，等価な力学モデルとして帰着可能と考えられる樹木につい

て，自身が導出した式から「樹木の高さは直径の 2/3 乗に比例するのではないか」という

仮説を唱えた．これを受けて，McMahon は実際の樹木 576 本における形状・機械的性質

の測定値を用いて，Greenhill が提唱したスケーリング則の樹木に対する適合性を検証し

た．すると驚くべきことに，実に多様な形態を有する樹木に，Greenhill の形状則が適合

することが立証されたのである[31,32]．これを受けて，Greenhill の研究は，樹木の成長戦

略に関する生態学的研究をはじめとして，自然科学分野においても極めて広く応用され

てきた[33-37]．  
 
1.2.2 植物形態に潜む形状則の力学的意義 

 前項では，極めて多様な形態をもつ樹木を貫く「形状則」が存在することを述べた．こ

のような「共通する形の法則」が存在する理由には，一つの共通した「作用」が深く関係

していると考えられる． 
この作用とは，すなわち「重力」である．地球上のほぼすべての樹木（陽樹）は，光合

成のために高く大きく成長するという共通の目的を，重力という共通の作用のもとで達

成しようと試みる．これらの共通目的・作用により，その形態を表面的には様々に変えな

がらも，根底の部分で一つの形状則に従っているのではないかと予想される．重力に起因

する自重座屈現象から導かれた Greenhill の法則が樹木に広くあてはまるという事実は，

この推測の妥当性を裏付けるものである． 
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以上のことは，「主として細長い形状で曲げや軸圧縮力などの力学的な作用に抵抗し，

梁や柱と等価な力学モデルとして帰着できる植物」に対して，モデル化の概念を応用して

数多の知見を獲得してきた工学分野の叡知を応用することにより，植物がその繁栄の過

程で姿かたちを変えながらも貫いてきた「植物の根底にある形態形成の法則」を紐解くこ

とができる可能性を示唆するものである． 
そして，植物の形態形成に関する法則には，あらゆる構造物や部材に恒久的に作用する

「重力」に対する合理的な抵抗の仕組みをはじめとして，植物が進化の過程で蓄積してき

た賢い仕組みが秘められていると予想される．そのため，植物形態に潜む構造力学的学理

を洞察することにより，前述のような工学的に有用な知見が獲得できると考えられる．こ

れは，単にモノづくりに活用できる知見をもたらすだけに留まらず，Greenhill の研究が

起点となって自重座屈研究が発展してきたように，シンプルな幾何学的形状を有する人

工物を対象に発展してきた力学理論について，これをより複雑な形状をもつ植物に応用

することにより，力学理論そのものにさらなる発展をもたらすことが予想される． 
 
1.2.3 草本植物における「2/3 乗の法則」の適用性 

 しかしながら，Greenhill の形状則には一つの大きな問題がある．それは，この法則の

適合性が確認されているのは，樹木をはじめとする木本植物のみであり，非木本種の植物

をはじめとする「草本植物」には適合しない，というものである． 
植物学分野の研究者である Niklas は，1973 年に発表された McMahon の検証結果を踏

まえ，これまでの研究において調査対象であった木本植物に加え，一般的には草と呼ばれ

る「草本植物」も研究対象に加え，木本植物 420 本と草本植物 190 本の直径および高さ

の実測データを用いて，両者の関係を統計的に解析した[38]．そして，Greenhill の法則は

あくまで木本植物にのみ適合するものであり，木本に比べ径が小さく，かつ柔らかな草本

植物には全く当てはまらないことを明らかにした． 
これにより，以降の植物学的研究では，植物の高さが自重によって支配されるという

「自重座屈による高さ制限」に対立する仮説がいくつか提示され，今日まで活発な議論が

行われてきた．その代表例としては，水の吸い上げが可能な限界の高さという観点や，伸

長成長による水分輸送経路の増加に伴う光合成の速度低下を樹高制限の要因とする「水

理学的制限[39]」，樹齢の増加に伴う細胞組織の老化により樹高が制限されるとする「生

理学的制限[40]」が挙げられる．これらの研究については，第 2 章においてその詳細を述

べる．  
以上のように，植物の高さ制限の要因に関する研究は，実に多様な観点から行われてき

た．しかしながら，「Greenhill の式は草本植物に適合しない」という理由をもって，植

物の高さが自重座屈問題のような力学現象で規定されるという仮説を棄却することは，

全く妥当なものではないと予想される．その根拠は，草本植物と木本植物の体を支持する

仕組みが，そもそも大きく異なっていると考えられるためである． 
1.1 節においても述べたように，硬く重たい木本植物と軽く柔らかい草本植物の力学特

性は，まさしく対照的なものである．このことは，両者の身体を支える仕組みに差異をも

たらすことが予想される．しかしながら，Greenhill の式は，あくまで部材の曲げ剛性に

よって身体を支える構造，すなわち「曲げ剛性が卓越した状態の構造」に対応する 大高
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さ式である．そのため，曲げ剛性で体を支持していると考えられる木本植物には有効であ

るものの，木本植物とは異なるアプローチで体を支えていると予想される草本植物に対

して有効でないことは，力学的見地からみると極めて自然な結果であると言える．しかし

ながら，既往の研究では Greenhill 式と草本植物の高さ－直径関係を比較するなど，木本

と草本における身体支持メカニズムの差異は完全に無視されている[38]． 
以上のことは，高さ－直径間における 2/3 乗の形状則が適合しないために棄却されて

きた「自重座屈による植物の高さ制限の仮説」について，その結論を再考する必要性を指

摘するものである．そしてこれは，ある一つの要因によって木本・草本を含めた全植物の

形状則が支配されているわけではなく，体を支配する仕組みと密接に関わる何らかの規

準によって，形状則があるところから切り替わる可能性を示唆するものである．これを力

学的観点から明らかにすることは，体を支える仕組みという観点から，定量的かつ明快に

植物を「木」あるいは「草」として分類できる全く新たな分類法則の発見をもたらすので

はないかと考えられる．
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1.3 本研究の目的 

本論文は，力学的見地から植物形態に潜む構造力学的学理を広く探究し，その知見を整

理・洞察することで，植物形態を支配する自然法則を通して「植物が多様な形態の奥底で

守り続けてきた叡智」を明らかにすることを目的としたものである．これにより，重力に

対する効率的な抵抗機構をはじめとする工学的知見を獲得するとともに，植物学分野に

おいて蓄積されてきた知見と工学的知見を組み合わせることにより，従来の単一的な研

究体系では解明できない生態学的知見の獲得を目指す． 

図-1.3.1 本研究の概念図 
 

図-1.3.1 には，本研究の概念図を示す．本研究では，植物学分野における「事象の観察」

に基づく知見を用いて，植物の力学挙動を支配していると予想される因子を抽出し，これ

を反映させた力学モデルを構築する．そして，このモデルに対する力学理論を開発するこ

とにより，植物の形態に潜む力学的合理性をはじめとする工学的知見と，形状則をはじめ

とする生態学的知見を獲得する．さらに，これらの知見の妥当性や有効性を，植物学分野

における膨大なデータをもとに検証する．この学際的なアプローチは，従来の独立した研

究体系では明らかにできない知見の獲得を可能とし，一見すると全く異なる植物学と工

学の分野を結びつける，新たな研究体系の礎を築くことに繋がると考えられる． 
 
1.3.1 曲げ剛性：硬く重たい木本植物の最大高さ 

前述した研究目的を達成するために，本研究では植物が全て等しく重力を受けること

を踏まえ，重力に対する抵抗メカニズムの観点から，「硬く重たい木本植物」と「細く柔

らかい草本植物」の 2 つに分けて研究を行う．そして，それぞれにおける力学的合理性や

形状則を解明し，これ整理・結合することによって，植物形態を支配する自然法則の解明

を試みる． 
 
 

植物学：実験的アプロ ーチ

モデル化への生態学的知見の活用
実測・統計データによる仮説検証

工学：力学理論的アプローチ
力学理論に基づく数理モデルの構築
定式化による生態学的仮説の発見

植物の
本質究明
（本研究）

理論開発

事象観測

幹

樹木　　　　　　 竹　　　　　　 草本

稈
断面

張力

茎

樹木　　　　　　 竹　　　　　　 草本

枝葉
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図-1.3.2 Greenhill の計算モデルと現実の樹木の比較 

 
まず，1.1 節でも述べたように，木本植物はその硬い材質と長期的な肥大成長により，

高い曲げ剛性を実現することが可能である．そのため，木本植物は主として曲げ剛性によ

り身体を支持していると考えられるが，肥大成長および木化による剛性の増強は，自重座

屈特性を悪化させる「重量の増加」を招いてしまう作用である．これに対して，木本植物

はその長い歳月において様々な外的作用を受けつつも，その多くが安定して高く大きく

成長することを実現している．このことは，曲げ剛性の向上と重量の増加のトレードオフ

関係を踏まえ，木本植物が自身の形態を巧妙に決定していることを示唆するものである． 
しかしながら，この形態の合理性を解明する上で，自重座屈研究の先駆者である

Greenhill が開発した計算モデルは，全く十分なものとは言えない．それは，図-1.3.2 に

示すように，Greenhill のモデルは，樹木の形態を限りなく単純化し，自重座屈特性に大

きな影響を与えうる形態的特性をほとんど無視しているためである． 
例えば，ほぼ全ての樹木において，根元から先端にかけて徐々に径が細くなっていく

「テーパー形状（先細り）」と呼ばれる形状的な特徴が見られる．これは，負荷の小さな

先端側で断面を小さくすることで軽量化を図り，負荷の大きな地面の近傍で曲げ剛性を

確保するものである．これは，必要なところに必要なだけ材料を配置する，竹の節構造と

同様に優れた形態の一つであることが予想される． 
さらに，樹木の枝葉は竹や草本類に比べて極めて重いため，その重量および配分の形態

は，自重座屈特性に大きな影響を与えることが予想される．しかし，樹高成長によって光

を十分に獲得できる高さの実現が優先されるであろうことから，光を取り入れる部位と

しての役割を有する枝葉の配分形態は，高さ方向への成長を阻害しないように巧妙に決

定されているものと考えられる．また，竹に見られるような「断面の中空化」は，使用材

量が一定であれば，中実な断面を採用するよりも大きな曲げ剛性を実現することが可能

である．そのため，このアプローチもまた， 大高さの向上に有効であると予想される． 
また，Greenhill の式から予測される 大高さは実際の樹木の高さとは異なり，実際の

樹木が示す高さの 4 倍程度の推定値を示すことが報告されている[41]．これは，しばしば

自重座屈の発生に対する「安全率」として設けられたものと捉えられてきたが，中にはこ

枝葉（樹冠）の
影響を無視

地面に垂直に固定
常にたわみ角＝0

先細り形状
を無視

形は完全な直線で
かつ鉛直に自立

重たい枝葉を
有する

完全に垂直に
固定されている？

根元から先端へ
徐々に細くなる

幹が直線形とは
限らない
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れを理由として，自重座屈による樹高制約の仮説を棄却するものも存在する[37]．しかし

ながら，この判断もまた力学的には妥当でないと考えられ，それは Greenhill の式が種々

の点で理想化されているためである． 
例えば，Greenhill の計算モデルは，自重座屈特性を悪化させる影響をもつ初期たわみ・

初期傾斜などの「初期不整」や，地盤－根系の相互作用に起因する固定力の不完全性が考

慮されていない．これらの要素は，安全率の問題と深く関わっていると予想される． 
以上を踏まえ，本研究では「自重座屈特性を向上させると考えられる，テーパー形状を

はじめとする形態的特徴」と，「自重座屈特性の低下を招く恐れがある，枝葉重量や形の

歪みである初期不整，端部における固定力の不完全性」を踏まえた自重座屈理論を開発

し，自重座屈問題に対する安定性を示す 大高さを定式化により求め，得られた知見を植

物学分野における観察の結果を併せて洞察することで，その形態に秘められた力学的合

理性の解明を試みる．さらに，その結果から得られる 大高さ式より，これらのモデルに

おいても高さ－直径間の 2/3 乗則が普遍的に成り立つか否かを明らかにすることで，2/3
乗則が多様な形態を有する樹木を貫いて成立する理由を理論的に解明する． 
 
1.3.2 幾何剛性：水分による膨圧を活用した張力構造 

前項で詳細を述べた木本植物とは対照的に，草本植物は材質そのものが有する弾性係

数は極めて小さく，径も細いものが主であり，かつほぼ全てが薄肉の中空円筒構造を有し

ている．これらの特徴は，その曲げ剛性が木本植物に比べて極めて小さいことを十分に裏

付けるものである． 
このような草本植物が自身の身体を支持できる理由には，内部水分がもたらす「膨圧」

が大きく関係していると推測される[42-46]．木本・草本植物を問わず，植物では細胞内部

からの水分の流出量を流入量が上回るとき，細胞内外の圧力を平衡させるために膨圧が

生じる．しかし，例えば茎や枝の切断や乾燥に伴う蒸散によって水分の流出が始まると，

膨圧による緊張力が失われ，草本の場合は大きなたわみが生じる．これは，単に植物その

ものが有する曲げ剛性が乾燥に伴う断面収縮により低下しているだけでなく，膨圧によ

る張力がもたらしていた「幾何剛性」の消失が起因していると考えられる． 
幾何剛性とはすなわち，面内方向の荷重が面外方向の剛性に与える影響である[47-51]．

これは身近な現象からも観察され，例えば楽器において，弦や皮をより強く張ることによ

り，発される音程（ピッチ）が高くなる現象などが挙げられる[49-51]．そして植物では，

膨圧によって発生する軸方向の張力が幾何剛性を発現させ，細く柔らかいといった特徴

を有しながらも，自身の茎や葉を支えることを可能にしていると考えられる． 
しかし，Greenhill が導出したスケーリング則は，このような幾何剛性の影響を考慮し

たものではなく，材料そのものが剛であるという仮定に基づいて導出されたものである．

さらに，それを用いたスケーリング則に関する森林科学・植物学的な研究では，前述の幾

何剛性が無視されている問題についてまったく触れておらず，Greenhill が導出したスケ

ーリング則をそのまま適用し，力学的制約が妥当でないものとして結論付けている[52-54]． 
以上を踏まえ，従前の植物学におけるコミュニティで混同されている「曲げ剛性」と

「幾何剛性」の影響について，本研究では力学理論に基づき両者の違いを明確化する．曲

げ剛性のみが考慮された力学理論を一般化し，内部水分に起因する幾何剛性の影響を取
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り入れた力学理論を開発することで，水分による膨圧を巧みに活用した張力構造の力学

的合理性に関する知見や，力学的アプローチによる植物の膨圧および弾性係数の測定手

法の開発をはじめとする，植物形態学の分野にも応用可能な知見を獲得する．さらに，両

者の剛性が自重座屈特性に与える効果を力学理論の立場から明らかにすることで，植物

に広く適用可能な 大高さ式の導出を試みる．  
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1.4 本論文の構成 

本論文は，以下の 6 章によって構成される． 

第 1 章「序論」では，本研究の背景および目的を示す．厳しい自然を生き抜く植物の形

態は驚くほどに賢く，そして驚くほどに多様であるが，種を貫いて成り立つ形状則が存在

する．このような形状則をはじめとして，植物の形態を力学的見地から広く洞察する意義

について概説する． 

第 2 章「Greenhill による重い柱における自重座屈特性の定式化」では，本研究の着想

の原点である，樹木の高さが直径の 2/3 乗に比例することを理論的に示した Greenhill の
研究を中心に，植物の形状則に関する広範な先行研究について説明する．また，Greenhill
が導出した自重座屈に対する 大高さ式は，その導出過程で導入された解析仮定により，

木本植物の形態に潜む多様な力学的合理性を説明することはできない．その理由につい

て，Greenhill の式における詳細な導出過程を示すことにより，この問題を定量的に説明

する．さらに，Greenhill の式の適用限界，すなわち「草本植物には 2/3 乗則が適合しな

い」という問題について説明するとともに，既往の植物学的研究において混同されている

「材質そのものや形状がなす固有の硬さ」と「内部水分による疑似的な硬さ」を整理する

ことの必要性と，木本植物と草本植物の特性から推測される身体支持機構の違いに着目

する意義について述べる． 

 第 3 章「重く硬い木本植物の 大高さ」では，植物学における木本植物の定義を踏ま

え，その形態に秘められていると推測される「重量と剛性の巧妙な配分」に着目し，木本

植物の形態に潜む力学的合理性を解明する．Greenhill の単純化された計算モデルにおい

ては無視されている，先端に向かって径を細くしていくテーパー形状や，重たい枝葉の重

量分布，竹に見られる断面の中空化を取り入れた力学モデルを構築し，これに対応する自

重座屈理論を新たに開発する．そして，それぞれから得られる生態学的知見を組み合わせ

ることで，「植物はテーパー形状と中空断面のどちらを採用すべきか」という植物におけ

る大きな命題について， 大高さと生存戦略の観点から考察を行う．また，Greenhill の
式から得られる理論上の 大高さは，実際の高さの 4 倍であることが知られている．こ

れについて，初期たわみや初期傾斜をはじめとする初期不整や，地盤－根系の相互作用に

起因する固定力の不完全性を考慮した 大高さの定式化を行い，実際の樹木の高さが実

に巧妙に決定されていることを示す． 

第 4 章「水分による膨圧を活用した張力構造のモデル化」では，草本植物の形態からそ

の重要性が示唆される「内部水分がもたらす幾何剛性」に着目する．草本植物では，水分

の有無によって力学的挙動が大きく異なることが知られている．これは，内部の水分がも

たらす膨圧に起因して軸方向張力が生じ，曲げ剛性とは本質的に異なる「幾何剛性」によ

って身体を支えていることを裏付けるとともに，木本・草本を問わず植物に広く適用可能

な力学理論の開発には，曲げ剛性に加えて内部水分がもたらす幾何剛性の考慮が重要で

あることを示唆するものである．本章では，曲げ剛性のみを考慮した力学理論を幾何剛性

も含めて拡張し，第 3 章の理論をより一般化させることで，植物の水分に起因する幾何

剛性がたわみの抑制や 大高さに与える影響を解明する． 
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第 5 章「木本・草本植物におけるスケーリング則の横断的洞察」では，ここまでに得ら

れた形状則の総括を行う．木本植物において 2/3 乗則が普遍的に成立するものであるこ

とを示すとともに，草本植物が自重座屈の発生そのものを巧みに回避している可能性に

ついて指摘する．そして，この仮説を植物学分野における測定データを用いて検証し，草

本植物が自重座屈の発生を回避できる形態を選択していることを説明する．また，この

「自重座屈の回避」という力学的観点が，木本植物と草本植物を明瞭に分ける新たな分類

の基準として応用できることを示す．

第 6 章「結論」では， 本論文の総括を行うとともに，今後の展望および課題について

述べる．
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第２章 Greenhill による 
重い柱における自重座屈特性の定式化 

本章では，Greenhill [1] が導出した，高さ方向に断面が一定の重い柱における自重座屈

に対する 大高さ式（式(1.2.1)）について，詳細な導出過程を説明するとともに，モデル

の問題点について指摘する．また，Greenhill の研究と同一の計算モデルを用いて，別の

方法により同様の解を導いた Wang and Drachman [2] や Karman and Biot [3] の研究に

ついても，その詳細を示す．さらに，この式を起点として出発した「植物における高さ－

直径の関係を支配するスケーリング則」に関わる広範な先行研究について，Greenhill が
導出したスケーリング則の有効性を裏付けた McMahon [4,5] による樹木の測定データを

用いた研究をはじめとして，いくつかの研究を簡単に概説する． 後に，Niklas [6] が実

際の植物に対する測定結果を用いて示した，草本植物も含めた高さ－直径関係に関する

統計的アプローチに基づく研究について，その詳細を述べるとともに，重く硬い木本植物

と軽く柔らかい草本植物の身体支持メカニズムの違いを考慮する重要性を指摘する．

2.1 力学理論に基づく重い柱の自重座屈に対する最大高さ 

本節では，Greenhill が導出した，自重が無視できないほど大きい「重い柱」の 大高

さ式について，Greenhill の座屈問題の別解も併せて，その詳細を述べる．  

2.1.1 計算モデル 

Greenhill は，図-2.1.1 に示すような地面側を固定端とする円柱形の片持ち梁について，

自重座屈（集中荷重の影響は無視）に対する 大高さの定式化を行った．座標系は常に中

立軸に沿うものとし，自由端側で𝑥𝑥 = 0，固定端側で𝑥𝑥 = 𝐿𝐿とする．また，自重座屈が発生

する 大高さを𝐿𝐿𝑐𝑐，半径を𝑟𝑟，弾性係数（ヤング率）を𝐸𝐸，単位体積重量を𝛾𝛾と表記する． 
まず，Greenhill の定式化では，以下に示す解析仮定が導入されている． 

① 部材の断面および弾性係数は，高さ方向に一定とする（曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸は定数とする）．

また，部材の単位体積重量𝛾𝛾についても，高さ方向に一定であるものとする．

② 系の変形は長さに対して極めて小さく，微小変形の仮定が成り立つものとする．

③ 部材の一端は自由とし，他端は完全に固定されたものとする．

④ 初期状態において，部材は完全に鉛直方向に伸長し，その形状に歪みはない．
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これらの解析仮定を前提として，重い柱の自重座屈に対する 大高さ式を導出する．

2.1.2 支配方程式の導出 

まず，図-2.1.1 に示した片持ち梁において，自重によって座屈が生じた状態を考える．

このとき，変形前の中立軸と変形後の中立軸がなす角，すなわちたわみ角を𝜃𝜃(𝑥𝑥)とし，任

意点𝑥𝑥における力の釣り合いを考えると，次式が得られる． 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑊𝑊(𝑥𝑥) sin 𝜃𝜃(𝑥𝑥) (2.1.1) 

ここに，𝑆𝑆(𝑥𝑥)はせん断力，𝑊𝑊(𝑥𝑥)は任意点𝑥𝑥の断面に作用する体積力である．これは，位置

𝑥𝑥における断面の上に存在する体積𝑉𝑉 (𝑥𝑥)と単位体積重量𝛾𝛾の積によって与えられる．よっ

て，単位体積重量𝛾𝛾と断面積𝐴𝐴を用いると，式(2.1.1)は次のように書くことができる． 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥 sin 𝜃𝜃(𝑥𝑥) (2.1.2) 

次に，任意点における曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，次式で与えられる[7]． 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 (2.1.3) 

ここに，𝑤𝑤はたわみ，𝐸𝐸は中立軸に関する断面二次モーメントを表す．ここで，解析仮定

①②より，曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸が高さ方向に一定で（𝑥𝑥の関数ではなく），微小変形が成り立つと

し，たわみ角𝜃𝜃の符号が𝑥𝑥の値によらず負となることに留意すると，式(2.1.2)のせん断力

𝑆𝑆(𝑥𝑥)および式(2.1.3)の曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，次のように書くことができる．

図-2.1.1 計算モデル 

x= 0

x=L

r

x= 0

x= Lc

r

W
(self-weight)

S
(shear force)

M
(bending moment)
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𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥𝜃𝜃   (2.1.4) 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) ≈ −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

(2.1.5) 

 
ここで，梁における曲げモーメントとせん断力の関係（𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥）を用いて[7]，次に

示す二階の微分方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑥𝑥𝜃𝜃 = 0 (2.1.6) 

 
 
2.1.3 支配方程式の解法と固有方程式の導出 

Greenhill [1], Wang and Drachman [2]および Karman and Viot [3] は，式(2.1.6)に示し

た支配方程式について，それぞれ別の解法によって同様の 大高さ式を導いている．ここ

で，それぞれの詳細な導出過程と，それぞれの導出方法の得失について述べる． 
 
(1) Greenhill の方法：Bessel の微分方程式への帰着 

Greenhill は，式(2.1.6)に示した支配方程式について，適切な変数変換を施すことによ

り，支配方程式を Bessel の微分方程式に帰着させ，その一般解を厳密な形で求めた．  
 まず，次に示す各変数の変換式およびパラメータを導入する． 
 

𝜑𝜑 = 1√
𝑥𝑥

𝜃𝜃    (2.1.7) 

𝜓𝜓 = 𝑥𝑥3/2     (2.1.8) 

𝜒𝜒 = 2
3
�𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
 (2.1.9) 

 
これを用いて，式(2.1.6)に示した支配方程式に変形を施すと，次の形に変換できる． 
 

𝜓𝜓2 𝑑𝑑2𝜑𝜑
𝑑𝑑2𝜓𝜓

 + 𝜓𝜓 𝑑𝑑𝜑𝜑
𝑑𝑑𝜓𝜓

 + �𝜒𝜒2𝜓𝜓2 − �1
3
�

2
�𝜑𝜑 =  0 (2.1.10) 

 
式(2.1.10)は，次数を 1/3 とする Bessel の微分方程式である．よって，その一般解は二つ

の Bessel 関数を用いて，次のように得られる． 
 

𝜃𝜃(𝑥𝑥) = 𝐽𝐽1/3 �2
3
(𝜔𝜔𝑥𝑥)3/2�

√
𝑥𝑥 𝑐𝑐1 + 𝐽𝐽−1/3 �2

3
(𝜔𝜔𝑥𝑥)3/2�

√
𝑥𝑥 𝑐𝑐2 (2.1.11) 
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ここに，𝑐𝑐1および𝑐𝑐2は任意定数であり，𝐽𝐽1/3(𝑥𝑥)および𝐽𝐽−1/3(𝑥𝑥)は次数1/3の第一種 Bessel 関
数を示す．この関数は，次式に示す無限級数の形で定義される．

𝐽𝐽±1/3(𝑥𝑥) = � (−1)𝑚𝑚

𝑚𝑚!Γ �(𝑚𝑚 + 1) ± 1
3�

�𝑥𝑥
2
�

2𝑚𝑚±1/3∞

𝑚𝑚=0
(2.1.12) 

ここに，Γ(𝑥𝑥)は Gamma 関数である．すなわち，式(2.1.11)に示した𝐽𝐽1/3(𝑥𝑥)および式𝐽𝐽−1/3(𝑥𝑥)
の第三項目までを例示すると，次のようになる．

𝐽𝐽1/3(𝑥𝑥) = (𝜔𝜔𝑥𝑥)1/3

21/3 × Γ(4/3)
− (𝜔𝜔𝑥𝑥)7/3

27/3 × Γ(7/3)
+ (𝜔𝜔𝑥𝑥)13/3

2 × 213/3 × Γ(10/3)
⋯ (2.1.13) 

𝐽𝐽−1/3(𝑥𝑥) = (𝜔𝜔𝑥𝑥)−1/3

2−1/3 Γ(2/3)
− (𝜔𝜔𝑥𝑥)5/3

25/3 Γ(5/3)
+ (𝜔𝜔𝑥𝑥)11/3

2 × 211/3 Γ(8/3)
⋯ (2.1.14) 

また，パラメータ𝜔𝜔は次式で与えられる． 

𝜔𝜔 = �𝛾𝛾𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

(2.1.15) 

次に，以下に示す片持ち梁の境界条件を用いて，未知定数𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2の値を定める． 

⎩�
⎨
�⎧

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 0  (𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0) 

 𝜃𝜃 = 0  (𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐) 
(2.1.16) 

いま，式(2.1.13)および式(2.1.14)を踏まえ，自由端側（𝑥𝑥 = 0）の境界条件を適用すると，

任意定数 𝑐𝑐1 = 0 が得られる．また，固定端側（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐）の境界条件より，有意な𝐿𝐿𝑐𝑐を求

めるために𝑐𝑐2 ≠ 0とおくと，次式が得られる． 

𝐽𝐽−1/3 �2
3
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)3/2� = 0 (2.1.17) 

すなわち，式(2.1.17)が固有値𝐿𝐿𝑐𝑐に関する固有方程式である．ここで，式(2.1.17)を満足す

る 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を求めると，次のようになる． 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = � 9
4𝜔𝜔3 �𝑗𝑗−1/3,𝑛𝑛�2�

1/3
(2.1.18) 
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ここに，𝑗𝑗−1/3,𝑛𝑛は第一種 Bessel 関数𝐽𝐽−1/3(𝑥𝑥)の𝑛𝑛番目の零点を示しており，その 小値

は𝑛𝑛 = 1とすれば得られる（𝑗𝑗−1/3,1 ≈ 1.866）4．また，式(2.1.15)を式(2.1.18)に代入し，円

形断面における断面積𝐴𝐴および断面二次モーメントを考慮すると，Greenhill による円柱

モデルの自重座屈に対する厳密な 大高さ式は，次のように得られる．

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟2�
1/3

(2.1.19) 

ここに，𝐶𝐶は定数であり，次式で与えられる． 

𝐶𝐶 = 9
16

�𝑗𝑗−1/3,1�2 ≈ 1.959 (2.1.20) 

式(2.1.19)に示した Greenhill の 大高さ式は，自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は，半径𝑟𝑟
の 2/3 乗に比例することを示している．  

(2) Wang and Drachman の方法：Airy 関数を用いた固有方程式

Wang and Drachman は，Greenhill とは異なり，支配方程式を Airy の微分方程式の形

に変換し，その一般解を 2 つの Airy 関数の線形結合として求めた．本節では，その詳細

な導出過程について示す．

まず，式(2.1.6)の支配方程式について，次式を用いて変数変換を行う． 

𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 (2.1.21) 

式(2.1.21)の𝑥𝑥に関する一階および二階微分は， 

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

 =  𝜔𝜔 (2.1.22) 

𝑑𝑑2𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑥𝑥
�𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

� =  0 (2.1.23) 

である．なお，式(2.1.21)と(2.1.22)の𝜔𝜔は，式(2.1.15)のものと同じである（𝜔𝜔3 = 𝛾𝛾𝐴𝐴/𝐸𝐸𝐸𝐸）．
ここで，式(2.1.6)におけるたわみ角𝜃𝜃の一階および二階微分の項は，次のようになる． 

4 本章における「𝑛𝑛」は，特殊関数の次数や零点の番号，級数解の次数を表す変数であり，添え字の意味を

一般化して説明するために導入された記号である．
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𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

 = 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

 = 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜔𝜔 (2.1.24) 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2  = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑥𝑥
�𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

� = 𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 �𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

�
2
+ 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑2𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥2  = 𝑑𝑑

2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 𝜔𝜔2  (2.1.25) 

これらを用いて，式(2.1.6)は次のように変換できる． 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (2.1.26) 

式(2.1.26)は，Airy の微分方程式と呼ばれるものである．なお，Airy の微分方程式は

Bessel の微分方程式に変換することが可能であり，適切な変換によって式(2.1.10)の微分

方程式に一致することが確認できる．Airy 関数を用いた一般解は，次式で与えられる． 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = Ai�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐1 + Bi�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐2 (2.1.27) 

ここに，Ai(𝜉𝜉)，Bi(𝜉𝜉)はそれぞれ第一種・第二種の Airy 関数であり，𝑐𝑐1および𝑐𝑐2はそれぞ

れ任意定数である．なお，(−1)1/3には 3 通りの値が存在するものの，たわみ角𝜃𝜃が実数領

域でのみ定義される物理量であることと，第一種・第二種 Airy 関数の引数部分が複素数

である場合，その関数値も複素数となることを踏まえれば，この値は一意的に(−1)1/3 =
−1と定まる．

なお，式(2.1.16)に示した変数𝑥𝑥に関する境界条件について，これを変数𝜉𝜉の場合に置き

換えると，以下のように書くことができる．

⎩�
⎨
�⎧

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

= 0  (𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜉𝜉 = 0)     

 𝜃𝜃 = 0  (𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐) 
(2.1.28) 

ここで，自由端側の境界条件を式(2.1.27)に適用すると，二つの未知定数𝑐𝑐1および𝑐𝑐2を関

係付ける以下の式が得られる．

𝑐𝑐1 =
√

3𝑐𝑐2 (2.1.29) 

これを式(2.1.27)に代入すると，次式が得られる． 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = �
√

3Ai(−𝜉𝜉) + Bi(−𝜉𝜉)� 𝑐𝑐2 (2.1.30) 

次に，固定端側の境界条件を式(2.1.30)に適用する．ここで，式(2.1.30)において𝜉𝜉 =
𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐を適用し，端部でのたわみ角𝜃𝜃(𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0となることを考える．ここで，𝑐𝑐2 = 0は直
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立状態の場合，すなわち変形が全く生じていない場合のたわみ角を表す．そのため，𝑐𝑐2 ≠
0とすれば，次に示す固有値𝜉𝜉𝑐𝑐に関する固有方程式が得られる． 

√
3Ai(−𝜉𝜉𝑐𝑐) + Bi(−𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0 (2.1.31) 

なお，式(2.1.31)は，合流型超幾何関数 𝐹𝐹1[𝑎𝑎, 𝑧𝑧]0 を用いて，次のように書くこともできる．

𝐹𝐹1 �
2
3
, − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9 � = 00 (2.1.32) 

いま，式(2.1.31), (2.1.32)に示した固有方程式における固有値𝜉𝜉𝑐𝑐について， 大高さを

与える解が正の 小の実数解であることを踏まえ，それを𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)と表記すれば，𝜉𝜉𝑐𝑐の定義

（𝜉𝜉𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐）より， 大高さは次式で与えられる． 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐(sol) �𝐸𝐸𝐸𝐸
𝛾𝛾𝐴𝐴

�
1/3

(2.1.33) 

なお，式(2.1.31), (2.1.32)の固有方程式における変数は𝜉𝜉𝑐𝑐のみであるから，この固有方程

式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)は，ある特定の値に一意的に定まる． 
ここで，Wang and Drachman は，式(2.1.31)の固有方程式を Bessel 関数によって変え

ることで，Greenhill の式と同様の 大高さ式を導出している．いま，式(2.1.31)の固有方

程式において，𝜉𝜉𝑐𝑐 > 0である前提条件を踏まえれば，両者の Airy 関数の引数は必ず負の

値を取る．ここで，第一種・第二種の Airy 関数は，𝜉𝜉 > 0の場合について，次式を用いて

Bessel 関数により変換できる． 

Ai(−𝜉𝜉) =
√

𝜉𝜉
3 �𝐽𝐽1/3 �2

3
𝜉𝜉3/2� + 𝐽𝐽−1/3 �2

3
𝜉𝜉3/2��

Bi(−𝜉𝜉) = �𝜉𝜉
3�𝐽𝐽−1/3 �2

3
𝜉𝜉3/2� − 𝐽𝐽1/3 �2

3
𝜉𝜉3/2��

⎭
��
�
⎬
��
�
⎫

(2.1.34) 

これを式(2.1.31)に代入すると，次の結果が得られる． 

�2𝐽𝐽−1/3 �2
3
𝜉𝜉3/2��𝑐𝑐2  = 0 (2.1.35) 

ここで，式(2.1.21)に示した変数変換パラメータ𝜉𝜉の定義を踏まえ，さらに新たに未知定数

𝑐𝑐3 = 2𝑐𝑐2と置きなおせば，𝑐𝑐2 ≠ 0より，式(2.1.17)に示した Greenhill の固有方程式と全く

同じ式が得られることが確認できる．
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(3) Karman and Biot の方法：級数解を用いた近似解法

Karman and Biot [3] は，Wang and Drachman [2] と同様の変数変換を行い，支配方程

式として式(2.1.26)と全く同じものを導いている．しかしながら，彼らは Airy 関数を用い

た厳密な一般解ではなく，級数解法を用いて一般解を級数の形で求めた．すなわち，解の

厳密性では Greenhill および Wang and Drachman に劣るものの，支配方程式の厳密解を

得ることが困難なモデルに対しても応用できる 大高さの導出方法を確立した．

まず，式(2.1.26)の一般解を，次のべき級数の形を用いて仮定する． 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = �𝑐𝑐𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0
(2.1.36) 

ここに，𝑐𝑐𝑛𝑛は未知係数である．ここで，式(2.1.36)の𝜉𝜉に関する一階微分および二階微分を

求めると，次式が得られる．

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

= �𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=0
 (2.1.37) 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 = �𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑐𝑐𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛−2

∞

𝑛𝑛=0
(2.1.38) 

これを式(2.1.26)に代入すると，次のようになる． 

�𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)𝑐𝑐𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛−2
∞

𝑛𝑛=0
+ �𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛+1

∞

𝑛𝑛=0
= 0 (2.1.39) 

ここで，各項における𝜉𝜉の次数を揃えるために，左辺第一項目に𝑛𝑛 = 𝑚𝑚 + 2，二項目に𝑛𝑛 =
𝑚𝑚 − 1を適用して，式(2.27)を次のように整理する． 

2𝑐𝑐2 + �[(𝑚𝑚 + 2)(𝑚𝑚 + 1)𝑐𝑐𝑚𝑚+2 + 𝑐𝑐𝑚𝑚+1] 𝜉𝜉𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=1
 =  0 (2.1.40) 

ここで，任意の𝜉𝜉において式(2.1.40)が成立するための条件を考えると，各係数𝑐𝑐𝑛𝑛に関する

以下の条件式が得られる．

𝑐𝑐2 = 0 (2.1.41) 

𝑐𝑐𝑚𝑚+2 = −
𝑐𝑐𝑚𝑚+1

(𝑚𝑚 + 2)(𝑚𝑚 + 1)
(2.1.42) 

すなわち，式(2.1.41)，(2.1.42)を用いて，いくつかの級数係数に成り立つ関係を調べるこ

とにより，各係数𝑐𝑐𝑛𝑛を決定すればよい．たとえば，𝑚𝑚 = 1, 2, … , 8 について求めてみると，
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次のような結果が得られる．

𝑚𝑚 = 1 のとき 𝑐𝑐3 = − 𝑐𝑐0

2・3

𝑚𝑚 = 2 のとき 𝑐𝑐4 = − 𝑐𝑐1

3・4

𝑚𝑚 = 3 のとき 𝑐𝑐5 = − 𝑐𝑐2

4・5
= 0 

𝑚𝑚 = 4 のとき 𝑐𝑐6 = − 𝑐𝑐3

5・6
= 𝑐𝑐0

2・3・5・6

𝑚𝑚 = 5 のとき 𝑐𝑐7 = − 𝑐𝑐4

6・7
= 𝑐𝑐1

3・4・6・7

𝑚𝑚 = 6 のとき 𝑐𝑐8 = − 𝑐𝑐5

7・8
= 𝑐𝑐2

4・5・7・8
= 0 

𝑚𝑚 = 7 のとき 𝑐𝑐9 = − 𝑐𝑐6

8・9
= − 𝑐𝑐0

2・3・5・6・8・9

𝑚𝑚 = 8 のとき 𝑐𝑐10 = − 𝑐𝑐7

9・10
= − 𝑐𝑐1

3・4・6・7・9・10

⋮ 

ここで改めて，式(2.1.26)の一般解は， 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = 𝜃𝜃1(𝜉𝜉)𝐶𝐶1 + 𝜃𝜃2(𝜉𝜉)𝐶𝐶2 (2.1.43) 

の形で与えられると考えられる．なお，𝐶𝐶1および𝐶𝐶2は任意定数である 5．いま，式(2.1.43)
の𝜃𝜃1(𝜉𝜉)および𝜃𝜃2(𝜉𝜉)は，上に示した係数𝑐𝑐𝑛𝑛と式(2.1.36)を用いて，次のように得ることが出

来る．

𝜃𝜃1  =  𝜉𝜉 �𝑐𝑐1 − 𝑐𝑐1

3・4
𝜉𝜉3 + 𝑐𝑐1

3・4・6・7
𝜉𝜉6 − 𝑐𝑐1

3・4・6・7・9・10
𝜉𝜉9 + ⋯� (2.1.44) 

𝜃𝜃2  = 𝑐𝑐0 − 𝑐𝑐0

2・3
𝜉𝜉3 + 𝑐𝑐0

2・3・5・6
𝜉𝜉6 − 𝑐𝑐0

2・3・5・6・8・9
𝜉𝜉9 + ⋯  (2.1.45) 

これらを式(2.1.43)に代入すると，求めるべき一般解が得られる． 
次に，Wang and Drachman と同様に，式(2.1.28)の境界条件を適用する．まず，自由端

側の境界条件を適用すると，𝑐𝑐1 = 0が得られる． 

5 本項では，漸化式の未知係数を𝑐𝑐𝑛𝑛と置いているため，式(2.1.43)における定数は𝐶𝐶𝑛𝑛を用いて表している． 
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 𝜃𝜃(𝜉𝜉) = 𝑐𝑐0 �1 − 𝜉𝜉3

6
+ 𝜉𝜉6

180
− 𝜉𝜉9

12960
+ ⋯� (2.1.46) 

また，固定端側の境界条件より，有意な 大高さを与える固有値𝜉𝜉𝑐𝑐を求めるために，𝑐𝑐0 ≠
0とすれば， 終的なたわみ角の式（式(2.1.26)の一般解）は次のようになる． 

�1 − 𝜉𝜉𝑐𝑐
3

6
+ 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
− 𝜉𝜉𝑐𝑐

9

12960
+ ⋯� = 0 (2.1.47) 

すなわち，式(2.1.47)の代数方程式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を求めることにより，

大高さの式を得ることができる．なお，Greenhill および Wang and Drachman による

厳密な固有方程式から得られる固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)は，式(2.1.17)より，次式を用いて与えられる． 

𝜉𝜉𝑐𝑐(sol) = �9
4
𝑗𝑗−1/3,1
2 �

1/3
≈ 1.986 (2.1.48) 

表-2.1.1 には，式(2.1.47)を満足する𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)と代数方程式の項数𝑁𝑁について，Mathematica 
12.1 の NSolve 関数を用いて数値的に求めた結果を示す． 

表より，項数𝑁𝑁 = 2の場合は，厳密解に対して 8.51%の相対誤差を有するが，項数が増

加するにしたがって相対誤差は低下し，𝑁𝑁 = 5で相対誤差が 0.01%未満となっており，厳

密解と級数解法による支配方程式の数値解が有効数字 4 ケタの精度で一致することが分

かる．なお，Adam [8] は，式(2.1.47)の代数方程式について，「𝑛𝑛項目と𝑛𝑛 + 1項目を比較

し，𝑛𝑛 + 1項目の絶対値が𝑛𝑛項目の絶対値の 1/4 以下となるケース」を探索し，これを満足

する項より高次の項については，その影響を無視することとしている．

この条件を適用すると，式(2.1.47)の無限級数は，第三項目まで考慮すれば良いことと

なる．そのとき，表-2.1.1 に示した𝑁𝑁 = 3の結果から，Adam の規準による Karman and 
Biot の 大高さ式は次のように得られる． 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �2𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟2�
1/3

(2.1.49) 

すなわち，Karman and Biot の方法により得られる式(2.1.49)の 大高さは，式(2.1.19)に

表-2.1.1 展開項数と数値解の関係，および厳密解（式(2.1.48)）に対する相対誤差 
𝑁𝑁 = 2 𝑁𝑁 = 3 𝑁𝑁 = 4 𝑁𝑁 = 5 𝑁𝑁 = 6 𝑁𝑁 = 7 

数値解 1.817 2.024 1.984 1.986 1.986 1.986 

相対誤差[%] 8.51 1.91 0.10 0.00 0.00 0.00 
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示した Greenhill の 大高さ式および式(2.1.33)に示した Wang and Drachman の式（式

(2.1.48)の解を適用したもの）とほとんど同じ結果となる．なお，先に述べたように，高

次項を無視する操作を無くし，式(2.1.47)の代数方程式において考慮する項数を増やすと，

Greenhill が求めた厳密解へと収束する． 
ここまでのすべての解法を比較すると，厳密解が容易に求まる場合，あるいは得られる

厳密解の取り扱いが容易な場合には，Greenhill および Wang and Drachman の解法を用

いればよいことがわかる．厳密解は容易に求まらないものの，十分な収束性が確保できる

項数の級数解が得られる場合には，得られる解の収束判定を行うことを前提とし，

Karman and Biot の級数解法を用いることが有効であると考えられる． 
 
2.1.4 自重座屈モードの導出 

 ここでは，Greenhill および Wang and Drachman の解法に基づく，自重座屈発生時の

座屈モードを求める方法について説明する． 
まず，式(2.1.30)のたわみ角の式について，𝜉𝜉 = 0を代入すると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃(0) = 2
31/6 Γ�2

3� 
𝑐𝑐2 (2.1.50) 

 
これを用いて，式(2.1.30)から未知定数𝑐𝑐2を消去すると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = 𝜃𝜃(0) 𝐹𝐹10 �
2
3
,− 𝜉𝜉3

9 � (2.1.51) 

 
このたわみ角𝜃𝜃の式について，𝜉𝜉に関する一階微分を求めることにより，たわみ𝑤𝑤の式を次

のように求める． 
 

𝑤𝑤(𝜉𝜉) = 𝑐𝑐3 + 𝜉𝜉
𝜔𝜔

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �
1
3
;  2

3
, 4
3
  ; − 𝜉𝜉3

9 � (2.1.52) 

 
ここに， 𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 [𝑎𝑎; 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2 ; 𝑧𝑧]は超幾何関数であり，𝑐𝑐3は任意定数である．いま，たわみに関す

る境界条件は次式で与えられる． 
 

�
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0 (𝜉𝜉 = 0),                  𝑤𝑤 = 𝑤𝑤(0) 
𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿 (𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝐿𝐿 = 𝜉𝜉𝑐𝑐),         𝑤𝑤 = 0     

(2.1.53) 

 
ここで，式(2.1.52)に自由端側の境界条件を適用すると，𝑐𝑐3 = 𝑤𝑤(0)が得られる．さらに，

固定端側の境界条件を適用することにより， 終的なたわみの式が次のように得られる． 
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𝑤𝑤(𝜉𝜉) = 𝑤𝑤(0)
⎝
⎜⎜
⎛1 − 𝜉𝜉

𝜉𝜉𝑐𝑐

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ;  23 , 43  ; − 𝜉𝜉3

9 �

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ;  23 , 43  ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐
3

9 �⎠
⎟⎟
⎞ (2.1.54) 

 
なお，この問題においては𝜉𝜉𝑐𝑐 ≈ 1.986である．式(2.1.54)を𝑤𝑤(0)で除すことにより，自重座

屈発生時の座屈モードが得られる． 
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2.2 実際の植物における高さ制限に関する仮説 

Greenhill は，式(2.1.19)に示した 大高さ式について，これが実際の樹木に当てはまる

のではないかと主張した．本節では，Greenhill が導出した直径－高さ関係における 2/3
乗の法則に基づき，McMahon [4,5] が行った実際の樹木におけるスケーリング関係の検

証に関する研究をはじめとして，その詳細を説明する．また，これらの内容を踏まえて，

力学的観点から植物形態を洞察する意義について述べる．

2.2.1 Greenhill の説：自重座屈による高さの制限 

第 1 章でも述べたように，地上で生命活動を行うあらゆる植物は，すべて等しく重力

の影響を受ける．この重力に起因する「自重座屈」によって植物の高さが制限されている

という仮説について，関連するいくつかの研究を取り挙げ，その詳細を述べる．

(1) McMahon による 2/3 乗則の検証

McMahon [4] は，アメリカ森林協会に登録されている，アメリカにおけるほぼすべて

の樹種を含む 576 本の樹木の測定データ（直径・高さ）を用いて，Greenhill の理論に関

する検証を行った．

図-2.1.2 は，McMahon が論文内で示した，樹木の高さ－直径関係を示す両対数グラフ

である．図中の点群は，実際の樹木における測定データ（576 本）を示している．破線は

点群の傾向から目測で引いたものであり，これは 小二乗法などの回帰分析に基づくも

のではない．また，点群の上に位置する実線は，Greenhill の式(2.1.19)から得られた，樹

木の自重座屈に対する 大高さの計算結果を示す．この計算に用いられた弾性係数𝐸𝐸およ

び単位体積重量𝛾𝛾は，緑林においてその比𝐸𝐸/𝛾𝛾がほぼ一定であるという統計的な結果 [5] 

図-2.1.2 アメリカ森林協会の測定データに基づく樹木の直径－高さ関係 [4] 
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に基づき，これが一定な値であるものとして仮定されている 6． 
この図の考察に基づく McMahon の主張は，要約すると次の 2 点である． 

① 両対数グラフにおいて，目測で引いた直線の傾きは，ほぼ 2/3 である．すなわち，実

際の樹木の高さは，直径の 2/3 乗に比例しており，これは自重座屈に対する 大高さ

式において見られた高さ－直径間に成り立つべき乗則と全く同じである．

② 図中に示された全ての点，すなわち実際の樹木の高さおよび直径は，実線で示されて

いるGreenhillの式から得られる樹木の自重座屈に対する理論的な 大高さに対して，

これを下回る結果となっており，安全側に位置している．

以上の 2 つの主張をもって，McMahon は「Greenhill が提唱した 2/3 乗の法則は，実際の

樹木に適合しており，樹木の高さは自重座屈に支配される」と結論づけた．この検証を踏

まえて，Greenhill の研究は重い柱における自重座屈研究の礎となっただけでなく，森林

学・生態学的な分野におけるスケーリング則（形状則）に関する研究においても，実に幅

広く応用されるに至った[9-13]． 

(2) Niklas による実際の植物の高さと Greenhill 式に基づく最大高さの比較

前節に示したように，McMahon の検証により，樹木における高さ－直径間のスケーリ

ング指数について，その妥当性が実証された．これを踏まえて，Niklas は「実際の樹木の

樹高」と「理論上の 大高さ」の関係について，さらなる調査を実施した[14]．

図-2.1.3 計 111 種の植物における理論的な 大高さと実際の高さの関係 

図-2.1.3 は，Niklas が草本種・木本種の双方を含む計 111 種の植物について，力学理論

的に到達可能な 大高さと実際の高さの関係を調査し，これをプロットしたものである．

6𝐸𝐸 = 1.03 [MN], 𝛾𝛾 = 6.1 [kN/m3]．どちらも重力加速度𝑔𝑔 = 9.81 [m/s2]とした場合． 
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図は縦軸に 大高さ𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐，横軸に実際の植物の高さ𝐻𝐻を取って示している．なお，全 111
点のうち，草本種は 44 種，木本種は 67 種であり，それぞれが以下に示す式によって独

自に 大高さが決定されている． 
 

草本種：𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝐾𝐾(𝑓𝑓(𝜃𝜃)) �
𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑃𝑃 �

1/2
     (2.2.1) 

木本種：𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3        (2.2.2) 

 
ここに，𝐾𝐾(𝑓𝑓(𝜃𝜃))はたわみ角に対する第一種の完全楕円積分，𝑃𝑃は座屈荷重である．すな

わち，図中に示す結果は，木本種の 大高さは Greenhill の自重座屈の式から，草本種の

大高さは大変形を考慮した Euler 座屈の式から算定されたものである． 
図-2.1.3 の点線は，𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝐻𝐻となる場合を示しており，この点線よりも左側にある点

は，自重座屈または Euler 座屈に対して安全である，ということを意味するものである．

そして，図に示した実線は，離散的に得られた各データにおいて回帰分析を実施すること

により得られる回帰曲線である．この線が点線に対してほぼ平行であるということは，木

本植物か草本植物かによらず，理論上の 大高さと実際の高さの比はほぼ一定である，と

いうことを示している．  
なお，実際の高さと自重による制約のもと定まる 大高さに対する実際の高さの関係

については，実際の高さ𝐻𝐻に対する力学的な 大高さ𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐の比を表す安全率𝑆𝑆𝐹𝐹を用いて

記述されることが多く，これは𝑆𝑆𝐹𝐹 < 1であれば自重座屈が発生する，というものである．

Niklas の論文によれば，回帰分析により，安全率はおよそ𝑆𝑆𝐹𝐹 = 𝐻𝐻𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐/𝐻𝐻 ≈ 4として求めら

れている．Niklas は，この安全率について，植物が自重以外に抵抗しなければならない作

用，すなわち風などの荷重に対する抵抗性能を確保するためのものであると推測してい

る． 
 
2.2.2 風荷重による高さの制限  

 さらに，Niklas and Spatz [15]は，樹体に作用する風荷重の影響を考慮した力学理論を

構築し，風荷重による倒伏に対して到達可能な 大高さを導いた．樹木が風荷重によって

倒伏しないためには，「樹木に作用する風圧が引き起こすモーメント」が「地盤と幹の接

合部における抵抗モーメント」を越えてはいけないという条件のもと，生理学的な観察の

下で得られたいくつかの物理量を結びつける経験式の導入により，樹木構造において成

り立つ次のアロメトリー則 7を求めた． 
 

𝑚𝑚𝑇𝑇 = 𝛽𝛽𝑚𝑚𝑅𝑅 (2.2.3) 
 
ここに，𝑚𝑚𝑇𝑇は幹の質量，𝑚𝑚𝑅𝑅は根の質量，𝛽𝛽は比例定数である．この式は，「幹の質量は

根の質量に比例する」というバイオマス量に関する法則を示しており，これは実際の植物

 
7 生物において成り立つ，個体のサイズと形態・機能的な特性（質量や力学特性）の普遍的な関係のこと． 



 
第 2 章 Greenhill による重い柱における自重座屈特性の定式化 

－ 37 － 

における測定データに基づく統計的研究によっても導かれているものである[16]．すなわ

ち，植物のバイオマス量の配分形態は，式(2.2.3)が示す風荷重に対する抵抗性から得られ

る機械的なアロメトリー則を満足していることとなる．よって，この説もまた有力な樹高

制限の仮説であるが，式(2.2.3)は生理的挙動の観察に基づく経験式や仮定の導入によって

導出されているものであることに留意すべきである． 
 
2.2.3 その他の仮説：水理学的条件と樹齢条件 

 前述のような機械的な条件のほか，生命活動を営む上で重要な生理的機能の観点が存

在する．その代表例は，水分輸送の問題である[17]． 
 植物にとって大きな身体を獲得することは，光資源を求めて発生する植物間の競争に

打ち勝つために重要である．しかしながら，大きな身体を有するということは，曲げ剛性

が向上する反面，負荷である重量が増加することを意味しており，この問題の重要性につ

いては，第 1 章で述べた通りである．ここで，大きな身体の獲得によって生じるであろう

問題は，力学的なものだけではないことが容易に想像できる． 
 その一つが，水分輸送上の問題である．大きな身体の獲得は，水を吸い上げる根から，

光合成を行う葉までの輸送経路が長くなることを意味する．水分輸送の現象は，導管にお

ける水の通りやすさと，輸送の原動力となる土壌と葉の水ポテンシャルの差により，その

挙動が規定されることが知られている[18]．体が大きくなることは，導管における水の輸

送効率の低下を招いてしまうこととなり，これに対応して内部の湿潤状態を保つために，

葉の気孔が閉鎖される時間が長くなってしまう．すると，光合成のために二酸化炭素を取

り込むことが出来なくなる．このサイクルによってその光合成速度が低下し，その高さが

制限されると考えるのが，水分輸送問題による樹高制限説である．しかしながら，この問

題は極めて複雑なものであり，未だ水分輸送機能－生理学的機能の関係性を明確に解明

したものはなく，樹木における水分輸送問題に関する研究については，活発な議論が行わ

れ続けている[19]． 
 もう一つの代表的な仮説は，樹齢によって高さが制限されるというものである[20]．こ

の説は極めてシンプルであり，樹木の生理的な老化に伴って樹高成長が制限されるとい

う仮説である．その検証は，「接ぎ木」と呼ばれる，ある樹木の幹における形成層と，別

の樹木から伐採した幹の形成層を接続することで行われている．既に成長をほぼ停止し

た全く異なる老木の幹をいくつか伐採し，それをまだ幼い樹木を土台として接ぎ木を行

うことで，樹齢による成長への影響や生理学的な作用の変化を観察するものである．これ

は様々な観点から検証が行われてきたが，接ぎ木によって老木の生理学的な特性の差異

が失われることが多く報告されており[21,22]，樹齢による制限の有力性は失われつつある

のが現状である． 
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2.3 Niklas による反証：草本植物への 2/3 乗則の適用性 

 前節では，樹木の 大高さを支配する要因について触れた様々な研究を取り挙げ，その

概要について述べた．ここでは，植物の 大高さに関する自重座屈による制限説が棄却さ

れる大きな原因となった，Niklas による 2/3 乗則のさらなる検証に関する研究について，

その詳細を述べる． 
 

 
図-2.3.1 木本植物 420 本・草本植物 190 本における高さ－直径の関係 

 
 図-2.3.1 には，Niklas による「草本植物（非木本種）」を含めた，植物の高さ－直径関

係の測定データを示す[23]．図中の縦軸および横軸は，高さと直径の対数を取って示した

ものである．図中の〇印が草本植物，●印が木本植物の結果を示す． 
 この図は，木本植物が草本植物という違いにより，それぞれの対数線形の関係が明瞭に

異なっていることを示すものである．図中の直線は回帰分析によって得られたものであ

り，高さ𝐻𝐻と直径𝐷𝐷の間の比例関係は，木本植物では𝐻𝐻 ∝ 𝐷𝐷0.54，草本植物𝐻𝐻 ∝ 𝐷𝐷1.29であ

ることが示されている．Niklasはこのスケーリング則の差異と，2.2.1節に示したGreenhill
式と実測値の差異に関する「安全率」という解釈に無理があるものとして，植物の高さが

自重座屈問題によって支配されていないであろうと結論づけている．この研究が発表さ

れて以降，植物の高さ制限に関して他の仮説が様々に提唱され，今日に至るまで議論が続

けられている．  
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2.4 木本植物と草本植物の身体支持機構の違い 

図-2.4.1 木本植物と草本植物における力学的特性の差異 

前節では，Niklas が問題として指摘した「Greenhill の式は草本類には適用できない」

というものについて，その内容を概説した．しかしながら，力学的見地からみると，この

図にはいまだ触れられていない，極めて重要な事実が潜んでいると考えられる．

まず，図-2.3.1 は明瞭に，木本植物は太いこと，草本植物は細いことを表している．こ

れと両者の材質的な特徴，すなわち「木本は硬く，草本は柔らかい」という事実より，図
-2.4.1 に示すように曲げ剛性の点で両者は根本的に異なる．このことと，Greenhill 則の

草本類に対する不適合性は，「両者の身体を支持する機構が異なっており，これに起因し

て形状則が変化している」という可能性を想起させるものである．

これを踏まえ，本研究では何か一つのルールによって植物の形態が支配されているわ

けではなく，力学的観点に基づく複数のルールが存在し，これが体を支える仕組みによっ

て切り替わる，という動的な仮説を提唱する．なぜなら Greenhill の式は，十分な曲げ剛

性を有する構造を前提として定式化されたものであり，これが草本植物に適用できない

ことは，力学的な観点から見ると全く不自然ではないためである．

しかしながら，これまでの研究ではこの点が完全に無視され，本来は草本植物・木本植

物の「それぞれ」に対する力学理論の整備と，その適切な応用が必要であるのにもかかわ

らず，既往の植物学的研究では木本植物に基づく Greenhill の式を適用するのみであり，

両者の身体的な特性の違いに全く目を向けていなかった．また，Greenhill の式は自重座

屈特性に大きな影響を与えると考えうる種々の因子が無視されているのにも関わらず，

自重座屈による高さ制限説の式として未だ用いられている現状がある．

これらのことは，身体支持機構の違いを考慮した植物形態の力学的な洞察は，これまで

力学的知見の不足によって棄却されてきた自重座屈による高さ制限の仮説について，再

考の必要性を指摘するものであるとともに，植物学的研究における Greenhill 式の乱用か

ら推測される「植物学分野における”曲げ剛性”という言葉の意味の混同」という問題を解

決するための機会になると考えられる．さらに，力学に基づく重い柱の自重座屈特性にお

ける理論研究の深化は，植物学的分野においてこれまで適切に評価されていない統計デ

ータの価値を爆発的に高めるとともに，単一的な研究体系では到達できない生態的知見

の獲得に繋がるものと予想される．これに加えて，「重く硬い・細く柔らかい部材（構造）」

に応用可能な，植物形態に秘められた智恵を力学の言葉で取り込むことを可能にする．

以上を踏まえて，まず次章では硬く重たい木本植物に着目し，その形態に秘められた極

めて巧妙な力学的合理性を明らかにするとともに， Greenhill の法則と種々の因子の関係

を解明する．
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第 3 章 硬く重い木本植物の最大高さ 
 
 
 

本章では，極めて単純化された計算モデルを取り扱っている Greenhill の研究 [1] を
起点に，重く硬い体を有する「木本植物」について，先端に向かって細くなっていくテ

ーパー形状，竹に見られるような断面の中空化に着目し，木本植物が有する力学的合理

性の解明を目指す．また，自重座屈特性を向上させる「テーパー形状」と「断面の中空

化」という 2 つのアプローチについて，ほぼすべての木本植物がテーパー形状のみを有

している理由を力学的見地から洞察する． 
さらに，Greenhill の式から推測される 大高さに対して実際の樹木が設けている「4

倍の安全率」について [2]，自重座屈特性の悪化を招くと予想される形状の歪みや不安定

性を考慮した 大高さ式の導出により，この安全率が有する意味の解明を試みる． 
また，Greenhill が導き MaMchon [3,4] が検証した「2/3 乗の法則」について，木本植

物の形態が有する合理性を解明する過程で得られる，自重座屈に対する 大高さ式にお

いて，この法則が成り立つか否かを明らかにする．そして，得られた様々な知見を横断

的に洞察することにより，多様な樹木形態に潜む智恵と形態形成の支配法則を解明する． 
 
 
3.1 「植物学上」の木本植物の定義 

 ここでは，植物学上の木本植物について，その一般的な定義を説明するとともに，そ

の特性から推測される力学的特性に着目し，力学的観点から木本植物の形態に着目する

意義を述べる． 
 
3.1.1 「木本植物」とは何者か 

 木本植物の定義は諸説あるが，一般的には「茎および根において肥大成長により多量

の木部を形成し，その細胞壁は多く木化して強固になっている植物．地上部は多年性で，

高木と低木に分かれる」と定義されている[5]．すなわち，植物を木本類として定義する

ためには，「肥大成長」「木化」「多年生」という 3 つのキーワードが重要となる． 
「肥大成長」とは，茎や根がその軸の直径方向に増大する成長のことであり，一般に

一次肥大成長・二次肥大成長に大別される．木本植物と草本植物の分類を議論する上で

は，主として「二次肥大成長」のことを指す．このうち，一次肥大成長とは，維管束 8を

もつすべての植物において，先端部における軸方向への成長（伸縮成長）と同時に生じ

るものである．これに対して，二次肥大成長とは，伸縮成長が止まった後に，維管束形
 

8 「根から水を運ぶための導管」と「葉でできた養分を運ぶ師管」を束ねた器官のこと． 
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成層において新たに木部が形成されることにより，径が太くなる成長を指している（図
-3.1.1 参照）．なお，木本植物の場合には，二次師部～表皮の区間を「樹皮」と呼ぶ． 

すなわち，木本と草本の分類を議論する上での「肥大成長」とは，主として二次肥大

成長を指すものである．なお，野生の樹木は，光資源を獲得する上で問題ない高さまで

一次肥大成長により到達すると，二次肥大成長によって径を太くして剛性を高め，力学

的な安定性を高める方向に戦略をシフトさせていくことが知られている[6]． 
 

 
図-3.1.1 幹の横断面の模式図 （[7]を参考に作成） 

 
次に「木化」とは，その細胞壁において数種類の成分を表層に順次堆積していくこと

で，その壁を強固にすることである．代表的な例は，リグニンとよばれる物質の堆積に

よる木化である．木化は，水分の輸送能力と植物の弾性係数（ヤング率）を飛躍的に向

上させるはたらきをもつ．その一方で，木化が生じた細胞は分裂が止まり， 終的に細

胞の活動としては停止することとなる． 
 後に「多年生」とは，二年以上その個体が生存することである．特に樹木は，いわ

ゆる「草本」と呼ばれる草のような植物とは異なり，地上部に露出した幹・枝の構造体

が，冬の間もその形態が維持されたままとなっている．これに対して，草本植物では，

地上部に露出した構造体をそのまま維持するのではなく，地上部に比べて温度が低くな

りにくい地中において種子（あるいは地下茎）を残存させ，冬を越す種が多く存在する．

これは，植物の構造の中でも，葉・根・茎はその質量の約 70 %が水分であると言われて

おり，細胞質内ではその凝固点が 0℃以下であるものの，冬季における地表の厳しい環

境下にさらされると，十分な耐寒性を持たない植物の細胞壁内部は凍結してしまうため

である．多年生の観点は重要であるが，これはあくまで「肥大成長」と「木化」の作用

によって副次的に生まれる特徴であるともとれる． 
 以上を踏まえると，植物学的な観点からみた「木本植物」とは，「二次肥大成長によ

って伸縮成長後も径が太くなり，その材質は木化によって硬く，そして地上に露出した

構造体が二年以上の生存状態にある植物」ということになる． 
 
  

表皮

皮層

木部
師部

髄

維管束形成層

▶ 柔組織

▶ 維管束

幹横断面の模式図：双子葉植物の例

表皮

皮層

一次木部
二次木部

一次師部
二次師部

コルク層
コルク形成層

形成層を起点とした
二次成長に伴う肥大
（長期間継続する）

二次肥大成長の前
（単子葉類には形成層がない）
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3.1.2 「木本」でも「草本」でもある植物：既往の分類方法の課題 

前節で述べた定義を踏まえ，植物学分野では「重く硬い木本植物」と「軽く柔らかい

草本植物」の区別がなされてきた．しかしながら，これらの観点では一概に分類するこ

とができない植物が，自然界には数多く存在する． 
その代表例こそが「竹」である．竹の稈（樹木における幹に相当する部位）は，前述

の木化によって極めて硬い性状を示しており，いわゆる「高木」に相当する高さまで，

高く大きく成長することが可能である．この観点で見ると，竹はまぎれもなく「木」で

ある． 
しかしながら，その径は二次肥大成長によって明瞭に太くなるようなことがなく，伸

縮成長前後で太さにほとんど違いがないため，この点から見ると竹は「草」として分類

することができてしまう．さらに，多年生の観点でみると，竹の稈は問題なく越冬する

ことが可能であるため，多年生か一年生かという基準においては，竹は「木」として分

類されることとなる． 
すなわち，竹は木化や多年生の観点からみると「木本植物」として分類されるが，肥

大成長の観点からみると「草本植物」として分類される，ということである．このよう

な例は竹の他にも多数存在し，例えばババナなどは，この類に該当する植物の代表的な

例である． 
以上のことは，「硬く重たい木本植物」と「細く柔らかい草本植物」の間には，いま

だ明確な線引きがなされておらず，これは植物が驚くべき多様性を示していることを裏

付けるものであり，前に述べた 3 つの観点では「木本植物」と「草本植物」を区別する

ことに限界がある，ということを示唆している． 
 
3.1.3 木本植物の形態を力学的に紐解く意義 

前節で述べたように，木本植物という植物の定義は，現段階でいくつかの問題や曖昧

さを含んでおり，明快に木本植物と草本植物を分類することはできない．しかしながら，

力学的な観点から植物の形態をとらえると，その定義を単純に表現することができる．

すなわち，木本植物とは「内部水分の状態（細胞の活動状態）に関係なく，木化および

肥大成長によって自身の”曲げ剛性”を高めることにより，その体を支持することを可能

としている植物」である． 
木化および肥大成長は，ともに植物の曲げ剛性に大きく関わるものであり，これらは

曲げ剛性を向上させる役割を持つ生理学的現象である．これによって十分な曲げ剛性を

獲得した木本植物は，内部水分がもたらす膨圧の有無によらず，すなわち植物細胞の活

動状態によらず，自身の体を支えることができる．そのため，地中に比べて冬季の温度

低下が著しいであろう地表部の構造体を，長きに渡って維持することが可能となってい

ると考えられる． 
しかしながら，木化や肥大成長による剛性の向上と引き換えに，木本植物は重量の増

加というハンディキャップが課せられる．一般的な材料では，これを構成する物質が規

定されていれば，弾性係数と重量（密度）にほとんどの場合で正の相関関係が見られる．

そのため，木化に伴う細胞壁における弾性係数の向上は，剛性の獲得には寄与するもの
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の，二次肥大成長の有無によらず，単位体積あたりの重量の増加を招いてしまうことが

予想される． 
そして，体のサイズが大きいということは，この「重い」という特性の影響が大きく

なることを意味する．2.3 節において示した，Niklas [8]の調査による「木本種と非木本種

（草本類）の高さ－直径の関係」からも分かるように，木本種は高さ・直径のどちらも

が，草本種に比べて著しく大きい傾向にある．このことは，直径および木化に伴う材質

固有の硬さによって，樹木が高い「曲げ剛性」を有していることを示すと同時に，これ

と引き換えに「重量の増加」という，自重座屈問題において目をそらすことができない

課題に直面していることを示唆するものである． 
これらのことがありながらも，実際の樹木は長い寿命において，生育環境を変えるこ

となく，同じ場所で重力をはじめとする様々な作用に抵抗しつつ，高く大きく成長する

ことに成功している．この事実は，前述した「曲げ剛性」と「重量」のトレードオフ関

係について，樹木が両者の影響を理解し，これらを巧みに配分していることを示すもの

である．  
以上を踏まえ，本章では，木本植物が有する「曲げ剛性」と「重量」の巧みな配分に

着目し，これらが自重座屈問題における力学的安定性，すなわち「 大高さ」に与える

影響を明らかにする．さらに，Niklas の計測 [2] によって解明された，「Greenhill の式

から予測される 大高さは，実際の植物の高さに対して 4 倍の大きさである」という事

実について，Greenhill の定式化において無視されていた，樹木の自重座屈特性の低下を

招く要因であると考えられる「初期たわみ・初期傾斜などの初期不整」や「地盤におけ

る固定の不完全性」を初めて取り入れた定式化を行い，木本植物が自重座屈に対して設

けている安全性について，その物理的意味の理論的な解明を試みる． 
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3.2 テーパー形状による最大高さの向上 

樹木をはじめとする木本植物の幹は，ほとんどが地面から先端にかけて細くなってい

く「テーパー形状」を有している[9-12]．このテーパー形状は，重心を下げることにより

横荷重への安定性を高めるだけでなく，重量の負荷が大きく作用する地上部付近の曲げ

剛性を高めるものであり，自重座屈特性を向上させる効果をもつものと考えられる．本

節では，このテーパー形状が 大高さに与える影響を定量的に評価すべく，線形的なテ

ーパー形状を有する重い柱の自重座屈問題を定式化する．

3.2.1 計算モデル 

計算モデルは，図-3.2.1 に示すような地面側を固定端とする円錐台形（線形テーパー）

の片持ち梁である．座標系は中立軸に沿うものとし，自由端側で𝑥𝑥 = 0，固定端側で𝑥𝑥 =
𝐿𝐿𝑐𝑐とする．また， 大高さは𝐿𝐿𝑐𝑐，固定端半径は𝑟𝑟𝐿𝐿，単位体積重量は𝛾𝛾と表す．さらに，定

式化の簡単のために，自由端の半径𝑟𝑟0は固定端の半径𝑟𝑟𝐿𝐿の大きさに比例すると考え，そ

の比例定数を𝑅𝑅𝑐𝑐と置く．このとき，𝑅𝑅𝑐𝑐は次式で定義される． 

𝑅𝑅𝑐𝑐 = 𝑟𝑟0
𝑟𝑟𝐿𝐿

(3.2.1) 

ここで，𝑅𝑅𝑐𝑐は樹木のテーパー形状（先細り形状）の度合いを示すパラメータであり，こ

れを本研究では「テーパー比」と定義する．なお，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の値域については，先

端部の半径は必ず根本の半径より小さくなることを考慮し，かつ支配方程式が特異点を

持たないようにするために，0 < 𝑅𝑅𝑐𝑐 < 1であると定義する． 

図-3.2.1 線形テーパーを考慮した計算モデル 
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式(3.2.1)を用いて，図-3.2.1 に示した計算モデルにおける半径𝑟𝑟(𝑥𝑥)の式は，次のように

定義できる． 
 

𝑟𝑟(𝑥𝑥) = �
1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐

𝐿𝐿𝑐𝑐
𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐� 𝑟𝑟𝐿𝐿 = (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑟𝑟𝐿𝐿 (3.2.2) 

 
ここに，Λは𝑥𝑥の係数部分を単純に置き換えたものであり，次式で表される． 
 

Λ = 1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐
𝐿𝐿𝑐𝑐

(3.2.3) 

 
 次に，テーパーを考慮したモデルでは，断面積𝐴𝐴および断面二次モーメント𝐸𝐸は位置𝑥𝑥
の関数となる．これらは次式で与えられる． 
 

𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝜋𝜋(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2𝑟𝑟𝐿𝐿
2 (3.2.4) 

𝐸𝐸(𝑥𝑥) = 𝜋𝜋
4

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)4𝑟𝑟𝐿𝐿
4 (3.2.5) 

 
3.2.2 体積補正係数𝜷𝜷𝑽𝑽 の導入 

 図-3.2.1 に示すような，座屈が発生して静止した状態にある物体について，任意の位

置𝑥𝑥において力のつり合いを考え，それを整理していくと支配方程式が得られる．しかし

ながら，テーパーを考慮したモデルにおいては，厳密な支配方程式から 大高さを導出

することが極めて困難である．そのため，適当な近似の導入により単純化を試みる． 
 まず，任意点𝑥𝑥における力のつり合いより，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次式で得られる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 1
3
𝜋𝜋𝛾𝛾𝑥𝑥(𝑟𝑟(𝑥𝑥)2 + 𝑟𝑟(𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑐𝑐𝑟𝑟𝐿𝐿 + 𝑅𝑅𝑐𝑐

2𝑟𝑟𝐿𝐿
2 ) sin 𝜃𝜃 (3.2.6) 

 
ここで，式(3.2.6)において，たわみ角𝜃𝜃を限りなく小さいとすれば，次式が得られる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 1
3

𝜋𝜋𝛾𝛾𝑥𝑥(𝑟𝑟(𝑥𝑥)2 + 𝑟𝑟(𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑐𝑐𝑟𝑟𝐿𝐿 + 𝑅𝑅𝑐𝑐
2𝑟𝑟𝐿𝐿

2 )𝜃𝜃 (3.2.7) 

 
いま，式(3.2.7)を用いて，前章の Greenhill の方法と同様にして支配方程式を導出すると，

次式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 4Λ

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ 4𝛾𝛾𝑥𝑥(Λ𝑥𝑥2 + 3𝑅𝑅𝑐𝑐Λ𝑥𝑥 + 3𝑅𝑅𝑐𝑐
2)

3𝐸𝐸𝑟𝑟𝐿𝐿
2 (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)4 = 0 (3.2.8)  
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式(3.2.8)の支配方程式は，左辺第三項目が𝑥𝑥に関する多項式で与えられており，一般解を

求めることは極めて困難である．そこで，式(3.2.7)において体積𝑉𝑉 (𝑥𝑥)を表す部分に適当

な近似を設けることにより，比較的容易に一般解が得られる支配方程式の導出を試みる． 
 いま，図-3.2.2 に示すような 2 つのモデルについて，自由端から力のつり合いを考え

る位置𝑥𝑥までの体積𝑉𝑉 (𝑥𝑥)を考える．左図の灰色部の体積を𝑉𝑉1，右図の灰色部の体積を𝑉𝑉2

とし，それぞれを求めると次のようになる． 
 

𝑉𝑉1 = 1
3
𝜋𝜋𝑥𝑥(𝑟𝑟(𝑥𝑥)2 + 𝑟𝑟(𝑥𝑥)𝑅𝑅𝑐𝑐𝑟𝑟𝐿𝐿 + 𝑅𝑅𝑐𝑐

2𝑟𝑟𝐿𝐿
2 ) (3.2.9) 

𝑉𝑉2 = 𝜋𝜋𝑥𝑥𝑟𝑟(𝑥𝑥)2                               (3.2.10) 
 

 

ここで，両者の体積を等しくするような補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 を考える．この補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 の値域が

容易に定まるように，𝑉𝑉1 = 𝛽𝛽𝑉𝑉𝑉𝑉2と置くと，𝛽𝛽𝑉𝑉 は次式で与えられる． 
 

𝛽𝛽𝑉𝑉(𝑥𝑥) = 1
3
� 𝑟𝑟𝐿𝐿

2

𝑟𝑟(𝑥𝑥)2 + 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑟𝑟𝐿𝐿
𝑟𝑟(𝑥𝑥)

+ 1� (3.2.11) 

 
ここで，式(3.2.11)の𝛽𝛽𝑉𝑉 を，本研究では体積補正係数と呼ぶこととする．なお，これをそ

のまま用いると，結果として得られる支配方程式は式(3.2.13)のままである．そのため，

本研究では，この支配方程式を簡単にするべく，ここでは適当な定数と置く． 
 
 
 
 
 

 

図-3.2.2 体積補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 の概念図 
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x
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3.2.3 支配方程式の導出 

前節の結果を用いて，支配方程式を導出する．まず，式(3.2.7)のせん断力は次のよう

に書ける． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉 𝜋𝜋(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2𝑥𝑥𝑟𝑟𝐿𝐿𝜃𝜃 (3.2.12) 
 
次に，任意点における曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，つり合い状態からの微小変位𝑤𝑤を用いて，

次のように書くことができる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑥𝑥) 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 (3.2.13) 

 
ここに，留意すべきは断面二次モーメント𝐸𝐸(𝑥𝑥)が𝑥𝑥の関数になっていることである．式

(3.2.13)について，たわみ角𝜃𝜃が微小であるという仮定から， 終的な曲げモーメント

𝑀𝑀(𝑥𝑥)の式は次のように得られる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) ≈ −𝐸𝐸 𝜋𝜋
4

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)4𝑟𝑟𝐿𝐿
4 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑥𝑥
(3.2.14) 

 
 いま，式(3.2.12)と式(3.2.14)をもとに，曲げモーメントとせん断力の関係（𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥）
を用いて支配方程式を導出する．そのために，式(3.2.14)の𝑥𝑥に関する一階微分を求める

と，次式が得られる． 
 

𝑑𝑑𝑀𝑀
𝑑𝑑𝑥𝑥

 = −𝐸𝐸 𝜋𝜋
4

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)3𝑟𝑟𝐿𝐿
4 �4Λ 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑥𝑥
+ (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2� (3.2.15) 

 
よって，支配方程式は，式(3.2.12)および式(3.2.15)を用いて，次式のように得られる． 

 
𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 4Λ

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ 𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉 𝑥𝑥
𝐸𝐸𝑟𝑟𝐿𝐿

2 (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2 𝜃𝜃 =  0 (3.2.16)  

 
ここで，Karman and Biot の方法 [12] に基づき，式(3.2.16)の支配方程式に対して，次

式を用いた変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜔𝜔(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐) (3.2.17) 
 
ここに，𝜔𝜔は定数である．なお，前章で示した式(2.1.15)の𝜔𝜔とは全く異なるパラメータで

あり，変数変換パラメータとしての意味は同じであるが，中身は異なるものである． 
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また，式(3.2.17)を用いて式(3.2.16)の微分に関する項を求めると，次のようになる． 
 

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝜔𝜔Λ       (3.2.18) 

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝜔𝜔Λ    (3.2.19) 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 𝑑𝑑2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 𝜔𝜔2Λ2 (3.2.20) 

 
これを用いて，式(3.2.16)の支配方程式を変換し， 終的な解くべき微分方程式を求める

と，次式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + 4

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

+ 4
𝜉𝜉2 (𝜉𝜉 − 𝜔𝜔𝑅𝑅𝑐𝑐)𝜃𝜃 =  0 (3.2.21) 

 
ここに，式(3.2.17)の変換パラメータ𝜔𝜔は，支配微分方程式の左辺第三項目の係数部分を

も簡単にするように定めると，次のようになる． 
 

𝜔𝜔 = � 𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉
𝐸𝐸𝑟𝑟𝐿𝐿

2 Λ3� (3.2.22) 

 
なお，式(3.2.22)は，各種パラメータの値域を考えると𝜔𝜔 > 0であるので，式(3.2.11)の支

配方程式は特異点を持たないものとなる． 
 
3.2.4 最大高さ方程式の導出 

第 2 章で示した断面が高さ方向に一定なモデルの 大高さ式を導出する際には，支配

方程式の一般解を厳密に解く場合と，級数解法を用いて近似的に解く場合の 2 通りの手

法を示した．しかしながら，前節の式(3.2.21)の級数解を求めても，Greenhill のモデルの

ように境界条件を適用して 大高さを導出することが出来ない．そのため，ここでは

Greenhill のように支配方程式の解は厳密なものを利用し，これに適当な数理的・機械的

条件を適用することで 大高さ方程式を導出する． 
まず，式(3.2.21)の支配方程式について，その一般解を Mathematica により求めると次

式が得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = 1
8

𝜉𝜉−3/2�𝐽𝐽𝜂𝜂�4�𝜉𝜉�Γ(1 + 𝜂𝜂)𝑐𝑐1 + 𝐽𝐽−𝜂𝜂�4�𝜉𝜉�Γ(1 − 𝜂𝜂)𝑐𝑐2� (3.2.23) 

 
ここに，𝑐𝑐1および𝑐𝑐2は任意定数，Γ(𝑥𝑥)は Gamma 関数である．また，第一種 Bessel 関数

の次数𝜂𝜂は，次式で与えられる． 
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𝜂𝜂 = �16𝑅𝑅𝑐𝑐𝜔𝜔 + 9 (3.2.24) 

 
式(3.2.23)は第一種 Bessel 関数と Gamma 関数の積で表される解の線形結合であり，こ

れに対して式(2.2.13)に示した片持ち梁の境界条件を適用し，有意な𝜃𝜃(𝜉𝜉)を与える任意定

数𝑐𝑐1あるいは𝑐𝑐2を定めることはできない．この問題は，第 2 章に示した Greenhill [1]，
Karman and Biot [13] および Wang and Drachman [14] による定式化手法では，自由端

側の境界条件を適用することによって片方の任意定数がゼロとなり， 大高さの導出が

容易になるのに対し，テーパーを有する計算モデルでは，支配方程式の一般解が特殊関

数の積を線形結合した極めて複雑な形であるために，これを微分しても片方の任意定数

が一意に定まらないことが原因であると考えられる． 
 そこで，本研究では 大高さを導出するために重要となる，微分を必要としない固定

端側（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐）の境界条件のみを検討する．Gamma 関数が零点を持たないことに留意す

れば，式(3.2.23)より，固定端境界条件の式は次のように書くことができる． 
 

𝐽𝐽𝜂𝜂�4�𝜉𝜉� = 𝐽𝐽−𝜂𝜂�4�𝜉𝜉� = 0 (3.2.25) 

 
式(3.2.25)が成立するとき，式(3.2.23)に示した一般解は固定端側の境界条件を満足す

ることが分かる．ここで，図-3.2.3 に種々の次数 𝜂𝜂 における第一種 Bessel 関数 𝐽𝐽𝜂𝜂 (𝑥𝑥) 
の形状を例示する．図中の実線が 𝜂𝜂 = 1，点線が 𝜂𝜂 = −1，破線が 𝜂𝜂 = 1.5，一点鎖線が 𝜂𝜂 =
−1.5の第一種 Bessel 関数 𝐽𝐽𝜂𝜂 (𝑥𝑥)を表している．図より，実線の 𝜂𝜂 = 1と点線の 𝜂𝜂 = −1は
ともに同じ零点を共有しているのに対し，破線の 𝜂𝜂 = 1.5と一点鎖線の 𝜂𝜂 = −1.5では同

じ零点を持たないことが分かる．以上の例のように， 次数𝜂𝜂 が整数であるときには，2
つの第一種 Bessel 関数 𝐽𝐽𝜂𝜂と𝐽𝐽−𝜂𝜂は共に同じ零点を持つ．このことから，式(3.2.25)を成立

させるためには，次数𝜂𝜂について次式を満足する必要があることが分かる． 
 

|𝜂𝜂| = ��16𝑅𝑅𝑐𝑐𝜔𝜔 + 9 � ∈ 𝐙𝐙 (3.2.26) 
 
ここに，𝐙𝐙は整数の集合を表す．一般的な Bessel の微分方程式を解いて得られる一般解

（𝐽𝐽𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝑐𝑐1 + 𝐽𝐽−𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝑐𝑐2）では，式(3.2.26)を導入すると𝐽𝐽𝜂𝜂と𝐽𝐽−𝜂𝜂は線形独立な解ではなくな

る．そのため，式(3.2.26)の条件下において，式(3.2.23)の線形独立性が失われないか確認

する必要があることから，式(3.2.23)の二つの解に対する Wronskian を求めると次のよ

うになる． 
 

|𝑊𝑊| =
�16𝑅𝑅𝑐𝑐𝜔𝜔 + 9 𝑐𝑐1𝑐𝑐2

64 𝜉𝜉4 (3.2.27) 

 
式(3.2.27)に含まれる各パラメータの値域より，式(3.2.26)の条件下でも線形独立性が

失われないことが確認できる． 
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以上の検討により，式(3.2.24)の整数条件式を導入しても式(3.2.23)の線形独立性が失

われないことが確認できた．しかしながら，式(3.2.23)に含まれる Gamma 関数Γ(𝑥𝑥)は，

𝑥𝑥が厳密な負の整数であるとき，偏角が不定で絶対値が無限の複素量となるから，式

(3.2.26)の整数条件式をそのまま用いた場合には，式(3.2.25)の固定端境界条件を式

(3.2.23)に適用したものは不定形となる． 
この問題を解決するために，式(3.2.26)に示す整数条件を修正する．次数𝜂𝜂を厳密な整

数とするのではなく，整数と見なせる程度の範囲で微小に値をずらし，その上で 𝜉𝜉 が固

定端側の境界条件を数値的に満足する状態を考える．ここで，次数𝜂𝜂の絶対値に𝛥𝛥𝜂𝜂だけ

加えたときの二つの第一種 Bessel 関数𝐽𝐽𝜂𝜂と𝐽𝐽−𝜂𝜂の零点への影響を調べるため，次の関数

を定義する． 
 

𝛥𝛥𝑗𝑗±(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂) = 𝑗𝑗𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂 − 𝑗𝑗−(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂) (3.2.28) 
 
ここに，𝑗𝑗𝜂𝜂は次数𝜂𝜂の第一種 Bessel 関数における 1 番目の零点を表し，式(3.2.28)の
𝛥𝛥𝑗𝑗±(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂)が大きいほど，𝐽𝐽𝜂𝜂と𝐽𝐽−𝜂𝜂の次数をΔ𝜂𝜂だけ変化させたときの零点が互いに離れる

ことを意味する．この差分を調べるために，図-3.2.4 に種々の次数(𝜂𝜂 + 𝛥𝛥𝜂𝜂)に対する差

分𝛥𝛥𝑗𝑗±(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂)を示す．図中の実線が 𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−2，点線が 𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−3，破線が𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−4，

一点鎖線が 𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−5の差分𝛥𝛥𝑗𝑗±(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂)を表している．図より，オーダーの低下に伴い差

分の値は小さくなり，特に一点鎖線の𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−5の場合はどの次数でもほぼゼロである

ことから，𝛥𝛥𝜂𝜂 = 10−5程度の値であれば第一種 Bessel 関数の次数𝜂𝜂に加えても式(3.2.25)
を十分に満足することが分かる．以上より，式(3.2.26)に示す整数条件式を次式に修正し，

Gamma 関数が不定量となる問題を回避する． 
 

|𝜂𝜂| − 10−5 = ��16𝑅𝑅𝑐𝑐𝜔𝜔 + 9 � − 10−5 ∈ 𝐙𝐙 (3.2.29) 

 
図-3.2.3 Bessel 関数𝐽𝐽𝜂𝜂の分布例と整数次の場合における零点の共有 
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これまでの内容を踏まえ，式(3.2.25)の固定端境界条件を満足する𝜉𝜉は次式で得られる． 

 

𝜉𝜉 =
𝑗𝑗𝜂𝜂,𝑁𝑁
2

16
=

𝑗𝑗𝜂𝜂,1
2

16
(3.2.30) 

 
ここに，𝑗𝑗𝜂𝜂,𝑁𝑁は次数𝜂𝜂の第一種 Bessel 関数における 𝑁𝑁 番目の零点を表す．また， 大高

さを与える𝑗𝑗𝜂𝜂,𝑁𝑁は 小のものであるから，𝑁𝑁 = 1とする．なお，𝑗𝑗𝜂𝜂,1は，修正後の式(3.2.29)
の制約下で𝐽𝐽𝜂𝜂と𝐽𝐽−𝜂𝜂の零点の位置がほぼ等しくなることから，𝑗𝑗𝜂𝜂,𝑁𝑁 = 𝑗𝑗𝜂𝜂,𝑁𝑁が近似的に成り

立つため，𝑗𝑗𝜂𝜂,1を求めるだけで 大高さを得ることができる． 
以上より，Karman and Biot の方法と同様にして，式(3.2.22)および式(3.2.30)を式

(3.2.25)の固定端境界条件の式（𝜉𝜉 = 𝜔𝜔）に適用し， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐について解くと次に示す

大高さ方程式が得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = (1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)�
𝑗𝑗𝜂𝜂,1
2

32𝛽𝛽𝑉𝑉
�

1/3

�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
(3.2.31) 

 
式(3.2.31)は右辺に第一種 Bessel 関数の零点が含まれており，その次数𝜂𝜂の中に 大高

さ𝐿𝐿𝑐𝑐が存在する極めて特殊な形であり，次数𝜂𝜂には式(3.2.29)の制約が存在するため，一

般的な数値計算を用いても解くことが出来ない． 
なお，Karman and Biot が導出した円柱モデルにおける 大高さの理論式と比較する

と，テーパーを有する円錐台モデルではテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐と第一種 Bessel 関数の零点𝑗𝑗𝜂𝜂,1を

含んでいる点で異なっているが，円柱モデルの式と同様に，円錐台モデルの自重座屈に

対する 大高さは固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿の 2/3 乗に比例することが分かる．  

 
図-3.2.4 𝛥𝛥𝜂𝜂による差分𝛥𝛥𝑗𝑗±(𝜂𝜂+Δ𝜂𝜂)への影響 
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3.2.5 最大高さ方程式の数値解法 

本節では，前節で得られた極めて取り扱いが難しい 大高さ方程式について，これを

適当な機械的制約条件を考慮することによって離散的に解く方法について示す． 
まず，本研究で導出した式(3.2.31)の 大高さ方程式は，第一種 Bessel 関数の零点が右

辺に存在し，その次数部分に 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が含まれる極めて特殊な形である．式(3.2.31)の
大高さ方程式を解いて 大高さを決定するには，式(3.2.29)の整数条件式を満足する第

一種 Bessel 関数の次数|𝜂𝜂|を式(3.2.31)の 大高さ方程式に適用して 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を求める

とよいが，次数|𝜂𝜂|は式(3.2.29)の条件を満たすこと以外の制約がなく，特定の 1 つの値に

決定するための方法がない．そして，ある次数|𝜂𝜂|に対して 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は必ず一つ存在す

るため，次数|𝜂𝜂|を決定できなければ 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は無数に存在することとなる． 
以上の理由から，本研究では後述する 2 つの単調減少条件を利用し，式(3.2.31)の 大

高さ方程式を満たす理論解をいくつかのテーパー比について離散的に求める．その結果

に基づき，円柱・円錐台・円錐モデルに統一的に適用可能な 大高さ算定式を導出する． 
 
(1) 最大高さ比𝑹𝑹𝑳𝑳(𝑹𝑹𝒕𝒕)の導入 9 

まず，図-3.2.5 に 3 つの計算モデルを示す．本項では，Model 1 と Model2 に関する検

討を行う．Model 1 と Model 2 の弾性係数𝐸𝐸，固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿，単位体積重量𝛾𝛾は等しいも

のとし，異なるのは 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐のみであるとする． 
ここで，円錐台モデルの 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐1は，必ず円柱モデルの 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐2より大きくな

るはずであるから， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)を Model 2 の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐2に乗じると次の関係が

得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐1 = 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) 𝐿𝐿𝑐𝑐2 = 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
(3.2.32) 

 
なお，両者のモデルにおける 大高さの関係を踏まえると 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)は常に

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) ≥ 1となる必要があることが分かる． 
ここで，式(3.2.32)を式(3.2.22)に代入して式(3.2.24)の整数条件式を適用すると， 大

高さ比 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)は次のように得られる． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) = (1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)�(𝜂𝜂 + 10−5)2 − 9
32𝑅𝑅𝑐𝑐𝛽𝛽𝑉𝑉

�
1/3

(3.2.33) 

 

 
9 本論文では，特定の物理量に対する特定の物理量の比(Ratio)を，大文字の𝑅𝑅と下添え字の組み合わせによ

って表す．ここでは， 大高さを表す文字𝐿𝐿𝑐𝑐になぞらえて， 大高さ比を𝑅𝑅𝐿𝐿と表記している．また，テーパ

ー（Taper）の度合いを示すテーパー比を𝑅𝑅𝑐𝑐として表しているが，これも同様である． 
そのほか，枝葉と幹の重量（Weight）の比を示す𝑅𝑅𝑊𝑊や，中空断面(Hollow cross-section)の外半径と内半径

の比を示す𝑅𝑅ℎなど，本研究では様々な物理量に関する無次元量をこのように表記する． 
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図-3.2.5 大高さ導出のための計算モデル 

 
(2) テーパー関数𝒇𝒇(𝑹𝑹𝒕𝒕)の導入 

次に，式(3.2.31)に Karman and Biot が導出した円柱モデルの 大高さ理論式が含ま

れていることを利用する．式の利用を簡便にするために，円柱モデルの式に含まれない

部分をテーパー比のみの関数で表すことを考えると，式(3.2.31)の 大高さ方程式は次の

ように書くことが出来る． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐1 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) �2𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
= 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝐿𝐿𝑐𝑐2 (3.2.34) 

 
ここに，テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)は次式で与えられる． 
 

𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = (1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)�
𝑗𝑗𝜂𝜂,1
2

32𝛽𝛽𝑉𝑉
�

1/3

(3.2.35) 

 
両者の 大高さの関係を踏まえると，式(3.2.35)の𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)においても，式(3.2.33)の 大高

さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)と同様に，𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) ≥ 1が常に成り立つ必要がある． 
 
(3) テーパー関数𝒇𝒇(𝑹𝑹𝒕𝒕)の近似的な算定 

式(3.2.31)の 大高さ方程式の取り扱いが困難であるのは，第一種 Bessel 関数の零点

 𝑗𝑗𝜂𝜂,1を式中に含むことが原因である． 
そこで，本研究ではテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐を刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐ずつ変化させ，それぞれのテーパー比

におけるテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の値を離散的に求める．その結果に対して非線形回帰分析を
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行って𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の回帰曲線を得ることにより，任意のテーパーを有するモデルに適用可能で，

かつ簡便に利用できる 大高さ算定式を導出する． 
いま，式(3.2.35)に示すテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)について，種々のテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐における値

を求めるために，図-3.2.5 に示す Model 1 と Model 3 を用いた検討を行う．Model 3 は

Model 1 と等しい体積𝑉𝑉・ 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐・弾性係数𝐸𝐸を有しているものとし，固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿

および自由端半径𝑟𝑟0，密度𝜌𝜌は異なるものとする． 
ここで，等体積・等高さ条件より，Model 1 の固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿1は Model 3 の固定端半径

𝑟𝑟𝐿𝐿3を用いて次式で与えられる． 
 

𝑟𝑟𝐿𝐿1 = �
3 

1 + 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 𝑅𝑅𝑐𝑐
2  𝑟𝑟𝐿𝐿3 (3.2.36) 

 
図-3.2.6 には，各テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐におけるテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)を求める手順について示

す．まず，基準となる Model 3 の固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿3と 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐3，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の刻み幅

𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐を設定する．これらを用いて初期テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1 − 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐，Model 1 の固定端半径

𝑟𝑟𝐿𝐿1，式(3.2.11)の補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 を計算する． 
次に，図-3.2.4 の Model 1 と Model 2 の 大高さの比較から考えられる 大高さ比

 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) ≥ 1の制約条件を式(3.2.33)に考慮すると，次式が得られる． 
 

(1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)�(𝜂𝜂 + 10−5)2 − 9
32𝑅𝑅𝑐𝑐𝛽𝛽𝑉𝑉

�
1/3

≥ 1 (3.2.37) 

 
式(3.2.37)を満足する 小の𝜂𝜂を求め，それを式(3.2.35)に適用してテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)を
計算する．テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)が得られたら，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐を更新して以上の計算を再び

行う．なお，式(3.2.35)から求められる𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)は，機械的制約条件を踏まえるとテーパー比

𝑅𝑅𝑐𝑐について単調減少でなければならない．そのため，この条件を満たさないときには，

式(3.2.37)から求められる第一種 Bessel 関数の次数𝜂𝜂を，単調減少条件を満足するまで増

やす操作を行う． 
また，式(3.2.35)で与えられるテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)においてテーパー比 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1とすると

𝑓𝑓(1) = 0となる．ここで，式(3.2.34)において𝑓𝑓(1) = 1であれば Karman and Biot が円柱

モデルに対して導出した式とまったく等価となり，円錐・円錐台・円柱モデルに統一的

に適用可能な 大高さ算定式が導出できるため，式(3.2.11)の補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 は， 大高さ算

定式において 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1のとき𝑓𝑓(1) = 1を与えるように決定することとする．なお，テーパ

ー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の計算における 初の単調減少判定では，𝑓𝑓(1 − 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐) > 1を満足すれば良い

ものとする． 
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図-3.2.6 テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)を算定するためのフローチャート 

 
(4) 最適刻み幅𝚫𝚫𝑹𝑹𝒕𝒕(𝒐𝒐𝒐𝒐𝒕𝒕)の導入 

前項の手順をテーパー比0 < 𝑅𝑅𝑐𝑐 < 1の範囲内で繰り返すことにより，テーパー関数

𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)が離散的に求められ，その結果から 大高さ算定式を得ることができる．しかしな

がら，自由端境界条件を考慮せず，固定端境界条件のみを考えて第一種 Bessel 関数の次

数における式(3.2.29)の整数条件式を設けることで定式化を行った本研究の場合には，後

述する理由により 適な刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)について検討する必要がある．ここでは，前項に

示したテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の計算方法を用いて種々の刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐における 大高さ比

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)およびテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の挙動を調べ，その結果から 適であると考えられる

刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)を決定する． 
まず，図-3.2.5 に示した Model 1 は，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の減少に伴って，すなわち先細り

が鋭くなるにつれて 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐1が大きくなると予想される．このことから，式(3.2.33), 
(3.2.35)より 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)およびテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)はともにテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐につい

て単調減少かつ常に 1 以上の値であることが求められる．以上の要求を満足し，かつ計

算点が も多くなる刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐を 適刻み幅 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)であると定義する． 
ここで，刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐を極めて細かくすれば厳密な𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)を得ることができ，そのときの

刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐を 適刻み幅 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)とすれば良いように考えられるが，これは誤りである．

その理由は，テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)と 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)は式(3.2.32), (3.2.34)から見て等価

基準とするモデルの諸元と
初期テーパー比を設定する

RL(Rt)>1を満足する
小の次数´を求める

求めた次数 ´を
用いてf (Rt)を計算する

テーパー比Rtを更新する

固定端半径rLを決定し
補正係数¯Vを計算する

前のRtでの
f (Rt)以上か？

次数´を+1する

YES

NO
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な関数であるように見えるが，式(3.2.33), (3.2.35)を見ると分かるように，これらは異な

る関数であり， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)は Karman and Biot が円柱モデルにおいて導出した

大高さ理論式と，式(3.2.22)および式(3.2.29)の整数条件式から得られたものであるのに

対し，テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)は本研究の定式化により導出され，第一種 Bessel 関数の零点を

式中に含んでいる．これらの関数は式(3.2.29)の整数条件を導入したことにより同一の𝜂𝜂
を用いても両者の値は等しくなるとは限らず，特に刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐が細かくなるほど両者の

差が顕著になる．このような場合にテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)と 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)が同時に単

調減少条件を満足しないことがあるため， 適刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)に関する検討が必要となる． 
以上の問題を踏まえ，図-3.2.6 の手順に準拠してテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)のみ単調減少条件

を必ず満足するような数値計算プログラムを Mathematica 上で作成し，そのとき 大高

さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)が単調減少条件を満足するか判定する．これを確認するために次の関数を定

義し，その挙動を調べることで 適刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)を決定する． 
 

𝛥𝛥𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐 + 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐) − 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) (3.2.38) 
 

式(3.2.38)が常に負の値をとるとき， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)が単調減少条件を満足する． 
 

 

図-3.2.7 種々の刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐における単調減少条件の判定 

 
図-3.2.7 には，各刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐において，𝛥𝛥𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)が単調減少条件を満足するかを調べ

た結果を示す．縦軸に𝛥𝛥𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)，横軸にテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐をとって表したものであり，実線

が𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.025，点線が 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.05，破線が𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.1，一点鎖線が 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.2を示して

いる．図より，刻み幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.02, 0.05ではテーパー比 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0～ 0.4において𝛥𝛥𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)が
正となる点があり， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐)の単調減少条件を満足していないのに対し，刻み
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幅𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.1, 0.2ではどのテーパー比においても単調減少条件を満足していることが分

かる．以上より，テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の理論解を求めるための 適刻み幅は，𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐) =
0.1とする． 
 
3.2.6 テーパー形状と自重座屈に対する最大高さ式 

本節では，テーパーを有する樹木の自重座屈に対する 大高さ方程式について，前節

の方法に基づき離散的に解を求め，それを用いて Dargahi ら [15] の方法により得られ

る有限要素解との比較検証を行う．また，理論解の計算結果に対して非線形回帰分析を

行い，任意のテーパーを有するモデルに適用可能な 大高さ算定式を求める． 
 
(1) テーパー関数推定のための計算モデル 

 

図-3.2.8 数値計算で用いる計算モデル 
 
計算モデルは，図-3.2.8 に示すような円柱・円錐台・円錐モデルであり，円錐台と円

錐モデルの固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿は円柱モデルとの等体積・等高さ条件を満足するように決定す

る．基準とする円柱モデルの諸元は Niklas [16] および Adam [17] が計算例で示したも

のを参考とし，固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿 = 0.23 m，モデル密度𝜌𝜌𝑚𝑚 = 526 kg/m3，弾性係数𝐸𝐸 =
1.1 × 1010 kg/m2とする．モデル高さは Karman and Biot の式より得られる𝐿𝐿𝑚𝑚 = 60.8 m
とし，有限要素解析ではテーパー比は𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0, 0.1, ⋯ , 1.0の 11 ケースについて検討する．

境界条件は式(2.1.16)に示したものと同様であり，有限要素解析における使用要素は

Dargahi らの方法と同様にソリッド要素（四面体一次要素）を用いる．なお，要素サイズ

は 100 mm とし，ポアソン比は0.3とする． 
また，理論解の計算に用いる固定端半径および材料定数は有限要素解を求めるものと

同様であるが，完全な円柱・円錐モデルについては計算できないため，テーパー比は𝑅𝑅𝑐𝑐 =
0.1, 0.2, … , 0.9の 9 ケースについて検討を行う．式(3.2.11)の補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 は，後述する

大高さ算定式において 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1のとき𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 1の条件を満足するように決定する． 

L
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(2) 理論解の計算結果および最大高さ算定式の導出 

本研究では，前章で述べた方法によりテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.1, 0.2, … , 0.9におけるテー

パー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の理論解を求めるが，この方法では円柱および円錐モデルの 大高さを計

算することが出来ない．これは，微分方程式が特異点を持たないようにテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の

値域を設定し定式化を行ったためであり，さらに式(3.2.29)の整数条件の導入により 適

刻み幅 𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)を定義して数値計算を行う必要があるため，理論解は𝛥𝛥𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑜𝑜𝑝𝑝𝑐𝑐)の間隔で離

散的に得られることとなる．また，この段階で式(3.2.11)の補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 を特定の値に決定

することは不可能である． 
そこで，種々の適当な補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 を用いて理論解を試行的に求めた結果，理論解がテ

ーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐について曲線的な変化を示す性質が明らかとなった．この性質を利用し，離

散的に求めた理論解に対して R 3.5.1 を用いた非線形回帰分析を実施することで，理論

解の回帰曲線を求めることを考える．ある適当な𝛽𝛽𝑉𝑉 におけるテーパー関数の理論解を求

め，それに対して非線形回帰分析を行った結果から得られる回帰曲線がテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 =
1で𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 1の条件を満足するとき，その𝛽𝛽𝑉𝑉 を 適な𝛽𝛽𝑉𝑉 と定義する．前述の手順を繰り

返し行うことで 適な𝛽𝛽𝑉𝑉 を決定し，任意のテーパーを有するモデルに統一的に適用可能

な 大高さ算定式を求める．なお，本研究で実施する非線形回帰分析では， 大高さを

簡単な形で記述でき，かつ理論解の曲線的性質を表現できるよう，次に示す形の回帰モ

デルを仮定する． 
 

累乗モデル:   𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑃𝑃1𝑅𝑅𝑐𝑐
𝑃𝑃2          (3.2.39) 

多項式モデル:   𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑃𝑃3𝑅𝑅𝑐𝑐
2 + 𝑃𝑃4𝑅𝑅𝑐𝑐 + 𝑃𝑃5  (3.2.40) 

 
ここに，𝑃𝑃1, 𝑃𝑃2,… , 𝑃𝑃5は回帰係数であり，R 3.5.1 を用いた非線形回帰分析によって各係

数を決定する． 

 
図-3.2.9 テーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の計算結果と回帰モデル 
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以上の方法により種々の補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 における理論解を求め，理論解および𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1のと

き𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 1を満足する 大高さ算定式を導出した結果を図-3.2.9 に示す．縦軸にテーパ

ー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)，横軸にテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の対数をとって示したもので，〇印が理論解，実線が

累乗モデルの 大高さ算定式，点線が多項式モデルの 大高さ算定式を表す． 
図の結果は，補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 (𝑥𝑥)において𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐/3.16を用いたものであり，𝑥𝑥に適当な定数

ではなく 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を定数で除した形を用いているのは，この操作によって補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉

がテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐のみで変化する関数となり，𝛽𝛽𝑉𝑉 が計算モデルの形状に依存しなくなるた

めである．これらの回帰モデルに基づき，R 3.5.1 を用いて回帰分析を行った結果につい

て表-3.2.1 に示す． 
表より，各パラメータは𝑃𝑃1 = 1, 𝑃𝑃2 = −1/6, 𝑃𝑃3 = 1/2, 𝑃𝑃4 = −1, 𝑃𝑃5 = 3/2のように得

られ， も p 値が大きかった𝑃𝑃3の p 値は6.29 × 10−4であった．このことから，全ての回

帰パラメータの p 値は十分に小さく，全パラメータは有意であると言える．よって，テ

ーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)の回帰モデルとして次式が得られる． 
 

累乗モデル：𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑅𝑅𝑐𝑐
−1/6          (3.2.39) 

多項式モデル：𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 1
2
𝑅𝑅𝑐𝑐

2 − 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 3
2
  (3.2.40) 

 
表-3.2.1 非線形回帰分析の結果 

 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 

推定値 1 -1/6 1/2 -1 3/2 

p 値 1.5×10
-11

 7.8×10
-7
 6.3×10

-4
 1.6×10

-5
 2.2×10

-10
 

 
以上より，式(3.2.39)または式(3.2.40)を次式に適用することで，テーパーを考慮した樹木

の 大高さ算定式が得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
(3.2.41) 

 
なお，累乗モデルではテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐が0に近づくと無限大に発散するため，先端が極めて

尖った幹（𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0）を有する樹木における 大高さの計算には妥当でないことに留意す

る必要がある． 
 
(3) 樹木のテーパー形状が最大高さに与える影響 

 前項にて導出した任意のテーパー比に対応する 大高さ算定式に基づき，樹木のテー

パーが 大高さに与える影響について考察を行う． 
まず，式(3.2.41)の 大高さ算定式は，Karman and Biot が円柱モデルに対して導出し

た式(2.1.49)の自重座屈に対する 大高さ理論式にテーパーの影響を考慮した形式とな
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っており，円柱モデルと同様に 大高さは固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿の 2/3 乗に比例することが分か

る．この法則は，既に述べたように McMahon が 多様な樹木に当てはまることを明らか

にしていることから，およそ妥当なものであると考えられる．また，式(3.2.39)の累乗モ

デルは 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐がテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の1/6乗に反比例することを示しており，累乗モデル

の非線形回帰分析の結果より得られた p 値は𝑃𝑃1で 1.46 × 10−11，𝑃𝑃2で 7.79 × 10−7であっ

たことから，回帰モデルの妥当性は十分であると判断できることを踏まえると，この法

則はおよそ妥当なものではないかと考えられる． 
次に，Karman and Biot の式には含まれないテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の観点からみると，テーパ

ー比𝑅𝑅𝑐𝑐が小さくなるほど 大高さが大きくなることを示している．よって，樹木はテー

パー形状を有することにより自重を削減し，高く大きく伸びることを実現していると考

えられる．さらに，種々の樹木において同じ高さを実現する場合を考えると，テーパー

比𝑅𝑅𝑐𝑐が小さくなるほど要求される弾性係数𝐸𝐸が小さくなることや，より大きな単位体積

重量𝛾𝛾を許容できるようになることが分かる．このことは，生育環境下に養分が少なく十

分な強度発現が難しい場合や，成長方向に対して垂直な荷重に抵抗するために大きな重

量を必要とする場合においても，テーパーを巧みに調節することにより成長の上で必要

な樹高を確保できることを示していると考えられる．以上の結果は，テーパー形状が種々

の生育環境に多種多様なアプローチから適応することを実現している可能性を示唆する

ものである． 
 
(4) 有限要素解析を用いた樹木のテーパーを考慮した最大高さの算出 

本研究では，ANSYS を用いて図-3.2.8 に示すような円錐・円錐台・円柱モデルの自重

座屈に対する 大高さの有限要素解を求め，導出した理論解との比較検証を行う．しか

しながら，モデルを作成する段階で高さを指定する必要があり，有限要素解析では直接

的に 大高さを得ることが出来ない．そこで．以下に示す手順で 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を求める． 
まず，自重座屈解析を行うモデルを作成する．基準とする円柱モデルを設定し，各テ

ーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐について円柱モデルとの等体積・等高さ条件を満足するような固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿

と高さ𝐿𝐿𝑚𝑚を有するモデルを作成する． 
次に，作成したモデルにおいて自重座屈解析を実行すると，次式で定義される座屈荷

重係数𝜆𝜆𝑞𝑞が得られる．  
 

𝜆𝜆𝑞𝑞 = 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑉𝑉𝑚𝑚𝑔𝑔
𝜌𝜌𝑚𝑚𝑉𝑉𝑚𝑚𝑔𝑔

= 𝜌𝜌𝑐𝑐
𝜌𝜌𝑚𝑚

(3.2.42) 

 
ここに，𝜌𝜌𝑐𝑐は限界座屈密度，𝜌𝜌𝑚𝑚はモデル作成時に指定した密度，𝑉𝑉𝑚𝑚はモデルの体積を表

す．なお，座屈荷重係数𝜆𝜆𝑞𝑞が0 < 𝜆𝜆𝑞𝑞 ≤ 1の範囲にあるとき座屈が発生する．解析により座

屈荷重係数𝜆𝜆𝑞𝑞を得るとともに，これを式(3.2.42)に適用して限界座屈密度𝜌𝜌𝑐𝑐を求め，次式

で定義される限界自重座屈荷重パラメータ𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐を計算する． 
 

𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐 = 𝜌𝜌𝑐𝑐𝐴𝐴𝐿𝐿𝑔𝑔𝐿𝐿𝑚𝑚
3

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿
(3.2.43) 
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限界自重座屈荷重パラメータ𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐は Dargahi らが示した無次元パラメータであり，𝐴𝐴𝐿𝐿，

𝐸𝐸𝐿𝐿はそれぞれモデル底面（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐）における断面積と断面二次モーメントを表す．なお，

式(3.2.43)の𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐はモデル高さ𝐿𝐿𝑚𝑚を座屈が生じる前後で不変のものと考え，密度𝜌𝜌𝑚𝑚のみが

増加して限界密度𝜌𝜌𝑐𝑐に達し座屈が生じた状態を与えるものである． 
ここで，密度𝜌𝜌𝑚𝑚を座屈が生じる前後で不変のものと考え，高さ𝐿𝐿𝑚𝑚が徐々に増加して

大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐に達し座屈が発生した状態の限界自重座屈荷重パラメータ𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐を求める．このと

きの𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐は式(3.2.43)において𝜌𝜌𝑐𝑐 = 𝜌𝜌𝑚𝑚，𝐿𝐿𝑚𝑚 = 𝐿𝐿𝑐𝑐とすればよいから，次式で与えられるこ

ととなる． 
 

𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐 = 𝜌𝜌𝑚𝑚𝐴𝐴𝐿𝐿𝑔𝑔𝐿𝐿𝑐𝑐
3

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐿𝐿
(3.2.44) 

 
以上より，式(3.2.43)，(3.2.44)の𝜆𝜆𝑞𝑞𝑐𝑐を等しいものとすれば，有限要素法による 大高さ

𝐿𝐿𝑐𝑐は次式により計算できる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �𝜌𝜌𝑐𝑐
𝜌𝜌𝑚𝑚

�
1/3

𝐿𝐿𝑚𝑚 = 𝜆𝜆𝑞𝑞
1/3𝐿𝐿𝑚𝑚 (3.2.45) 

 
なお，用いる諸元は 3.2.6 節の(1)に示した通りである． 
 
(5) 理論解と有限要素解の比較検証 

図-3.2.10 には，本研究の検討により得られた円錐・円錐台・円柱モデルにおける自重

座屈に対する 大高さの理論解，Dargahi らの自重のみを考慮する場合の方法により得

られる有限要素解の計算結果を示す． 
図は縦軸に 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐，横軸にテーパー比 𝑅𝑅𝑐𝑐 をとって表したもので，〇印が理論解，

△印が有限要素解，実線が累乗モデルの算定式，点線が多項式モデルの算定式による計

算結果を示している．〇印の理論解と△印の有限要素解を比較した結果より，種々の近

似および条件式を導入して離散的に計算された理論解と Dargahi らが確立した方法から

得られた有限要素解の計算結果は，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0.1～ 0.9の円錐台モデルの範囲内で

は概ね一致していることが分かる．また，テーパー比 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0 となる円錐モデルと，𝑅𝑅𝑐𝑐 =
1となる円柱モデルについて，円錐および円柱における計算が可能な多項式モデルの算定

式から得られる結果と有限要素解の比較を行ってみると，𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1となる円柱モデルでは

類似した結果を示しているが，𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0となる円錐モデルで，他のテーパー比のケースと

大きく離れた値が得られていることが分かる．  
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図-3.2.10 大高さの理論解と有限要素解の比較 

 
3.2.7 本節のまとめ 

本節では，樹木のテーパーが 大高さに与える影響を明らかにするために，テーパー

を有する樹木の 大高さの理論解を求め，これを用いて各モデルに統一的に適用できる

大高さ算定式を導出するとともに，算定式から推測される樹木の形態が有する合理性

について考察を行った．また，本研究の理論解と有限要素解の比較検証を行った結果よ

り，得られた知見を次に示す． 

① 本研究の理論解より導出された算定式から，樹木の機械的性質のみに基づく自重座

屈に対する 大高さは，テーパーの有無にかかわらず固定端半径の 2/3 乗に比例し，

大高さは概ねテーパー比の 1/6 乗に反比例することが分かった． 

② 多項式モデルの 大高さ式より，線形テーパーの採用は，テーパーが無い円柱の場合

に比べ， 大で約 1.5 倍 大高さが向上させる効果を持つ（𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0）． 

③ 本研究の方法により導出された理論解と，Dagrahi らが確立した方法により求められ

る有限要素解の比較検証を行った結果より，両者の計算結果は概ね一致することが

分かった．このことは，種々の数学的・機械的な仮定を導入して得られた本研究の

大高さ式について，その妥当性を保証するものである． 

本節で導かれた式は，単に樹木の力学的合理性を説明するだけのものではなく，任意の

線形テーパーを有する重い柱の自重座屈に対する 大高さの簡便な算定を可能にするも

のである．なお，本節に示した成果をまとめたものは，土木学会論文集 A2（応用力学）

にて報告している [研究業績目録，学術論文(1)]． 
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3.3 樹木における枝葉重量の巧妙な配分戦略 

自然界の樹木は，草本植物よりもはるかに重たい枝葉を有している．しかしながら，

現実の樹木は枝葉を生い茂らせながらも，安定して高く大きく成長することを実現して

いる．これは，恒久的に受け続ける重力の影響を踏まえ，樹木が「重量物としての枝葉」

を巧みに配分している可能性を示唆するものである．本節では，樹木の枝葉重量および

枝葉分布が 大高さに与える影響を解明し，重量分布の巧妙な配分形態を解明する． 
 
3.3.1 計算モデル 

 

 計算モデルは，図-3.3.1 に示すような地面側を固定端とする円柱形の片持ち梁であり，

座標系や文字の定義は Greenhill [1] や Karman and Biot [13] の計算モデルと全く同じ

であるが，本節では「密度」の取り扱いが根本的に全く異なる． 
既往の研究では，密度は高さ方向に一定であるとして取り扱われてきた（すなわち，

𝜌𝜌(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑎𝑎.）．それに対して，本研究では，樹木の重量分布と 大高さの関係を明らか

にするために，密度を高さ方向の関数として取り扱う．本研究で検討する密度関数は，

以下に示す 4 つのモデルである． 
 

Model A: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �𝑛𝑛 − 1
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 1�𝜌𝜌0 (3.3.1)

Model B: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �1 − 𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 𝑛𝑛�𝜌𝜌0 (3.3.2)

Model C: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �
2𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + (1 − 𝑛𝑛)�𝜌𝜌0 (3.3.3)

Model D: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �1 − 𝑛𝑛cos�𝜋𝜋𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑐𝑐

��𝜌𝜌0 (3.3.4)

 

 
図-3.3.1 計算モデル 
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ここに，𝜌𝜌0は基準点における密度[kg/m3]，𝑛𝑛は密度分布の形状を支配する無次元パラ

メータである．図-3.3.2 には，それぞれのモデルにおける分布形状の例を示す． 
式(3.3.1)の Model A は，上端における密度が一定（𝜌𝜌(0) = 𝜌𝜌0）であり，下端の密度が

上端の密度の𝑛𝑛倍（𝜌𝜌(𝐿𝐿𝑐𝑐) = 𝑛𝑛𝜌𝜌0）となるモデルである．式(3.3.2)の Model B は，式(3.3.1)
の Model Aを上限に反転させたものである．そのため，下端における密度が一定（𝜌𝜌(𝐿𝐿𝑐𝑐) =
𝜌𝜌0）であり，下端の密度が上端の密度の𝑛𝑛倍（𝜌𝜌(0) = 𝑛𝑛𝜌𝜌0）となるモデルである．よって，

両者の𝑛𝑛が等しいとき，系全体の総重量も等しくなる．なお，幹に相当する密度が一定で

あるとすると，Model A と Model B における𝑛𝑛の値域は，0 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 3となる．これは，枝

の総重量が幹の総重量を超えることがほとんどない事実に基づくものである[17,18]． 
式(3.3.3)，(3.3.4)の Model C, D は，高さが不変であるとすれば，𝑛𝑛が変化しても，系

全体が有する総重量は一定となるモデルである．両者の違いは，分布形状が直線か曲線

か，という点のみである．また，𝑛𝑛 = 0のとき，密度が高さ方向に一定となり，Greenhill
や Karman and Biot のモデルに一致する．𝑛𝑛 = −1に近づくにつれて上部が重く，𝑛𝑛 = 1
に近づくにつれて下部が重くなるが，その範囲外では負の密度を持つため，𝑛𝑛の値域は

−1 ≤ 𝑛𝑛 ≤  1である．表-3.3.1 には，以上をまとめたものを示す． 
 

表-3.3.1 検討する密度関数とその数理的条件 

モデル名 密度関数 𝑛𝑛の値域 密度一定状態の𝑛𝑛 

Model A 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �𝑛𝑛 − 1
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 1� 𝜌𝜌0 0 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 3 𝑛𝑛 = 1 

Model B 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �1 − 𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 𝑛𝑛�𝜌𝜌0 0 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 3 𝑛𝑛 = 1 

Model C 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �
2𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + (1 − 𝑛𝑛)�𝜌𝜌0 −1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1 𝑛𝑛 = 0 

Model D 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �1 − 𝑛𝑛cos�𝜋𝜋𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑐𝑐

��𝜌𝜌0 −1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1 𝑛𝑛 = 0 
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図-3.3.2 検討する密度関数モデルの例 

 
3.3.2 支配方程式の導出 

ここでは，前節に示した密度関数を円柱モデルに適用し，そのときの自重座屈に対す

る 大高さを求めるための支配方程式を導出する． 
まず，上端から任意点までの重量𝑊𝑊(𝑥𝑥)は，次式で与えられる． 
 

𝑊𝑊(𝑥𝑥) = � 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑉𝑉

= � 𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝐴𝐴𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
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このとき，たわみ角を𝜃𝜃とすると，任意点でのせん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次のようになる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥)  =  𝑊𝑊(𝑥𝑥) sin 𝜃𝜃 = � 𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝐴𝐴𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
sin 𝜃𝜃 (3.3.6) 

 
いま，微小変形の仮定より，𝜃𝜃が微小であるとすると，sin 𝜃𝜃 ≈ 𝜃𝜃が成り立つため，式(3.3.6)
は次のように書ける． 

 

𝑆𝑆(𝑥𝑥)  ≈ � 𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝐴𝐴𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
𝜃𝜃 (3.3.7) 

 
ここで，せん断力と曲げモーメントの関係（𝑉𝑉 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥）を用いて，式(3.3.7)および(2.1.3)
より次の微分方程式が得られる． 

 
𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 1

𝐸𝐸𝐸𝐸
� 𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝐴𝐴𝑔𝑔 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

0
𝜃𝜃 = 0 (3.3.8) 

 
式(3.3.8)は，位置𝑥𝑥を独立変数，たわみ角𝜃𝜃を従属変数とする，二階の線形微分方程式で

ある．ここで，式(3.3.8)の𝜌𝜌(𝑥𝑥)に，式(3.3.1)～(3.3.4)の密度関数を代入して積分する．そ

の結果から得られる式に対し，Karman and Biot と同様に次式を用いて変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜔𝜔𝑥𝑥 (3.3.9) 
 

ここに，𝜔𝜔は定数である． 
式(3.3.8)に式(3.3.1)～(3.3.4)の密度関数を適用し，式(3.3.9)の変数変換式を用いると，

支配方程式はそれぞれ次のようになる． 
 

Model A:  𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + �𝑛𝑛 − 1

2𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔

+ 1� 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.10)

Model B:  𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �1 − 𝑛𝑛
2𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔

+ 𝑛𝑛� 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.11)

Model C:  𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �
𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔

+ (1 − 𝑛𝑛)�𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.12)

Model D:  𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �1 − 𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜋𝜋
𝜔𝜔
𝜉𝜉

sin� 𝜋𝜋
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔
�� 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.13)

 

 
ここで，支配方程式を も簡単な形にすることを考えると，𝜔𝜔は全てのモデルにおいて，

いずれも次のように定義される． 
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𝜔𝜔 = �𝛾𝛾0𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

= �𝜌𝜌0𝑔𝑔𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

(3.3.14) 

 
なお，この変数変換パラメータは，第二章において示した変数変換パラメータ𝜔𝜔（式

(2.1.15)）とほぼ同様の意味を有する． 
 
3.3.3 固有方程式の導出 

式(3.3.10)～(3.3.13)の支配方程式の一般解を，Mathematica を用いた級数解法により

求める．たとえば，式(3.3.12)の Model C における級数解を求めると，次のようになる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉)   =   �1 − 1
6

𝜉𝜉3(𝑛𝑛 − 1) + 1
180

𝜉𝜉6(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� 𝑐𝑐1

                                   +�𝜉𝜉 − 1
12

𝜉𝜉4(𝑛𝑛 − 1) + 1
504

𝜉𝜉7(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯ � 𝑐𝑐2  
     (3.3.15) 

 
ここに，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2 は任意定数である． 

いま，式(2.1.28)に次に示す片持ち梁の境界条件を適用し， 大高さに関する代数方程

式を導く．ここで，自由端側の境界条件より，𝑐𝑐2 = 0となることが分かる．また，固定端

側の境界条件を式(3.3.15)に適用すると，非自明解（𝑐𝑐1 ≠ 0である解）を求めるための条

件は次のようになる． 
 

�1 − 1
6
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)3(𝑛𝑛 − 1) + 1

180
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)6(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� = 0 (3.3.16) 

 
よって，自重座屈に対する 大高さの計算は，式(3.3.16)のような高次の代数方程式を満

足する 小の正の実数𝐿𝐿𝑐𝑐を求める問題に帰着する． 
また，式(3.3.16)は次のように書くこともできる． 
 

�1 − 1
6
𝜉𝜉3(𝑛𝑛 − 1) + 1

180
𝜉𝜉6(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� = 0 (3.3.17) 

 
式(3.3.15)は，𝑛𝑛 = 0のとき Karman and Biot の方程式 [13] に一致することが分かる．式

(3.3.17)を用いる場合は，これを満足する 小の正の実数𝜉𝜉𝑐𝑐を求め，式(3.3.9)および

(3.3.14)から 大高さを求めるとよい． 
以上を踏まえ，式(3.3.9)，(3.3.14)，(3.3.17)より， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は次のように書くことが

できる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑛𝑛)
(4𝐶𝐶)1/3 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝐿𝐿

2 �
1/3

(3.3.18) 
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ここに，𝐶𝐶は式(2.1.19)のものと同様の定数である． 
式(3.3.18)は，Greenhill および Karman and Biot の 大高さ式に，𝑛𝑛に応じて変化する

式(3.3.17)の解𝜉𝜉𝑐𝑐を掛けた形で表されている．すなわち，式(3.3.16)を満足する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐

を，Greenhill および Karman and Biot の 大高さ式で除すと，𝜉𝜉𝑐𝑐の値を計算できる．な

お，他のモデルにおいても，式(3.3.18)のように書くことは可能であるが， 大高さに関

する高次方程式は，式(3.3.17)のものとは全く異なることに留意するべきである． 
 

3.3.4 セカント法を用いた固有方程式の数値解法 

式(3.3.17)のような高次方程式は代数的に解くことが出来ないため，本研究では数値計

算により，高次方程式を満足する 小の正実数解を求める．数値計算法には，今後の拡

張性を踏まえ，微分が不要であるセカント法を採用する． 
その準備として，まず式(3.3.17)を次のように書く． 
 

�1 − 1
6
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)3(𝑛𝑛 − 1) + 1

180
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)6(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� = 𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑐𝑐) (3.3.19) 

 
いま，𝐿𝐿𝑐𝑐の値を増加させて，𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑐𝑐0)・𝑓𝑓(𝐿𝐿𝑐𝑐1) < 0となる区間[𝐿𝐿𝑐𝑐0, 𝐿𝐿𝑐𝑐1]を探索する．この𝐿𝐿𝑐𝑐0

と𝐿𝐿𝑐𝑐1を初期値として，次式を用いた繰り返し計算を行う． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚+1) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓�𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚)�
𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚−1)

𝑓𝑓�𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚)� − 𝑓𝑓�𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚−1)�
    (𝑚𝑚 = 1, 2,⋯ ) (3.3.20) 

 
なお，収束判定には次の式を用いる． 
 

�
𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚−1)

𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑚𝑚)
� ≤  𝜖𝜖 = 1.0 × 10−5 (3.3.21) 

 
次に，高次方程式において考慮する級数解の展開次数𝑁𝑁を検討するために，以下の関

数を定義する． 
 

𝑓𝑓(𝑁𝑁,𝑁𝑁+Δ𝑁𝑁) = �
𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑁𝑁) − 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑁𝑁+𝛥𝛥𝑁𝑁)

𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑁𝑁+Δ𝑁𝑁)
� (3.3.22) 

 
ここに，Δ𝑁𝑁は展開次数の増分であり，𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑁𝑁)は展開次数𝑁𝑁を用いた場合に得られる 大

高さである．多くの研究では，高さは 10 cm 単位まで測定・計算されている[17,20]．こ

れを踏まえ，項数を決定するための𝑓𝑓(𝑁𝑁,𝑁𝑁+Δ𝑁𝑁)に関する条件には，次の式を用いる． 
 

𝑓𝑓(𝑁𝑁,𝑁𝑁+Δ𝑁𝑁) ≤ 1.0 × 10−4 (3.3.23) 
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図-3.3.3 各密度モデルにおける展開次数と収束性の関係 

 
これを満足するまで𝑁𝑁をΔ𝑁𝑁ずつ増加させ，式(3.3.26)を満足する 小の展開次数𝑁𝑁を，

本研究で用いる展開次数とする． 
以上の方法により，Niklas [16] および Adam [17] が示した物性値に基づき．弾性係数

𝐸𝐸 = 1.1 × 1010 N/m2，基準密度𝜌𝜌0 = 526 kg/m3，重力加速度𝑔𝑔 = 9.81 m/s2，半径𝑟𝑟 =
0.23 mとして，収束性の確認を行った結果を図-3.3.3 に示す． 

図-3.3.3 は，初期次数𝑁𝑁𝑐𝑐 = 5,   増分 Δ𝑁𝑁 = 5として，各モデルにおける収束性の検討

を行った結果であり，縦軸に収束判定関数𝑓𝑓(𝑁𝑁,𝑁𝑁+Δ𝑁𝑁)，横軸にパラメータ𝑛𝑛を取って表し

たものである．図より，全てのモデルにおいて，項数𝑁𝑁の増加により，計算値が収束し

ていくことが確認できる．ただ，密度分布が直線である Model A, B, C に比べ，曲線で

ある Model D は収束性が悪い．実際に，Model A, B, C では，破線で示された𝑓𝑓(20,25)で

既に式(3.3.23)を満足する収束性が得られる．それに対して，Model D は𝑓𝑓(20,25)で式

(3.3.23)を満足しない．しかし，一点鎖線で表された𝑓𝑓(25,30)では，式(3.3.23)の条件式をす

べてのモデルで満足する解が得られる．このことから，𝑁𝑁 = 25以上に設定すると，全て

のモデルで十分な収束値が得られると考えられる．よって，級数解の展開次数𝑁𝑁には，

𝑁𝑁 = 25を用いる． 
図-3.3.4 には，展開次数𝑁𝑁 = 25を用いて各モデルの 大高さを求めた結果を示す．図

は縦軸に 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐，横軸にパラメータ𝑛𝑛を取って表したものである． 
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図-3.3.4 重量分布が 大高さに与える影響 

 
まず，Model A では， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は，パラメータ𝑛𝑛に対して緩やかに減少している．そ

れに対して， Model B では， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐がパラメータ𝑛𝑛に対して大幅に減少している．

両者をより詳しく比較すると，0 ≤ 𝑛𝑛 < 1の区間では Model B の方が高く，𝑛𝑛 = 1で両者

は一致する．そして，1 < 𝑛𝑛 ≤ 3では Model A の方が高くなる．これは，0 ≤  𝑛𝑛 < 1の区

間では Model A の方が上部に重量が集中し，1 < 𝑛𝑛 ≤ 3の区間では Model B の方が上部

に重量が集中するためである．このことは，上部の重量が増加することは，下部の重量

が増加することに比べて 大高さを著しく減少させることを示している．次に，𝑛𝑛によら

ず総重量が等しい Model C, D では， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が，パラメータ𝑛𝑛の増加に伴って曲線的

に増加している．このことは，上部を軽く・下部を重くするように重量物を配分すると，

大高さが飛躍的に大きくなることを意味している．なお，線形である Model C と直線

である Model D の違いは，パラメータ𝑛𝑛が負の時はほとんどなく，わずかに Model C の

方が高い．両者の違いは，パラメータ𝑛𝑛の増加に伴って現れはじめ，𝑛𝑛が正のときは Model 
D の方が高くなる． 

また，全てのモデルにおいて，密度が一定となるとき（Greenhill のモデルに一致する

とき），Greenhill の解とほぼ同じ値𝐿𝐿𝑐𝑐 =  60.455 mが得られている．このことから，支

配微分方程式を級数解法で解く場合，項数𝑁𝑁 = 25以上を用いると，厳密に解いた場合と

同精度の結果が得られることが分かる．なお，Karman and Boit の解は，𝑁𝑁 = 6を用いて

導出されたものである． 
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3.3.5 重量分布が最大高さに与える影響の解明 

各モデルにおける 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐と密度分布パラメータ𝑛𝑛の関係を明確にし，容易に利用

可能な 大高さ式を導出するために，次の 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛)を定義する． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛)
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠

= 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛)
𝐿𝐿𝑐𝑐(0)

(3.3.24) 

 
ここに，𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛)はパラメータ𝑛𝑛における 大高さ，𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠は密度一定時の 大高さ（式(2.1.19)
または式(2.1.49)）である．すなわち，𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛) > 1ならば，密度一定時よりも 大高さは

大きく，𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛) < 1ならば，密度一定時よりも 大高さが小さいことを表す．ここで，式

(3.3.9)，(3.3.18)，(3.3.24)より，𝜉𝜉𝑐𝑐は𝑛𝑛のみで変化する関数であるから，次式が得られる． 
 

𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑛𝑛)
𝜉𝜉𝑐𝑐(0)

= 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛) (3.3.25) 

 
いま，密度分布パラメータ𝑛𝑛と 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐の関係の明確化のために，いくつかの𝑛𝑛におけ

る𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛)の値を離散的に求め，その回帰曲線を得ることを考える．これにより，𝜉𝜉𝑐𝑐を簡単

な𝑛𝑛の関数で表現でき，それを式(3.3.18)に適用することで， 大高さと重量分布の関係

を明らかにできる． 
本節では，前節と同様に R を用いた非線形 小二乗法による回帰分析を実施する．回

帰モデルには以下の式を利用し，有意水準𝛼𝛼 = 0.05として統計的検定を行う． 
 

Exponential model:  𝑃𝑃1𝑒𝑒𝑃𝑃2𝑛𝑛 (3.3.26)
Linear model:  𝑃𝑃3𝑛𝑛 + 𝑃𝑃4 (3.3.27)

Polynomial model:  𝑃𝑃5𝑛𝑛2 + 𝑃𝑃6𝑛𝑛 + 𝑃𝑃7 (3.3.28)
Power-law model:  𝑃𝑃8𝑛𝑛𝑃𝑃9 (3.3.29)

 

 
式(3.3.26)，(3.3.29)の Exponential model と Power-law model は，単項式で表される簡単

なモデルである．式(3.3.27)，(3.3.28)の Linear model と Polynomial model は，多項式で

表されるため，前述のモデルに比べ，より複雑な形となる．特に Polynomial model は二

次多項式であり，4 つのモデルの中で も複雑なものとなっている．また，式(3.3.29)の
Power-law modelでは，𝑛𝑛 ≤ 0 のデータに適用できない．そのため，𝑛𝑛 > 0 のデータのみ

を利用し，回帰分析を実行する．なお，各モデルの比較については，パラメータ数が異

なるため，AIC（赤池情報量規準）を用いて行うものとし，AIC が 小値を示すものを

適な回帰モデルと定義する． 
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図-3.3.5 大高さ比と重量分布の関係およびその回帰曲線 

 
図-3.3.5 には， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛)とパラメータ𝑛𝑛の関係，および非線形 小二乗法によ

り得られた回帰曲線をプロットしたものを示す．(a)は Model A，(b)は Model B，(c)は
Model C，(d)は Model D の結果を表しており，縦軸に 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛)，横軸にパラメ

ータ𝑛𝑛を取って示したものである．また，図-3.3.2 に，回帰分析の詳細な結果を示してい

る．表より，全ての回帰パラメータの𝑝𝑝値は十分に小さく（𝑝𝑝 < 0.05），統計的にはこれ

らの回帰モデルは全て妥当であると言える． 
Model A では，パラメータ𝑛𝑛の変化に応じて，密度一定の場合に対して 1.09 倍～0.88

倍程度の範囲で 大高さが変化する．また，Power-law model を除く全ての回帰モデル

で，理論解とよく一致する解が得られている．AIC（赤池規準）に基づくと，Polynomial 
model が も理論解に対する精度が良い．精度と単純性の二つの観点から見ると， 
Exponential model が良好な回帰モデルである．  

Model B では，パラメータ𝑛𝑛の変化に応じて，密度一定の場合に対して 1.60 倍～0.73
倍程度の範囲で 大高さが変化する．回帰モデルについては，Polynomial model と

Power-law model の二つのモデルで，理論解とよく一致する解が得られている．ただし，

Power-law model は𝑛𝑛 = 0において適用できない．Exponential model と Linear model は，

𝑛𝑛 = 0, 3の近傍において，理論解との誤差が他の回帰モデルに比べて大きい．AIC に基づ

くと，Power-law model が も理論解を有効に表現しているモデルである． 

0.00 0.75 1.50 2.25 3.00

1.20

1.10

1.00

0.90

0.80
0.00 0.75 1.50 2.25 3.00

2.00

1.50

1.00

0.50

-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

C
ri

ti
ca

l 
h
ei

g
h
t 

ra
ti

o
 R
L

(n
) 1.50

1.25

1.00

0.75

: Theoretical solution
: Exponential model
: Linear model
: Polynomial model
: Power-law model

1.50

1.25

1.00

0.75

C
ri

ti
ca

l 
h
ei

g
h
t 

ra
ti

o
 R
L

(n
)

Parameter  n Parameter  n

(a) Model A (b) Model B

Parameter  n Parameter  n

(c) Model C (d) Model D

: Theoretical solution
: Exponential model
: Linear model
: Polynomial model
: Power-law model

: Theoretical solution
: Exponential model
: Linear model
: Polynomial model
: Power-law model

: Theoretical solution
: Exponential model
: Linear model
: Polynomial model
: Power-law model



第 3 章 硬く重たい木本植物の 大高さ 

－ 75 － 

表-3.3.2 R を用いた回帰分析の詳細な結果 
Model A 

回帰モデル Exponential Linear Polynomial Power-law 

パラメータ 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 𝑃𝑃6 𝑃𝑃7 𝑃𝑃8 𝑃𝑃9 

推定値 1.081 -0.073 -0.071 1.077 0.010 -1.002 1.091 0.978 -0.067

p 値 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 4.2×10-15 

AIC -2.311×102 -2.123×102 -3.407×102 -1.431×102

Model B 

回帰モデル Exponential Linear Polynomial Power-law 

パラメータ 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 𝑃𝑃6 𝑃𝑃7 𝑃𝑃8 𝑃𝑃9 

推定値 1.381 -0.254 -0.230 1.315 0.109 -0.556 1.473 0.972 -0.210

p 値 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 1.1×10-11 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 

AIC -7.314×101 -5.800×101 -1.078×102 -1.115×102

Model C 

回帰モデル Exponential Linear Polynomial Power-law 

パラメータ 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 𝑃𝑃6 𝑃𝑃7 𝑃𝑃8 𝑃𝑃9 

推定値 1.016 0.190 0.191 1.023 0.068 0.191 0.999 1.207 0.085 

p 値 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 5.6×10-8 

AIC -2.154×102 -1.912×102 -3.196×102 -7.314×101

Model D 

回帰モデル Exponential Linear Polynomial Power-law 

パラメータ 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 𝑃𝑃5 𝑃𝑃6 𝑃𝑃7 𝑃𝑃8 𝑃𝑃9 

推定値 1.025 0.243 0.245 1.036 0.110 0.245 0.998 1.282 0.115 

p 値 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 1.3×10-7 

AIC -1.753×102 -1.513×102 -2.620×102 -5.823×101

Model C では，パラメータ𝑛𝑛の変化に応じて，密度一定の場合に対して 1.25 倍～0.87
倍程度の範囲で 大高さが変化する．また，Power-law model を除く全ての回帰モデル

で，理論解とよく一致する解が得られている． Power-law model は 0 以下の𝑛𝑛に対応し

ておらず，理論解との誤差も他の回帰モデルに比べて大きい．AIC に基づくと，

Polynomial model が も有効なモデルである． 
Model D では，密度一定の場合に対して 1.38 倍～0.85 倍程度の範囲で 大高さが変化

する．回帰モデルについては，Power-law model を除く全てのモデルで，理論解とよく

一致する解が得られている．Model C と同様に，Power-law model は 0 以下の𝑛𝑛に対応し

ておらず，理論解との誤差も他の回帰モデルに比べて大きい．ここでも，Exponential 
model は良好な精度と単純性を有している． 

ここで，Greenhill のように簡潔なアロメトリー則を導くために，表-3.3.3 に各密度モ

デルにおいて 適と考えられる回帰モデルを，適当な分数で簡単に表現したものを示す．

それぞれの式における適用限界は，表に示す通りである．
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表-3.3.3 重量分布を考慮した 大高さ算定式 
Model 大高さ式 適用限界 

Model A 𝐿𝐿𝑐𝑐 = 11
10 𝑒𝑒−3𝑛𝑛/40 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾 𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
 0 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 3 

Model B 𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑛𝑛−1/5 �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾 𝑟𝑟𝐿𝐿

2 �
1/3

 0 < 𝑛𝑛 ≤ 3 

Model C 𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑒𝑒𝑛𝑛/5 �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾 𝑟𝑟𝐿𝐿

2 �
1/3

 −1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1 

Model D 𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑒𝑒𝑛𝑛/4 �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾 𝑟𝑟𝐿𝐿

2 �
1/3

 −1 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1 

 
3.3.6 実際の樹木への適用：枝葉と幹の重量バランスの導入 

 

図-3.3.6 実際の樹木を検討するための密度関数モデル 

 
ここでは，本研究の方法を用いて導出した 大高さ式を用いて，樹木の 大高さに重

量分布が与える影響を検討する．使用する密度モデルは，Model C, D に幹の重量を加え

た次のモデルを用いる．なお，その分布例は図-3.3.6 に示す通りである． 
 

Model E: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �
2𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + (1 − 𝑛𝑛)�𝜌𝜌𝐵𝐵 + 𝜌𝜌𝑇𝑇 (3.3.30) 

Model F: 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �1 − 𝑛𝑛cos�𝜋𝜋𝑥𝑥
𝐿𝐿𝑐𝑐

��𝜌𝜌𝐵𝐵 + 𝜌𝜌𝑇𝑇 (3.3.31) 

 
ここに，𝜌𝜌𝐵𝐵は枝葉の密度，𝜌𝜌𝑇𝑇は幹の密度を表す．本研究では，その密度比を𝜌𝜌𝐵𝐵/𝜌𝜌𝑇𝑇 = 𝑅𝑅𝑊𝑊

と置く．他モデルと同様の手順により，両者の支配微分方程式は次のように得られる． 
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Model E: 𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 +
⎝
⎜⎛�

𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔

+ (1 − 𝑛𝑛)�𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1
⎠
⎟⎞𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.32)

Model F: 𝑑𝑑
2𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉2 + ��1 − 𝐿𝐿𝑐𝑐
𝜋𝜋

𝜔𝜔
𝜉𝜉

sin� 𝜋𝜋
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝜉𝜉
𝜔𝜔
��𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1� 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.3.33)

 

 
なお，本節の検討では， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝑅𝑅𝑊𝑊)を次のように定義する． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝑅𝑅𝑊𝑊 ) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛,𝑅𝑅𝑊𝑊)
𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛, 0)

(3.3.34) 

 
上式の𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛, 0)は，枝葉重量をゼロとしたときの 大高さであり，これは𝑛𝑛の値によらず

一定値を取る．これらを用いて，同様の方法によって幹と枝の重量バランスおよび枝葉

の重量分布が 大高さに与える影響を明らかにする． 
図-3.3.7 には，実際の樹木への応用例として，枝葉重量と幹重量のバランス，および

その分布が 大高さに与える影響を検討した結果を示す．(a)は Model E，(b)は Model F
の結果を示している． 

図より，どちらのモデルにおいても，𝑛𝑛の増加に伴って 大高さは大きくなっている．

𝑅𝑅𝑊𝑊に着目すると，同じ枝葉量を持つ場合でも，上を軽くする方が 大高さを大きくする

ことが可能である．Model E と F を比較すると，上側が軽い場合には二次関数分布の方

が有利であり，上側が重い場合には一次関数分布の方が有利となる． 
ここで，King らの重量比に関する調査[18]，平田らの重量分布に関する研究[19]に基づ

くと，実在の樹木の𝑅𝑅𝑊𝑊および𝑛𝑛の値域は，0.1 ≤ 𝑅𝑅𝑊𝑊 ≤ 0.6および0 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 1である．いま，

この範囲内で𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝑅𝑅𝑊𝑊 )の 大・ 小値を求めると，次のようになる． 
 

Model E:   𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥 = 0.985,    𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0.855 (3.3.35) 
Model F:   𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥 = 0.988,    𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0.855 (3.3.36) 

 
式(3.3.35)，(3.3.36)の𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥および𝑅𝑅𝐿𝐿𝑚𝑚𝑐𝑐𝑛𝑛は，物理的には「枝葉を全て切り落とした場合

に対する 大高さ比の 大値・ 小値」を意味する．この結果から，実際の樹木が有す

る重量分布，および枝葉重量は， も不利な状態（𝑛𝑛 = 0,𝑅𝑅𝑊𝑊 = 0.6）でも，機械的な

大高さを約 15%減少させる程度に収まっていることが分かる． 
2.3 節でも示したように，Niklas は Greenhill の式により得られる 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が，実際

の樹木の高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟に対して𝑆𝑆𝐹𝐹 = 4程度の安全率（𝑆𝑆𝐹𝐹 = 𝐿𝐿𝑐𝑐/𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟）を有することを報告し

ている[2]．式(3.3.35), (3.3.36)の結果と Niklas らの研究成果を併せると，枝葉の影響を考

慮した 大高さ式に対する安全率は，およそ次の範囲内にあると推定できる． 
 

3.4 ≤ 𝑆𝑆𝐹𝐹 ≤ 3.9 (3.3.37) 
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図-3.3.7 実際の樹木を検討するための密度関数モデル 

 
実際の樹木は、種々の文献[18,19]においても報告されているように，非常に多様な重

量分布を有している．しかしながら，そのような幅広い重量分布を表現できる密度分布

関数を用いた本手法で計算し，その結果を実測データで絞り込むことにより，既存の枝

葉の重量を無視した 大高さ式よりも，正確に 大高さを推定することが可能となる． 

(a) Model E

Weight ratio RW

Parameter n

RL(n,RW)

(b) Model F

Weight ratio RW

Parameter n

RL(n,RW)
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3.3.7 自重座屈モードの導出 

ここでは，自重座屈発生時の座屈モードを求める（なお，本節では例として Model C
のケースを取り上げる）．まず，たわみの式を求めるために，式(3.3.18)を𝜉𝜉について積分

すると，次式が得られる． 
 

𝑤𝑤(𝜉𝜉) = �𝜉𝜉 − 1
24

𝜉𝜉4(𝑛𝑛 − 1) + 1
1260

𝜉𝜉7(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� 𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐3 (3.3.31) 

 
ここに，𝑐𝑐3は任意定数である．いま，固定端での境界条件（𝑤𝑤(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐) = 0）を適用すると，

𝑐𝑐3は次のように得られる． 
 

𝑐𝑐3 = − �𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐 − 1
24

(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)4(𝑛𝑛 − 1) + 1
1260

(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)7(𝑛𝑛 − 1)2 + ⋯� 𝑐𝑐1 (3.3.32) 

 
いま，式(3.3.19)を(3.3.18)に代入し，𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑥𝑥の関係を用いると，次式が得られる． 

 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = �𝜔𝜔 (𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑐𝑐) −
𝜔𝜔4

24
(𝑛𝑛 − 1)(𝑥𝑥4 − 𝐿𝐿𝑐𝑐

4) + 𝜔𝜔7

1260
(𝑛𝑛 − 1)2(𝑥𝑥7 − 𝐿𝐿𝑐𝑐

7) + ⋯� 𝑐𝑐1 (3.3.33) 

 
式(3.3.20)は未定係数𝑐𝑐1を含むから，これを除去するために 大たわみ𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥との比を取る

ことを考える． 大たわみ𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥は必ず先端（𝑥𝑥 = 0）で生じるから，座屈モードを描画す

るための𝑤𝑤/𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥は次式で与えられる． 
 

𝑤𝑤
𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

=
�𝜔𝜔 (𝑥𝑥 − 𝐿𝐿𝑐𝑐) − 𝜔𝜔4

24 (𝑛𝑛 − 1)(𝑥𝑥4 − 𝐿𝐿𝑐𝑐
4) + 𝜔𝜔7

1260 (𝑛𝑛 − 1)2(𝑥𝑥7 − 𝐿𝐿𝑐𝑐
7) + ⋯�

�𝜔𝜔 (−𝐿𝐿𝑐𝑐) − 𝜔𝜔4

24 (𝑛𝑛 − 1)(−𝐿𝐿𝑐𝑐
4) + 𝜔𝜔7

1260 (𝑛𝑛 − 1)2(−𝐿𝐿𝑐𝑐
7) + ⋯�

(3.3.34) 

 
以上より，式(3.3.34)の𝐿𝐿𝑐𝑐に，式(3.3.16)の高次方程式を満足する𝐿𝐿𝑐𝑐を代入すると，自重

座屈時の座屈モードが得られる． 
図-3.3.8 は，各密度モデルにおける自重座屈発生時のモード図であり，縦軸に無次元

座標𝑥𝑥/𝐿𝐿𝑐𝑐，横軸に無次元たわみ𝑤𝑤/𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥を取って表したものである．図より，どの密度モ

デルにおいても座屈モードに大きな違いはなく，Euler 座屈における 1 次モードの波形

と類似の結果であり，密度分布パラメータ𝑛𝑛や幹と枝の重量比𝑅𝑅𝑊𝑊が変化しても，モード

形状に大きな違いは生じないことが分かる． 
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図-3.3.8 各密度モデルにおける座屈モード．Model A~D はパラメータ𝑅𝑅𝑊𝑊を含まないが，Model 
E, F はパラメータ𝑅𝑅𝑊𝑊を含むので，これらに関しては𝑊𝑊𝑅𝑅 = 0.25, 0.50, 0.75, 1.00の 4 ケースについ

てその結果を示している． 
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3.3.8 有限要素法に基づく重量分布をもつ円柱の自重座屈解析 

本研究の定式化では，その過程において密度関数の積分を含む支配方程式を解く必要

があるため，樹木の枝葉重量を高さ方向に滑らかかつ連続に変化する密度関数を用いて

表現している．しかしながら，この方法では，不連続的（集中的）に重量が増減するケ

ースを検討することが出来ない．これに対して，有限要素法を用いた場合には，不連続

的に密度が変化するケースを容易に検討可能であると考えられる． 
本節では，高さ方向への密度変化を考慮したモデルにおける 大高さを有限要素法に

より導出する方法について検討し，本研究で導出した理論解により妥当性を検証する．  
 
(1) 計算モデル 

 

図-3.3.9 計算モデルの概念図 

 
高さ方向の重量分布を表現するために，本研究では図-3.3.9 に示すように円柱を高さ

方向に𝑁𝑁𝑟𝑟個に分割し，それぞれに異なる密度を割り振ることにより，図-3.3.6 に示した

ような重量分布を考慮した計算モデルを作成する．なお，ここでは各段の密度を Model 
E の密度関数に基づき設定する． 
 
(2) 解析条件の設定 

解析に用いる材料定数は，理論解の数値計算例と同様に，Niklas [16] および Adam [17]
が示した物性値に基づき．弾性係数𝐸𝐸 = 1.1 × 1010 N/m2，基準密度𝜌𝜌0 = 526 kg/m3，重

力加速度𝑔𝑔 = 9.81 m/s2，半径𝑟𝑟 = 0.23 m，モデル高さ𝑙𝑙𝑚𝑚 = 60.8 mとする．また，メッシ

ュ生成は Dargahi らの研究 [15] を参考にし，使用要素は四面体一次要素としてサイズ

を 100mm に設定する．なお，検討する幹と枝の重量比は𝑅𝑅𝑊𝑊 = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1の 5 ケ

ース，軸方向の分割数は𝑁𝑁𝑟𝑟 = 1, 2, 5, 10, 20の 5 ケース，密度分布パラメータは𝑛𝑛 = −1, 0, 1
の 3 ケースについて検討し，境界条件には片持ち梁と同様のものを用いる． 
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⋮

⋮
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(3) 理論解を用いた有限要素解の妥当性検証 

 まず，図-3.3.10 に有限要素解の収束性について検討した結果を示す．図は横軸に分割

数，縦軸に 1 つ前の分割数との相対誤差を取ったものであり，例えば横軸が 5 となる座

標では，𝑁𝑁𝑟𝑟 = 2 の解が有する𝑁𝑁𝑟𝑟 = 5 の解に対する相対誤差を示している． 
 図より，重量分布パラメータ𝑛𝑛の値によらず，分割数𝑁𝑁𝑟𝑟の増加につれて，解が収束に向

かっていくことが確認できる．また，収束性は幹と枝の重量比𝑅𝑅𝑊𝑊の増加に伴って悪化し

ていくが，分割数𝑁𝑁𝑟𝑟 = 10以降では重量比𝑅𝑅𝑊𝑊によらず解がおおよそ収束していることが

確認できる．樹木の 大高さに関する既往の研究が cm 単位までの測定であることを踏

まえると，この相対誤差の大きさはおよそ 1 以下であれば十分と考えられるので，有限

要素法による 大高さの算定は，軸方向の分割数𝑁𝑁𝑟𝑟 = 10を用いれば十分な収束性が得ら

れると言える．よって，有限要素法を用いて軸方向に密度分布が変化するモデルの解析

を行う際には，軸方向の分割数は𝑁𝑁𝑟𝑟 = 10以上とすればよい．  
 

 
図-3.3.10 有限要素解の収束性 

0

10

20

30

0 5 10 15 20

R
el

at
iv

e 
er

ro
r 

[%
]

Division number Nl

0

10

20

30

0 5 10 15 20
Division number Nl

R
el

at
iv

e 
er

ro
r 

[%
]

(a) n = 1 における収束性

(b) n = -1 における収束性



 
第 3 章 硬く重たい木本植物の 大高さ 

－ 83 － 

 
 
 
 
 
 
  

表
-3

.3
.4

 
理
論
解

に
対
す

る
有
限
要
素

解
の
相

対
誤

差
 

𝑁𝑁
𝑙𝑙 

𝑛𝑛 

𝑅𝑅
𝑊𝑊

 

0 
0.

25
 

0.
5 

0.
75

 
1.

0 

FE
M

 

[m
] 

理
論
解

[m
] 

相
対

 

誤
差

 

[%
] 

FE
M

 

[m
] 

理
論
解

[m
] 

相
対

 

誤
差

 

[%
] 

FE
M

 

[m
] 

理
論
解

[m
] 

相
対

 

誤
差

 

[%
] 

FE
M

 

[m
] 

理
論
解

[m
] 

相
対

 

誤
差

 

[%
] 

FE
M

 

[m
] 

理
論
解

[m
] 

相
対

 

誤
差

 

[%
] 

1 
0 

60
.4

7 
60

.4
6 

0.
03

 
56

.1
4 

56
.1

2 
0.

03
 

52
.8

3 
52

.8
1 

0.
03

 
50

.1
8 

50
.1

7 
0.

03
 

48
.0

0 
47

.9
8 

0.
03

 

2 

−
1 

60
.4

7  
60

.4
6  

0.
03

 
 

54
.7

1 
54

.2
8 

0.
80

 
50

.6
6 

50
.0

3 
1.

25
 

47
.5

9 
46

.8
7 

1.
54

 
45

.1
5 

44
.3

8 
1.

75
 

0 
56

.1
4 

56
.1

2 
0.

03
 

52
.8

3 
52

.8
1 

0.
03

 
50

.1
8 

50
.1

7 
0.

03
 

48
.0

0 
47

.9
8 

0.
03

 

1 
57

.7
2 

58
.2

4 
-0

.8
8 

55
.4

1 
56

.3
0 

-1
.5

8 
53

.4
3 

54
.5

9 
-2

.1
4 

51
.7

0 
53

.0
7 

-2
.5

9 

5 

−
1 

60
.4

7  
60

.4
6  

0.
03

 
 

54
.3

6 
54

.2
8 

0.
15

 
50

.1
4 

50
.0

3 
0.

22
 

46
.9

9 
46

.8
7 

0.
26

 
44

.5
1 

44
.3

8 
0.

29
 

0 
56

.1
4 

56
.1

2 
0.

03
 

52
.8

3 
52

.8
1 

0.
03

 
50

.1
8 

50
.1

7 
0.

03
 

48
.0

0 
47

.9
8 

0.
03

 

1 
58

.1
7 

58
.2

4 
-0

.1
2 

56
.1

7 
56

.3
0 

-0
.2

3 
54

.4
1 

54
.5

9 
-0

.3
3 

52
.8

6 
53

.0
7 

-0
.4

1 

10
 

−
1 

60
.4

7  
60

.4
6  

0.
03

 
 

54
.3

1 
54

.2
8 

0.
06

 
50

.0
7 

50
.0

3 
0.

07
 

46
.9

1 
46

.8
7 

0.
08

 
44

.4
2 

44
.3

8 
0.

09
 

0 
56

.1
4 

56
.1

2 
0.

03
 

52
.8

3 
52

.8
1 

0.
03

 
50

.1
8 

50
.1

7 
0.

03
 

48
.0

0 
47

.9
8 

0.
03

 

1 
58

.2
3 

58
.2

4 
-0

.0
1 

56
.2

8 
56

.3
0 

-0
.0

4 
54

.5
6 

54
.5

9 
-0

.0
6 

53
.0

3 
53

.0
7 

-0
.0

8 

20
 

−
1 

60
.4

7  
60

.4
6  

0.
03

 
 

54
.2

9 
54

.2
8 

0.
03

 
50

.0
5 

50
.0

3 
0.

04
 

46
.8

9 
46

.8
7 

0.
04

 
44

.3
9 

44
.3

8 
0.

04
 

0 
56

.1
4 

56
.1

2 
0.

02
 

52
.8

3 
52

.8
1 

0.
02

 
50

.1
8 

50
.1

7 
0.

03
 

48
.0

0 
47

.9
8 

0.
03

 

1 
58

.2
4 

58
.2

4 
0.

02
 

56
.3

1 
56

.3
0 

0.
01

 
54

.6
0 

54
.5

9 
0.

00
 

53
.0

7 
53

.0
7 

0.
00

 

 



 
第 3 章 硬く重たい木本植物の 大高さ 

－ 84 － 

次に，表-3.3.4 には，各重量比および分割数における 大高さの算出結果と理論解に

対する相対誤差を示す．なお，座屈解析によって得られる座屈荷重係数を用いた計算方

法は，3.2.6 項に示したものと同様である． 
 表より， 理論解に対する有限要素解の相対誤差は，同じ分割数𝑁𝑁𝑟𝑟を用いている場合で

も，枝重量の増加に伴って大きくなっていくことが分かる．しかしながら，分割数𝑁𝑁𝑟𝑟 =
10以上のケースでは，どの密度分布パラメータ𝑛𝑛においても相対誤差が 0.1 以下となって

おり，理論解と cm 単位まで一致した結果が得られている．これらのことは，有限要素

法を用いて重量分布を考慮した円柱の 大高さを算出する場合には，軸方向に𝑁𝑁𝑟𝑟 = 10以
上の分割数でジオメトリを分割し，図-3.3.10 のようにそれぞれに対応する密度を割り当

てると，十分な精度を有した有限要素解が得られることを示している． 
 
3.3.9 本節のまとめ 

本節では，樹木の重量分布が 大高さに与える影響を解明するために，様々な重量分

布を有する円柱モデルにおいて，自重座屈による 大高さの定式化を行った．また，離

散的に求めた理論解に対して回帰分析を行い，各密度モデルにおける重量分布と 大高

さの簡単な関係式を導いた．さらに，求めた 大高さを用いて，様々な重量分布におけ

る自重座屈時のモード形状を求めた．結果として，以下に示す知見が新たに得られた． 

① 一定量の枝葉を高さ方向に配分する場合，上部を軽く・下部を重くするように配分す

ると，自重による座屈のリスクを低減できる．このような重量の配分方法は，重量を

高さ方向に一定に配分する場合と比較すると，直線的に配分する場合は 大で約 1.25
倍，曲線的に配分する場合は 大で約 1.38 倍， 大高さを大きくすることが可能と

なる．また，許容できる総重量は，直線的に配分する場合は約 2 倍，曲線的に配分す

る場合は約 2.6 倍大きくなる． 

② 自重座屈発生時の座屈モードは，高さ方向の重量の分布によらず，一般的な長柱にお

ける座屈の 1 次モードと類似したモードである．また，同じ密度モデル内において分

布形態が変化しても，モード形状は殆ど変化しない． 

③ 実在の樹木における重量分布，および枝葉重量の測定結果に基づくと，樹木は 大高

さにほとんど影響を与えないよう，極めて合理的に枝葉を分布させていると言える．

実際の樹木が取る も不利な状態（𝑛𝑛 = 0, 𝑅𝑅𝑊𝑊 = 0.6）を考えても[18,19]， 大高さは

枝葉が全くない状態から約 15%減少する程度である．また，Niklas [2] の調査結果に

基づくと，枝葉を考慮した本研究の理論的な 大高さに対する実際の樹木の安全率は，

およそ 3.4 から 3.9 程度であると推測できる．また，高さ－直径間の 2/3 乗則は，枝

葉の影響を考慮した場合も，その分布形状や幹との重量バランスによらず成り立つ． 

 次節では，テーパー形状とは異なる自重座屈特性を向上させるアプローチである「中

空断面」に着目し，その力学的合理性について解明する．また，実際の中空円筒形状を

有する植物である竹の重量分布に着目し，その形態が有する合理性を解明するとともに，

中空の硬く重い植物に適用するための 大高さ式を導出する．なお，本章に示した成果

をまとめた論文は，Scientific Reports 誌にて報告している [研究業績目録，学術論文(2)]．  
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3.4 竹に見られる断面の中空化：軽量化と剛性のトレードオフ 

 これまで示した 大高さ式は，いずれも 大高さを大きくするためには「曲げ剛性を

大きくすること」および「重量を軽くすること」が有効であると主張している．これを

踏まえると，生存のために高さを必要とする植物のような生体では，出来るだけ全体の

重量を減らしつつ，かつ高い曲げ剛性を確保することが求められると推測できる．しか

し，例えば密度が一定の中実な円柱において，曲げ剛性を高めるために断面積を大きく

することは，結果として重量の増加に繋がる．これに対し，軽量化のために断面積を小

さくすることは，結果として曲げ剛性の低下を招いてしまう．このことから，一定量の

材料を用いて経済的に自重座屈耐性を高めるためには，樹木のような中実な円柱構造を

とるよりも，竹のような中空な円筒構造をとる方が合理的であると推測される． 
本節では，中実円柱および中空円筒構造に統一的に適用できる自重座屈に対する簡潔

な 大高さ式を導出し，円柱における断面の中空化が自重座屈耐性に与える影響を理論

的に明らかにする． 
 
3.4.1 計算モデル 

 
図-3.4.1 断面の中空化を考慮した計算モデル 

 

 計算モデルは，図-3.4.1 に示す円柱の片持ち梁である．座標系は中立軸に沿うもの

とし，自由端側を𝑥𝑥 = 0，固定端側を𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐とする．また，外径を𝑟𝑟𝑜𝑜，内径を𝑟𝑟𝑐𝑐と表し，

その比を中空比𝑅𝑅ℎとして次式で与える． 
 

𝑅𝑅ℎ = 𝑟𝑟𝑐𝑐
𝑟𝑟𝑜𝑜

(3.4.1) 

x=0
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ri
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すなわち，中空比𝑅𝑅ℎ = 0のとき断面は中実となり，𝑅𝑅ℎの増加に伴って空洞部の体積が大

きくなる．なお，𝑅𝑅ℎ = 1のときは計算モデルが消失してしまうため，中空比𝑅𝑅ℎの値域は

0 ≤ 𝑅𝑅ℎ < 1と定義する． 
 
3.4.2 支配方程式の導出 

 このような円筒が自重により座屈したとき，任意の点𝑥𝑥における力の釣り合いを考え

ると，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次式で表される． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥sin 𝜃𝜃 (3.4.2) 
 
ここに，𝛾𝛾は単位体積重量 [N/m3]，𝐴𝐴は断面積 [m2]，𝜃𝜃はたわみ角である．任意の点𝑥𝑥に
おける曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，弾性曲線方程式より次式で与えられる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 (3.4.3) 

 
ここに，𝑤𝑤はたわみを表す．いま，たわみ角𝜃𝜃が微小であるとすると，せん断力 𝑆𝑆(𝑥𝑥)およ

び曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は次のように書ける． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥𝜃𝜃  (3.4.4) 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) ≈ −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

(3.4.5) 

 
せん断力と曲げモーメントの関係（𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥）を用いて，式(3.4.4)および(3.4.5)より

次の支配方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑥𝑥𝜃𝜃 =  0 (3.4.6) 

 
すなわち，このモデルにおける支配方程式は Greenhill [1]のものと全く同じである． 
 
3.4.3 固有方程式の導出 

支配方程式が同一であるので，その解も Greenhill のものと同様に，次のようになる． 
 

𝜃𝜃(𝑥𝑥) = 𝐽𝐽1/3 �2
3
(𝜔𝜔𝑥𝑥)3/2�

√
𝑥𝑥 𝑐𝑐1 + 𝐽𝐽−1/3 �2

3
(𝜔𝜔𝑥𝑥)3/2�

√
𝑥𝑥 𝑐𝑐2 (3.4.7) 

 
ここに，𝐽𝐽𝜂𝜂(𝑥𝑥)は次数𝜂𝜂の第一種 Bessel 関数，𝑐𝑐1，𝑐𝑐2は任意定数である．なお，𝜔𝜔は式(2.1.15)
で与えられるパラメータである． 
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また，境界条件も同様（式(2.1.16)）である．これを適用すると，自由端側（𝑥𝑥 = 0）の境

界条件より，任意定数 𝑐𝑐1 = 0が得られる．また，固定端側（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐）の境界条件より，

有意な𝐿𝐿𝑐𝑐を求めるために𝑐𝑐2 ≠ 0とおくと，次式が得られる． 
 

𝐽𝐽−1/3 �2
3
(𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐)3/2� = 0 (3.4.8) 

 
これが，この問題において解くべき固有方程式である． 
 
3.4.4 中空円筒における自重座屈に対する最大高さ式 

式(3.4.8)に示した𝐿𝐿𝑐𝑐に関する固有方程式は，Greenhill の定式化において得られる固有

方程式と完全に一致している．すなわち， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐について解くと，次のようになる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = � 9
4𝜔𝜔3 �𝑗𝑗−1/3,1�2�

1/3
(3.4.9) 

 
ここに，𝑗𝑗−1/3,1は第一種 Bessel 関数𝐽𝐽−1/3(𝑥𝑥)の一番目の零点である．また，断面二次モー

メント𝐸𝐸および断面積𝐴𝐴は，次式で与えられる． 
 

𝐸𝐸 = (1 − 𝑅𝑅ℎ
4)𝜋𝜋𝑟𝑟𝑜𝑜

4

4
(3.4.10) 

𝐴𝐴 = (1 − 𝑅𝑅ℎ
2)𝜋𝜋𝑟𝑟𝑜𝑜

2 (3.4.11) 
 

以上を踏まえると，中実円柱および中空円筒に統一的に適用可能な 大高さ式が次の

ように得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = (1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝑜𝑜

2�
1/3

(3.4.12) 

 
ここに，𝐶𝐶は定数であり，Greenhill [1] または Wang and Drachman [14] の場合は𝐶𝐶 =
1.959，Karman and Biot [13] の場合は𝐶𝐶 = 2である．すなわち，本節により得られた式

(3.4.12)の 大高さ式において，断面が中実な状態を考えると（𝑅𝑅ℎ = 0），Greenhill が導

いた式(2.1.19)に一致することが確認できる．また，中空円筒構造の 大高さは，中実な

円柱構造の 大高さに，中空比による影響を考慮するための係数(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3を掛けるこ

とによって表されることが分かる． 
 ここで，係数(1 + 𝑅𝑅ℎ

2)1/3は，外径𝑟𝑟𝑜𝑜の中実円柱における断面二次半径𝑟𝑟�̅�𝑆，外径𝑟𝑟𝑜𝑜および

中空比𝑅𝑅ℎ中空円筒における断面二次半径𝑟𝑟ℎ̅を用いて，次のように表すことができる． 
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(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 = �𝑟𝑟ℎ̅

𝑟𝑟�̅�𝑠
�

2/3
= 𝑅𝑅𝑐𝑐̅

2/3 (3.4.13) 

 
ここに，𝑅𝑅𝑐𝑐̅は，図-3.4.1 の右部に示すような等しい外径𝑟𝑟𝑜𝑜を有する中空断面と中実断面

の断面二次半径の比を表す．以上より，式(3.4.12)は次のように書くこともできる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 ≈ �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑅𝑅𝑐𝑐̅
2𝑟𝑟𝑜𝑜

2�
1/3

(3.4.14) 

 
よって，円柱および円筒の自重座屈に対する 大高さは，中空時の断面二次半径と中実

時の断面二次半径の比𝑅𝑅𝑐𝑐̅の 3/2 乗に比例する． 
 
3.4.5 中実円柱および中空円筒における自重座屈特性の和算法則 

ここでは，先ほど導出した 大高さの理論式に基づき，中空構造と中実構造の間に成

り立つ 2 つの重要な自重座屈特性の関係式を導出する．これにより，中空構造の自重座

屈特性が，容易に検討可能な中実構造の結果を用いて記述できることを示す． 
 

(1) 最大高さに関する三乗和の法則 

 いま，式(3.4.12)の両辺を三乗して展開すると，次式が得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐
3 = �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝑜𝑜

2� + �𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

(𝑅𝑅ℎ𝑟𝑟𝑜𝑜)2� (3.4.15) 

 
ここで，式(2.1.19)および式(3.4.1)より，中空円筒および中実円柱の 大高さに関する次

の関係式が得られる．  
 

𝐿𝐿𝑐𝑐
3 = 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑜𝑜

3 + 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐
3 (3.4.16) 

 
ここに，𝐿𝐿𝑐𝑐は中空円筒モデルの 大高さ，𝐿𝐿𝑐𝑐𝑐𝑐は半径が𝑟𝑟𝑐𝑐の中実な円柱モデルの 大高さ，

𝐿𝐿𝑐𝑐𝑜𝑜は半径が𝑟𝑟𝑜𝑜の中実な円柱モデルの 大高さである．図-3.4.2 は，式(3.4.16)の関係を図

示したものであり，断面が中空なモデルの 大高さは，同じ弾性係数𝐸𝐸と単位体積重量𝛾𝛾
を持つ中実なモデルの 大高さにより記述できることを表している．  
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図-3.4.2 重い柱の 大高さに関する三乗和の法則 

 
(2) 限界密度に関する和の法則 

 さらに，式(3.4.16)の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐に関する式を限界密度𝜌𝜌𝑐𝑐に関する式に書き換えると，

次式が得られる． 
 

𝜌𝜌𝑐𝑐 = 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜌𝜌𝑐𝑐𝑜𝑜 (3.4.17) 
 
ここに，𝜌𝜌𝑐𝑐は中空モデルの限界密度，𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐は半径が𝑟𝑟𝑐𝑐である中実な円柱モデルの限界密度，

𝜌𝜌𝑐𝑐𝑜𝑜 は半径が𝑟𝑟𝑜𝑜である中実な円柱モデルの限界密度である．式(3.4.17)を図示したものが 
図-3.4.3 であり，中空にした場合に支えることができる限界密度は，同じ高さ𝐿𝐿，弾性係

数𝐸𝐸を持つ半径𝑟𝑟𝑜𝑜の中実円柱における限界密度𝜌𝜌𝑐𝑐𝑜𝑜と，半径𝑟𝑟𝑐𝑐の中実円柱における限界密

度𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐の和で得られることを示している．  

 

 
図-3.4.3 重い柱の限界密度に関する和の法則 
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3.4.6 本研究の理論解を用いた有限要素解の妥当性検証 

 本項では，導出した式(3.4.12)の中空円筒構造に対する 大高さの理論解と，Dargahi
らの方法[15]により得られる有限要素解の比較検証を行う．諸元については，Niklas およ

び Adam の調査結果を参考に設定し，固定端半径𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0.23 m，弾性係数𝐸𝐸 = 1.1 ×
1010 kN/m2，モデル密度𝜌𝜌𝑚𝑚 = 526 kg/m3，モデル高さ𝐿𝐿𝑚𝑚 = 60.8 m を用いる．このモデ

ルに対して，Dargahi らの方法を参考に，使用要素は，要素時数𝑗𝑗 = 1, 2とする四面体要

素とし，メッシュサイズを 100 mm および 50 mm としてメッシュ分割を行う．中空比

𝑅𝑅ℎは，𝑅𝑅ℎ = 0, 0.05,… , 0.95とする．なお，詳細な計算方法については，3.2 節に示した方

法と同様であるため，ここでは省略する． 
また，本項では，断面の中空化が自重座屈に対する 大高さに与える影響を考察する

ために，次式で与えられる 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅ℎ)を定義する． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅ℎ) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑅𝑅ℎ)
𝐿𝐿𝑐𝑐(0)

(3.4.18) 

 
ここに，𝑅𝑅ℎは式(3.4.1)で与えられる中空比を示す．すなわち，式(3.4.18)は中実な円柱の

大高さに対する，中空比𝑅𝑅ℎの円筒における 大高さの比を示すものである．また，

大高さと限界密度の関係より，次に示す限界密度比が定義できる． 
 

𝑅𝑅𝜌𝜌(𝑅𝑅ℎ) = 𝜌𝜌𝑐𝑐(𝑅𝑅ℎ)
𝜌𝜌𝑐𝑐(0)

= 𝑅𝑅𝐿𝐿
3 (𝑅𝑅ℎ) (3.4.19) 

 
上式は，中実な円柱の限界密度に対する，中空比𝑅𝑅ℎの円筒および円柱における限界密度

の比を示すものである．式(3.4.14)に示した 大高さの式からも分かるように，限界密度

比𝑅𝑅𝜌𝜌(𝑅𝑅ℎ)は 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅ℎ)の三乗で表すことができる． 
 図-3.3.4 には，断面の中空化が自重座屈特性に与える影響を示す．図-3.3.4 (a)は縦軸

に 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿，図-3.3.4 (b)は縦軸に限界密度比𝑅𝑅𝜌𝜌を取って示しており，横軸はどち

らも式(3.4.1)で与えられる中空比𝑅𝑅ℎである．図中の実線は本節で導出した 大高さの理

論式を表しており，〇印などの離散的な点は有限要素法に基づく数値解を示す． 
 まず，有限要素解と理論解の違いを見ると， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿および限界密度𝑅𝑅𝜌𝜌のどちら

の場合においても，〇印で示された要素次数𝑗𝑗 = 1・メッシュサイズ 100 mm の解析条件

より得られた有限要素解は，理論解と大きく離れた値となっている．それに対して，要

素次数を変更せず，メッシュサイズを半分の 50 mm に設定した□印の場合には，理論解

と概ね一致した解が得られている．なお，要素次数𝑗𝑗 = 2とすると，メッシュサイズが 100 
mm の場合でも理論解と一致した解が得られる． 
 次に，理論解のみに着目すれば，今回の中空比の範囲0 ≤ 𝑅𝑅ℎ ≤ 0.95においては， 大

高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿はおよそ 1.25，限界密度比はおよそ 2.00 まで，断面の中空化によって自重座

屈特性が向上することが分かる．  
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(b) 中空比𝑅𝑅ℎが限界密度に与える影響

図-3.4.4 断面の中空化が自重座屈特性に与える影響 

ここで，Greenhill が導出した式(2.1.19)の円柱における 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠を用いれば，式

(3.4.14)は次のように定義できる． 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = (1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 (3.4.20) 

上式における係数(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3こそが，理論式における 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅ℎ)の定義である．

なお，今回の計算では外半径𝑟𝑟𝑜𝑜 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑎𝑎.であり，さらに図-3.4.4 はいずれも中空比𝑅𝑅ℎに

対して単調増加の傾向を示している．このことは，断面の中空化によって曲げ剛性の低

(a) 中空比𝑅𝑅ℎが最大高さに与える影響
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下が引き起こされるにも関わらず，重量の軽量化がこれを補って余りある効果を発揮し，

結果として自重座屈特性が向上することを示している． 
  
3.4.7 自重座屈に対する安全率の図形的表現：安全率の円弧 

いま，式(3.4.15)の左辺が外径𝑟𝑟𝑜𝑜と内径𝑟𝑟𝑐𝑐の二乗和となるように式変形を行うと，次式

が得られる． 
 

𝑟𝑟𝑐𝑐𝑜𝑜
2 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐

2 = 𝜁𝜁2 (3.4.20) 
 
ここに，右辺の𝜁𝜁は次式で与えられる． 
 

𝜁𝜁2 = 𝛾𝛾𝐿𝐿3

𝐸𝐸𝐶𝐶
(3.4.21) 

 
式(3.4.20)は円の方程式と同じ形であるから，外径𝑟𝑟𝑜𝑜と内径𝑟𝑟𝑐𝑐のなす平面上に円弧とし

て図示することができる．図-3.4.5 は，実際に式(3.4.20)を図に示したものであり，横軸

に外径𝑟𝑟𝑜𝑜，縦軸に内径𝑟𝑟𝑐𝑐を取って表している． 
まず，図-3.4.5 (a)は，𝑟𝑟𝑜𝑜 − 𝑟𝑟𝑐𝑐平面内に式(3.4.20)を単純に図示したものである．いま，

外径𝑟𝑟𝑜𝑜および内径𝑟𝑟𝑐𝑐の定義域は，𝑟𝑟𝑜𝑜 > 0および0 ≤ 𝑟𝑟𝑐𝑐 < 𝑟𝑟𝑜𝑜であるから，式(3.4.20)の有効な

領域は𝑟𝑟𝑜𝑜軸と直線𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝑟𝑟𝑜𝑜で囲まれた区間のみである（なお，直線𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝑟𝑟𝑜𝑜側の境界を含ま

ない）．これを踏まえると，式(3.4.20)の有効な領域は図-3.4.5 (b)の灰色部のように図示

することが出来る．すなわち，この灰色部の領域は，実際の円柱および円筒構造が取り

得る内径および外径の組み合わせ(𝑟𝑟𝑜𝑜, 𝑟𝑟𝑐𝑐)の範囲を示している． 
式(3.4.21)は，ある単位体積重量𝛾𝛾，弾性係数𝐸𝐸を持つ材料からなる高さ𝐿𝐿の中実円柱お

よび中空円筒における，自重座屈が発生する臨界の内径および外径の組み合わせ(𝑟𝑟𝑜𝑜, 𝑟𝑟𝑐𝑐)
を意味している．すなわち，図-3.4.5 (c)に示されている赤線の円弧は，自重座屈が発生

する危険側と発生しない安全側の境界線であり，これより内側（赤色部）にあれば自重

座屈が発生し，外側（青色部）にあれば自重座屈が発生する．また，図中のΘは，中空比

𝑅𝑅ℎを用いて次のように表すことができる． 
 

Θ = tan−1 𝑅𝑅ℎ (3.4.22) 
 
すなわち，半径を𝛽𝛽，中心角を𝜃𝜃とする円弧上の点は全て等価な自重座屈に対する安全率

を有しているが，𝑟𝑟𝑜𝑜軸から正の円周方向に進むほど系の総体積は小さくなり，より省材

料で必要な自重座屈耐性を得ることが可能であることを意味している．なお，本研究の

定式化は梁の座屈モードを対象としているため，(𝑟𝑟𝑜𝑜, 𝑟𝑟𝑐𝑐)が直線𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝑟𝑟𝑜𝑜線上に限りなく近

い「局部座屈が生じるような薄肉構造」を除いた領域で有効である． 
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図-3.4.5 円柱および円筒における自重座屈特性の円弧を用いた図形的表現 

 
 次に，図-3.4.5 (c)の半径を𝜁𝜁とする円弧について，これを半径方向に𝐾𝐾倍だけ拡大し

たものを図-3.4.5 (d)に示す．このとき，自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐の安全率𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿)お

よび限界密度𝜌𝜌𝑐𝑐の安全率𝑆𝑆𝐹𝐹(𝜌𝜌)は，式(3.4.20)より𝐾𝐾を用いて次のように書くことができる． 
  

𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿) = 𝐿𝐿/𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝐾𝐾2/3         (3.4.23) 

𝑆𝑆𝐹𝐹(𝜌𝜌) = 𝜌𝜌/𝜌𝜌𝑐𝑐 = 𝐾𝐾2 = 𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿)
1/3  (3.4.24) 

 
以上より，特定の安全率𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿)および𝑆𝑆𝐹𝐹(𝜌𝜌)を確保するための外半径𝑟𝑟𝑜𝑜および内半径𝑟𝑟𝑐𝑐は，

次式で与えられる． 
 

𝑟𝑟𝑜𝑜 = 𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿)
3/2  𝑟𝑟𝑐𝑐𝑜𝑜,  𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝑅𝑅ℎ𝑟𝑟𝑜𝑜 (3.4.25) 

𝑟𝑟𝑜𝑜 = 𝑆𝑆𝐹𝐹(𝐿𝐿)
3/2  𝑟𝑟𝑐𝑐𝑜𝑜,  𝑟𝑟𝑐𝑐 = 𝑅𝑅ℎ𝑟𝑟𝑜𝑜 (3.4.26) 
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すなわち，青で示した円弧上の点(𝐾𝐾𝑟𝑟𝑐𝑐𝑜𝑜,𝐾𝐾𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐)は，赤で示した自重座屈発生の境界である

円弧上の点(𝑟𝑟𝑐𝑐𝑜𝑜, 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐)に対して，どの点においても安全率は一定である．また，自重座屈に

対する安全率𝑆𝑆𝐹𝐹は，𝑟𝑟𝑜𝑜 − 𝑟𝑟𝑐𝑐平面内における原点から円弧までの半径方向の距離のみによ

って一様に定まり，円弧上は全て等価な自重座屈耐性を有する． 
 
3.4.8 中空円筒形状を有する植物のスケーリング則としての適用可能性 

ここでは，本研究で導いた中空円筒に対する 大高さ式が，中空断面を有する硬く重

たい植物，すなわち竹におけるスケーリング則を示している可能性について考察する．

まず，本研究により導出した中空円筒の 大高さ式において，次のような式変形を行う． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = (1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝑜𝑜

2�
1/3

= �1 + 𝐴𝐴𝑐𝑐
𝐴𝐴𝑜𝑜

�
1/3

�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝑜𝑜
2�

1/3
(3.4.27) 

 
ここに，𝐴𝐴𝑐𝑐および𝐴𝐴𝑜𝑜は，それぞれ内径と外径がなす断面積を表す．本研究では，簡単の

ために外径𝑟𝑟𝑜𝑜および中空比𝛼𝛼を高さ方向に一定であると仮定しているが，例えば自然界の

竹は，高さ方向に肉厚が変化するような形状を取っている[22,23]．しかし，Inoue ら[24]
は，実測のデータを用いて，竹において次の形状則が成り立つことを示している． 
 

𝐴𝐴𝑐𝑐
𝐴𝐴𝑜𝑜

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑎𝑎. (3.4.28) 

 
すなわち，竹のスケーリング則を考える上では，中空比𝑅𝑅ℎは一定とすることができる．

ここで，テーパーを考慮していない Greenhill のスケーリング則が，テーパーを有してい

る実在の樹木に適合したことを考えると，式(3.4.28)の成立は，本研究のスケーリング則

が竹に適用できる可能性を示唆するものであると言える． 
 
3.4.9 中空断面を有する植物における重量分布の影響 

本項では，竹などの中空断面を有する植物において，枝葉重量の分布や幹（稈）との

重量バランスが自重座屈特性に与える影響について検討する． 
まず，3.3 節の内容に基づき，ここでは次の重量分布モデルを用いる． 

 

𝜌𝜌(𝑥𝑥) = �
2𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + (1 − 𝑛𝑛)�𝜌𝜌𝐵𝐵 + 𝜌𝜌𝑇𝑇 (3.4.29) 

 
ここに，𝑛𝑛は重量分布を支配するパラメータであり，𝜌𝜌𝐵𝐵は枝葉の密度 [kg/m3]，𝜌𝜌𝑇𝑇は幹部

（稈）の密度 [kg/m3]を表す．その分布例は，図-3.4.6 に示す通りである． 
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図-3.4.6 本節の検討で用いる密度関数モデルの分布形状の例 

 
この密度関数モデルは，式(3.3.30)に示したものと同様である．これは，密度分布パラメ

ータ𝑛𝑛 < 0のとき上部が重く，𝑛𝑛 = 0のときには高さ方向に密度が一定であり，𝑛𝑛 > 0のと

きには下部に重量物が集中する，というものである．なお，その分布形状は線形である． 
 次に，これまでと同様の方法を用いて支配方程式を求めると，次式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 +

⎝
⎜⎛�

𝑛𝑛
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + (1 − 𝑛𝑛)�𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1
⎠
⎟⎞ 𝜌𝜌𝑇𝑇 𝑔𝑔𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑥𝑥𝜃𝜃 = 0 (3.4.30) 

 
ここに，𝑅𝑅𝑊𝑊は幹重量に対する枝葉重量の比（𝑅𝑅𝑊𝑊 = 𝜌𝜌𝐵𝐵/𝜌𝜌𝑇𝑇）である．上式の級数解は，

次式のように求められる． 
 

𝜃𝜃(𝑥𝑥) = �1 − 1
6
�(1 − 𝑛𝑛)𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1�𝜔𝜔3𝑥𝑥3 + ⋯� 𝑐𝑐1  

           + �𝑥𝑥 − 1
12

�(1 − 𝑛𝑛)𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1�𝜔𝜔3𝑥𝑥4 ⋯ � 𝑐𝑐2 (3.4.31)
 

 
ここに，パラメータ𝜔𝜔は次式を用いて与えられる． 
 

𝜔𝜔 = �𝜌𝜌𝑇𝑇 𝑔𝑔𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

(3.4.32) 

 
すなわち，その物理的意味はこれまでに示した変数変換パラメータ𝜔𝜔と同様である（式

(2.1.15)および式(3.3.14)を参照）． 
 ここで，式(3.4.30)にこれまでと同様に片持ち梁の境界条件（式(2.1.28)）を適用すれば，

中空円筒における重量分布を考慮した 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐に関する固有方程式が次のように求

められる． 
 

�1 − 1
6
�(1 − 𝑛𝑛)𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1�𝜔𝜔3𝐿𝐿𝑐𝑐

3 + ⋯� = 0 (3.4.33) 
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図-3.4.7 枝葉重量の影響を消失させるための中空比𝑅𝑅ℎ 

 
式(3.4.33)の高次代数方程式を数値的に解くことにより，枝葉重量の影響を考慮した

大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が得られる．なお，ここでは 3.3 節と同様に，10 cm 単位までの収束性が確認

できれば良いものとし，展開次数はこれを満足する𝑁𝑁 = 25を用いた． 
 ここで，枝葉の重量分布と幹との重量バランスが自重座屈特性に与える影響を調べる

ために，次に示す 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝑅𝑅ℎ,𝑅𝑅𝑊𝑊 ) 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑛𝑛,𝑅𝑅ℎ, 𝑅𝑅𝑊𝑊) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑛𝑛,𝑅𝑅ℎ,𝑅𝑅𝑊𝑊 )
𝐿𝐿𝑐𝑐(0, 0, 0)

= 𝑅𝑅𝜌𝜌
3(𝑛𝑛,𝑅𝑅ℎ,𝑅𝑅𝑊𝑊) (3.4.34) 

 
ここに，𝐿𝐿𝑐𝑐(0, 0, 0)は，枝葉が全くなく，断面が中実な場合の 大高さであり，すなわち

Greenhill が導出した式から得られる 大高さである．式(3.4.34)を式(3.4.33)に代入する

ことにより，以下に示す 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿を固有値とする固有方程式が得られる． 
 

�1 −
3�(1 − 𝑛𝑛)𝑅𝑅𝑊𝑊 + 1�

8(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)

𝑗𝑗−1/3,1
2 𝑅𝑅𝐿𝐿

3 + ⋯� = 0 (3.4.35) 

 
3.3 節にも示したように，枝葉重量とその分布によって，自重座屈特性は必ず低下して

しまう．しかしながら，中空円筒構造を有する竹などの植物は，断面の中空化による重

量の低減により，枝葉による自重座屈特性の低下を防ぐことが可能であると考えられる． 
図-3.4.7 には，式(3.4.35)の 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿を𝑅𝑅𝐿𝐿 = 1とした場合の，ある重量比𝑅𝑅𝑊𝑊およ

び分布パラメータ𝑛𝑛に対応する中空比𝑅𝑅ℎを示す．すなわち，枝葉の影響を考慮した中空

円筒において，枝葉が全くない中実円柱モデルと同様の 大高さを実現するためには，

どの程度の中空比𝑅𝑅ℎを確保すればよいかを示すものである． 
 図より，断面の中空化によって，枝葉重量の影響をある程度消失させることができる

ことが分かる．しかしながら，枝葉重量が上部に集中し（𝑛𝑛 < 1），かつ枝葉重量が大き

い場合(𝑅𝑅𝑊𝑊 > 0.8)には，枝葉の影響を消失させることが可能な中空比𝑅𝑅ℎが存在しないこ

Rh

n

RW
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とが分かる．実際の竹は，枝葉重量を上部に集中させてこそいるものの，樹木に比べれ

ばその枝葉は軽量である[18, 25]．これらのことは，光合成の効率化のために枝葉を上部

に集中させた場合でも，中空断面の採用と軽量な枝葉により，竹が十分な自重座屈耐性

を確保していることを示唆するものである． 
 
3.4.10  本節のまとめ 

 本節では，高さ方向に断面が一定な中実および中空円筒に統一的に適用可能な 大高

さ式を導くことにより，断面の中空化が自重座屈特性に与える影響を理論的に明らかに

した．さらに，中実円柱と中空円筒の自重座屈特性を結びつける様々な関係式を導き，

中空円筒の自重座屈特性が二つの中実円柱の自重座屈特性の和で表現できることを示し

た．本節で得られた主要な結論は，以下の通りである． 

① 中空円筒構造の場合においても， 大高さは中空比𝑅𝑅ℎの大きさによらず，Greenhill
の式と同様に半径の 2/3 乗に比例する．また， 大高さは，中実断面（𝑅𝑅ℎ = 0）の場

合の断面二次半径と中空断面の場合（𝑅𝑅ℎ ≠ 0）の断面二次半径の比の 2/3 乗に比例

する． 

② 中空円筒の自重座屈特性は，その中空円筒が有する内半径および外半径とそれぞれ

半径が等しい 2 つの中実円柱の自重座屈特性の和によって表すことができる．まず，

中空円筒の 大高さの 3 乗は，その内半径・外半径と等しい大きさの半径を有する二

つの中実円柱の 大高さの 3 乗和に等しい．さらに，中空円筒の限界密度は，その内

半径・外半径と等しい大きさの半径を有する二つの中実円柱の限界密度の和によっ

て与えられる． 

③ 中空円筒および中実円柱の自重座屈特性は，内半径𝑟𝑟𝑐𝑐および外半径𝑟𝑟𝑜𝑜がなす平面上に

円弧として図示することができる．さらに，自重座屈に対する安全率は，この円弧か

らの半径方向の距離によって一意に定まる． 

④ 中空円筒における重量分布を考慮した定式化の結果より，自然界の竹は，自重を巧み

に配分することによって，光合成のために高い位置で光を獲得することと自重座屈

耐性の確保を両立している可能性が示唆された． 

実際の木本植物は，そのほとんどがテーパー形状のみを有しており，その断面は密実

である．次節では，3.2 節および 3.4 節に示された「テーパー形状」と「断面の中空化」

について，両者の影響を同時に考慮した場合の 大高さ式を導出するとともに，それぞ

れが自重座屈特性に与える影響を比較し，ほとんどの木本植物がテーパー形状のみを有

している理由を力学的な観点から明らかにする．なお，本章に示した成果をまとめたも

のは，Mechanics Research Communications にて報告している [研究業績目録，学術論文

(3)]． 
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3.5 木本植物は先細りになるべきか，それとも中空になるべきか？ 

 これまで示した 大高さ式は，いずれも 大高さを大きくするためには「曲げ剛性を

大きくすること」および「重量を軽くすること」が有効であると主張している．3.2 節お

よび 3.4 節で示した「テーパー形状」と「断面の中空化」は，両者ともにこれらを達成す

るためのアプローチであり，自重座屈特性を効果的に向上させることができる． 
しかし，人々の身長を超えるほど高く成長する木本植物は，水や養分を輸送する微細

な管（維管束）を有しているものの，断面そのものはほぼ密実であり，テーパー形状の

みを有する．この事実は，光合成のために高さを必要とする植物にとって，断面を中空

にするよりも，テーパー形状を導入する方が，安定性と高さの確保を両立する優れた手

段である可能性を示唆している．これを力学的な観点から洞察することは，植物が進化

の過程で姿かたちを変えながらも残してきた「効率の良い重力抵抗メカニズム」や，バ

イオマス量の推定等に応用可能な「木本植物のスケーリング則」を解明することに繋が

るとともに，断面の中空化とテーパー形状の取捨選択をはじめとする，植物形態の本質

に迫る生態学的な知見をもたらすことが期待できる． 
本節では，任意のテーパーと中空部を有する柱について，自重座屈に対する簡潔な

大高さ式を導出し，植物の形態が有する巧妙な重力抵抗メカニズムを解明するとともに，

大高さの観点におけるテーパー形状と中空断面の得失を明らかにすることを目的とす

る．これにより， 大高さの観点からテーパー形状および中空断面の得失を解明するだ

けでなく，成長戦略としての両者の得失について考察を行い，両アプローチの力学的優

位性の解明を試みる． 
 
3.5.1 計算モデル 

 
図-3.5.1 テーパー形状および断面の中空化の双方を考慮した計算モデル 

(a) 座標系の定義

(c) 自重座屈の発生

x = 0

(b) 各位置における断面形

x = xp

x = Lc

ro(0) = Rtr0 = RtrL
ri(0) = Rhr0 = RtRhrL

ro(xp) = = (¤x + Rt) rL

ri(xp) = Rhro (xp)

 x +Rt
1 – Rt
Lc

rL

ro(Lc) = rL

ri(Lc) = RhrL

x = 0

°A(x)

座屈状態

x = 0

M (x)
(Bending moment)

S (x)
(Shear force)

θ

x

x = 0

幹
（稈）

 x = 0

x = Lc

地面

内半径 : ri(xp)
=Rhro(xp)

外半径 : ro(xp)

弾性係数 : E
単位体積重量 : °

先端

( たわみ角 )

片持ち梁としてのモデル化 断面力の導出

x = Lc x = Lc x = Lc

(d) 断面力

地面
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表-3.5.1 本節で用いる計算モデルにおける物理量の定義 

パラメータ シンボル 単位 備考 

座標系 𝑥𝑥 [m] 先端で𝑥𝑥 = 0, 地面で𝑥𝑥 = 𝐿𝐿 
高さ 𝐿𝐿 [m] - 
大高さ 𝐿𝐿𝑐𝑐 [m] 自重座屈が発生する瞬間の高さ 

先端での外半径 (𝑥𝑥 = 0) 𝑟𝑟0 [m] 
下添え字が座標値に対応 

地面での外半径 (𝑥𝑥 = 𝐿𝐿) 𝑟𝑟𝐿𝐿 [m] 

外半径 𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥) [m] 𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥) = �
1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐

𝐿𝐿𝑐𝑐
𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐� 𝑟𝑟𝐿𝐿  

内半径 𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑥𝑥) [m] 𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅ℎ(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑟𝑟𝐿𝐿 
テーパー比 𝑅𝑅𝑐𝑐 - 𝑅𝑅𝑐𝑐 = 𝑟𝑟0/𝑟𝑟𝐿𝐿 
中空比 𝑅𝑅ℎ - 𝑅𝑅ℎ = 𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑥𝑥)/𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑎𝑎. 
弾性係数 𝐸𝐸 [N/m2] 

今回は高さ方向に一定とする 
単位体積重量 𝛾𝛾 [N/m3] 

 

 本節の検討において用いる計算モデルは，図-3.5.1 (a)に示すような中空テーパー構造

の片持ち梁である．このモデルは，3.2 節および 3.4 節のモデルを組み合わせたようなも

のとなっており，それぞれの物理量や文字の意味は前節までの内容のものと同様である．

そこで，改めて表-3.5.1 に各パラメータの意味をまとめたものを示す． 
図-3.5.1 (b)には，先端（𝑥𝑥 = 0），根元（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿），任意位置𝑥𝑥𝑝𝑝における断面形を示す．

本研究の計算モデルにおける外半径𝑟𝑟𝑜𝑜および内半径𝑟𝑟𝑐𝑐は，それぞれ次式で与えられる． 
 

𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥) = �1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐
𝐿𝐿𝑐𝑐

𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐� 𝑟𝑟𝐿𝐿 = (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑟𝑟𝐿𝐿 (3.5.1) 

𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅ℎ𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅ℎ(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑟𝑟𝐿𝐿     (3.5.2) 

 
ここに，𝑅𝑅𝑐𝑐はテーパー比，𝑅𝑅ℎは中空比を表し，それぞれ次式で与えられる． 
 

𝑅𝑅𝑐𝑐 = 𝑟𝑟0
𝑟𝑟𝐿𝐿

               (3.5.3) 

𝑅𝑅ℎ = 𝑟𝑟𝑐𝑐(𝑥𝑥)
𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥)

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑎𝑎. (3.5.4) 

 
すなわち，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0のときは円錐に，𝑅𝑅𝑐𝑐 = 1のときは円柱に一致する．また，

中空比𝑅𝑅ℎ = 0のとき断面は中実となり，𝑅𝑅ℎの増加に伴って空洞部の体積が大きくなる．

なお，𝑅𝑅ℎ = 1のときは計算モデルが消失する．さらに，既往の竹における断面形状の調

査研究[24]では，中空比𝑅𝑅ℎは高さ方向に一定であることが報告されており（式(3.4.28)を
参照），ここではこれを定数として取り扱う．なお，本研究では，幹・茎そのものの自

重座屈特性に着目するため，枝葉の影響は考慮しない． 
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また，自然界の竹をはじめとする中空の稈や茎をもつ植物は，断面内で離散的に「節」

を配置し，風をはじめとする横荷重によって生じる断面の楕円化と，それに伴う局部座

屈の発生を防いでいることが知られている[26-28]．このような節が有する断面変形（楕

円化）の抑制効果は，局部座屈の発生を抑制させるとともに，結果的に竹を「全体がし

なることによって曲げに抵抗する梁」として機能させる重要な役割を果たしている．本

研究では，このような節が有する断面変形の抑制効果を考慮して，全体が梁として曲げ

られる自重座屈問題に焦点を当てて，その 大高さの導出を行う． 
 
3.5.2 支配方程式の導出 

次に，この問題における支配方程式を導出する．ここで，図-3.5.1 (c)のように，片持

ち梁が自重により座屈したとき，図-3.5.1 (d)に示すように任意の点𝑥𝑥における力の釣り

合いを考えると，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次式で表される． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝑉𝑉 (𝑥𝑥) sin 𝜃𝜃 (3.5.5) 
 
ここに，𝛾𝛾は単位体積重量[N/m3]，𝑉𝑉 は先端から位置𝑥𝑥までの区間の体積[m3]，𝜃𝜃はたわみ

角である．いま，先端から位置𝑥𝑥までの区間の体積𝑉𝑉 は次式で与えられる． 
 

𝑉𝑉 (𝑥𝑥) = (1 − 𝑅𝑅ℎ
2) �1

3
Λ2𝑥𝑥2 + Λ𝑅𝑅𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐

2�𝜋𝜋𝑟𝑟𝐿𝐿
2 𝑥𝑥 (3.5.6) 

 
式(3.5.6)は極めて煩雑な形であるため，これをそのまま用いて定式化を進めても，得ら

れる支配微分方程式を解くことは不可能である．そこで， 図-3.5.2 に示すような二つの

モデルを検討することにより，せん断力を簡単な形式に書き換える． 
 

 

図-3.5.2 体積補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 の導入 
 
 まず，図-3.5.2 の左に示す斜線部の体積𝑉𝑉1は，式(3.5.6)で与えられる．それに対して，

V1

x

V2

x
ro(x )
ri (x )

V1 = ¯VV2

ro(x )
ri (x )
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図-3.5.2 の右に示す斜線部の体積𝑉𝑉2は，次式で与えられる． 
 

𝑉𝑉2(𝑥𝑥) = (1 − 𝑅𝑅ℎ
2)(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2𝜋𝜋𝑟𝑟𝐿𝐿

2 𝑥𝑥 (3.5.7) 

 
ここで，図-3.5.2 に示した二つのモデルにおける体積が等しくなるような補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉

を導入する．補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 を𝑉𝑉2に乗じると𝛽𝛽𝑉𝑉 の値域が容易に定まることから，𝑉𝑉1 =
𝛽𝛽𝑉𝑉 𝑉𝑉2とすると次式が得られる． 
 

𝛽𝛽𝑉𝑉 (𝑥𝑥) = 1
3
�1 + 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑟𝑟𝐿𝐿

𝑟𝑟𝑜𝑜(𝑥𝑥)
+ 𝑅𝑅𝑐𝑐

2𝑟𝑟𝐿𝐿
2

𝑟𝑟𝑜𝑜
2(𝑥𝑥)

� (3.5.8) 

 
よって，式(3.5.8)の体積補正係数𝛽𝛽𝑉𝑉 は，中空比𝑅𝑅ℎに依存しない．また，中実な円錐台モ

デルにおける体積補正係数と同じ式であるため，中実な円錐台モデルにおける体積補正

係数と同様に，𝛽𝛽𝑉𝑉 を𝑥𝑥に依存せず，𝑅𝑅𝑐𝑐のみで変化する関数と考えることができる．  
ここで，たわみ角𝜃𝜃が微小であるとすれば，式(3.5.5)のせん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次のように書け

る． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝜋𝜋𝛽𝛽𝑉𝑉 (1 − 𝑅𝑅ℎ
2)(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2𝑟𝑟𝐿𝐿

2 𝑥𝑥𝜃𝜃 (3.5.9) 
 

次に，任意の点𝑥𝑥における曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，弾性曲線方程式より次式で与えら

れる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

(3.5.10) 

 
ここで，せん断力と曲げモーメントの関係（𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥）を用いて，式(3.5.9)および

(3.5.10)より次の支配方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 4Λ

(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ 4𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉
𝐸𝐸(1 − 𝑅𝑅ℎ

2)(Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐)2𝑟𝑟𝐿𝐿
2 𝑥𝑥𝜃𝜃 =  0 (3.5.11) 

 
いま，式(3.5.11)の支配方程式において，中実な円錐台モデルと同様の次式を利用し，

変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉(𝑥𝑥)  = (Λ𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑐𝑐) 𝜔𝜔 (3.5.12) 

 
ここに，𝜔𝜔は定数である．式(3.5.12)を用いて式(3.5.11)の変数変換を行うと，変換後の微

分方程式は次のようになる． 
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𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + 4

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

+ 4
𝜉𝜉2 (𝜉𝜉 − 𝜔𝜔𝑅𝑅𝑐𝑐)𝜃𝜃 =  0 (3.5.13) 

 

なお，変数変換パラメータ𝜔𝜔は，式(3.5.12)の第三項目を も簡単にするように定義すれ

ば，次のようになる． 
 

𝜔𝜔 = 1
(1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)3

1
(1 + 𝑅𝑅ℎ

2)
𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉 𝐿𝐿𝑐𝑐

3

𝐸𝐸𝑟𝑟𝐿𝐿
2 (3.5.14) 

 
3.5.3 固有方程式の導出 

 式(3.5.13)の支配方程式は中実円錐台のものと全く同じであり，その一般解は次のよう

に得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉)  =  1
8

𝜉𝜉−3/2�𝐽𝐽𝜂𝜂�4�𝜉𝜉�Γ(1 + 𝜂𝜂) 𝑐𝑐1 + 𝐽𝐽−𝜂𝜂�4�𝜉𝜉�Γ(1 − 𝜂𝜂) 𝑐𝑐2� (3.5.15) 

 
ここに，𝐽𝐽𝜂𝜂(𝑥𝑥)は次数𝜂𝜂の第一種 Bessel 関数，𝑐𝑐1，𝑐𝑐2は任意定数であり，𝜂𝜂は次式で与えら

れる． 
 

𝜂𝜂 = �16𝜔𝜔𝑅𝑅𝑐𝑐 + 9 (3.5.16) 
 
ここで，次に示す片持ち梁の境界条件を利用して，𝜉𝜉に関する条件式を導出する． 
式(3.5.13)の支配方程式および式(3.5.16)に示した Bessel 関数の次数𝜂𝜂は，𝜔𝜔の定義を除い

て中実な円錐台モデルと全く同様である．そのため，中実テーパー柱の定式化（3.2 節）

と同様に，固定端側の境界条件（式(2.1.28)）を用いて，𝜉𝜉に関する次の条件式を得ること

ができる． 
 

𝐽𝐽𝜂𝜂�4�𝜉𝜉� = 𝐽𝐽−𝜂𝜂�4�𝜉𝜉� = 0 (3.5.17) 

 
ここで，式(3.5.16)に示した第一種 Bessel 関数の次数𝜂𝜂において，𝜂𝜂が整数であれば，式

(3.5.17)を満足する𝜉𝜉が一意に定まる．式(2.1.28)に示す固定端側の境界条件から式(3.5.17)
が導かれることを踏まえると，次に示す 大高さ方程式が得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �
𝑗𝑗𝜂𝜂,1
2

32𝛽𝛽𝑉𝑉
(1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)3�

1/3

�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 (1 + 𝑅𝑅ℎ

2)�
1/3

(3.5.18) 

 
ここに，𝑗𝑗𝜂𝜂,1は次数𝜂𝜂の第一種 Bessel 関数における一番目の零点である．なお，式(3.4.14)
より，テーパーのない中空円筒の 大高さを𝐿𝐿𝑐𝑐ℎとおくと，これは次式で与えられる． 
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𝐿𝐿𝑐𝑐ℎ = (1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝐿𝐿

2 �
1/3

= 𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ) 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 (3.5.19) 

 
ここに，𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠は Greenhill が導いた中実円柱の自重座屈に対する 大高さ，𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)は中空比

𝑅𝑅ℎの影響を考慮するための関数であり，次式で与えられる． 
 

𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ) = (1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 (3.5.20) 

 
これを用いて，式(3.5.19)は次のように書ける． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = �
𝑗𝑗𝜂𝜂,1
2

32𝛽𝛽𝑉𝑉
(1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)3�

1/3

𝐿𝐿𝑐𝑐ℎ = 𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 (3.5.21) 

 
ここに，𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)は，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐の影響を考慮するための関数である．以上より，中空円

錐台の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は，中実円柱の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠に，テーパーおよび中空化の影響を表す係

数をかけた形で表されていることが分かる．  
 
3.5.4 固有方程式の数値解法と最大高さ式の導出 

式(3.5.21)は，整数条件を加味した第一種 Bessel 関数の次数𝜂𝜂の中に 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が含ま

れており，取り扱いが困難な 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐に関する方程式である．これを解くために，中

実円錐台と同様の手法により，次に示すような二つの計算モデルの機械的性質を考える

ことにより，式(3.5.21)の係数部分を導出する． 
 

 

図-3.5.3 テーパー関数を導出するための計算モデル 

rL

RhrL

Lch

RLLch

RhrL

rL
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まず，図-3.5.3 に示すような，全く同じ固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿，中空比𝑅𝑅ℎ，単位体積重量𝛾𝛾，弾

性係数𝐸𝐸，中空比𝑅𝑅ℎをもち，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐のみが異なる二つのモデルを考える．このと

き，テーパーを持たない左図の場合に比べ，テーパーを有する右図のモデルの方が，自

重座屈に対する 大高さを大きくできると予想される． 
そこで，テーパーを持たないモデルの 大高さを𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠，テーパーを有するモデルの 大

高さを𝐿𝐿𝑐𝑐とし，両者の 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿を次のように定義する． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝑐𝑐
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠

(3.5.22) 

 
この 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿は，両者の 大高さの関係より，常に𝑅𝑅𝐿𝐿 ≥ 1となるはずである． 
 次に，式(3.5.16)に式(3.5.14)を代入し，次の関係式を得る． 
 

16𝑅𝑅𝑐𝑐
1

(1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)3
1

(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)

𝛾𝛾𝛽𝛽𝑉𝑉 𝐿𝐿𝑐𝑐
3

𝐸𝐸𝑟𝑟𝐿𝐿
2 + 9 = 𝜂𝜂2 (3.5.23) 

 
ここで，式(3.5.23)に式(3.5.19), (3.5.21), (3.5.22)を代入すると，次式が得られる． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) = (1 − 𝑅𝑅𝑐𝑐)�
𝜂𝜂2 − 9
32𝑅𝑅𝑐𝑐𝛽𝛽𝑉𝑉

�
1/3

(3.5.24) 

 
これは，中空比𝑅𝑅ℎに対して独立であり，中実円錐台の定式化と全く同じものである．し

たがって，その結果を引用して，式(3.5.24)は次のように書くことができる． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) ≈ 1
2
𝑅𝑅𝑐𝑐

2 − 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 3
2

(3.5.25) 

 
すなわち，テーパーの影響を考慮するための関数は，3.2 節のものと完全に同じである．

なお，中空円筒の 大高さが，中空部とテーパーを持たない中実円柱と式(3.5.20)に示し

た中空比𝑅𝑅ℎの関数の積で与えられるため，中空円錐台モデルの 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は次式を用い

て求めることができる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟𝐿𝐿
2 �

1/3
= 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 (3.5.26) 

 
ここに，𝐶𝐶は定数（𝐶𝐶 ≈ 1.986，第 2 章を参照）であり，𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠は Greenhill [1]が導いた円柱

の自重座屈に対する 大高さである．また，式中の𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)および𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)は，それぞれ式

(3.5.25)と式(3.5.20)で与えられる． 
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式(3.5.26)は，中空円錐台の 大高さが，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐および中空比𝑅𝑅ℎに応じて変化す

る関数を円柱の 大高さにかけることで得られることを示している．すなわち，既に

McMahon によって立証されている高さ－直径間のスケーリング則[3,4]は，テーパー形状

および断面の中空化の双方を考慮した場合にも，円柱としてモデル以下した場合と同様

に，理論的に成り立つものである．また，式(3.5.26)を材料物性的な観点からみると，材

質を硬くしつつ，密度を低く保つことが， 大高さを向上させるために重要である，と

いうことを意味している．さらに，形状的な観点では，テーパー形状や断面の中空化に

よって体積を低減させつつ，固定端半径を大きくすることで，モーメントの大きな根元

付近の剛性を高く保つことが重要であることを示すものである． 
 

3.5.5 テーパー形状と中空断面が自重座屈特性に与える影響：固定端半径一定 

式(3.5.21)は，整数条件を加味した第一種 Bessel 関数の次数𝜂𝜂の中に 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐が含ま

れており，取り扱いが困難な 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐に関する方程式である．これを解くために，中

実円錐台と同様の手法により，次に示すような二つの計算モデルの機械的性質を考える

ことにより，式(3.5.21)の係数部分を導出する． 
植物は，生存のために光をめぐる他の植物との競争を可能な限り優位に進める必要が

ある．すなわち， も優先されるべきは，「肥大成長のような半径方向への成長」では

なく，「光資源獲得のための高さ方向への樹高成長」であると予想され，これは先端付

近の成長が優先される「頂芽優勢」からも推測される事象である．ただし， 大高さ向

上のために密度を軽量化することは効果的であるが，密度は弾性係数と密接な関連を有

していることに加え，幹における重量の過剰な低減は，風をはじめとする横荷重への抵

抗性の低下を招き，転倒のリスクを増加させてしまう恐れもある[29-31]． 
前述の内容を踏まえ，まず固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿が一定であるという条件のもと，テーパー比

𝑅𝑅𝑐𝑐と中空比𝑅𝑅ℎが自重座屈特性（ 大高さ， 大密度）に与える影響について検討を行っ

たものを図-3.5.4 (a)に示す．なお，縦軸は中実円柱の自重座屈特性に対する中空円錐台

の自重座屈特性の比を示しており，図中に示す 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ)および 大密度比

𝑅𝑅𝜌𝜌(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ)はそれぞれ次式で与えられる．  
 

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)         (3.5.27) 
𝑅𝑅𝜌𝜌 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)3𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)3 = 𝑅𝑅𝐿𝐿

3 (3.5.28) 
 
また，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐と中空比𝑅𝑅ℎの範囲は，以降の全ての数値計算例において，実際の竹

および樹木における測定結果[6, 18, 24, 32-39]を参考に，それぞれ0 ≤ 𝑅𝑅𝑐𝑐 ≤ 1，0 ≤ 𝑅𝑅ℎ ≤
0.9であるものとした．なお，図-3.5.4 における計算結果は，全て弾性係数𝐸𝐸を一定とし

た場合のものである． 
図より，固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿を一定とした場合には，中空化のみを採用する場合は 大で約

1.2 倍，テーパー形状のみを採用する場合には 大で約 1.5 倍まで， 大高さを向上させ

ることが可能である．さらに，自然界の竹のようなテーパー形状と中空断面の両方を同

時に採用する場合には，中実な円柱の約 1.8倍にまで 大高さを大きくすることができ，

両者の 大高さ向上への寄与が確認できる．なお，テーパー形状および中空断面の一方
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のみを採用する場合，固定端半径を一定とするこのケースでは，実現可能な 大高さの

大値という観点からみると，中空化よりテーパー形状の採用が 大高さの向上に効果

的であると言える． 
また，図-3.5.4 (b)の 大密度に関しては，中空化のみを採用する場合は 大で約 1.8

倍，テーパー形状のみを採用する場合には 大で約 3.4 倍まで 大密度を向上させるこ

とが可能である．さらに，自然界の竹のようなテーパー形状と中空断面の両方を同時に

採用する場合には，中実な円柱の約 6.0 倍にまで 大密度を大きくすることができる．

なお， 大高さの場合と同様に，実現可能な 大密度の 大値という観点からみると，

中空化よりテーパー形状の採用が 大高さの向上に効果的であると言える．  
図-3.5.4 (c)は，この 大密度の結果を用いて，中実円柱が自重座屈せずに許容できる

大総重量に対する，中空円錐台の 大総重量の比を計算したものである．なお，縦軸

の 大重量比𝑅𝑅𝑊𝑊 (𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ)は，次式で与えられる． 
 

𝑅𝑅𝑊𝑊 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)3𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)3 �
1
3
(𝑅𝑅𝑐𝑐

2 + 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 1)(1 − 𝑅𝑅ℎ
2)� (3.5.29) 

 
図-3.5.4 固定端半径を一定とした場合のテーパー形状・中空断面の自重座屈特性への影響 
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図より，テーパー形状を採用する場合には，許容できる 大重量は顕著には変化しな

いことが分かる．ただし， も高い自重座屈特性（ 大高さ， 大密度）を獲得できる

テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐 = 0のときには，基準とする円柱よりも 大重量が大きくなっていること

が分かる（𝑅𝑅𝑊𝑊 > 1）．これに対して，中空断面を採用する場合には，断面の中空化に伴

って 大重量は徐々に減少していき，𝑅𝑅ℎ = 0.9の場合には，およそ 7 割程度の軽量化が

行われていることが分かる．これは，テーパーを採用した場合でもほぼ同様である．す

なわち，固定端半径および高さを一定とするこの条件においては， 大密度は高まるも

のの，中空化によって体積は大きく減少するため，結果として許容可能な 大重量が低

下することを示している． 
 
 
3.5.6 テーパー形状と中空断面が自重座屈特性に与える影響：体積一定 

植物が利用可能なバイオマス量には，その成長段階に応じて必ず限りがあると予想さ

れる．そこで本節では，体積が一定である場合のもと，テーパー形状および断面の中空

化が自重座屈耐性に与える影響を検討する． 
図-3.5.5 は，体積一定条件におけるテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐と中空比𝑅𝑅ℎが自重座屈特性に与える

影響を図示したものである．いま，半径を𝑟𝑟𝑠𝑠とする中実円柱と高さが等しい中空円錐台

を考え，両者の体積が等しいものとすると，任意のテーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐および中空比𝑅𝑅ℎをもつ

モデルの固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿は，次式で与えられる． 
 

𝑟𝑟𝐿𝐿 = �
3

(1 − 𝑅𝑅ℎ
2)(1 + 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 𝑅𝑅𝑐𝑐

2)
𝑟𝑟𝑠𝑠 (3.5.30) 

 
式(3.5.30)を式(3.5.26)に代入すれば， 大密度𝜌𝜌𝑐𝑐が得られる（図-3.5.5 (b)）．そして，

これを用いて基準円柱における 大単位体積重量𝛾𝛾𝑐𝑐𝑠𝑠との比を算出し，これを高さの比に

変換すれば，図-3.5.5 (a)に示した 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ)が得られる． 
図より，体積一定の条件下では中空化のみを採用する場合は 大で約 2.1 倍，テーパー

形状のみを採用する場合には 大で約 2.2 倍まで， 大高さを大きくすることが可能で

あることが分かる．さらに，自然界の竹のような双方を同時に採用する場合には，著し

く 大高さを向上させることができ，これは中実な円柱の約 4.6 倍にまで到達する．な

お，この両者のうちどちらかを採用する場合を考えると，体積を一定とするこのケース

の場合においては，断面の中空化とテーパー形状の採用が自重座屈耐性の向上に同程度

の効果を与えることが分かる．これらは，図-3.5.5 (b)の 大密度に関しても，ほとんど

同様の傾向である．  
 また，式(3.5.30)からも分かるように，体積一定条件に基づく検討では，テーパー形状

および断面の中空化によって，固定端半径𝑟𝑟𝐿𝐿が基準円柱の半径𝑟𝑟𝑠𝑠に比べて増加していく

こととなる．これを示したものが図-3.5.5 (c) であり，図の縦軸は次式で与えられる固

定端半径比𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ)を示す． 
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𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ) = 𝑟𝑟𝐿𝐿
𝑟𝑟𝑠𝑠

= �
3

(1 − 𝑅𝑅ℎ
2)(1 + 𝑅𝑅𝑐𝑐 + 𝑅𝑅𝑐𝑐

2)
(3.5.31) 

 
すなわち，一定の体積を配分する場合，テーパー形状のみを採用する場合では 大で 1.7
倍，断面の中空化のみを採用する場合には 大で 2.3 倍ほど，固定端における半径が基

準円柱の半径よりも大きくなる．この両者を採用する場合には，基準円柱の約 4.0 倍ま

で半径が肥大化する．なお，根元半径の増大は，横荷重による転倒への抵抗モーメント

を増加させる効果を有するが[40]，より多くの面積を占有しなければならないことと，光

資源獲得のための高さ方向への成長が も優先されるべきであることに留意する必要が

ある． 
 

3.5.7 特定の自重座屈特性を実現するために要求される力学的性能 

3.5.5 項および 3.5.6 項の検討は，特定の条件下において，より高い自重座屈特性を獲

得できる形態はどのようなものかを考えるものであった．しかし，実際の樹木では，ま

ずとにかく光を十分に獲得できる特定の高さまで成長させることが重要であり，その体

 
図-3.5.5 モデルの体積を一定とした場合のテーパー形状・中空断面の自重座屈特性への影響 
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に耐えうる自重座屈耐性を獲得することが重要である．本節では，これまでとは真逆の

アプローチとして，「特定の自重座屈特性を実現するためには，どのような性能が要求

されるのか」という観点のもと，テーパー形状および断面の中空化が自重座屈耐性に与

える影響について考察する． 
 図-3.5.6 は，基準とする円柱の 大高さと同等の 大高さを実現させるために必要な

固定端半径・弾性係数を計算したものを示す．すなわち，図-3.5.6 (a)および図-3.5.6 (b)
の縦軸は，それぞれ次式で与えられる． 
 

𝑅𝑅𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ) = �𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)�−3/2 (3.5.32) 

𝑅𝑅𝐸𝐸(𝑅𝑅𝑐𝑐,𝑅𝑅ℎ) = �𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)�−3
 (3.5.33) 

 
まず，図-3.5.6 (a)に示した固定端半径比𝑅𝑅𝑐𝑐に関する計算結果では，中空化のみを採用

する場合は基準円柱の 0.74 倍，テーパー形状のみを採用する場合には基準円柱の 0.54 倍

の固定端半径で，同等の 大高さに到達することができることが分かる．さらに，両者

を同時に採用する場合には，基準円柱の 0.4 倍の固定端半径で，同等の 大高さに達す

ることができる．すなわち，テーパー形状および断面の中空化は，半径方向への肥大成

長に要するエネルギーを円柱の場合に比べて節約することができ，その分だけ樹高成長

に多くエネルギーを費やすことができると考えられる．なお，この両者のどちらか一方

を採用する場合には，テーパー形状のみを採用する方が優位であることが分かる． 
さらに，図-3.5.6 (b)に示した弾性係数比𝑅𝑅𝐸𝐸の場合もほぼ同様の傾向が見られ，中空

化のみを採用する場合は基準円柱の 0.55 倍，テーパー形状のみを採用する場合には基準

円柱の 0.30 倍の弾性係数で，同等の 大高さに到達することができることが分かる．さ

らに，両者を同時に採用する場合には，基準円柱の 0.16 倍の弾性係数で，同等の 大高

さに達することができる．弾性係数は，木化現象などにより成長に伴って大きくなって

いることが予想される機械的特性であるため，より小さな弾性係数で同等の高さを実現

できる方が優位である．これを踏まえると，テーパー形状と中空化のどちらか一方を採

 
図-3.5.6  自重座屈特性を一定とした場合に要求される力学的性能 
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用する場合には，テーパー形状の方が，より早い成長段階で特定の自重座屈特性に到達

できることが分かる． 
 
3.5.8 自重座屈特性に対するテーパー形状と中空断面の得失 

 本節では，植物におけるテーパー形状と中空断面の自重座屈特性に対する得失につい

て考察する．表-3.5.2 には，前節までに示した結果を表としてまとめたものを示す． 

表より，いずれの条件下における解析でも，自重座屈特性の獲得という目的において

は，断面の中空化よりも，テーパー形状の採用が優位であることが分かる．さらに，そ

の双方を採用することにより，自重座屈特性をいずれの条件下でも飛躍的に高めること

ができる．これを踏まえると，断面の中空化とテーパー形状のどちらか一方を採用する

場合には，まずはテーパー形状を優先的に採用するべきであるといえる．また，断面の

中空化は，軽量化による成長速度の向上が見込めるものの，つぶれや転倒への抵抗性能

を低下させてしまう．これに対して，テーパー形状は顕著な力学的損失を生じさせるこ

となく，自重座屈特性を確保できる優位なアプローチである．これらのことは，高さを

求めるあらゆる植物にとって，テーパー形状の採用が機械的に も優先されるべき行為

であることを示唆している．実際に，植物の形状を観察しても，中空でない植物は樹木

をはじめとして代表例がいくつか存在するが，テーパー形状は木本類・草本類を問わず，

ほとんどの植物が有している形状的特徴である．  
 また，中実・中空断面のような違いは，「個としての植物」と「群としての植物」と

いった生存戦略と，生存年数の違いが大きく影響していると予想される．まず，寿命が

長く，それぞれが独立した個体である樹木のような植物にとっては，それ単体で様々な

外力への抵抗性能を十分に有していなくてはならない．そのため，つぶれへの抵抗性の

低下や，軽量化による転倒抵抗モーメントの低減を招く恐れがある中空断面を採用せず，

テーパー形状のみを採用するに至っていると推測できる．なお，テーパー形状の採用は，

表-3.5.2 計算結果の概要 

固定端半径・弾性係数一定 テーパーのみ 中空化のみ テーパー・中空化 

大高さ比 密度一定 1.50 1.22 1.82 

大密度比 高さ一定 3.38 1.81 6.01 

大重量比 高さ一定 1.13 0.34 0.39 

体積・弾性係数一定 テーパーのみ 中空化のみ テーパー・中空化 

大高さ比 密度一定 2.16 2.11 4.59 

大密度比 高さ一定 10.1 9.53 96.5 

固定端半径比 高さ一定 1.73 2.29 3.97 

高さ・密度一定 テーパーのみ 中空化のみ テーパー・中空化 

固定端半径比 弾性係数一定 0.54 0.74 0.40 

弾性係数比 固定端半径一定 0.30 0.55 0.16 
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単純な高さと自重の確保だけでなく，断面二次モーメントをはじめとする断面性能を傾

斜化させるものでもある．これは，自由端にかけて徐々に破壊リスクを上昇させること

を可能とし，樹木にとって も致命的となる「根返り」のリスクを低下させることに繋

がっていると予想される． 
このような樹木に対して，寿命が樹木に比べ短く，地下茎で繋がっている竹[40]のよう

な植物の場合には，地上部へ進出する本数の増加や，迅速な成長速度を確保するべく，

各個体の外力抵抗性を犠牲にしてでも，自身の体を軽量化させる戦略を取っているので

はないかと考えられる．なお，木本類における中空植物の代表例である竹は，テーパー

形状と中空化の双方を同時に採用することで[12]，樹木と同程度の高さに驚異的な速度

で到達することを可能にしていると予想される．さらに，テーパー形状は，断面の中空

化に比べて，より小さな固定端半径で高い自重座屈特性を獲得できる．このことは，集

団で群生する竹にとって，一つ一つの個体が占有する地上部の面積を削減できることを

意味し，これも大きな利点として作用すると考えられる． 
 なお，自然界の竹をはじめとする中空の稈や茎をもつ植物は，断面内で離散的に「節」

を配置し，風をはじめとする横荷重によって生じる断面の楕円化と，それに伴う局部座

屈の発生を防いでいることが知られている[26-28]．このような節が有する断面変形（楕

円化）の抑制効果は，局部座屈の発生を抑制させるとともに，結果的に竹を「全体がし

なることによって曲げに抵抗する梁」として機能させる重要な役割を果たしている．本

研究の計算モデルには，一見すると節の影響を取り入れていないかのように見えるが，

あくまで本研究では節が有する断面変形の抑制効果を考慮して，全体が梁として曲げら

れる自重座屈問題に焦点を当てて，その 大高さの導出を行い，以上のような考察を得

ていることに留意する必要がある． 
 
3.5.9 本節のまとめ 

本研究では，自重座屈に対する 大高さの観点から，テーパー形状および断面の中空

化が有する得失を明らかにするために，木本植物をテーパー形状および中空断面をもつ

片持ち梁としてモデル化するとともに，そのときの自重座屈に対する 大高さ式を理論

的に導出した．この式を用いて考察を行った結果，以下に示す知見が得られた．  

① テーパー形状と中空断面を同時に考慮した 大高さの式は，円柱の 大高さの式と

テーパー形状および中空断面を考慮した関数の積で表すことができる。したがって，

Greenhill [1] が提案した円柱のスケーリングの法則，すなわち 大高さは固定端半径

の 2/3 乗に比例するという法則は，テーパー形状や中空断面を考慮した場合でも有

効である．これは McMahon [3,4] の結果とも一致し，樹木に対するこの法則の適用

性を裏付けるものである． 

② 本研究における理論式に基づく考察から，テーパー形状の方が中空断面よりも早い

成長段階で樹高を大きくすることができることが分かった．したがって，すべての植

物が成長のために十分な光を求め，先端から軸方向への伸長が も優先されること

（一次肥大成長）を踏まえると，本節で導いた式は，ほとんどすべての植物が先細り

型を示す理由を理論的に説明するものであると考えられる． 
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③ 中空断面も，テーパー型と同様の自己屈曲性を確保するための有効な方法である。し

かし，風などの横荷重による楕円化や転倒に対する抵抗力は低下する．このことから，

中空断面と中実断面の採用の違いには，「個体としての植物」や「集団としての植物」

といった生存戦略の観点や，それぞれの寿命が関係していることが示唆される． 

この成果は，土木構造物の設計や構造計算だけでなく，森林管理やバイオマスの推定

にも貢献することが期待でき，さらに統計的・実験的アプローチでは解明することがで

きない生態学的知見を与えるものであり，初めて植物のテーパー形状および中空断面の

影響を定量化したものである．なお，本章に示した成果をまとめたものは，Scientific 
Reports 誌にて論文として報告している [研究業績目録，学術論文(6)]． 

次節では，これまでのような「自重座屈特性に対してよい影響を与えると考えられる

要素」とは対照的に，自重座屈特性に顕著な悪影響を与えると予想される「初期不整」

の問題を取り上げるとともに，樹木が有する自重座屈に対する安全率の意味を解明する． 
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3.6 初期たわみと初期傾斜を考慮した樹木の形態形成戦略 

ここまで，地球上に存在する全ての構造物に等しく作用する「重力」に焦点を当て，

重力に起因する自重座屈問題について議論を行ってきた．しかしながら，重力のほかに

もう一つ，構造物が人為的・自然的なものであるかによらず，座屈問題においては無視

できない重要な問題が存在する． 
それは，ほぼ全ての構造物に生じてしまう「初期不整」である．あらゆる構造物にお

いて，製造時にわずかなたわみや歪みが生じることは避けられない[38]．これは，人為的

に造られた柱だけでなく，自然由来の構造物である樹木や竹のような直立する植物も同

様である．このような初期不整は，特に座屈問題でその影響が顕著であり，これを考慮

することの重要性がしばしば指摘されている[41-43]．しかしながら，長柱の自重座屈に

関する研究の起点となった Greenhill の研究は，初期不整の影響については全く言及して

いない．さらに，この式は前述の通り生態学的分野で広く使われてきたが，研究対象で

ある植物にはほとんど必ず初期不整が必ず生じているのにも関わらず，その影響は完全

に無視されている．実際に，植物が成長可能な 大高さを支配する要因を探るいくつか

の研究では，Greenhill の式が実際よりも高さを過大に評価することを指摘し， 大高さ

は自重座屈問題に支配されるものではないと結論付けている[44,45]．これについても，

初期不整に関する言及はなく，初期不整のない Greenhill の式を用いているのみである． 
これを踏まえて，本節では，自重を考慮する必要がある「重い柱」について，初期不

整がその自重座屈特性に与える影響を理論的に解明することを目的とする．断面が一定

で均質な材料からなる片持ち梁について，先端荷重と自重の双方を考慮し，いくつかの

簡単なケースについて自重座屈問題の定式化を行う． 
  

3.6.1 初期たわみを考慮した自重座屈に対する最大高さ 

はじめに，部材が完全に鉛直方向にまっすぐ伸長しており，そこから初期不整として

初期たわみ”のみ”が生じている場合について，このときの 大高さの定式化を行う． 
 
(1) 計算モデル 

 
図-3.6.1 部材の初期たわみを考慮した計算モデル 
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まず，鉛直方向にまっすぐ伸長し，その状態に初期たわみのみを与えた場合の自重座

屈問題について説明する．計算モデルは，図-3.6.1 に示すような地面側を固定端とする

円柱形の片持ち梁である．図-3.6.1 (a)に示すように，座標系は中立軸に沿うものとし，

自由端で𝑥𝑥 = 0，固定端で𝑥𝑥 = 𝐿𝐿とする． 
なお，曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸 [N/m2]は長さ方向に一様であるものとし，単位体積重量を𝛾𝛾 [N/m3]，

断面積を𝐴𝐴 [m2]と表記する．また，先端に載荷する圧縮荷重𝑃𝑃  [N]については，長柱の体

積力𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿との圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃 (= 𝑃𝑃/𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿)を用いて，𝑃𝑃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿として与える．たとえば，

𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0のときは自重のみが作用する状態，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1のときは自重による体積力と同じ大き

さの圧縮力が先端に作用していることを意味する． 
 
(2) 支配方程式の導出 

ここで，図-3.6.1 (b)のように，このモデルに微小な初期たわみが生じている状態を考

える．このときのたわみ角を𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥)として与え，自由端では初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐0が生じている

ものとする．この状態から，図-3.6.1 (c)のように自重によって座屈が生じたとき，図-
3.6.1 (b)に対する図-3.6.1 (c)のたわみ角を𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)と表すと，図-3.6.1 (d)に示すような変

形後の力のつり合いより，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)が次のように得られる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿) sin�𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(𝑥𝑥)� = 𝛾𝛾𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿) sin�𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)� (3.6.1) 

 
ここで，総たわみ角𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(𝑥𝑥) = 𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)が微小であるとすれば，式(3.6.1)は次のよう

に変形できる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 𝛾𝛾𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿)�𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)� (3.6.2) 
 
また，梁の微分方程式より，この系における曲げモーメントは次式で与えられる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑2𝑤𝑤𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑥𝑥2 (3.6.3) 

 
ここに，𝑤𝑤𝑠𝑠(𝑥𝑥)は任意点における初期たわみ－自重座屈発生の間に生じたたわみである．

いま，曲げモーメントとせん断力の関係𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑀𝑀/𝑑𝑑𝑥𝑥を用いて，この系における支配方程

式は次のように得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
�𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)�(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿) = 0 (3.6.4) 

 
ここで，これまでと同様に次式を用いた変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 (3.6.5) 
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ここに，𝜔𝜔は変数変換パラメータであり，これを用いて式(3.6.4)の支配方程式を次のよう

に変換する． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)�(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜔𝜔𝐿𝐿) = 0 (3.6.6) 

 
なお，パラメータ𝜔𝜔は，式(3.6.4)の左辺第二項目の係数部を も単純化するように定義す

ると，次式により与えられる． 
 

𝜔𝜔 = �𝛾𝛾𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

(3.6.7) 

 
さらに，𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉) = 0を式(3.6.6)に代入することにより，初期不整を含まない問題の支配方程

式，すなわち式(2.1.26)と全く同じ結果を得ることができる． 
 
(3) 初期たわみを考慮した最大高さの定式化：Sin-curve model 

 式(3.6.6)に示した支配方程式は，初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥)の与え方によっては，その厳密解

を得ることが難しくなってしまうと予想される．ここでは，この問題における簡単な解

の例として，初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥)を Euler 座屈の一次モードを表す三角関数を用いて与え

た場合について，その 大高さを導出する． 
 いま，片持ち梁における固定端の境界条件（𝜃𝜃 = 0, 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿）を満足するようなたわ

みの式を，次のような三角関数の形で定義する． 
 

𝑤𝑤𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝑤𝑤𝑐𝑐0 �1 − sin �𝜋𝜋𝑥𝑥
2𝐿𝐿

�� (3.6.8) 

 
ここで，式(3.6.9)の x に関する一階微分を求めることにより，初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥)が次の

ように得られる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) = −𝑤𝑤𝑐𝑐0
𝜋𝜋
2𝐿𝐿

cos �𝜋𝜋𝑥𝑥
2𝐿𝐿

� (3.6.9) 

 
式(3.6.9)に𝑥𝑥 = 0を代入することにより，自由端における初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(0) = 𝜃𝜃𝑐𝑐0が以下

に示すように得られる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐0 = 𝑤𝑤𝑐𝑐0𝜋𝜋
2𝐿𝐿

(3.6.10) 

 
これを用いて，式(3.6.9)は次のように書ける． 
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𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) = −𝜃𝜃𝑐𝑐0 cos �𝜋𝜋𝑥𝑥
2𝐿𝐿

� (3.6.11) 

 
このたわみ角の符号に留意して式(3.6.11)を式(3.6.5)の支配方程式に代入することによ

り，この問題における解くべき支配方程式が次のように得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) + 𝜃𝜃𝑐𝑐0 cos�𝜋𝜋𝜉𝜉

2𝜉𝜉𝑐𝑐
�� (𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0 (3.6.12) 

 
ここに，𝜉𝜉𝑐𝑐は 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を与える固有値であり，式(3.6.5)に𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐を代入したものであ

る（すなわち，𝜉𝜉𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐）．式(3.6.12)の一般解を Mathematica により求めると，次のよ

うになる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐1 + Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐2                                                                             

−Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

𝜉𝜉

1
  

+Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

𝜉𝜉

1
  

(3.6.13) 
 
ここに，𝑘𝑘 = (−1)1/3, Ai(𝜉𝜉)とBi(𝜉𝜉)はそれぞれ第一種・第二種 Airy 関数，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2は任意定

数である．また，式中の𝐾𝐾1, 𝐾𝐾2は積分におけるダミー変数である． 
なお，この問題における境界条件は，次式を用いて与えられる． 

 

⎩�
⎨
�⎧𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0 (𝜉𝜉 = 0),          𝑑𝑑𝜃𝜃𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑥𝑥
= 0   

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐 (𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑐𝑐),       𝜃𝜃𝑠𝑠 = 0   
(3.6.14) 

 
ここで，式(3.6.14)における自由端側の境界条件を適用するために，式(3.6.13)の𝜉𝜉に関す

る一階微分を求めると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = 𝜔𝜔Ai′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐1 + 𝜔𝜔Bi′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐2                                                                             

−𝑘𝑘𝜔𝜔Ai′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

𝜉𝜉

1
 

+𝑘𝑘𝜔𝜔Bi′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

𝜉𝜉

1
 

(3.6.15) 
 
ここに，Ai′(𝜉𝜉)とBi′(𝜉𝜉)はそれぞれ第一種・第二種 Airy 関数の𝜉𝜉に関する一階微分を表す． 
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これを用いて，未知定数𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2の間に成り立つ関係を導出するために，式(3.6.15)に自由

端側の境界条件を適用すると，次式が得られる． 
 

 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝜉𝜉

= Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐) �𝑐𝑐1 − � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

0

1
� 

+Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐2 + � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

0

1
� = 0  

(3.6.16) 
 
上式を𝑐𝑐1について解くと，次のようになる． 
 

𝑐𝑐1 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

0

1
                           

− Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

�𝑐𝑐2 + � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

0

1
� 

(3.6.17) 
 
式(3.6.17)を式(3.6.13)に代入することにより，一般解から未知定数𝑐𝑐1を次のように消去す

ることができる． 
 
            𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� �𝑐𝑐2 + 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉𝜃𝜃𝑐𝑐0� 

+Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)���𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝐵𝐵�𝜃𝜃𝑐𝑐0 − Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

 (𝑐𝑐2 + 𝐾𝐾0𝜉𝜉𝜃𝜃𝑐𝑐0) �      

(3.6.18) 
 
ここに，𝐾𝐾0𝜉𝜉, 𝐾𝐾0𝐵𝐵, 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉および𝐾𝐾𝜉𝜉𝐵𝐵は次式で与えられる． 
 

𝐾𝐾0𝜉𝜉 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2,
0

1
(3.6.19) 

𝐾𝐾0𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1,
0

1
(3.6.20) 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2,
𝜉𝜉

1
(3.6.21) 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1.
𝜉𝜉

1
(3.6.22) 

 
さらに，式(3.6.18)に𝜉𝜉 = 0を代入することにより，自由端における初期たわみ－自重座屈

発生にかけて生じたたわみ角𝜃𝜃𝑠𝑠(0) = 𝜃𝜃𝑠𝑠0を次のように得ることができる． 
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𝜃𝜃𝑠𝑠0 = Ai(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�Bi(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
Ai(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

− Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

� (𝑐𝑐2 + 𝐾𝐾0𝜉𝜉𝜃𝜃𝑐𝑐0) (3.6.23) 

 
なお，自重座屈発生時において，𝜃𝜃𝑠𝑠0は必ず非零の値を取る．ここで，式(3.6.23)を未知定

数𝑐𝑐2について解くと，次式が得られる． 
 

𝑐𝑐2 = −�𝐾𝐾0𝜉𝜉𝜃𝜃𝑐𝑐0 + 𝜋𝜋𝜃𝜃𝑠𝑠0Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� (3.6.24) 
 
ここで，式(3.6.24)を式(3.6.18)に代入することにより，未知定数を含まない𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)の式が

次のように得られる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� ��𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝐵𝐵�𝜃𝜃𝑐𝑐0 + 𝜋𝜋Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)𝜃𝜃𝑠𝑠0�     

                       −Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� ��𝐾𝐾0𝜉𝜉 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉�𝜃𝜃𝑐𝑐0 + 𝜋𝜋Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)𝜃𝜃𝑠𝑠0� (3.6.25)
 

 
いま，式(3.6.25)を一変数の固有値問題に帰着させるために，上式に含まれる𝜃𝜃𝑐𝑐0と𝜃𝜃𝑠𝑠0の

関係式を導入する．本研究では，次式を用いて式(3.6.25)から𝜃𝜃𝑐𝑐0を消去する． 
 

𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝜃𝜃𝑐𝑐0
𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(0)

= 𝜃𝜃𝑐𝑐0
𝜃𝜃𝑐𝑐0 + 𝜃𝜃𝑠𝑠0

(3.6.26) 

 
上式の𝑅𝑅𝜃𝜃は，完全に鉛直方向に伸長した状態から，自重座屈が発生するまでにかけて自

由端において生じたたわみ角𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(0)のうち，初期不整によって生じていた自由端にお

けるたわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐0が占める割合を示すものである（図-3.6.1 を参照）．すなわち，𝑅𝑅𝜃𝜃が大

きければ大きいほど，著しい初期不整が生じていることを示しており，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0のときに

は，初期不整が生じていない完全問題の解を与えることとなる．ここで，上式を𝜃𝜃𝑐𝑐0につ

いて解くと，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐0 = 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

𝜃𝜃𝑠𝑠0 (3.6.27) 

 
ここで，式(3.6.27)を式(3.6.25)に代入し，固定端側の境界条件（𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0, 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝑐𝑐）を

適用することにより，未知定数𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2を含まない自重座屈分のたわみ角𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)の式を次のよ

うに得ることができる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Ai�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝜃𝜃𝑠𝑠0                    

             −Bi�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝜉𝜉 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝜃𝜃𝑠𝑠0 = 0 
 

(3.6.28) 
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ここに，𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉および𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵は，それぞれ次式で与えられる． 
 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾2
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

𝜉𝜉𝑐𝑐

1
(3.6.29) 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� cos�𝜋𝜋𝐾𝐾1
2𝜉𝜉𝑐𝑐

� (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1.
𝜉𝜉𝑐𝑐

1
(3.6.30) 

 
いま，𝜃𝜃𝑠𝑠0 ≠ 0であることを踏まえれば， 大高さを求めるための固有方程式は次のよう

になる． 
 

Re�Ai�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�                     

               −Bi�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝜉𝜉 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�� = 0   
 

(3.6.31) 
 
ここに，Re[𝑧𝑧]は複素数𝑧𝑧の実部を示す．この問題における 大高さを得るためには，式

(3.6.31)を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を求めるとよい．なお，式(3.6.31)において

𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0を代入することにより，この問題の固有方程式が初期不整を考慮しない場

合の固有方程式と等価であることが確認できる．また，式(3.6.31)の固有方程式は，𝑅𝑅𝑃𝑃 ,𝑅𝑅𝜃𝜃

および𝜉𝜉𝑐𝑐の計 3 つのパラメータを含む式であるから，この固有値問題を満足する𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)は，

𝑅𝑅𝑃𝑃および𝑅𝑅𝜃𝜃の 2 つの変数を持つ関数として与えられる． 
 ここで， 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を求めるために，式(3.6.31)を満足する正の 小の実数解

𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝑃𝑃 ,𝑅𝑅𝜃𝜃)を求める．本研究では，後述するセカント法を用いた数値計算によって式

(3.6.31)の固有値を求め，それを式(3.6.5)および式(3.6.7)から得られる次式に代入するこ

とで 大高さを求める． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )�𝐸𝐸𝐸𝐸
𝛾𝛾𝐴𝐴

�
1/3

(3.6.32) 

 
また，初期不整が生じていない自重のみが作用する場合の 大高さ，すなわち𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 =
0である Greenhill が導出した 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠（式(2.1.19)）を用いて，初期不整を考慮した

場合の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐を次のように書くことができる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 =
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )

𝜉𝜉𝑐𝑐(0,0)
�𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟2�

1/3
=

𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )
𝜉𝜉𝑐𝑐(0,0)

𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 (3.6.33) 
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したがって，このモデルにおいては，初期不整の有無にかかわらず，自重座屈に対する

大高さは半径の 2/3 乗に比例する．この結果は，McMahon [2,3]が実際の樹木を用いて

証明したものと同じである． 
 なお，初期不整および集中荷重のない系における 大高さに対する，初期たわみおよ

び集中荷重を考慮した 大高さの比を示す 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )は，式(3.6.33)より次式

で与えられる． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 ) = 𝐿𝐿𝑐𝑐(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠

=
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )

𝜉𝜉𝑐𝑐(0,0)
(3.6.34) 

 
これは，たとえば𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.5であるとき，その系の 大高さは，Greenhill が導いた初期不

整および集中荷重のない系における 大高さの半分であることを意味する． 
 なお，式(3.6.12)の支配方程式は，級数解法により解くこともできる．その場合，級数

解は以下のように与えられる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = �1 − 𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉3

6
− ⋯� 𝑐𝑐1 + �𝜉𝜉 − 𝜉𝜉3

6
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉4

12
⋯ � 𝑐𝑐2                       

                                                       +�−𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉3

6
+ 𝜉𝜉6

180
+ ⋯� 𝜃𝜃𝑐𝑐0 

(3.6.35) 
 
ここに，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2は未知定数である．ここで，式(3.6.14)に示した境界条件のうち，自由端側

の境界条件を適用すると，𝑐𝑐2 = 0が得られる．さらに，上式に𝜉𝜉 = 0を代入すると，𝑐𝑐1 =
𝜃𝜃𝑠𝑠0が得られる．これは，初期たわみ－自重座屈発生の間に生じるたわみ角である（図-
3.6.1 を参照）．ここで，𝜃𝜃𝑠𝑠0 ≠ 0であることを踏まえ，式(3.6.35)に固定端における境界

条件を適用すると，次に示す固有方程式が得られる． 
 

�−𝜉𝜉𝑐𝑐
3

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

6
+ 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
− 𝜉𝜉𝑐𝑐

9

12960
+ ⋯�𝜃𝜃𝑐𝑐0 + �1 − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

6
+ 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
− ⋯�𝜃𝜃𝑠𝑠0 = 0 

(3.6.36) 
 
ここで，上式を𝜃𝜃𝑠𝑠0に関する固有方程式に帰着させるために，式(3.6.27)に示した関係式を

用いて，式(3.6.36)を次式のように変形する． 
 

�1 − � 1
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

��𝜉𝜉𝑐𝑐
3

6
(1 + 3𝑅𝑅𝑃𝑃 ) − 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
(1 + 6𝑅𝑅𝑃𝑃 ) + ⋯�� 𝜃𝜃𝑠𝑠0 = 0 (3.6.37) 

 
すなわち，𝜃𝜃𝑠𝑠0 ≠ 0であるから，この系における級数解を用いた場合の固有方程式は次の

ように得られる． 
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�1 − � 1
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

��𝜉𝜉𝑐𝑐
3

6
(1 + 3𝑅𝑅𝑃𝑃 ) − 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
(1 + 6𝑅𝑅𝑃𝑃 ) + ⋯�� = 0 (3.6.38) 

 
したがって，式(3.6.38)の固有方程式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃につい

て求め，それを式(3.6.33)に代入すると，この系における 大高さが求められる．なお，

𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0とすれば，この固有方程式が Karman and Biot の級数解からなる固有方程

式[13]と同一のものであることが確認できる． 
 
(4) 初期たわみを考慮した最大高さの定式化：Hypergeometric model 

 初期不整のない自重座屈問題における座屈モードは，超幾何関数を用いた式(2.1.54)で
与えられることを第 2 章において示した．本節では，これを初期たわみの関数として与

え，そのときの自重座屈に対する 大高さの定式化を行う． 
 本節では，次式を用いて初期たわみを与える． 
 

𝑤𝑤𝑠𝑠(𝜉𝜉) = 𝑤𝑤𝑠𝑠0

⎝
⎜⎜
⎛1 − 𝜉𝜉

𝜉𝜉𝑐𝑐

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ;  23 , 43  ;− 𝜉𝜉3

9 �

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ;  23 , 43  ;− 𝜉𝜉𝑐𝑐
3

9 �⎠
⎟⎟
⎞ (3.6.39) 

 
ここで，初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉)を求めるために，これを𝜉𝜉で一階微分すると次式が得られる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉) = − 𝑤𝑤𝑐𝑐0
𝐿𝐿

⎝
⎜⎜
⎛ 𝐹𝐹10 �23 ; − 𝜉𝜉3

9 �

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ; 23 , 43 ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐
3

9 �⎠
⎟⎟
⎞ (3.6.40) 

 
ここで上式において𝜉𝜉 = 0を代入することにより，自由端において生じる初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐0

が次のように得られる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐0 = 𝑤𝑤𝑐𝑐0
𝐿𝐿

1

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �13 ; 23 , 43 ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐
3

9 �
(3.6.41) 

 
したがって，このモデルでは，初期たわみ角𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉)は次式で与えられる． 
 

𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉) = −𝜃𝜃𝑐𝑐0 𝐹𝐹10 �
2
3
 ; − 𝜉𝜉3

9 � (3.6.42) 

 
ここで，たわみ角の符号に留意して式(3.6.42)を式(3.6.6)の支配方程式に代入すると，解

くべき支配方程式が得られる． 
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𝑑𝑑2𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) + 𝜃𝜃𝑐𝑐0 𝐹𝐹10 �

2
3
 ; − 𝜉𝜉3

9 �� (𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0 (3.6.43) 

 
この支配方程式の一般解は，次式で与えられる． 
 
 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐1 + Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐2                                     

−Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� 𝐹𝐹10 �
2
3
, −𝐾𝐾1

3

9
 � (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

𝜉𝜉

1
   

+Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� � 𝑘𝑘2𝜋𝜋𝜃𝜃𝑐𝑐0Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� 𝐹𝐹10 �
2
3
, −𝐾𝐾2

3

9
 � (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

𝜉𝜉

1
   

(3.6.44) 
 
式(3.6.44)の一般解は，Sin-curve model における一般解（式(3.6.15)）と被積分関数を除

いてほとんど同じである．すなわち，この問題における固有方程式は，Sin-curve model
の場合と同様のプロセスを経て，次のように求めることができる． 
 

Re�Ai�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�                       

                        −Bi�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝜉𝜉 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�� = 0
 

(3.6.45) 
 
ここに，𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉,𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵はそれぞれ次式で与えられる． 
 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Ai�𝑘𝑘(𝐾𝐾2 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� 𝐹𝐹10 �
2
3
, −𝐾𝐾2

3

9
 � (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾2)𝑑𝑑𝐾𝐾2

𝜉𝜉𝑐𝑐

1
(3.6.46) 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘2𝜋𝜋Bi�𝑘𝑘(𝐾𝐾1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� 𝐹𝐹10 �
2
3
,− 𝐾𝐾1

3

9
 � (𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 + 𝐾𝐾1)𝑑𝑑𝐾𝐾1

𝜉𝜉𝑐𝑐

1
(3.6.47) 

 
したがって，このモデルでは，式(3.6.45)を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を求め，それ

を式(3.6.33)に代入すれば， 大高さを求めることができる．ここで，式(3.6.44)の固有方

程式に𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0を代入すると，Greenhill が導出した初期たわみおよび集中荷重のな

い系における固有方程式と同様のものが得られる． 
 また，式(3.6.43)の支配方程式の級数解は，次式で与えられる． 
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𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = �1 − 𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉3

6
− ⋯� 𝑐𝑐1 + �𝜉𝜉 − 𝜉𝜉3

6
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉4

12
⋯ � 𝑐𝑐2                       

                                                       +�−𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐 − 𝜉𝜉3

6
+ 𝜉𝜉6

180
+ ⋯� 𝜃𝜃𝑐𝑐0 

(3.6.48) 
 
このケースにおいても，前項の方法で 大高さを求めるための𝜉𝜉𝑐𝑐に関する固有方程式が

次のように得られる． 
 

�1 − � 1
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

��𝜉𝜉𝑐𝑐
3

6
(1 + 3𝑅𝑅𝑃𝑃 ) − 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
(1 + 6𝑅𝑅𝑃𝑃 ) + ⋯�� = 0 (3.6.49) 

 
このとき，式(3.6.49)の固有方程式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を求め，それを式

(3.6.33)に代入すれば，この系における 大高さを求めることができる． 
 
3.6.2 初期傾斜を考慮した自重座屈に対する最大高さの定式化 

次に，初期不整として部材が傾いた状態で伸長しており，その傾斜によってたわみが

生じている場合について， 大高さの定式化を行う． 
 
(1) 計算モデル 

 

図-3.6.2 部材の初期傾斜と初期たわみの双方を考慮した計算モデル 
 

前節のモデルは，部材が完全に鉛直方向にまっすぐ伸長したモデルある．しかしなが

ら，実際の樹木は，地面に対して完全に鉛直方向に自立しているとは必ずしも言い切れ

ない．そこで，本節では図-3.6.2 に示すような地面側を固定端とする円柱形の片持ち梁

について，初期傾斜と初期たわみを与える問題を考える．なお，座標系はこれまでと同

様に中立軸に沿うものとし，自由端で𝑥𝑥 = 0，固定端で𝑥𝑥 = 𝐿𝐿とする． 
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図-3.6.2 (a)に示すように，この計算モデルは，部材そのものは初期状態で完全な直線

形であるものの，地面に対して𝜃𝜃𝑛𝑛0だけ傾いた状態で固定されている．このモデルにおい

て，図-3.6.2 (b)のように初期傾斜に起因して初期たわみが𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥)だけ生じたものとし，

終的に図-3.6.2 (c)のような形で自重座屈が発生した状態を考える．なお，初期たわみ－

自重座屈発生間に生じたたわみ角は𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)と表記する． 
以上より，図-3.6.2 (d)に示すように力のつり合いを考えると，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)は次式で

与えられる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿) sin�𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(𝑥𝑥)� = 𝛾𝛾𝐴𝐴(𝑥𝑥 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝐿𝐿) sin�𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝑥𝑥)� 
(3.6.50) 

 
これまで同様の方法を用いることにより，この問題の支配方程式は次のように得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃𝑠𝑠
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �𝜃𝜃𝑛𝑛(𝜉𝜉) + 𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉) + 𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)�(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐) = 0 (3.6.51) 

 
(2) 初期傾斜を考慮した最大高さの定式化：Diagonal model 

ここで，初期傾斜の影響を理解するために，初期不整としては初期傾斜𝜃𝜃𝑛𝑛(𝜉𝜉)の項のみ

を考える．𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜉𝜉)が微小量であるものとし，初期傾斜に起因するたわみ角の成分𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)が
無視できるものとする．このとき，部材が完全な直線を維持したまま，地面に対して斜

めに自立した状態を示す．このようなモデルにおいて，初期不整の影響を考慮するため

の関数𝜃𝜃𝑛𝑛(𝜉𝜉), 𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜉𝜉)は次式で与えられる． 
 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜃𝜃𝑛𝑛0,  𝜃𝜃𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 0 (3.6.52) 
 
ここで，式(3.6.52)を式(3.6.51)に代入し，その一般解を求めると，次式が得られる． 
 
  𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐1 + Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�𝑐𝑐2 

         −𝜋𝜋𝜃𝜃𝑛𝑛0 �Ai′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�Bi�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� − Ai�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�Bi′�𝑘𝑘(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�� 
(3.6.53) 

 
ここに，𝑘𝑘 = (−1)1/3, Ai(𝜉𝜉)とBi(𝜉𝜉)はそれぞれ第一種・第二種 Airy 関数，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2は任意定

数である．  
 この系において，式(3.6.14)に示した自由端側の境界条件を適用することにより，2 つ

の未知定数の間に成り立つ関係式を次のように 
 

𝑐𝑐1 = − Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

𝑐𝑐2 (3.6.54) 
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式(3.6.54)を式(3.6.53)に代入することにより，自重座屈分のたわみ角𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)から未知定数

𝑐𝑐1を消去すると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = −𝜃𝜃𝑛𝑛0 +
Ai′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)Bi�−(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� − Ai�−(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�Bi′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)𝑐𝑐2

Ai′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)
 

(3.6.55) 
 
ここで，式(3.6.55)に𝜉𝜉 = 0を代入すると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(0) = −𝜃𝜃𝑛𝑛0 + 𝑐𝑐2
𝜋𝜋Ai′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)

= 𝜃𝜃𝑠𝑠0 (3.6.56) 

 
これを𝑐𝑐2について解き，式(3.6.55)に代入することにより，自重座屈分のたわみ角𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉)の
式から未知定数が次のように消去できる． 
 
𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = −𝜃𝜃𝑛𝑛0 +  
           𝜋𝜋(𝜃𝜃𝑛𝑛0 + 𝜃𝜃𝑠𝑠0) �Ai′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)Bi�−(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)� − Ai�−(𝜉𝜉 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�Bi′(−𝑅𝑅𝑃𝑃𝜉𝜉𝑐𝑐)� 

(3.6.57) 
 
ここで，式(3.6.57)を𝜃𝜃𝑠𝑠0に関する固有値問題に帰着させるために，次式で定義される初期

不整に関するパラメータを用いる． 
 

𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝜃𝜃𝑛𝑛0
𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(0)

= 𝜃𝜃𝑛𝑛0
𝜃𝜃𝑛𝑛0 + 𝜃𝜃𝑠𝑠0

(3.6.58) 

 
このパラメータは，完全に鉛直方向に自立した状態から自重座屈発生時にかけて自由端

に生じた総たわみ角𝜃𝜃𝑇𝑇𝑜𝑜𝑐𝑐𝑚𝑚𝑟𝑟(0)のうち，初期傾斜によって自由端に生じているたわみ角𝜃𝜃𝑛𝑛

がどれくらいの割合を占めているかを示すものである． 
 式(3.6.58)を式(3.6.57)に代入し，固定端側の境界条件を適用することにより，𝜉𝜉𝑐𝑐に関す

る固有値問題が得られる．このとき，𝜉𝜉𝑐𝑐に関する固有方程式は次のようになる． 
 

Re[𝑅𝑅𝜃𝜃 + 𝜋𝜋Ai′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)Bi�−𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )� − 𝜋𝜋Ai�−𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )�Bi′(−𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)] = 0 
(3.6.59) 

 
ここに，Re[𝑧𝑧]は複素数𝑧𝑧の実部である．したがって，このモデルにおける 大高さを計算

する場合には，式(3.6.59)を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を求め，それを式(3.6.33)に
代入するとよい．なお，式(3.6.59)において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0とすれば，Greenhill が初期不整

および集中荷重のない重い柱において導いた自重座屈問題の固有方程式の同様のものが

得られる． 
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 なお，このモデルにおける級数解は，次式により与えられる． 
 

𝜃𝜃𝑠𝑠(𝜉𝜉) = �1 − 𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜔𝜔𝐿𝐿 − 𝜉𝜉3

6
− ⋯ �𝑐𝑐1 + �𝜉𝜉 − 𝜉𝜉3

6
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜔𝜔𝐿𝐿 − 𝜉𝜉4

12
⋯� 𝑐𝑐2                          

                                                              +�−𝜉𝜉2

2
𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜔𝜔𝐿𝐿 − 𝜉𝜉3

6
+ 𝜉𝜉6

180
+ ⋯�𝜃𝜃𝑛𝑛0

 

(3.6.60) 
 
このケースにおいても，これまでと同様の方法で固有方程式が求められる．まず，自由

端における境界条件の適用によって𝑐𝑐2 = 0が得られ，さらに𝜉𝜉 = 0を代入することにより，

自由端で生じる自重座屈分のたわみ角𝜃𝜃𝑠𝑠0が得られる．そして，式(3.6.58)を用いることに

よって𝜃𝜃𝑛𝑛0を消去し，固定端側の境界条件を適用するとともに，𝜃𝜃𝑠𝑠0が非零であることを踏

まえれば，この系における固有方程式は次のように得られる． 
 

�1 − � 1
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

��𝜉𝜉𝑐𝑐
3

6
(1 + 3𝑅𝑅𝑃𝑃 ) − 𝜉𝜉𝑐𝑐

6

180
(1 + 6𝑅𝑅𝑃𝑃 ) + ⋯�� = 0 (3.6.61) 

 
この固有方程式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑠𝑠𝑜𝑜𝑟𝑟)を求め，それを式(3.6.33)に代入する

ことにより，級数解法を用いた場合の 大高さが得られる．なお，上式に𝑅𝑅𝜃𝜃 = 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0を
代入することにより，Karman and Biot [13] の固有方程式と等価になることが確認でき

る． 
 
3.6.3 初期不整を考慮した自重座屈における固有方程式の数値解法 

 本節で示した式(3.6.31), (3.6.45), (3.6.59)の固有方程式は，いずれも Airy 関数といっ

た特殊関数を含むものであり，これを代数操作によって解くことはできない．また，級

数解を用いた場合の固有方程式についても，用いる展開次数𝑁𝑁の大きさによっては高次

の代数方程式となるため，これも厳密に解くことは難しい． 
 これを踏まえ，本節ではセカント法を用いた数値計算法により，それぞれの固有方程

式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )を数値的に得ることで， 大高さを求める． 
ここで，式(3.6.31)の固有方程式を例にとって数値計算のプロセスを示す．まず，固有方

程式を次のように置く． 
 

Re�Ai�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝐵𝐵 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝐵𝐵� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Bi′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�                                                            
 

 

               −Bi�𝑘𝑘𝜉𝜉𝑐𝑐(1 + 𝑅𝑅𝑃𝑃 )���𝐾𝐾0𝜉𝜉 − 𝐾𝐾𝜉𝜉𝑐𝑐𝜉𝜉� 𝑅𝑅𝜃𝜃
1 − 𝑅𝑅𝜃𝜃

+ 𝜋𝜋Ai′(𝑘𝑘𝑅𝑅𝑃𝑃 𝜉𝜉𝑐𝑐)�� = 𝑓𝑓(𝜉𝜉𝑐𝑐,𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 ) 

(3.6.62) 
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ここで，ある初期値𝜉𝜉𝑐𝑐から，上式における固有値𝜉𝜉𝑐𝑐を差分Δ𝜉𝜉𝑐𝑐ずつ増加させていき，

𝑓𝑓(𝜉𝜉𝑐𝑐0,𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 )・𝑓𝑓(𝜉𝜉𝑐𝑐1,𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 ) < 0を満足する区間[𝜉𝜉𝑐𝑐0, 𝜉𝜉𝑐𝑐1]を探索する．この𝜉𝜉𝑐𝑐0, 𝜉𝜉𝑐𝑐1を初

期値として，次式を用いた反復計算を行う． 
 

𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚+1) = 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓�𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚),𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 �
𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚−1)

𝑓𝑓�𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚),𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 � − 𝑓𝑓�𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚−1),𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 �
   (𝑚𝑚 = 1, 2, ⋯ ) 

(3.6.63) 
 
なお，収束規準には次式を用いる． 
 

�
𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚−1)

𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑚𝑚)
� ≤ 𝛿𝛿 = 1.0 × 10−4 (3.6.64) 

 
これは，Niklas [16] や Adam [17] の計測が 10 cm 単位までのものであることに由来した

収束規準の式である． 
 
3.6.4 初期不整が自重座屈特性に与える影響 

 ここでは，本研究で取り扱った 3 つの初期不整モデルについて，それの固有方程式を

満足する固有値を前節の方法を用いて数値的に解き，初期不整が 大高さに与える影響

を定量的に評価する． 
 
(1) Sin-curve model の初期たわみを与えた場合 

 
図-3.6.3 部材の初期たわみが 大高さ比に与える影響：Sin-curve model 

 
図-3.6.3 は，式(3.6.31)の固有方程式に基づき，Sin-curve model の初期たわみを与えた

場合における，初期不整が自重座屈特性に与える影響を検討したものを示す．図の縦軸

は，初期不整および集中荷重が一切なく，自重のみが考慮されている場合の 大高さ

（Greenhill の予測値）に対する，初期不整および集中荷重を考慮した場合の 大高さの

比𝑅𝑅𝐿𝐿である．  
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左図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿とたわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃の関係を示したものである．なお，集中荷重の

大きさを示す𝑅𝑅𝑃𝑃については，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 1, 5, 10の 4 ケースについて検討を行っており，こ

れが大きくなるほど，自重に対して先端圧縮力が大きいことを意味する．たわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃

については，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 0.01, 0.02, … , 0.99として離散的に計算を行った． 
 図より，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，初期不整の増大や先端圧縮力の増加

に伴って単調に減少していくことが分かる．また，𝑅𝑅𝑃𝑃が小さいほど，たわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃に対

して 大高さ比は著しく減少する傾向にあり，集中荷重の増大によって初期不整の影響

が小さくなっている．なお，本検討において も初期不整の度合いが大きな𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.99 に

おける 大高さ比は，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.23，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.14，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 5のとき

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.08，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 10のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.07であった． 
右図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃（= 𝑃𝑃/𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿）の関係を示したものである．なお，

初期不整の大きさを示す𝑅𝑅𝜃𝜃については，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8の 5 ケースについて検討

を行った．圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃については，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 0.1, 0.2,… , 10として離散的に計算を行った． 
 図より，こちらも先ほどと同様に，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，初期不整

の増大や先端圧縮力の増加に伴って単調に減少していくことが分かる．さらに，図中に

は Euler 座屈の解（黒い実線）を示したが，これは初期不整のない𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0（赤の実線）

の場合において，圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃が大きくなるにつれ，Euler の解に漸近していくことが確

認できる．なお，𝑅𝑅𝑃𝑃が小さい場合，すなわち自重の影響が支配的な場合においては両者

が離れていることから，Euler の座屈理論の解が自重座屈問題に対して有効でないこと

が確認できる．本検討において も大きな圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃  = 10 における 大高さ比は，

𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.31，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.2のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.29，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.4のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.26，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.6
のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.23，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.8のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.18であった． 
 
(2) Hypergeometric model の初期たわみを与えた場合 

 
図-3.6.4 部材の初期たわみが 大高さ比に与える影響：Hypergeometric model 

 
図-3.6.4 は，式(3.6.44)の固有方程式に基づき，Hypergeometric model の初期たわみを

与えた場合における，初期不整が自重座屈特性に与える影響を検討したものを示す．図

の縦軸および横軸の意味や，計算条件については Sin-curve model のものと同様である．  
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左図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿とたわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃の関係を示したものである．なお，集中荷重の

大きさを示す𝑅𝑅𝑃𝑃については，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 1, 5, 10の 4 ケースについて検討を行っており，こ

れが大きくなるほど，自重に対して先端圧縮力が大きいことを意味する．たわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃

については，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 0.01, 0.02, … , 0.99として離散的に計算を行った． 
 図より，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，Sin-curve model のときと同様に，初

期不整の増大や先端圧縮力の増加に伴って単調に減少していくことが分かる．また，𝑅𝑅𝑃𝑃

が小さいほど，たわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃に対して 大高さ比は著しく減少する傾向にあり，集中荷

重の増大によって初期不整の影響が小さくなっている．なお，本検討において も初期

不整の度合いが大きな𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.99 における 大高さ比は，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.20，𝑅𝑅𝑃𝑃 =
1のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.12，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 5のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.08，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 10のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.06であった，この観

点で見ると，Sin-curve model よりもわずかに Hypergeometric model の方が初期不整の

影響が大きいと言える． 
右図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃（= 𝑃𝑃/𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿）の関係を示したものである．なお，

初期不整の大きさを示す𝑅𝑅𝜃𝜃については，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8の 5 ケースについて検討

を行った．圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃については，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 0.1, 0.2,… , 10として離散的に計算を行った． 
 図より，こちらも先ほどと同様に，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，初期不整

の増大や先端圧縮力の増加に伴って単調に減少していくことが分かる．さらに，図中に

は Euler 座屈の解（黒い実線）を示したが，これは初期不整のない𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0（赤の実線）

の場合において，圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃が大きくなるにつれ，Euler の解に漸近していくことが確

認できる．なお，𝑅𝑅𝑃𝑃が小さい場合，すなわち自重の影響が支配的な場合においては両者

が離れており，Euler 座屈理論の解が自重座屈問題に対して有効でないことが分かる．本

検討において も大きな圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃  = 10 における 大高さ比は，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 =
0.31，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.2のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.29，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.4のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.26，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.6のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.22，
𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.8のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.17であった．この結果は Sin-curve model のものとほぼ同様であ

り，これは，本研究で取り扱った根元から先端にかけて単調にたわみ角が増加していく

ようなモデルにおいては，自重座屈特性は初期不整の度合いと集中荷重の大きさによっ

て決定され，初期不整の形状にはほとんど依存しない可能性を示唆するものである． 
 
(3) Diagonal model の初期傾斜を与えた場合 

次に，初期傾斜として Diagonal model のたわみ角を与えた場合について，初期不整が

自重座屈特性に与える影響を検討したものを図-3.6.5 に示す．図の縦軸は，初期不整お

よび集中荷重が一切なく，自重のみが考慮されている場合の 大高さ（Greenhill の予測

値）に対する，初期不整および集中荷重を考慮した場合の 大高さの比𝑅𝑅𝐿𝐿である．すな

わち，図の縦軸および横軸の意味については，初期たわみを二つのモデルを用いて与え

た前項までの検討と同様である． 
左図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿とたわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃の関係を示したものである．なお，集中荷重の

大きさを示す𝑅𝑅𝑃𝑃については，こちらも𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 1, 5, 10の 4 ケースについて検討を行って

おり，これが大きくなるほど，自重に対して先端圧縮力が大きいことを意味する．たわ

み角比𝑅𝑅𝜃𝜃については，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 0.01, 0.02, … , 0.99として離散的に計算を行っている． 
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図-3.6.5 部材の初期傾斜が 大高さ比に与える影響：Diagonal model 

 
 まず左図より，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，Sin-curve model や

Hypergeometric model と同様に，初期不整の増大や先端圧縮力の増加に伴って単調に減

少していくことが分かる．𝑅𝑅𝑃𝑃が小さいほど，たわみ角比𝑅𝑅𝜃𝜃に対して 大高さ比が著しく

減少してしまう傾向も同じである．同一の𝑅𝑅𝜃𝜃で Sin-curve model と Diagonal model の結

果を比較できるとすれば，自重座屈特性に初期不整が与える影響は，わずかに Diagonal 
model の方が大きいと言える．なお，本検討において も初期不整の度合いが大きな𝑅𝑅𝜃𝜃 
= 0.99 における 大高さ比は，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.23，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.12，𝑅𝑅𝑃𝑃 =
5のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.08，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 10のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.06である． 
右図は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃（= 𝑃𝑃/𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿）の関係を示したものである．こち

らも，検討ケースは Sin-curve model のものと全く同様である．図より，このケースにお

いても，自重座屈せずに到達可能な 大高さは，初期不整の増大や先端圧縮力の増加に

伴って単調に減少していくことが分かる．また，集中荷重の増大による Euler 座屈理論

の解への収束は，この場合でも確認することができる．なお，本検討において も大き

な圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃  = 10 における 大高さ比は，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.31，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.2のとき

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.29，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.4のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.26，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.6のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.22，𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.8のとき𝑅𝑅𝐿𝐿 =
0.17であり，こちらも Sin-curve model および Hypergeometric model とほとんど同様の

値を示している．これは，集中荷重が支配的であり，かつ固定端から自由端にかけて単

調にたわみが増加していくような初期不整を与える場合には，初期不整の形状に依存せ

ず，初期不整の度合いと集中荷重の大きさによって座屈特性が決定される可能性を示唆

するものである． 
 
3.6.5 初期不整を考慮した自重座屈問題における固有値𝝃𝝃𝒄𝒄(𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬)の分布 

 本節では，本章で検討を行った計 3 つの初期たわみおよび初期傾斜モデルについて，

支配方程式の一般解を級数解および理論解によって導いた場合の固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)の分布を

示すとともに，各モデルにおける級数解法の有効性について議論する． 
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図-3.6.6 Sin-curve model における固有値の分布 

 
 図-3.6.6 は，Sin-curve model の初期たわみを与えた場合における，式(3.6.31)の固有方

程式を満足する固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )をセカント法により数値的に求めた結果を示す．図

の縦軸は固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )を表しており，図の横軸は初期不整の度合いを示すパラメ

ータ𝑅𝑅𝜃𝜃である．さらに，図中の実線は式(3.6.31)の固有方程式，すなわち支配方程式の一

般解として Airy 関数で書かれる解を用いた場合の固有方程式から固有値を求めたもの

である．その他の離散的な点は，式(3.6.39)の固有方程式，すなわち支配方程式の一般解

として級数解を用いた場合に得られる固有値を示す(なお，それぞれ〇：展開次数𝑁𝑁 = 5, 
△：𝑁𝑁 = 10, ×：𝑁𝑁 = 15，□：𝑁𝑁 = 20の結果)．また，圧縮力比は𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0, 1, 5, 10の 4 ケ

ースについて検討を行った． 
 まず，図-3.6.6 (a)に示した自重のみが作用する圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0の結果では，初期不整

のない𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0の場合に得られる固有値が，Greenhill の定式化において得られている固有

値と等しいことが確認できる．これは，本研究の定式化の妥当性を保証するものである．

さらに，級数解と理論解の差に着目すると，初期不整の度合いが小さい場合においては，

〇印で示された展開次数𝑁𝑁 = 5の場合に得られる級数解は，理論解と大きく離れた結果

となっている．しかしながら，初期不整の度合いが大きくなると，理論解と級数解の傾

向は，展開次数𝑁𝑁が小さい場合でもほぼ同様となる．なお，展開次数𝑁𝑁 < 10である場合

には，初期不整の度合いに寄らず理論解と級数解はほぼ一致する固有値を与えることが

分かる．これに対して，図-3.6.6 (b)~(d)に示した𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1, 5, 10の場合には，展開次数𝑁𝑁 =
5の場合においても，理論解とほとんど変わらない固有値が得られることが分かる．この
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ことは，自重の影響が卓越する系においては，高次の項の影響が支配的となるのに対し，

先端圧縮力の影響が徐々に大きくなってくると，低次の項が固有値の算定において支配

的になることを示すものである． 
次に，図-3.6.7 は，Hypergeometric model の初期たわみを与えた場合における，式

(3.6.44)の固有方程式を満足する固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )をセカント法により数値的に求め

た結果を示す．図の縦軸は固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )を表しており，図の横軸は初期不整の度

合いを示すパラメータ𝑅𝑅𝜃𝜃である．さらに，図中の実線は式(3.6.45)の固有方程式，すなわ

ち支配方程式の一般解として Airy 関数で書かれる解を用いた場合の固有方程式から固

有値を求めたものである．その他の離散的な点は，式(3.6.49)の固有方程式，すなわち支

配方程式の一般解として級数解を用いた場合に得られる固有値を示す．記号の意味につ

いては，図-3.6.6 と同様である． 
まず，Sin-curve model の場合と同様に，図-3.6.7 (a)に示した自重のみが作用する圧縮

力比𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0の結果において，初期不整のない𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0の場合に得られる固有値が，

Greenhill の定式化において得られている固有値と等しいことが確認できる．さらに，級

数解と理論解の差に関する傾向も同様であり，初期不整の度合いが小さい場合において

は，〇印で示された展開次数𝑁𝑁 = 5の場合に得られる級数解は，理論解と大きく離れた

結果となっている．しかしながら，初期不整の度合いが大きくなると，理論解と級数解

の傾向は，展開次数𝑁𝑁が小さい場合でもほぼ同様となる．なお，展開次数𝑁𝑁 < 10である

場合には，初期不整の度合いに寄らず理論解と級数解はほぼ一致する固有値を与えるこ

 
図-3.6.7 Hypergeometric model における固有値の分布 
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とが分かる．これに対して，図-3.6.7 (b)~(d)に示した𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1, 5, 10の場合には，展開次

数𝑁𝑁 = 5の場合においても，理論解とほとんど変わらない固有値が得られることが分か

る．すなわち，級数解法による得られる固有方程式では，自重の影響が支配的である場

合には高次の項が重要であり，集中荷重の影響が支配的になるについて，低次の項の重

要性が高まっていくこととなる． 
後に，図-3.6.8 は，Diagonal model の初期傾斜を与えた場合における，式(3.6.59)の

固有方程式を満足する固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )をセカント法により数値的に求めた結果を

示す．図の縦軸は固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝜃𝜃,𝑅𝑅𝑃𝑃 )を表しており，図の横軸は初期不整の度合いを示

すパラメータ𝑅𝑅𝜃𝜃である．さらに，図中の実線は式(3.6.59)の固有方程式，すなわち支配方

程式の一般解として Airy 関数で書かれる解を用いた場合の固有方程式から固有値を求

めたものである．その他の離散的な点は，式(3.6.61)の固有方程式，すなわち支配方程式

の一般解として級数解を用いた場合に得られる固有値を示す．記号の意味については，

図-3.6.6, 図-3.6.7 と同様である． 
このモデルにおいても，Sin-curve model や Hypergeometric model の場合と同様に，図

-3.6.8 (a)に示した自重のみが作用する圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0の結果において，初期不整のな

い𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0の場合に得られる固有値が，Greenhill の定式化において得られている固有値と

等しいことが確認できる．さらに，級数解と理論解の差に関する傾向も同様であり，初

期不整の度合いが小さい場合においては，〇印で示された展開次数𝑁𝑁 = 5の場合に得ら

れる級数解は，理論解と大きく離れた結果となっている．しかしながら，初期不整の度

 
図-3.6.8 Diagonal model における固有値の分布 
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合いが大きくなると，理論解と級数解の傾向は，展開次数𝑁𝑁が小さい場合でもほぼ同様

となる．なお，展開次数𝑁𝑁 < 10である場合には，初期不整の度合いに寄らず理論解と級

数解はほぼ一致する固有値を与えることが分かる．これに対して，図-3.6.8 (b)~(d)に示

した𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1, 5, 10の場合には，展開次数𝑁𝑁 = 5の場合においても，理論解とほとんど変わ

らない固有値が得られることが分かる．すなわち，本研究で検討した初期不整モデルに

おいては，いずれも自重の影響が支配的である場合には高次の項が重要であり，集中荷

重の影響が支配的になるについて，低次の項の重要性が高まる． 
 
3.6.6 初期不整を考慮した樹木における最大高さと実際の樹高との関係 

 
図-3.6.9 初期たわみと傾斜が実際の樹木の高さに及ぼす影響 

 
 ここでは，本研究で用いたすべての初期不整モデルを用いて，実際の樹高と理論的な

大高さの関係について述べる．なお，樹冠の影響については，先行研究[15]を参考に，

先端圧縮力に置き換えて取り扱うものとし，King and Loucks が実際の樹木において測

定した樹冠－幹の重量比[18]を参考に，圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃を0.1 ≤ 𝑅𝑅𝑃𝑃 ≤ 0.6の範囲に設定する．

なお，Sin-curve model は，枝葉の平面的な分布の偏りに起因するモーメントがなす初期

たわみを想定したものである．これは枝葉（樹冠）の影響が集中荷重として置換される

ことを踏まえ，これに伴って生じる Euler 座屈の波形が Sin 関数で与えられることに基

づくものである．また，Hypergeometric model は，自重座屈によって生じる座屈モード
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が超幾何関数の形で書かれることに由来しており，これは，樹木が成長過程において，

自身の体を支持するために十分な剛性を有していない場合に対応する．さらに，Diagonal 
model は，根系－地盤の相互作用がなす端部の支持能力に不整が存在し，直線形を維持

したまま斜め方向に伸長している場合に相当するものである． 
 図-3.6.9 は，実際の樹木における枝葉－幹の重量比[18]に基づき，初期不整が自重座屈

特性に与える影響を検討したものを示す．圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃は0.1 ≤ 𝑅𝑅𝑃𝑃 ≤ 0.6の範囲とし，図

中に示された緑色の点線は，Niklas の測定で明らかにされた，実際の樹木における樹高

が有する実現可能な 大高さに対する安全率𝑆𝑆𝐹𝐹を示す[2]．これは，実際の樹高𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟と

Greenhill 式に基づく 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠を用いて，次式により与えられる． 
 

𝑆𝑆𝐹𝐹 = 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟

(3.6.64) 

 
したがって，この安全率𝑆𝑆𝐹𝐹 < 1であるとき，理論上到達可能な 大高さを実際の樹高が

超えていることを意味する．Niklas は，111 本の植物について，実際の高さを測定する

とともに，その単位体積重量・弾性係数・胸高直径から想定される理論上の 大高さを

Greenhill 式に基づいて求め，統計的解析によって式(3.6.64)で与えられる安全率が，種や

スケールによらず𝑆𝑆𝐹𝐹 ≈ 4であることを導いた（詳細は 2.2.1 項を参照）． 
 図より，実際の樹木における樹高は，初期不整の影響を考慮した場合においても，自

重座屈に対して十分な安全性を有していることが分かる．なお，安全率𝑆𝑆𝐹𝐹 = 4に対応す

る初期不整パラメータ𝑅𝑅𝜃𝜃は，Sin-curve model では𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.1において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.98，𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.6
において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.96である．また，Hypergeometric model では𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.1において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.97，
𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.6において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.94であり，Diagonal model では𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.1において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.97，
𝑅𝑅𝑃𝑃 = 0.6において𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0.94である．この結果は，実際の樹木が有している自重座屈に対

する安全率𝑆𝑆𝐹𝐹 ≈ 4が，たとえ著しい初期不整が生じている場合においても，自重に伴う

座屈の発生を避けることができるように，巧みに設定された値である可能性を示唆する

ものである．この結果は，Greenhill の式が高さを実際の樹高よりも過剰に見積もるため

に，先行研究[41,43]によって棄却されてきた「樹高は自重座屈問題によって制限されて

いる」という仮説について，その主張の妥当性を再考する必要があることを示唆するも

のである． 
また，これ以上の初期不整が生じる場合には，Niklas らが計測した実際の樹木におけ

る安全率を下回る結果となる．しかし，本研究の検討では，樹冠の影響を集中荷重とし

て先端に一様に載荷していることや，先端に向かって細くなっていくテーパー形状を考

慮していないなど，樹木にとって不利な状態を検討していることに留意すべきである．

したがって，実際には Niklas らの測定結果に対して上側に理論値が移動すると考えられ

るため，初期不整に対する実際の安全性は，図-3.6.9 に示す結果よりも高いことが予想

される．  
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3.6.7 本節のまとめ 

本節では，自重を考慮する必要がある「重い柱」において，初期不整が自重座屈特性

に与える影響を理論的に明らかにするために，断面が一定で均質な材料からなる片持ち

梁について，先端荷重と自重の双方を考慮した簡単なケースの自重座屈問題を定式化し

た．その結果の考察から，以下に示す知見が得られた． 

① Greenhill により提唱された「自重座屈に対する 大高さは，半径の 2/3 乗に比例す

る」という自重座屈に関するスケーリング則は，初期不整が生じた場合においても，

同様にして成り立つものである．これは，樹木に対するこの法則の適合性を検証した

McMahon の結果とも矛盾しない． 

② 自重座屈問題における初期不整は，一般的な座屈問題と同様に，自重座屈特性を悪化

させる影響を有する．なお，本研究で導出した 大高さ式は，自重及び圧縮荷重の双

方の影響を含んでおり，圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃を大きくしていくことによって，Euler が定式化

した集中荷重のみを考慮する一般的な座屈問題の解を求めることが可能である． 

③ 実際の樹木では，およそほとんどの場合において，仮に甚大な初期不整が生じていた

としても，自重座屈が発生しないような安全率を確保している．これは，今まで棄却

されてきた「樹木の 大高さが自重座屈によって制限される」という仮説について，

初期不整の影響を考慮したさらなる調査をもって，その判断を再考すべきであること

を指摘する結果であると考えられる． 

なお，本節の成果は，単に樹木の 大高さについていくつかの知見を与えただけでな

く，初期不整が重い柱の座屈特性に与える影響を初めて理論的に明らかにしたものであ

る．本節に示した成果をまとめたものは，International Journal of Engineering Science 誌
にて論文として報告している [研究業績目録，学術論文(8)]． 

また，本節で取り上げた初期不整に加え，実際の樹木においては無視することができ

ない，自重座屈特性に大きな影響を与えうる因子が存在する．それは「地面における固

定の不完全性」である．Greenhill の研究を含め，これまでの定式化では，樹木を完全に

地面に固定された片持ち梁としてモデル化したものである．次節では，樹木と地盤の接

続部を，たわみ角に比例して回転に抵抗する「回転ばね」としてモデル化することによ

り，地面における固定の不完全性と 大高さの関係を導出するとともに，樹木の形態形

成戦略と地盤－根系がなす固定力の関係を理論的に解明する．さらに，樹木の地表部の

特性から地盤内部の力学特性を推定できる可能性について言及する． 
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3.7 地盤における固定の不完全性と最大高さ：根と幹のバランス 

本研究におけるこれまでの定式化を含め，ほとんどの樹木の自重座屈特性に関する理

論的研究では，樹木を「端部が完全に固定された片持ち梁」として取り扱っている[1,18]．
それは，樹木の 大高さに関する研究の起点となった Greenhill の研究から，いずれも樹

木の「地表部」における力学的挙動に焦点を当てているためである． 
実際には，樹木の致命的な破壊形態は，地上に露出した幹部が破壊する「幹折れ」だ

けでなく，樹木が根差している地盤側から一体的に破壊してしまう「根返り」も存在す

る[46-53]．しかしながら，地面側をたわみ角の発生を許容しない完全な固定端としてモ

デル化する場合には，「根返り」に相当する破壊モードを評価することはできない．こ

のことは，樹木の力学的安定性やスケーリング則を議論する上で，地面で完全に固定さ

れている状態のみを考えることが妥当でない可能性を示唆するものである． 
これについて，樹木の力学的安定性に関する実験的・解析的アプローチを主とする既

往の研究では，「回転ばね」の導入によって根系－土壌の相互作用に起因する端部の抵

抗モーメントを表現し，地盤における固定力の不確実性を考慮する試みがなされてきた

[54-56]．回転ばねとは，変形に対してたわみ角に比例するモーメント反力を生じさせる

ものであり，これは一般的な座屈問題においても，境界条件の一つとしてしばしば取り

挙げられている[57-59]．この回転ばねのばね定数が自重座屈特性に与える影響を理論的

に解明することは，単に工学分野における自重座屈研究に新たな知見を与えるだけでな

く，地盤の不確実性を考慮した 大高さが得られることにより，樹木の力学的安定性や

破壊形態に関する理論的研究に有用な知見の獲得に繋がると考えられる．さらには，既

往の実験的研究では引き抜き試験によって推定される根系－土壌の相互作用に起因する

抵抗モーメント，すなわち回転ばねの比例定数について，これを地上に露出した幹部の

力学特性や形状の測定により，非破壊的に推定できる手法の確立に繋がると考えられる． 
本節では，地盤の固定力と樹木の力学的安定性の関係を理論的に解明するために，端

部の回転剛性が重い柱の自重座屈特性に与える影響を明らかにする．自重を無視できな

い重い柱について，回転ばね－自由端の拘束条件において，自重座屈問題の定式化を行

う．このモデルでは，回転ばねの剛性に起因して，ばね側の座屈による直線的な形状を

保ったまま傾く剛体モードと，梁側の座屈による曲線的なモード形状を示す梁モードの

二種類の座屈モードが存在する．剛体モードでは，微小な傾きが発生した状態における

モーメントのつり合いから，回転ばねの剛性と 大高さの関係式を導出する．梁モード

では，部材側が座屈した状態における力のつり合いから支配方程式を導出し，その一般

解に境界条件を適用することで得られる固有方程式を数値的に解くことで，回転ばねの

剛性と 大高さの関係式を導出する．これにより，回転剛性が Greenhill の半径‐ 大高

さ間のスケーリング則に影響を与えるかを調べるとともに，実際の樹木における根系－

土壌の回転剛性やスケーリング則に関する知見を用いて，根系－土壌の回転剛性が自重

座屈特性に与える影響を考察する． 
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3.7.1 計算モデル 
 

 
図-3.7.1 計算モデル 

 
図-3.7.1 (a)は，本研究の対象とする樹木の構造を簡略化して示したものである．野生

の樹木は，幹と樹冠（枝葉）から構成される地表部を，樹木の根系－地盤が連結した構

造体によって支持している．これまでの樹木の自重座屈特性に関する研究では，樹木の

根と土壌からなる支持部により，地表部が完全に固定されているものとして取り扱われ

てきた．そのため，モデル化の際には境界条件として片持ち梁のものが用いられており，

地面におけるたわみ角の発生を完全に許容しない状態として研究されてきた． 
これに対して，本節の計算モデルは，一端をヒンジおよび回転ばねで支持し，他端を

自由な状態とした図-3.7.1 (b)に示すような梁である．座標系は中立軸に沿うものとし，

自由端を𝑥𝑥 = 0，地面側を𝑥𝑥 = 𝐿𝐿とする．また，曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸 [N･m2]については，断面方向

に一定であるものとする．梁の断面は，半径を𝑟𝑟 [m]とする円形断面を仮定し，その断面

積を𝐴𝐴 [m2]と表す．さらに，単位体積当たりの重量は𝛾𝛾 [N/m3]と表記する． 
なお，ヒンジ部におけるたわみ角に応じてモーメント反力を生じさせる回転ばねにつ

いては，その回転剛性を𝑐𝑐𝑘𝑘 [N･m]と表す．すなわち，地面側におけるたわみ角を𝜃𝜃𝐿𝐿とす

れば，変形に対して回転バネがもたらすモーメント反力𝑀𝑀𝑠𝑠は次式で与えられる． 
 

𝑀𝑀𝑠𝑠 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜃𝜃𝐿𝐿 (3.7.1) 
 
すなわち，𝑐𝑐𝑘𝑘を無限に大きくしていくことにより，この柱の自重座屈特性（限界密度・

大高さ）は，一端が固定端・多端を自由とする片持ち梁[1]と同様の値に収束していく

と推測される．なお，現実の問題として，このバネ定数𝑐𝑐𝑘𝑘には地盤の剛性や構造物－地

盤間における摩擦力，さらに樹木などの植物の場合には根系と地盤の結合力など，複合

的な要因が含まれる[46-56]．また，樹木の枝葉（樹冠）の影響については，樹木が自重座

屈特性に致命的な影響を与えないように枝葉重量を配分していることを踏まえ（3.3 節

を参照のこと），本節ではこの影響を取り入れずに定式化を行う． 
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3.7.2 剛体モードにおける最大高さ式の導出 

 
 まず，先ほど示した計算モデルにおいて自重座屈が発生し，図-3.7.1 (c)に示すような

状態に移行した場合を考える．このとき，ばねの回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘の大きさに応じて，梁が直

線を維持したまま倒れるような剛体モードと，梁そのものが曲がる梁モードの二つのつ

り合い状態が想定される．ここではまず，梁が直線を維持したまま倒れるような剛体モ

ードについて検討を行う． 

いま，自重により図-3.7.1 (c)に示すような剛体モードの変形が生じた状態を考える．

ここで，中立状態からのスパンに渡って一定なたわみ角を𝜃𝜃と置き，これを微小量と仮定

することにより，次式が得られる． 
 

�𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2

2
− 𝑐𝑐𝑘𝑘� 𝜃𝜃 = 0 (3.7.2) 

 
すなわち，任意の回転剛性および自重モーメントにおいて，𝜃𝜃 = 0であればモーメントの

つり合いが成り立つ．また，任意の回転角𝜃𝜃においてモーメントのつり合いが成り立つた

めの回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘は，式(3.7.2)から次式のように得られる． 
 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2

2
(3.7.3) 

 
ここで，この系の安定・不安定を判別するために，次に示すパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀を導入する． 
 

𝑅𝑅𝑀𝑀 = 2𝑐𝑐𝑘𝑘
𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2 (3.7.4) 

 
このパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀は，剛体モード時の自重によるモーメントに対する回転ばねの抵抗

モーメントの比を示すものである． 
ここで，自重座屈により剛体モードを示したつり合い状態にある系において，ばねの回

転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘を増加させることを考える．このとき，モーメントのつり合い状態は失われ，

回転ばねによる復元力でたわみ角が徐々に減少し，𝜃𝜃 = 0のつり合い状態に移行していく

と考えられる．これに対して，回転ばねの剛性𝑘𝑘を小さくすれば，自重によるモーメント

がばねの抵抗モーメントを上回り，何もしなくても𝜃𝜃が増加し続け， 終的に倒伏すると

予想される． 
以上をまとめると，式(3.7.4)の𝑅𝑅𝑀𝑀は，𝑅𝑅𝑀𝑀 > 1のときは𝜃𝜃 = 0の直立した状態を保つが，

𝑅𝑅𝑀𝑀 = 1のときは剛体モードとして座屈が発生し，さらに𝑅𝑅𝑀𝑀 < 1のときは系が不安定で

ある状態を示すものである．したがって，この系の 大高さ式は次のように得られる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐(rigid) ≤ �2𝑐𝑐𝑘𝑘
𝜋𝜋𝛾𝛾

𝑟𝑟−1 (3.7.5) 
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3.7.3 梁モードにおける自重座屈に対する最大高さ式の導出 

 
前節においては，「剛体モードにおいて𝑅𝑅𝑀𝑀 > 1が満たされる場合には，系のつり合い

状態は𝜃𝜃 = 0においてのみ存在すると考えられる」と記した．しかしながら，回転ばねの

剛性𝑐𝑐𝑘𝑘が十分に高い場合でも，長柱の曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸が十分な大きさを持たない場合には，

回転ばねではなく長柱側において曲げ座屈が生じることが予想される．本節では，この

ような「梁モード」について， 大高さの定式化を行う． 

まず，自重座屈発生時の任意点における力のつり合いより，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)が次のよう

に得られる． 

 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥 sin(𝜃𝜃(𝑥𝑥)) (3.7.6) 
 

このとき，たわみ角𝜃𝜃(𝑥𝑥) ≪ 1である微小変形を仮定することで，せん断力は次のように

書ける． 

 
𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ 𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥𝜃𝜃(𝑥𝑥) (3.7.7) 

 
また，梁の二階微分方程式より，曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は次のようになる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = −𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 (3.7.8) 

 
ここに，𝑤𝑤(𝑥𝑥)は任意点において生じるたわみである．ここで，微小変形を仮定し，せん

断力および曲げモーメントの関係式𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑𝑀𝑀(𝑥𝑥)/𝑑𝑑𝑥𝑥を用いることで，次に示す支配微

分方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜃𝜃𝑥𝑥 = 0 (3.7.9) 

 
ここで，次式を用いて変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 (3.7.10) 
 
ここに，𝜔𝜔は定数である．これを用いて，式(3.7.9)の支配方程式は次のように変換される． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + 𝜉𝜉𝜃𝜃 = 0 (3.7.11) 

 
なお，支配方程式の左辺第二項を簡単にするように定数𝜔𝜔を定めると，次のようになる． 
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𝜔𝜔 = �𝛾𝛾𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

. (3.7.12) 

 
すなわち，支配方程式および変数変換パラメータは，これまでのものと同様である． 

また，式(3.7.11)の一般解は，二つの Airy 関数の線形結合により次のように得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = Ai�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐1 + Bi�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐2 (3.7.13) 
 
ここに，Ai(𝑥𝑥)は第一種 Airy 関数，Bi(𝑥𝑥)は第二種 Airy 関数であり，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2はそれぞれ任

意定数を表す．この一般解に境界条件を適用し， 大高さを求めるための固有方程式を

導出する．なお，この問題における境界条件は，これまでの定式化とは完全に異なり，

次式で与えられる． 
 

⎩�
⎨
�⎧𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0,  𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝑥𝑥
= 0        

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿,  𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= −𝑀𝑀(𝐿𝐿)
𝐸𝐸𝐸𝐸

(3.7.14) 

 
これらの境界条件を適用するために，式(13)に示した一般解の一階微分を次のように求

める． 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

= (−1)1/3𝜔𝜔�Ai′�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐1 + Bi′�(−1)1/3𝜉𝜉�𝑐𝑐2� (3.7.15) 

 
ここに，Ai′(𝑥𝑥), Bi′(𝑥𝑥)はそれぞれ𝑥𝑥に関する一階微分を表す．いま，式(3.7.14)に示す境

界条件のうち，自由端側（𝑥𝑥 = 0）における境界条件を適用すると，二つの未知定数𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2

間に成り立つ次の関係式が得られる． 
 

𝑐𝑐2 = 𝑐𝑐1√
3

(3.7.16) 

 
これを用いて，たわみ角（式(3.7.13)）およびその一階微分（式(3.7.15)）は次のようにな

る． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = �Ai�(−1)1/3𝜉𝜉� + 1√
3
Bi�(−1)1/3𝜉𝜉��𝑐𝑐1 (3.7.17) 

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑥𝑥

= −𝜔𝜔�Ai′(−𝜉𝜉) +
√

3
3

Bi′(−𝜉𝜉)�𝑐𝑐1 (3.7.18) 
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ここで，二つ目の境界条件を適用するために，下端におけるモーメントのつり合いを考

えると，次に示す関係式が得られる． 
 

𝑀𝑀(𝐿𝐿) = 𝑐𝑐𝑘𝑘 �Ai�(−1)1/3𝜔𝜔𝐿𝐿� + 1√
3
Bi�(−1)1/3𝜔𝜔𝐿𝐿�� = 2𝑐𝑐𝑘𝑘

32/3 Γ�2
3�

𝐹𝐹10 �2
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� 𝑐𝑐1  

(3.7.19) 
 
ここに，Γ(𝑥𝑥)は Gamma 関数， 𝐹𝐹10 (𝑎𝑎; 𝑧𝑧)は合流型超幾何関数を表す．また，𝜉𝜉𝑐𝑐は 大高

さを与える固有方程式の解であり，これまでと同様に，式(3.7.10)に𝑥𝑥 = 𝐿𝐿を代入したも

のとして次式で与えられる． 
 

𝜉𝜉𝑐𝑐 = 𝜔𝜔𝐿𝐿 (3.7.20) 
 
すなわち，式(3.7.14)の固定端側の境界条件を式(3.7.17)に適用し，𝑐𝑐1 ≠ 0であるものとす

れば，式(3.7.18), (3.7.19)より 大高さを与える𝜉𝜉𝑐𝑐に関する固有方程式が次のように与え

られる． 
 

�
3𝑘𝑘

Γ�2
3�

𝐹𝐹10 �2
3
;− 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� − 𝜔𝜔𝐸𝐸𝐸𝐸

Γ �5
3�

𝐹𝐹10 �5
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� 𝜉𝜉𝑐𝑐

2� = 0 (3.7.21) 

 
ここで，剛体モードとの関係性を容易に理解できるようにするために，式(3.7.4)を用い

て回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘を次のように与える． 
 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝑅𝑅𝑀𝑀
𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2

2
(3.7.22) 

 
いま，式(3.7.12)および式(3.7.20)を用いることで，式(3.7.22)は次のように書くこともで

きる． 
 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝑅𝑅𝑀𝑀
2

𝜔𝜔𝐸𝐸𝐸𝐸𝜉𝜉𝑐𝑐
2 (3.7.23) 

 
よって，式(3.7.21)の固有方程式は次のように変換できる． 
 

𝜔𝜔𝐸𝐸𝐸𝐸
2

𝜉𝜉𝑐𝑐
2

⎝
⎜⎜
⎛3𝑅𝑅𝑀𝑀

Γ�2
3�

𝐹𝐹10 �2
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� − 2

Γ �5
3�

𝐹𝐹10 �5
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
�
⎠
⎟⎟
⎞ = 0 (3.7.24) 
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式(3.7.24)の係数部分は非零であるため， 終的な解くべき固有方程式は次のように与え

られる． 
 

Re
⎣
⎢⎡

⎝
⎜⎜
⎛3𝑅𝑅𝑀𝑀

Γ�2
3�

𝐹𝐹10 �2
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� − 2

Γ �5
3�

𝐹𝐹10 �5
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
�
⎠
⎟⎟
⎞

⎦
⎥⎤ = 0 (3.7.25) 

 
ここに，Re[𝑧𝑧]は複素数𝑧𝑧の実部を示す．この固有方程式の解を𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)と表記すれば，この

固有方程式の変数が𝑅𝑅𝑀𝑀および𝜉𝜉𝑐𝑐の 2 つのみであることを踏まえると，梁モードの 大高

さ式は次のように定義できる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝑀𝑀)�𝐸𝐸
4𝛾𝛾

𝑟𝑟2�
1/3

(3.7.26) 

 
すなわち，既に実際の樹木に対する適合性が保証されている「 大高さが半径の 2/3 乗

に比例する」というスケーリング則は，地盤剛性を回転ばねとして考慮した場合におい

ても同様に成り立つ．なお，多端を固定・一端を自由とする円柱の自重座屈に対する

Greenhill の 大高さ式を用いて，ばねの回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘が 大高さに与える影響を明確にす

るために，次に示す 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿を定義する． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝑐𝑐
𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠

=
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝑀𝑀)
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(∞)

(3.7.27) 

 
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(∞)は，回転剛性の大きさを表すパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀について，𝑅𝑅𝑀𝑀 → ∞の極限を考え

るものであり，地面を完全な固定端として考えた場合に相当する．これは，式(3.7.25)に
おける𝑅𝑅𝑀𝑀 → ∞の極限を考えるとき，左辺第一目の影響が卓越し，結果として固有方程

式が Greenhill のものと一致することからも確認できる．すなわち，𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(∞)は Greenhill
の固有値問題において与えられる正の 小の固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(∞) ≈ 1.986である． 
 
3.7.4 セカント法を用いた固有方程式の数値解法 

 
式(3.7.25)の固有方程式は，複数の特殊関数を含む式であり，これを代数的に解くこと

はできない． 
本研究では，今後の拡張性を考慮し，微分が不要なセカント法を数値計算法として採用

する．まず，式(3.7.25)の固有方程式を次のように置く． 
 

Re
⎣
⎢⎡

⎝
⎜⎜
⎛3𝑅𝑅𝑀𝑀

Γ�2
3�

𝐹𝐹10 �2
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
� − 2

Γ �5
3�

𝐹𝐹10 �5
3
; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9
�
⎠
⎟⎟
⎞

⎦
⎥⎤ = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉𝑐𝑐) (3.7.28) 
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図-3.7.2 関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉𝑐𝑐)の分布例 

 
図-3.7.2 には，𝑅𝑅𝑀𝑀 = 2, 5, 10における関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉𝑐𝑐)の分布例を示す．図は横軸に𝜉𝜉，縦

軸に式(3.7.28)の𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉𝑐𝑐)をとって示したものである．また，図中に示す𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝑀𝑀)が，

それぞれの𝑅𝑅𝑀𝑀における正の 小の零点である．本研究では，離散的な𝑅𝑅𝑀𝑀  = 1.01, 1.02 
…, 100 について，この𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝑀𝑀)をセカント法を用いた数値解法により数値的に求める

こととする． 
いま，𝜉𝜉𝑐𝑐の値を刻み幅Δ𝜉𝜉ずつ変化させて，𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉0)・𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉1) < 0となる区間[𝜉𝜉0, 𝜉𝜉1]

を探索する．この𝜉𝜉0と𝜉𝜉1を初期値として，次式を用いた繰り返し計算を行う． 
 

𝜉𝜉(𝑚𝑚+1) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉(𝑚𝑚)�
𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)

𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉(𝑚𝑚)� − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)�
    (𝑚𝑚 = 1, 2, ⋯ ) (3.7.29) 

 
なお，収束判定には次の式を用いる． 
 

�
𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)

𝜉𝜉(𝑚𝑚)
� ≤ 𝛿𝛿 = 1.0 × 10−4 (3.7.30) 

 
3.7.5 端部の回転剛性と自重座屈モード 

本節では，梁モードにおける座屈モードの描画方法について，その詳細を示す．まず，

式(3.7.17)に示した未知定数𝑐𝑐1を含むたわみ角𝜃𝜃の一般式について𝑥𝑥に関する積分を行い，

たわみの式を次のように求める． 
 

𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑀𝑀, 𝜉𝜉) = 1
𝜔𝜔
∫ 𝜃𝜃(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝜉𝜉 = 1

31/6𝜋𝜋
𝜉𝜉
𝜔𝜔

 Γ�1
3
� 𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1

3
; 2

3
, 4
3
 ; − 𝜉𝜉3

9
� 𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐3 (3.7.31) 

 
ここに，𝑐𝑐3は任意定数， 𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 (𝑎𝑎; 𝑏𝑏; 𝑧𝑧)は一般化された超幾何関数である．いま，回転ばね端

（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿, 𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝑐𝑐）におけるたわみはゼロであるから，𝑐𝑐3は次のようになる． 

0 1 2 3 4 5
-20

-10

0

10

20

»c

f 
(R

M
,
» c

)

»c(sol)(2)

»c(sol)(5)

»c(sol)(10)

: RM = 2
: RM = 5
: RM = 10
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𝑐𝑐3 = − 1
31/6𝜋𝜋

𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑀𝑀)
𝜔𝜔

 Γ�1
3
� 𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1

3
; 2

3
, 4
3
 ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑀𝑀)3

9
� 𝑐𝑐1 (3.7.32) 

 
すなわち，たわみの一般式は，次に示すように与えられる． 
 

𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑊𝑊, 𝜉𝜉) = 1
𝜔𝜔
∫ 𝜃𝜃(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝜉𝜉 

         = Γ(1/3)
31/6𝜋𝜋

𝜉𝜉
𝜔𝜔

 � 𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1
3
; 2

3
, 4
3
 ; − 𝜉𝜉3

9
� − 𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑊𝑊)

𝜉𝜉
𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1

3
; 2

3
, 4
3
 ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3(𝑅𝑅𝑊𝑊 )
9

��𝑐𝑐1 

(3.7.33) 
 
ここで，未知定数𝑐𝑐1の影響を消去するために，一次の梁モードにおいては一様に自由端

で生じると推測される 大たわみを用いて，式(3.7.33)を正規化することを考える．すな

わち式(3.7.33)において𝜉𝜉 = 0としたものを用いて，正規化された座屈モード式が次のよ

うに求められる． 
 

𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑊𝑊, 𝜉𝜉)
𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑊𝑊, 0)

= 1 − 𝜉𝜉
𝜉𝜉𝑐𝑐

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1
3 ; 23 , 43 ;− 𝜉𝜉3

9 �

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1
3 ; 23 , 43 ;− 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9 �
(3.7.34) 

 
すなわち，式(3.7.25)を満足する𝜉𝜉𝑐𝑐を𝑅𝑅𝑊𝑊 > 1を満たす𝑅𝑅𝑊𝑊について求め，それを上式に代

入することにより，一次モードの自由端で生じる 大たわみ値で正規化された座屈モー

ドが得られる．なお，式(3.7.10)および(3.7.20)より，座屈モードの式(3.7.34)について，

相対座標系𝑅𝑅𝑥𝑥 = 𝑥𝑥/𝐿𝐿を用いて書き変えると次のようになる． 
 

𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑀𝑀,𝑅𝑅𝑥𝑥)
𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑀𝑀, 0)

= 1 − 𝑅𝑅𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1

3 ; 23 , 43 ; −1
9 𝜉𝜉𝑐𝑐

3𝑅𝑅𝑥𝑥
3)�

𝐹𝐹𝑞𝑞𝑝𝑝 �1
3 ; 23 , 43 ; − 𝜉𝜉𝑐𝑐

3

9 �
(3.7.35) 

 
なお，𝑅𝑅𝑥𝑥 = 0で自由端，𝑅𝑅𝑥𝑥 = 1で固定端を示す 
 
3.7.6 端部の回転剛性が自重座屈特性に与える影響 

図-3.7.3 は，端部が回転ばねで固定された片持ち梁の自重座屈に対する安定性の位相

図であり，回転剛性に関するパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀が 大高さ比に与える影響を表したもので

ある．図の横軸は式(3.7.4)のパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀を対数グラフとして示したものであり，縦軸

は式(3.7.27)の 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿を示す．なお，図中には 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.95
を示すパラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀の点を例示している． 
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図-3.7.3 回転剛性を考慮した重い柱の自重座屈問題における安定性の位相図 

 
まず，図中の背景色は，赤の領域で剛体モードの座屈，オレンジの領域で梁モードの

座屈が発生することを示し，緑の領域は自重座屈を回避できる領域であることを示す． 
3.7.1 項でも概要を示したように，𝑅𝑅𝑀𝑀 < 1のときは系が必ず不安定であるから，どの

ような高さであっても必ず剛体モードの座屈が生じる．また，𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2/2の関係が常に

満足されている𝑅𝑅𝑀𝑀 = 1の場合においては，剛体モードとしてのつり合い状態を示すもの

の，高さ𝐿𝐿がどのような値であっても座屈が生じてしまうため， 大高さ比は𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0と
なっている．すなわち，土と根の相互作用による回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘が，𝑐𝑐𝑘𝑘 ≤ 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2/2であるとき，

野生の樹木は自立することができず，剛体モードに相当する「根返り」の破壊モードを

示すと予想される． 
次に，梁モードの座屈波形を示す𝑅𝑅𝑀𝑀 > 1の範囲では，回転ばねの剛性を大きくしてい

くことにより，徐々に 大高さが向上することが確認できる．すなわち，地盤－根系の

相互作用に伴う拘束力が大きくなるほど， 大高さが向上する．特に，1 < 𝑅𝑅𝑀𝑀 < 2の範

囲で 大高さは極めて顕著に向上しており， 𝑅𝑅𝑀𝑀 = 2の場合には，地面で完全に固定さ

れている場合から 大高さ比が 20%ほど減少する程度に座屈特性への影響が抑えられて

いる．そして，𝑅𝑅𝑀𝑀 > 2の範囲では，𝑅𝑅𝑀𝑀の増加に伴って𝑅𝑅𝐿𝐿 = 1に収束していくような挙

動が確認され，𝑅𝑅𝑀𝑀 = 100程度で𝑅𝑅𝐿𝐿 ≈ 1の結果が得られる．これは，ばね定数𝑐𝑐𝑘𝑘の増加に

よって端部の拘束が強まり，固定端の場合の解に近づいていくことを意味するものであ

る．そして，この黒で示された実線よりも上の領域では，梁モードの座屈に相当する「幹

折れ」の破壊モードを示すと考えられる． 
また，図中の一点鎖線は，Niklas が計測した実際の樹木の高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟に対する，Greenhill

式により予測される樹木の 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠の比（𝑅𝑅𝐿𝐿 = 𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠/𝐿𝐿𝑐𝑐𝑟𝑟𝑚𝑚𝑟𝑟 ≈ 0.25）を示すものである．

これは，3.6 節において述べた先行研究と同様であり，これは木本種においてスケールに

依存しないことが報告されている[2]．  
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𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.25との交点は，およそ𝑅𝑅𝑀𝑀 = 1.02程度のところに存在している．すなわち，梁

モードにおける座屈は実際の樹木でほとんど発生しないよう，自重座屈に対する安全率

を確保していることが分かる． ただし，剛体モードは𝑅𝑅𝐿𝐿に依存せずに発生する問題で

ある． 
 
3.7.7 端部の回転剛性と自重座屈モードの関係 

 
図-3.7.5 端部における回転剛性を考慮した自重座屈モード 

 
図-3.7.5 は，それぞれ𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.95, 1.0を与える場合における，自重座屈

発生時のモード形状を示している．これは縦軸に相対座標𝑅𝑅𝑥𝑥(𝑅𝑅𝑥𝑥 = 0は自由端，𝑅𝑅𝑥𝑥 = 1
はばね端を示す)を取り，横軸に先端部のたわみで正規化されたたわみ𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑀𝑀,𝑅𝑅𝑥𝑥)/
𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑀𝑀, 0)を取って示したものである． 

自重座屈発生時のモード形状は，図-3.7.5 (a)に示した 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.20の場合に

はほぼ直線的な形状を示し，剛体モードの形状と極めて類似したものとなっている．し

かし， 大高さ比が大きくなっていくにつれ，すなわち端部の剛性が大きくなっていく

につれてモード形状は変化し，例えば図-3.7.5 (d)の𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.8の場合には，ばね端部付近

におけるたわみが𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.2, 0.4, 0.6の場合と比較して大きく抑制されていることが分か
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る．図-3.7.5 (e)の 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿 = 0.95の場合には，ばね端部付近におけるたわみがさ

らに大きく抑制され，端部を固定端とした場合（図-3.7.5 (f)）の一般的な座屈モードに

類似した結果を示している．これらの結果から，自重座屈モードは，自重による剛体モ

ーメント𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2/2と回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘の比により，直線あるいは曲線の形状を示すことが分かる． 
 
3.7.8 自重座屈に対するスケーリング則と樹木における回転剛性𝑹𝑹𝑴𝑴の推定 

ここでは，本研究により得られた二つの座屈モードの 大高さ式について，それぞれ

の特性を簡単にまとめるとともに，実際の樹木において観測されている事象や結果との

比較・考察を行う． 
まず，既往の研究[55]により，端部の回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘は次の関係に従うことが経験的に明ら

かになっている． 
 

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝐷𝐷ℎ
2 (3.7.36) 

 
ここに，𝑝𝑝は定数（参考文献[55]では𝑝𝑝 = 28427 kN/m），𝐷𝐷ℎは胸高直径 [m] を示す．こ

れを用いて，𝐷𝐷ℎ ≈ 2𝑟𝑟を仮定すると，式(3.7.5)に示した剛体モードの 大高さ式が次のよ

うに変形できる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐(rigid) = �8𝑝𝑝
𝜋𝜋𝛾𝛾

(3.7.37) 

 
式(3.7.37)は，剛体モードの 大高さ式が直径に依存しないことを示しており， 大高さ

は弾性係数や断面二次モーメントに関係なく，単位体積重量のみによって規定されるこ

とを表している．すなわち，実際の樹木は，回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘を式(3.7.46)のスケーリング則に

基づいて決定することにより，剛体モードの 大高さを身体スケールに依存しない問題

へと帰着させている． 
 

表-3.7.1 本節で得られた 大高さ式のまとめ 

座屈モード 
剛体モード 

（根返りに対応） 
梁モード 

（幹折れに対応） 

大高さ式 

𝐿𝐿𝑐𝑐(rigid) 

= �2𝑐𝑐𝑘𝑘
𝜋𝜋𝛾𝛾

𝑟𝑟−1 �≈ �8𝑝𝑝
𝜋𝜋𝛾𝛾

,   𝑝𝑝 = 28427 [55]� 

𝐿𝐿𝑐𝑐(Beam) 

=
𝜉𝜉𝑐𝑐(𝑅𝑅𝑀𝑀)
𝜉𝜉𝑐𝑐(∞)

�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟2�
1/3

 

スケーリング則 なし (𝐿𝐿𝑐𝑐は𝑟𝑟に依存しない) 𝐿𝐿 ∝ 𝑟𝑟2/3 

適用範囲 𝑅𝑅𝑀𝑀 = 1 (𝑅𝑅𝑀𝑀 < 1のとき根返りが発生) 𝑅𝑅𝑀𝑀 > 1 

モード形状 直線形 Sin 曲線 
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図-3.7.5 端部における回転剛性を考慮した自重座屈モード 

 
そして，表-3.7.1 には，本研究によって得られた二つの主要な 大高さ式について，

それぞれの特性を簡単にまとめたものを示す．まず注目すべきは， 大高さ式における

半径の次数である．実際の樹木において観測されている高さ－直径間に成り立つスケー

リング則は，「高さが直径の 2/3 乗に比例する」というものであり，これは梁モードの

スケーリング則に一致する[3,4]．これは，地盤剛性－直径間に成り立つ式(3.7.37)のスケ

ーリング則により，剛体モードの 大高さが半径に依存しない問題に帰着されているこ

とに起因すると考えられる． 
また，実際の樹木が梁モードのスケーリング則に対応しているという事実は，地盤－

根系の相互作用によってもたらされる端部の回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘について，種や環境を問わず，

次の関係式が成長過程で自動的に満足されているということを裏付けるものでもある． 
 

𝑐𝑐𝑘𝑘 > 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2

2
(3.7.38) 

 
本節では，この仮説を検証するために，Jonsson ら[55]と Niklas [60]の実験的研究によ

る測定データに基づき，実際の樹木における回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀の範囲を推定する．  
Jonsson らは，計 23 本の樹木について，その回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘，胸高直径𝐷𝐷ℎ，樹高𝐿𝐿，弾性

係数𝐸𝐸の測定を行った[55]．しかしながら，回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀を計算するにあたっ

て必要となる，幹の単位体積重量𝛾𝛾のデータは含まれていない．そこで，本研究では Niklas
が報告している弾性係数𝐸𝐸と単位体積重量𝛾𝛾の経験的な関係式[60]を用いることにより，
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𝛾𝛾の値を推定する．Niklas は，弾性係数𝐸𝐸と単位体積重量𝛾𝛾の間に次の関係が成り立つこ

とを明らかにしている． 
 

𝛾𝛾 = 𝐸𝐸
1253 (3.7.39) 

 
式(3.7.39)を式(3.7.3)に用いることにより，次式が得られる． 
 

𝑅𝑅𝑀𝑀 = 2𝑘𝑘
𝐴𝐴𝐿𝐿2

1253

𝐸𝐸
(3.7.40) 

 
上式を用いることにより，Jonsson らの測定データに基づき回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀を推

定することができる． 
 図-3.7.5 は，式(3.7.40)および Jonsson らの測定に基づき，回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀と

回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘の関係を示したものである．図の横軸は回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘 [MN･m]，図の縦軸は回

転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀を表す．さらに，図中の赤の領域は𝑅𝑅𝑀𝑀 < 1となる不安定な領域（剛

体モードが発生）を示し，青の領域は実際の樹木における𝑅𝑅𝑀𝑀の範囲を示す．離散的な〇

印は，式(3.7.40)から得られた計 23 本分の測定データに基づく回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀の

推定値である． 
 図より，剛体モードが発生する赤の領域に一つも〇印が無いことが確認できる．さら

に，実際の樹木における回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀の 大値および 小値はそれぞれ

𝑅𝑅𝑀𝑀(Max) = 38.4および𝑅𝑅𝑀𝑀(Min) = 9.51である．そして，𝑅𝑅𝑀𝑀(Min) = 9.51における 大高さ

比𝑅𝑅𝐿𝐿は，𝑅𝑅𝐿𝐿(9.51) ≈ 0.97である．このことは，実際の樹木において確保されている根系

－土壌の相互作用がなす回転剛性は，単に剛体モードの発生を防止するために十分であ

るというだけでなく，梁モードの自重座屈の発生を回避するためにも十分な値であるこ

とを示すものである．すなわち，樹木における回転剛性パラメータ𝑅𝑅𝑀𝑀の範囲は，完全に

地面において固定されていると仮定する場合に対して，もっとも不利な状態でも， 大

高さがおよそ 3%減少する程度に抑えられるように確保されているということである． 
これらのことと図-3.7.3 の結果を合わせて考えると，式(3.7.38)が満足されていること

を前提とすれば，樹木が確保している梁モードの自重座屈に対する安全率は，ほぼすべ

ての場合で自重座屈の発生を回避できるように選択された，極めて巧妙なものであると

言える．しかしながら，式(3.7.37)が曲げ剛性に依存しないという事実は，樹木における

根系－土壌の相互作用が失われ，式(3.7.38)の規準を下回ってしまうと，幹の曲げ剛性が

たとえどんなに高い水準にあったとしても，倒伏が発生することを避けられないことを

意味するものでもある．なお，今回は樹木が恒久的に支持しなければならない自重に着

目して座屈問題の定式化を行ったが，倒伏現象には風のような横方向からの荷重の急激

な変化に起因するものも存在することについて，十分に留意する必要がある． 
後に，自立した樹木においては式(3.7.38)が必ず満たされていることから，式(3.7.38)

の右辺の成分を測定することにより，根系－土壌が有している回転剛性𝑐𝑐𝑘𝑘の下限値を推

定することが可能であることが分かる．今後の研究の発展によって，𝑐𝑐𝑘𝑘に根系・土壌の
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特性がどのように寄与するかを定量的に明らかにすることが可能となれば，根系や土壌

の状態に対する非破壊的な調査手法の確立に繋がることが期待できる． 
 
3.7.9 本節のまとめ 

本節では，樹木における地盤の拘束力が自重座屈特性に与える影響を明らかにするた

めに，根系－土壌の相互作用に起因する外力への抵抗モーメントを回転ばねによって取

り入れ，自由端－回転ばねで支持された片持ち梁の自重座屈問題の定式化を行った．そ

の結果，以下に示す知見が得られた． 

① 体積力による転倒モーメントと回転ばねによる抵抗モーメントのバランスにより，

回転ばねで座屈が生じる剛体モードと，梁で座屈が生じる梁モードの二つの座屈モ

ードが存在する．これは，剛体モードが生じる場合のモーメントのつり合いから得ら

れる基準式を用いて，どちらの座屈が生じうるかを判断することができる． 

② 梁モードおよび剛体モードについてそれぞれの 大高さ式を導出した結果，梁モー

ドの 大高さ式において，Greenhill により提唱された「自重座屈に対する 大高さ

は，半径の 2/3 乗に比例する」という自重座屈に関するスケーリング則と同様の法則

が見られた．これに対して，既往の研究によって明らかにされている回転剛性－直径

間の統計的な関係式より，剛体モードはスケールに依存しない問題であり，剛体モー

ドの 大高さは単位体積重量のみによって規定されることが分かった． 

③ 実際の樹木におけるスケーリング則は，梁モードの 大高さ式に適合するものであ

った．このことは，およそほとんどの場合において，根系－土壌の相互作用による回

転剛性は，剛体モードの座屈を回避できるように確保されていることを示唆してい

る．この仮説を検証するために，既往の研究における樹木の測定データと各パラメー

タ間の統計的関係に基づき，樹木が有する回転剛性の値を推定した．その結果，樹木

は剛体モードの発生を防ぐために十分な回転剛性を有していることが明らかになっ

た．このことと実際の樹木が有している自重座屈に対する安全率を踏まえると，樹木

は剛体モード・梁モードの双方に対し，十分な安全性を有していると考えられる． 

本節の成果は，樹木の自重座屈特性に関する研究の中で，初めて地盤剛性の影響を力

学理論に基づき定量的に取り入れたものである．これは，樹木において観測されていた

「根返り」「幹折れ」の計二つの破壊モードの評価を可能にするとともに，樹木の地表

部の状態から，地盤内部の状態を非破壊的に推定することを可能にするものである．本

節の成果を論文としてまとめたものは，Journal of Mechanics 誌に査読論文として投稿

している[研究業績目録，学術論文(7)]． 
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3.8 本章のまとめ 

 ここでは，本章において得られた新たな木本植物の 大高さ式について，そのまとめ

を示すとともに，本章における定式化の限界について言及する． 
 表-3.8.1 には，Greenhill が導出した重い円柱における 大高さ式と，本章の定式化に

よって得られた新たな 大高さ式について，それぞれをまとめたものを示している．表

の背景色の意味は，基準となる Greenhill 式を緑色としており，これに対して 大高さを

向上させると考えられる因子が含まれているものが赤色で示されており，青色のものが

大高さを低下させると考えられる因子が含まれているものである． 
 表より，驚くべきことに，本研究で取り扱った計算モデルにおける 大高さ式は，い

ずれも「基準とする Greenhill の式」と「本研究によって新たに考慮した要素に依存する

関数」の積という，極めて単純な形で与えられることが分かる．すなわち，本研究で新

たに導出した 6 つの自重座屈に対する 大高さに関する式は，McMahon によってその

妥当性が確認されている「樹木の高さは直径の 2/3 乗に比例する」という法則を保持す

る結果を示しており，これは 2/3 乗則が樹木の多様な形態を貫いて成り立つ理由を裏付

けるものである． 
しかしながら，このスケーリング則があらゆる植物に適用できるかということについ

ては，第 2 章でもその概要を示した通り，それは否である．これは Niklas の調査によっ

て明らかにされているように，この法則はあくまで硬く重い木本植物に対して”のみ”，
その適合性が確認されているものであり，軽く柔らかい草本植物には全く適合しない． 

その理由を力学的な観点から推測すると，両者の体を支える仕組みが根本的に違うた

めであると考えられる．部材そのものが硬く，径が太い木本植物は，自身が有する「曲

げ剛性」によって身体を支えることが可能である．これに対して，草本植物は材質が柔

らかく，かつ径も木本植物に比べて極めて小さい．しかしながら，自生状態にある草本

植物は，光合成のために光を得るべく高さ方向に成長し，自立した状態を保っている．

このことは，草本植物は「曲げ剛性」ではなく，他の仕組みを用いて自身の体を支持し

ていることを示唆するものである． 
そして，この「体を支える仕組みの違い」という観点は，既往の生態学的研究におい

て，完全に無視されてきた．Niklas が草本植物・木本植物のスケーリング則の検証にお

いて用いた Greenhill の式は，部材そのものが剛であるという仮定に基づき導出されたも

のであるにも関わらず，曲げ剛性によって身体を支持することができないであろう草本

植物に対しても適用されている．このことから，曲げ剛性ではない仕組みによって身体

を支持していると考えられる草本植物について，その身体支持の仕組みを力学理論の立

場から明らかにすることは，モノづくりの一助となる工学的な知見が得られるだけでな

く，植物学分野における「曲げ剛性と幾何剛性の混同」を解消する，極めて重要な知見

を与えるものであると予想される． 
以上を踏まえて，次章では柔らかく軽い草本植物に焦点を当て，張力を活かした巧み

な身体支持の仕組みを「力学理論の立場」から解明し，その知見を整理する．これによ

り，生物形態模倣の観点をはじめとする工学的な知見だけでなく，従前の経験的・統計

的アプローチでは解明することができない植物学・生態学的な知見の獲得を目指す． 
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表-3.8.1 本章において得られた 大高さ式のまとめ 

円柱モデル 

(Greenhill) 

 

𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 = �𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3 

・基準となる Greenhill の式 
・𝐶𝐶は定数（𝐶𝐶 ≈ 1.959）であり，𝐿𝐿𝑐𝑐𝑠𝑠 ∝ 𝑟𝑟2/3を発見． 

テーパー 

モデル 

(3.2 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) �𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟𝐿𝐿
2/3     �𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐) = 𝑅𝑅𝑐𝑐

−1/6
など� 

・𝑅𝑅𝑐𝑐：テーパー比（先端半径/根元半径） 
・𝑟𝑟𝐿𝐿：根元半径（Greenhill モデルにおける𝑟𝑟に対応） 

中空 

モデル 

(3.4 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟𝑜𝑜
2/3    �𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ) = (1 + 𝑅𝑅ℎ

2)1/3� 

・𝑅𝑅ℎ：中空比（内半径/外半径） 
・𝑟𝑟𝑜𝑜：外半径（Greenhill モデルにおける𝑟𝑟に対応） 

中空テーパー 

モデル 

(3.5 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟𝐿𝐿
2/3 

・単純なテーパー関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑐𝑐)，中空比関数𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)の積 

枝葉考慮 

モデル 

(3.3 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛, 𝑅𝑅𝑊𝑊 )�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3  

�𝑓𝑓(𝑛𝑛, 𝑅𝑅𝑊𝑊 ): 式(3.3.16)等の正の 小の実数解� 

・𝑅𝑅𝑊𝑊：枝葉の重量 / 幹の重量 
・𝑛𝑛：重量分布パラメータ，正で下部，負で上部が重い 

初期不整 

モデル 

(3.6 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 )�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3 

�𝑓𝑓(𝑅𝑅𝜃𝜃, 𝑅𝑅𝑃𝑃 ): 式(3.6.31)等の正の 小の実数解� 

・𝑅𝑅𝜃𝜃：初期不整パラメータ，不整の大きさを表す 
・𝑅𝑅𝑃𝑃：先端圧縮力/体積力 

回転ばね 

モデル 

(3.7 節) 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀)�𝐶𝐶
𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3 

�𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑀𝑀): 式(3.7.25)の正の 小の実数解� 

・𝑅𝑅𝑀𝑀：回転ばねの剛性𝑐𝑐𝑘𝑘/柱の剛体モーメント𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿2/2 
・𝑅𝑅𝑀𝑀によって座屈モードが分岐 (上記は𝑅𝑅𝑀𝑀 > 1の場合) 

半径 : r

・密度 :½
・弾性係数 :E

半径 : r(x)・密度 :½
・弾性係数 :E

外半径 : ro

内半径 : ri
・密度 :½
・弾性係数 :E

外半径 : ro(x)

内半径 : ri(x)・密度 :½
・弾性係数 :E

半径 : r

・弾性係数 :E
・密度 :½(x)

½(x)

x
Lc

半径 : r

・密度 :½
・弾性係数 :E

初期不整アリ

半径 : r

・密度 :½
・弾性係数 :E

回転ばね
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第 4 章 水分による膨圧を活用した 
張力構造のモデル化 

 
 
 

前章では，「自身そのものの材質や形状がなす曲げ剛性」により体を支えている硬く

重たい木本植物が，木化と肥大成長による曲げ剛性の発現と，これらによって引き起こ

される「重量の増加」の相互関係を巧みに制御することにより，自重座屈に対する 大

高さを飛躍的に高めていることを明らかにした． 
また，主幹にみられる初期たわみ・初期傾斜をはじめとする初期不整や，根系－地盤

の相互作用に起因する固定力の不完全性など，「自重座屈耐性の低下を招くと考えられ

る要素」を含む 大高さの定式化を行い，森林科学分野で蓄積されてきた実験・実測に

よる測定データと比較・検証を行うことで，木本植物が自重座屈に対する十分な安全性

を確保し，自身の身体スケールを実に巧妙に決定していることを明らかにした．さらに，

その過程において，部材そのものが剛であるという前提，すなわち「曲げ剛性によって

身体を支持すること」を前提に導かれた 大高さ式においては，木本植物において成り

立つ「高さ－直径間の 2/3 乗則」が一貫して成立することが証明された． 
しかしながら，この「高さ－直径間の 2/3 乗則」は，あくまで木本植物においてのみ

成り立つものであり，木本植物とは対照的な力学特性を有する「軽く柔らかい草本植物」

には，この法則が適合しないことが知られている[1]．その背景には，硬く重たい構造と

軽く柔らかい構造における，それぞれの体を支持する仕組みの違いが関係していると考

えられる． 
木本植物の場合，その定義から推察される力学特性より，主として自身が有する曲げ

剛性によって身体を支持しているものと予想される．これに対して，一般的に曲げ剛性

が極めて小さな草本植物の場合には，内部水分による張力がもたらす「幾何剛性」によ

り，主として自身の体を支えていると考えられる．なお，内部水分は木本植物・草本植

物を問わず生命活動を維持するために内部に蓄えられているものであり，幾何剛性は木

本植物においても存在すると予想されるが，その影響が曲げ剛性に比べて極めて小さい

ために，曲げ剛性のみを考えて導出された形状則に適合していると推測される．これに

対して，草本植物の場合は幾何剛性の影響が卓越しているものと予想されるが，既往の

植物学・生態学分野の研究では，硬く重たい構造に対して定式化されたスケーリング則

[2]が草本植物にそのまま適用されるなど，両者の身体支持機構の違いを無視した研究が

ほとんどである[3-8]． 
以上のことは，植物に対する力学理論の開発において，内部水分がもたらす幾何剛性

に着目する重要性を示唆するものであり，その影響を力学理論に基づき解明することは，
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内部水分を巧みに活用した張力構造の力学的合理性を明らかにするだけでなく，植物学・

生態学的に混同されてきた「両者の身体支持機構の違い」を明確にすることに繋がると

考えられる．さらに，曲げ剛性・幾何剛性の両者を力学的に正しく考慮した 大高さ式

を導出することは，「植物全体の力学的なスケーリング則」の解明に資する知見の獲得

に繋がるとともに，体を支持する仕組みに起因したスケーリング則の違いに基づく，木

本・草本植物の明快な分類法則の開発を実現するものであると考えられる． 
本章では，内部水分がもたらす膨圧による張力を活用した巧みな剛性発現の仕組みを

力学理論の立場から解明し，張力を活用する構造形態の力学的合理性を明らかにするだ

けでなく，既往の植物学・生態学分野において混同されている「部材そのものが有する

硬さ（曲げ剛性）」と「内部の水分がもたらす見かけの硬さ（幾何剛性）」の差異を明確

化するために，第 3 章の自重座屈理論を一般化して「”内部水分による幾何剛性”と”部材

そのものが有する曲げ剛性”の双方を正しく捉えた自重座屈理論」の開発を試みる．   
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4.1 「植物学上」の草本植物の定義 

 ここでは，植物学上の「草本植物」について，その一般的な定義を説明するとともに，

その定義から推測される力学特性に着目し，木本植物との根本的な身体支持機構の違い

を説明するとともに，力学理論の立場から草本植物の形態を紐解く意義について述べる． 
 
4.1.1 「草本植物」とは何者か 

 
図-4.1.1 草本類（双子葉植物）における茎横断面図（[9]を参考に作成） 

 
 第 3 章において，木本植物とは「茎および根において肥大成長により多量の木部を形

成し，その細胞壁は多く木化して強固になっている植物．地上部は多年性で，高木と低

木に分かれる．」と定義された植物であると述べた．すなわち，草本植物の定義もまた

「肥大成長」「木化」「多年生」という 3 つのキーワードが重要である． 
岩波生物学辞典[10]では，草本植物とは「木部があまり発達しない草質または多肉質の

茎をもち，地上部は多くは一年で枯れる植物体をいう．しかし地下茎が発達して二年生・

多年生のものや常緑葉のものもある」のように定義された植物であると述べられている．

この定義には，一見すると「肥大成長」の話が含まれていないように見えるが，草本・

木本の定義における肥大成長とは「二次肥大成長」のことであり，これは多量な木部の

形成によって径が太くなる成長を呼ぶ．すなわち「木部があまり発達しない」というこ

とは，「先端部における細胞分裂による伸長成長が停止した以降（すなわち，一次肥大

成長の終了後）において，明瞭な二次肥大成長が見られない」という意味である．この

ことから，上記の草本植物の定義において肥大成長という単語は含まれていないものの，

この観点は実質的に関係していることが分かる． 
図-4.1.1 には，双子葉植物のうち，草本類における茎横断面の模式図を示す．双子葉

植物の場合であれば，円周方向に維管束が整然と並んでおり，導管を束ねる木部と師管

を束ねる師部の境界に，維管束形成層が位置している場合がほとんどである（単子葉植

物は，木部と師部を束ねる維管束が組織全体に点在しており，さらに維管束は形成層を

そもそも欠いた構造となっている）．木本植物の場合であれば，この形成層から円周方

向に二次木部・二次師部を形成し，径が明瞭に太くなる二次肥大成長を示す．これに対

表皮

皮層

木部
師部

髄

維管束形成層

▶ 柔組織

▶ 維管束

茎横断面の模式図：双子葉植物の例

表皮

皮層

一次木部
二次木部

一次師部
二次師部

髄の空洞化

形成層を起点とした
二次成長に伴う肥大
（短期間で停止）

二次肥大成長の前
（単子葉類には形成層がない）

場合によっては
髄が空洞化する
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して，草本植物には形成層を有する種はほとんどなく，仮に形成層を有している種であ

っても，明瞭な二次成長はほとんど認められない．そのため， 終的に自身の体のほと

んどは，一次肥大成長の際に生成された材質から構成されることとなる． 
これに加えて，草本植物では木化による木部の形成がないため，その材質そのものの

弾性係数が大きくなることはない．これに加えて，草本植物は短期間の二次成長の後，

髄が空洞化するケースも存在する．木本植物の場合であれば，密実な構造を維持しつつ，

多量の木部を形成するとともに，二次肥大成長に伴う径の増加が見られるため，材質お

よび形状の両面において，曲げ剛性を増加させることが可能である．これらを踏まえる

と，二次肥大成長および形成層の木化が生じない草本植物の曲げ剛性は，木本植物に比

べて極めて小さいことが予想され，これは実際の測定によっても証明されている事実で

ある[11-15]． 
そのほか，多年生という観点からみると，草本植物は地上部が越冬せず，外気よりも

温度低下が小さな地中に種子を残し，地下部において厳しい冬季の寒さを越えるものが

大多数を占める．例外的に越冬する草本植物は，細胞壁内部の溶質濃度を高めることに

よって凝固点を下げる「耐凍性」の獲得や，細胞膜の組成を変化させ，水分の透過性を

向上させることにより，凍結を感知した際に細胞内部から速やかに脱水を行い，細胞壁

の内部から間隙に凍結の発生位置を移す「細胞外凍結」により，厳しい低温の環境下を

乗り切ることを試みている[16]． 
これらのアプローチは，いずれも水分の凍結膨張作用に伴う細胞の損傷を避けるもの

である．このことは，木化によって既に細胞レベルでの生命活動を停止した「硬い木質

部」によって身体を支えている木本植物とは異なり，草本植物は細胞壁内の生理学的な

作用によって，初めて地上茎の剛性を維持できることを示唆するものである． 
 
4.1.2 草本植物の形態を力学的に紐解く意義 

第 3 章でも述べたように，木本植物・草本植物という植物の定義は，現段階でいくつ

かの問題や曖昧さを含んでおり，明快にこれらを分類する手法は確立されていない．し

かしながら，木本植物と同様に，力学的な観点から植物の形態をとらえると，草本植物

の定義もまた，実に単純に力学の言葉で表現することができる．すなわち，草本植物と

は「木化および肥大成長による曲げ剛性の向上ではなく，水分に起因する細胞壁内部の

生理学的な作用によって自身の体を支持している植物」である． 
木化および肥大成長は，ともに植物の曲げ剛性を増加させることができる反面，構造

物の体積と密度，すなわち「重量」を増加させてしまうデメリットがある．しかしなが

ら，草本植物は木化や肥大成長による剛性の向上が生じない．これは，曲げ剛性が成長

過程で明瞭に向上することはないものの，自重座屈に対する 大高さを低下させる「重

量の増加」という問題を回避することができる，という意味である．そして，耐寒性を

獲得するためのアプローチからも推察できる，細胞壁内部における生理学的作用の重要

性から，曲げ剛性の獲得とは本質的に異なる「他のアプローチ」により，草本植物が自

身の体を支えている可能性が考えられる．しかしながら，既往の研究ではこの点に関す

る議論が十分でなく，草本植物も木本植物と同様に曲げ剛性によって身体を支持してい

るものとして取り扱われている場合が多い[3-8,15]． 
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以上を踏まえ，木本植物とは異なると考えられる草本植物の身体支持の仕組みについ

て，これを力学理論に基づき明らかにすることは，単に曲げ剛性の小さな「細く柔らか

い部材」を用いた構造設計に資する知見が得られるだけでなく，既往の植物学的研究で

は十分に考慮できていない「体を支持する仕組みの違い」を明瞭化することに繋がると

考えられる．  
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4.2 草本植物の膨圧による張力を活用した身体支持機構 

 前節で述べたように，草本植物は木本植物と比べると径が極めて細く，かつ弾性係数

も小さな値に留まっており，さらにその構造はほとんどが薄肉の中空円筒である[11-
15,17]．このような特性を有する草本植物は，「部材そのものが有する曲げ剛性」によっ

て自身の体を支えることはできず，他のアプローチによって身体を支えていると予想さ

れる．本節では，実現象の観測や既往の研究における調査報告に基づき，草本植物の身

体支持機構に大きく関わっていると考えられる「膨圧による張力」について説明する． 
 
4.2.1 内部水分の流出に伴うたわみの発生 

 

 
図-4.2.1 北海道足寄町に自生するラワンブキの自生状態と伐採後の様子 

 
 図-4.2.1 は，北海道の足寄町に群生する，「ラワンブキ」という種類のフキにおける，

自生状態と伐採後の様子を比較した写真である．ラワンブキは，草本植物の中でもとり

わけ高く成長する特徴をもち，その高さはおよそ 2 ～ 3 m 程度にまで達する．これは，

草本植物の中では極めて珍しく，人間の一般的な身長を超えるほどの大きさまで成長す

るものであり，日本一大きなフキとして知られている品種である[18]． 
ラワンブキは，竹のように茎が地下部で繋がった「地下茎」と呼ばれる構造を有し，

地上部は越冬せず，地下部で冬を越す多年生の植物である．ラワンブキは植物学的には

草本植物として分類されるものであるが，写真に示したように，草本植物の中でも特に

高く成長する種であり，自生状態では鉛直方向に体をピンと張った状態を維持している

が，伐採によってひとたび水分が流出すると，自身の重さにより途端に大きな変形が生

じ， 終的に写真右のようなたわみ形状を示す．このことは，ラワンブキは自身が有す

る材質・形状的な硬さがなす「曲げ剛性」ではなく，内部水分に起因する何らかの力学

的作用によって自身の身体を支持していることを示唆するものである． 
図-4.2.2 には，植物学的研究においてサンプルとしてしばしば扱われる，藻類の一種

である「シャジクモ」の写真を示した．これは，乾燥により萎れている状態に水分を付

加した際のたわみ形状の変化を観察したものである． 
図-4.2.2 (a)が乾燥状態の様子であり，自重を支えることができず，鉛直方向に大きく

たわんでいる状態を示している．これに対して，水分を付加した直後である図-4.2.2 (b)

自生状態 伐採後自生状態 伐採後
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においては，乾燥状態に比べてたわみが抑制されはじめていることが確認できる．そし

て，時間の経過に伴ってさらにたわみが減少し， 終的には図-4.2.2 (d)のように，ほぼ

地面に対して水平な状態まで回復する．このような水分の負荷によるたわみの抑制現象

から，内部水分と身体支持メカニズムの深い関連性がうかがえる． 
また，水分によってたわみが抑制されていく過程において，常に直線的なたわみ形状

を示していることが特徴的である．この様相は，曲げ剛性によって変形に抵抗する構造・

部材には見られないものである．例えば，曲げ剛性が卓越する場合と，幾何剛性が卓越

する場合の梁のたわみ𝑤𝑤に関する支配方程式は，それぞれ次のように与えられる． 
 

曲げ剛性が卓越する場合：𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥4 = 0      (4.2.1) 

幾何剛性が卓越する場合：𝑇𝑇 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 0      (4.2.2) 

 
ここで，𝐸𝐸𝐸𝐸は梁の曲げ剛性，𝑇𝑇は梁に作用する軸方向張力である．なお，式(4.2.1)および

式(4.2.2)は，いずれも自重としての分布荷重が無視できるほどの大きさであると仮定し

た場合のものである．この式から，たわみ曲線を求めるために両辺に対して𝑥𝑥に関する積

分を行うと分かるように，曲げ剛性が卓越する場合にはたわみ形状は三次曲線，幾何剛

性が卓越する場合にはたわみ形状は直線（一次式）となる．このことは，シャジクモに

おいて幾何剛性が卓越していることを理論的に裏付けるものであり，かつ曲げ剛性と幾

何剛性は質的に全く異なる剛性であるということ，そして両者の違いを明確化すること

の重要性を示している． 
また，内部水分の状態が草本植物の身体支持に極めて大きく寄与していることは，草

本植物と木本植物を分ける「地上部は一年生か多年生か」という生物学的な観点からみ

ても，およそ推測可能なものである．植物の細胞壁内部は，溶質の作用により，水分の

 
図-4.2.2 シャジクモのたわみ形状に水分が与える影響（秋田県立大学 津川暁助教提供） 

 

(a) (b)

(c) (d)
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凝固点が 0 ℃未満に保たれている．しかしながら，植物体の温度そのものは外気温とほ

ぼ等しい状態にあり，冬季の氷点下によっては凍結の危険にさらされる．内部の水分が

凍結されてしまうと，凍結に伴う体積膨張作用により，細胞壁の組織が内部から破壊さ

れることとなる．耐凍性を有する植物は，この破壊を避けるために，外気の低温化に対

する適応として，糖などの溶質を細胞壁内部に冬季に向けて少しずつ蓄え，水分の凍結

温度を低下させることで凍結の回避を試みる．他にも，細胞膜の組成そのものを変化さ

せることにより，細胞膜における水分の透過性を高め，凍結を感知すると速やかに多く

の水分を外部へと流出させることが可能な状態を整えておくことで，細胞壁内部の凍結

を回避しているアプローチをとる植物も存在する[16]．このような性質を有さない草本

植物は，秋－冬にかけての落葉や，地上部の生命活動を維持することができず枯れてし

まう，といった状況に陥ることとなる． 
これらのことと，内部水分が流出したことによる大きなたわみの観測や，水分の供給

に伴う変形状態からの著しい回復現象を総合的に考えると，草本植物の自身の体を支え

る仕組みには，「細胞壁組織の健全性」と「内部水分」の二つの要素が大きく関係して

いると予想される． 
 

4.2.2 中空円筒モデルにおける膨圧と軸方向張力の関係 
 

 
図-4.2.2 中空円筒モデルにおける膨圧による軸方向張力の発現 

 
ここでは，内部水分によって軸方向張力がもたらされるメカニズムを説明する．いま，

図-4.2.2 に示すような内部が水で飽和した中空円筒モデルを考える． 
ここで「内部から外部への水分の流出量」を「内部に吸収される水分の流入量」が上

回るとき，内側・外側の圧力を平衡させるべく，「膨圧」と呼ばれる正の圧力が生じる

[14, 19-21]．なお，水分の流出量が流入量を上回ってしまう場合には，この膨圧が消失し，

その形状を維持することが出来なくなり，やがて萎れに至る． 
ここで重要なことは，「内部水分による膨圧がもたらす剛性と材質そのものの剛性は，

互いに全く別の概念である」ということである．もし仮に，内部の水分が外壁の弾性を

著しく高める，すなわち材質そのものを変えるほどの影響があるとすれば，その自重に

よるたわみ曲線の形状は曲線形で与えられると考えられる．しかしながら，先に示した

シャジクモの例では，たわみ状態からの回復過程において，直線的な形状を保持したま

ま，ほぼ水平な状態まで回復することが確認されている．このことは，膨圧が外壁の弾

性率に与える影響はごくわずかなものであり，他に何らかの支配的な作用および現象が

存在することを示唆するものである． 

ppp

軸方向応力: x
t

ri
p

中空部（水分で飽和）
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その作用こそが「膨圧により発現する軸方向張力」である．図のように内径𝑟𝑟𝑐𝑐，厚さ𝑎𝑎
を持つ薄肉円筒において，膨圧𝑝𝑝が外壁に張力ストレスを与えることで，軸方向には膨圧

𝑝𝑝が断面積𝜋𝜋𝑟𝑟𝑐𝑐
2の外壁を押す力が生じるから，結果として張力𝑇𝑇 = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐

2 [N]がもたらされ

る．この内部水分による膨圧がもたらす軸方向張力が，”材質や形状による固有の硬さで

ある曲げ剛性”とは根本的に異なる，”水分による疑似的な硬さである幾何剛性”が発現さ

せると考えられる．なお，内部水分による幾何剛性は，木本・草本を問わず発現するも

のであることに留意する必要がある． 
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4.3 膨圧による軸方向張力に起因した「幾何剛性」の発現 

 前節において，草本植物では，材質や形状による固有の硬さである曲げ剛性とは根本

的に異なる，水分による疑似的な硬さである”幾何剛性”が卓越した状態にあると予想さ

れる根拠を述べた．ここでは，この「幾何剛性」について，これを活用した身近な構造

の事例をいくつか取り挙げるとともに，その概要を説明する． 
 
4.3.1 幾何剛性の存在と従前の植物学的研究における問題点 

幾何剛性（Geometric rigidity）とは，「面内方向の応力によって発現する面外方向の

剛性」である[23-27]．ある部材の面内方向に引張応力が生じると，部材の幾何剛性は向

上し，より強い面外荷重に抵抗することが可能となる．これに対して，面内方向に圧縮

応力が生じる場合には，部材の幾何剛性は低下する．部材の曲げ剛性の影響が大きい場

合には，この幾何剛性の影響は無視できる場合が多く，両者のどちらが支配的かによっ

て，その力学的な挙動は全く異なる． 
そして，幾何剛性は，いわゆる「梁や板の曲げ剛性」とは，根本的に全く異なる剛性

である．曲げ剛性は部材の弾性係数や断面二次モーメントといった「部材や材質がもつ

固有の特性」によって決まるものの，幾何剛性はあくまで「外力に起因して発生する応

力」に起因するものであり，両者はそれぞれ「面外方向の変形に対する剛性」という意

味では類似した概念であるが，「何によって生じる剛性か」という点で完全に異なる．

しかしながら，従前の植物学的な研究においては，これらの影響は完全に混同されてい

る．例えば，草本植物の力学特性を調査するために，細胞壁の弾性率をその力学特性か

ら測定するために，膨圧が生じているサンプルにおいて三点曲げ試験を行い，その 大

たわみ𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥から，次式を用いて弾性係数が算定されている[15,28]． 
 

𝐸𝐸 = 𝑃𝑃𝐿𝐿3

48𝐸𝐸𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥
(4.3.1) 

 
ここに，𝐿𝐿は両端の支点間の距離，𝐸𝐸はサンプルの断面二次モーメントである．この式は，

スパン中央に集中荷重𝑃𝑃のみが載荷された場合の式であり，膨圧によって発生する軸方

向張力𝑇𝑇の影響は全く取り入れられていない．すなわち，上式から算定される弾性係数

には，この幾何剛性の影響が混在していることとなる． 
 また，大変形を考慮した片持ち状態における座屈特性を実験的アプローチによって測

定し，その結果から次式を用いて弾性係数を算定する研究も見られる[7]． 
 

𝐸𝐸 = 𝑃𝑃𝑐𝑐𝐿𝐿2

𝐾𝐾 �sin 𝜃𝜃
2� 𝐸𝐸2

(4.3.2) 

 
 

ここに，𝑃𝑃𝑐𝑐は座屈荷重，𝐿𝐿は試験体の長さ，𝐾𝐾(𝑓𝑓(𝜃𝜃))はたわみ角に関する第一種の完全
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楕円積分であり，𝐸𝐸は断面二次モーメントである．この式もまた膨圧によって発生する軸

方向張力𝑇𝑇の影響は全く取り入れられておらず，全ての影響を弾性係数𝐸𝐸に（曲げ剛性に）

考慮するような取り扱いとしている． 
このような事例は，植物学的な研究においては数多く存在しており，ほとんどの場合

において，膨圧は細胞壁の弾性率を変化させる影響を与えるものとしてのみ取り扱われ

ている．しかしながら，先にも述べたように，膨圧に起因して生じる張力，すなわち長

手方向に生じる応力に起因する剛性は，材料固有の弾性係数（弾性率）に由来する曲げ

剛性ではなく，幾何剛性の方である．すなわち，この幾何剛性と曲げ剛性の差異を理解

し，これを力学的に正しく考慮することは，従前の植物学的研究において混同されてき

た両者の剛性の違いを明確化し，独立した研究体系では解明できない植物形態の智恵を

工学の言葉で取り込むことを可能とするものである． 
 
(1) 幾何剛性の例：一次元的な構造における静的問題 

 
図-4.3.1 幾何剛性の例：糸と針金の場合 

 
図-4.3.1 には，一端が完全に固定された，太さおよび長さが全く等しい糸と針金の図

を示す．その太さは長さに対してどちらも極めて小さいと仮定し，一次元体として取り

扱うことができるものとする． 

まず，上に示した糸の場合，自身が有する曲げ剛性は極めて小さいため，張力を載荷

しない状態では，面外荷重である自重を支えることができず，図のように大きくたわん

だ状態を示す．しかしながら，水平方向に張力を与えることにより，大きくたわみが抑

制される．この状態において，自由端に鉛直下向きの集中荷重を載荷すると，水平方向

に作用させた張力の大きさに応じて，面外方向の変形に対して抵抗することが可能とな

る．このとき，固定端から自由端にかけて，そのたわみ形状は直線的な形状を示す．こ

れが「幾何剛性が卓越した状態」である． 

・糸の場合 ( 曲げ剛性が小さい )

張力なし：たわんだ状態
面外荷重に全く抵抗できない）

・針金の場合 ( 曲げ剛性が大きい )

張力の載荷

たわみが抑制

面外荷重に抵抗可能
( たわみ形状 : 直線的 )

張力が無くても
ほとんどたわまない

（面外荷重（自重）を支持できる）

面外荷重の載荷

面外荷重の載荷

面外荷重に抵抗可能
( たわみ形状 : 三次曲線 )
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図-4.3.2 膨圧による剛性発現の例：風船 [29,30] 

 
これに対して，下に示した針金の場合には，張力が作用していない場合においても，

自身が有する曲げ剛性によって，ほとんどたわみを発生させることなく，自身の体を支

えることが可能である．このような部材の先端部において，面外方向に集中荷重を載荷

すると，梁理論より導かれるたわみの式からも確認することができるように，そのたわ

み形状は 三次曲線を示す．これが「曲げ剛性が卓越した状態」である． 
図-4.3.2 には，空気を入れる前の風船と，空気を入れた後の風船の写真を示す．前述

の例において，空気を入れていない風船は，張力が作用していない状態の糸に対応して

おり，この状態では面外方向の作用に抵抗することはできない．しかしながら，空気の

注入により軸方向張力が生じることによって，体をピンと張った状態に保つことが可能

となる．この現象は，圧力が水に由来するか空気に由来するかという点においては異な

るものの，シャジクモにおいて見られる身体支持のメカニズムと極めて類似していると

考えられる．なお，ここで留意すべき点は，空気を注入する前後において，風船そのも

のの弾性率（材料固有の力学特性）は全く変化していない，ということである． 
以上のように，曲げ剛性と幾何剛性のどちらが卓越した状態にあるかによって，その

力学挙動は全く異なるものとなる． 
 
(2) 幾何剛性の例：二次元的な構造における静的問題 

 
図-4.3.3 東京ドームの屋根（写真左から右にかけて，空気を送り込んでいる）[31] 

 
次に，空気の圧力差を上手く活用して幾何剛性を発現させた二次元的な構造の例を取

り上げる．図-4.3.3 には，東京ドームの屋根の写真を示した．この屋根膜は，フッ素樹

脂によってコーティングされたガラス繊維の膜材が使用されている．これは，28 本のケ

ーブルによって支持されており，その総重量は 400 t に達する．この膜は二重の構造で

あるものの，その厚さは内膜が 0.35 mm，外膜が 0.8 mm と極めて薄い[31]． 
上記の特性から，屋根膜を取り付けた段階においては自重を支え切れず，写真左に示

すように下に凸の曲面形状を示している．しかしながら，屋内側から空気を注入するこ

とにより，徐々に曲面の性状は変化していき，充填後は上に凸の曲面形状を示す． 



 
第 4 章 水分による膨圧を活用した張力構造のモデル化 

 

－ 171 － 

これは，屋外と屋内の「気圧差」に起因しており，屋内から送り出す空気により，屋

内における気圧を屋外よりも 0.3 %ほど高い状態に保つことで，上に凸の膨らんだ状態

を維持することに成功している．このような圧力差に起因する膨張作用は，植物細胞に

おける細胞内外の浸透圧の差に起因する膨圧の作用と，極めて類似した現象である． 
 
(3) 幾何剛性の例：一次元的な構造における動的問題 

次に，静的作用に対する二つの剛性の問題だけでなく，動的作用に対する曲げ剛性およ

び幾何剛性の影響について述べる． 
 図-4.3.4 には，この問題の例としてエレキギターのイラストを示した．エレキギター

は，「フレット」と呼ばれる部分の近傍を片方の手で抑え，もう一方の手で弦を弾くこ

とによって演奏する楽器である．一般的なエレキギターの弦は 6 本であり，奏者から見

て下から（図-4.3.4 では上から）1 弦，2 弦，...，6 弦と呼び，数字の大小は弦の太さに

対応しており，数字が大きくなるにつれて弦は太くなる． 
 

 
図-4.3.4 幾何剛性の例：エレキギター [32] 

 
 エレキギターをはじめとする弦楽器における音階の変動は，弦の動的な特性，すなわ

ち「弦の固有振動数」という物理量から理論的に説明できる概念である． 
弦の固有振動数は「弦の長さ」「弦の太さ」「弦を張る強さ」の計三つの要素によっ

て支配される 10．すなわち，弦を張る強さと抑えるフレットの位置が完全に同じであっ

た場合においても，弾く弦の太さが異なると全く異なる音階を発する，ということであ

る．これが「曲げ剛性」に起因する音階の違いである． 
 これに対して，同一のフレットにおいて特定の弦を抑え，これを弾いて音を鳴らした

場合においても，「弦の張る強さ」が異なると，その音階はまた異なるものとなる．こ

れが「幾何剛性」に起因する音階の違いである． 
弦そのものが有する曲げ剛性は，材料固有の弾性係数に依存するパラメータであるた

め，弦の材質を変えると，同様の条件で同一の音階が奏でられない場合が存在する．ま

た，室温・外気温によって弦の長さに変化が生じ，その結果として弦のゆるみが発生す

る場合もある．このような問題に対応するために，いかなる環境，いかなる弦でも同様

の音階で楽曲を奏でられるよう，それぞれの弦で基準とする音階に音を揃える「チュー

ニング」と呼ばれる操作が演奏前に必ず行われる．ギターの場合，フレットに触らない

状態であらかじめ定められた音階を発するように，それぞれの弦に連動したペグ（写真

左部のネジ）を回して張力を調節し，チューニングを行う．すなわち，弦楽器によって

 
10 厳密には，気温（室温）によっても音階の変動が生じるが，ここでは弦の力学特性のみに着目する． 

張力

フレット
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幅広い音階が奏でられることと，どのような環境下でも同様の音階を発生させることが

できる秘密には，幾何剛性の活用が大きく関係しているということである． 
 
(4) 幾何剛性の例：二次元的な構造における動的問題 

次に，動的作用に対する幾何剛性の影響として，二次元的な構造である膜を用いた「テ

ィンパニ」について紹介する（図-4.3.5）．これもギターと同様に楽器の一つであるが，

これはギターとは異なり「打楽器」に分類されるものである． 
 

図-4.3.5 幾何剛性の例：ティンパニ [33] 

 
ティンパニは，「ヘッド」と呼ばれる膜の部分と，膜の下を覆う「ケトル」という部

材から主として構成される楽器である．このヘッドおよびケトルの口径に応じて奏でる

ことが可能な音階の範囲が変化し，これが大きいほど低い音階，これが小さいほど高い

音階に対応する．すなわち，写真における左側のものは低い音に対応しており，右側に

行くにつれて高い音に対応したものとなっている． 
また，ティンパニは，写真下部に示されているペダルを踏みこむことにより，膜を張

る強さを変化させることが可能である．奥に踏み込むと膜が強く張られ，固有振動数が

大きくなり，より高い音階を奏でることができる．反対に手前側に踏み込むと膜が緩ん

で固有振動数は低下し，より低い音階を奏でることができる．よって，一つにつき一音

しか奏でられないということはなく，複数の音階を奏でることが可能である．ティンパ

ニのチューニングには，面の側部に取り付けられているチューニングインジケーターと

いう部分が用いられ，既定の音が出るような踏み込みの深さ（浅さ）に応じて，それぞ

れ印となるパーツを調節することで適宜行われる．すなわち，エレキギターをはじめと

する弦楽器と同様に，ティンパニもまた「幾何剛性」を巧みに活用した構造により，人々

の心を動かす豊かな演奏を可能としている楽器である． 
以上のように，幾何剛性は実に幅広い分野で人間が活用している「部材そのものがも

つ硬さとは異なる硬さ」である．硬くもなく太くもない草本植物の場合には，シャジク

モやラワンブキの力学挙動からも推測できるように，内部水分が起因して幾何剛性が発

現している可能性が考えられる．次節ではその影響を解明する起点として，幾何剛性が

水平方向に伸長した片持ち梁の曲げ特性に与える影響を理論的に解明する．  
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4.4 軸方向張力がたわみ抑制効果に与える影響 

 前節においてその詳細を述べた「幾何剛性」を踏まえ，本節では内部水分がもたらす

張力による巧みな剛性制御の仕組みを明らかにするために，膨圧により生じる軸方向張

力に起因するたわみの抑制メカニズムを解明する．部材そのものの材質や形状がなす曲

げ剛性とは本質的に異なる「膨圧による張力がもたらす幾何剛性」の影響に焦点を当て

るべく，本節では自重と軸方向張力が作用する水平な片持ち梁を考える．このモデルに

おいて，力のつり合いよりたわみに関する四階の支配微分方程式を導出し，その一般解

を求める．この一般解に境界条件を適用することにより，自重と張力を考慮した片持ち

梁のおけるたわみの式を導出する．これを自重のみが作用する片持ち梁のたわみの式と

比較・考察することにより，軸方向張力がたわみ抑制にどのように寄与するのかを明ら

かにする．  
 
4.4.1 計算モデル 

 
図-4.4.1 計算モデル 

 
計算モデルは，図-4.4.1 に示すような自重𝑞𝑞 [N/m]，膨圧による張力𝑇𝑇  [N]を考慮した

片持ち梁である．座標系は固定端側を𝑥𝑥 = 0，固定端側を𝑥𝑥 = 𝐿𝐿とし，曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸は軸方

向に一定であるものとする． 
なお，その構造については，図-4.2.2 に示したような内径𝑟𝑟𝑐𝑐，厚さ𝑎𝑎の薄肉円筒構造を

仮定し，内部水分がもたらす膨圧𝑝𝑝 [N/m2]は， 終的に厚さ𝑎𝑎の表皮のみに作用するもの

とする．ここで，自由端側が薄い膜で覆われているものとすれば，張力𝑇𝑇と膨圧𝑝𝑝 [N/m2]
の具体的な関係は，4.2.2 節でも示したように，膨圧𝑝𝑝とこれが作用する面積𝜋𝜋𝑟𝑟𝑐𝑐

2の積によ

って与えられる「膨圧の合力」と張力𝑇𝑇が釣り合うことから，𝑇𝑇 = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐
2として与えられ

る．なお，本節の定式化では，微小変形の仮定に基づき，張力の方向は，梁の曲げに追

従して作用方向が変化することはなく，常に水平方向に作用するものと仮定する． 
 
4.4.2 支配方程式の導出 

 ここで，図-4.4.1 の左に示すように，自重によってたわみが生じた片持ち梁に張力が

作用するとき，固定端の水平反力𝐻𝐻，鉛直反力𝑅𝑅，反力モーメント𝑀𝑀は，任意点における

力のつり合いから次のように得られる． 
 
 

L
x x

R

H M

x
R

H M
q q
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𝐻𝐻 = 𝑇𝑇                        (4.4.1) 
𝑅𝑅 = 𝑞𝑞𝐿𝐿                      (4.4.2) 

𝑀𝑀 = 𝑞𝑞𝐿𝐿2

2
− 𝑇𝑇𝑤𝑤(𝐿𝐿)         (4.4.3) 

 
これらを用いて，固定端から位置𝑥𝑥において仮想的に部材を切断し，その面における力の

つり合いから，固定端を原点とする曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)は，次のようになる． 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = − 𝑞𝑞
2
(𝐿𝐿 − 𝑥𝑥)2 + 𝑇𝑇 �𝑤𝑤(𝐿𝐿) − 𝑤𝑤(𝑥𝑥)� (4.4.4) 

 
式(4.4.4)の曲げモーメントを弾性曲線方程式に代入すると，次式が得られる． 
 

−𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = − 𝑞𝑞

2
(𝐿𝐿 − 𝑥𝑥)2 + 𝑇𝑇 �𝑤𝑤(𝐿𝐿) − 𝑤𝑤(𝑥𝑥)� (4.4.5) 

 
上式の𝑥𝑥に関する二階微分を求めることにより，次の 終的な支配方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑4𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥4 − 𝜅𝜅2 𝑑𝑑2𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 𝑞𝑞𝜅𝜅2

𝑇𝑇
(4.4.6) 

 
ここに，式中のパラメータ𝜅𝜅は次式で与えられる・ 
 

𝜅𝜅 = � 𝑇𝑇
𝐸𝐸𝐸𝐸

(4.4.7) 

 
4.4.3 曲げ剛性と幾何剛性の双方を含むたわみ曲線の導出 

 いま，式(4.4.6)の解を Mathematica により求めると，次式が得られる． 
 

𝑤𝑤(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝜅𝜅𝑥𝑥

𝜅𝜅2 𝑐𝑐1 + 𝑒𝑒−𝜅𝜅𝑥𝑥

𝜅𝜅2 𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐3𝑥𝑥 + 𝑐𝑐4 − 𝑞𝑞𝑥𝑥2

2𝑇𝑇
(4.4.8) 

 
ここに，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2, … , 𝑐𝑐4は任意定数を表す．ここで，自由端側のたわみ𝑤𝑤(𝐿𝐿)を式中に考

慮すべく，固定端(𝑥𝑥 = 0)における次の四つの境界条件を用いる． 
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⎩
�
�
�
�
⎨
�
�
�
�
⎧𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0,      𝑤𝑤 = 0                                   

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0, 𝑑𝑑𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 0                                 

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0,     𝑑𝑑
2𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑥𝑥2 = −𝜅𝜅2

𝑇𝑇 �− 𝑞𝑞𝐿𝐿
2

+ 𝑇𝑇𝑤𝑤(𝐿𝐿)�    

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 0,     𝑑𝑑
3𝑤𝑤

𝑑𝑑𝑥𝑥3 = −𝜅𝜅2

𝑇𝑇
𝑞𝑞𝐿𝐿                         

(4.4.9) 

 
以上を用いて任意定数を定めると， 終的なたわみ𝑤𝑤(𝑥𝑥)の式は次のようになる． 
 

𝑤𝑤𝑇𝑇 (𝑥𝑥) = 𝑞𝑞𝑒𝑒−𝜅𝜅𝑥𝑥

2𝜅𝜅2𝑇𝑇 (𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 + 1)
(2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿 − 4𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿+𝜅𝜅𝑥𝑥 + 2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿+2𝜅𝜅𝑥𝑥 + 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝑥𝑥         

                                       +𝜅𝜅𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿+𝜅𝜅𝑥𝑥(2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿 − 𝜅𝜅𝑥𝑥2) − 𝜅𝜅𝑒𝑒𝜅𝜅𝑥𝑥(𝜅𝜅𝑥𝑥2 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿))
 

 (4.4.10) 
 
ここに，下添え字の𝑇𝑇は，張力を考慮したたわみの式であることを区別するためのもの

である．なお，ここで上式において𝑥𝑥 = 𝐿𝐿を代入することにより，次の 大たわみの式が

得られる． 
 

𝑤𝑤𝑇𝑇(Max) = 𝑞𝑞
𝜅𝜅2𝑇𝑇

�1 + 𝜅𝜅2𝐿𝐿2

2
− sech𝜅𝜅𝐿𝐿 − 𝜅𝜅𝐿𝐿tanh𝜅𝜅𝐿𝐿� (4.4.11) 

 
4.4.4 張力によるたわみ抑制効果の評価 

いま，膨圧による張力の影響を評価するために，自重のみが作用する梁の 大たわみ

との比較を行う．まず，自重のみが作用する梁の 大たわみ𝑤𝑤𝑆𝑆は次式で与えられる[22]． 
 

𝑤𝑤𝑆𝑆 = 𝑞𝑞𝐿𝐿4

8𝐸𝐸𝐸𝐸
(4.4.12) 

 
ここで，式(4.4.12)を式(4.4.7)のパラメータ𝜅𝜅を用いて書くと，次のようになる． 
 

𝑤𝑤𝑆𝑆 = 𝜅𝜅2𝑞𝑞𝐿𝐿4

8𝑇𝑇
(4.4.13) 

 
いま，式(4.4.11)の張力を考慮した 大たわみ式を，張力を考慮しない場合のたわみ式で

除すことにより，次式が得られる． 
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𝑅𝑅𝑤𝑤(𝑥𝑥) = 4𝑒𝑒−𝜅𝜅𝑥𝑥

𝜅𝜅4𝐿𝐿4(𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 + 1)
(2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿 − 4𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿+𝜅𝜅𝑥𝑥 + 2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿+2𝜅𝜅𝑥𝑥 + 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝑥𝑥               

                                        +𝜅𝜅𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿+𝜅𝜅𝑥𝑥(2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿 − 𝜅𝜅𝑥𝑥2) − 𝜅𝜅𝑒𝑒𝜅𝜅𝑥𝑥(𝜅𝜅𝑥𝑥2 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑥𝑥 − 2𝐿𝐿))
 

(4.4.14) 
 
ここで，次式で与えられる相対座標𝑅𝑅𝑥𝑥を導入する． 
 

𝑅𝑅𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
𝐿𝐿

(4.4.15) 

 
式(4.4.15)を式(4.4.14)に代入することにより，相対座標における相対たわみ𝑅𝑅𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑥𝑥)の式

が得られる． 
 

𝑅𝑅𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑥𝑥) = 4𝑒𝑒−𝜅𝜅𝐿𝐿𝑅𝑅𝑥𝑥

𝜅𝜅4𝐿𝐿4(𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 + 1)
(2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿 − 4𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿(1+𝑅𝑅𝑥𝑥) + 2𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿(1+2𝑅𝑅𝑥𝑥) + 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑒𝑒2𝜅𝜅𝐿𝐿𝑅𝑅𝑥𝑥    

                +𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿(2+𝑅𝑅𝑥𝑥)(2𝜅𝜅2𝐿𝐿2𝑅𝑅𝑥𝑥 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿 − 𝜅𝜅2𝐿𝐿2𝑅𝑅𝑥𝑥
2) − 𝑒𝑒𝜅𝜅𝐿𝐿𝑅𝑅𝑥𝑥(𝜅𝜅2𝐿𝐿2𝑅𝑅𝑥𝑥

2 − 2𝜅𝜅2𝐿𝐿2𝑅𝑅𝑥𝑥 − 2𝜅𝜅𝐿𝐿))
 

(4.4.16) 
 
ここで，以下に示す無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を導入する． 
 

𝑅𝑅𝑠𝑠 = 𝜅𝜅𝐿𝐿 = � 𝑇𝑇
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝐿𝐿 (4.4.17) 

 
上式は，曲げ剛性に対する幾何剛性の比を示す無次元パラメータであり，下添え字は剛

性（ここでは stiffness）の頭文字に由来するものである．曲げ剛性に対して幾何剛性の影

響が大きいほど，このパラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠は大きくなる．式(4.4.17)の無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を式

(4.4.16)に用いることにより， 終的な相対たわみの式が得られる． 
 

𝑅𝑅𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑥𝑥) = 4𝑒𝑒−𝑅𝑅𝑠𝑠𝑅𝑅𝑥𝑥

𝑅𝑅𝑠𝑠
4(𝑒𝑒2𝑅𝑅𝑠𝑠 + 1)

(2𝑒𝑒𝑅𝑅𝑠𝑠 − 4𝑒𝑒𝑅𝑅𝑠𝑠(1+𝑅𝑅𝑥𝑥) + 2𝑒𝑒𝑅𝑅𝑠𝑠(1+2𝑅𝑅𝑥𝑥) + 2𝑅𝑅𝑠𝑠𝑒𝑒2𝑅𝑅𝑠𝑠 − 2𝑅𝑅𝑠𝑠𝑒𝑒2𝑅𝑅𝑠𝑠𝑅𝑅𝑥𝑥    

                         +𝑒𝑒𝑅𝑅𝑠𝑠(2+𝑅𝑅𝑥𝑥)(2𝑅𝑅𝑠𝑠
2𝑅𝑅𝑥𝑥 − 2𝑅𝑅𝑠𝑠 − 𝑅𝑅𝑠𝑠

2𝑅𝑅𝑥𝑥
2) − 𝑒𝑒𝑅𝑅𝑠𝑠𝑅𝑅𝑥𝑥(𝑅𝑅𝑠𝑠

2𝑅𝑅𝑥𝑥
2 − 2𝑅𝑅𝑠𝑠

2𝑅𝑅𝑥𝑥 − 2𝑅𝑅𝑠𝑠))
 

(4.4.18) 
 
ここで，両者の 大たわみの比を示す𝑅𝑅𝑤𝑤(Max)は，式(4.4.16)において𝑅𝑅𝑥𝑥 = 1と置くこと

により，次のように得られる． 
 

𝑅𝑅𝑤𝑤(Max) = 4
𝑅𝑅𝑠𝑠

4 (2 + 𝑅𝑅𝑠𝑠
2 − 2 sech𝑅𝑅𝑠𝑠 − 2𝑅𝑅𝑠𝑠 tanh𝑅𝑅𝑠𝑠) (4.4.19) 
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式(4.4.19)の 大たわみ比𝑅𝑅𝑤𝑤(Max)を用いることにより， 大たわみの相対的な減少率𝐷𝐷𝑅𝑅 
[%]が次のように定義される． 
 

𝐷𝐷𝑅𝑅 = �1 − 𝑅𝑅𝑤𝑤(Max)� × 100 (4.4.20) 
 
式(4.4.20)のたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅 = 20 % であるとき，「張力込みの 大たわみ」が「自重の

みの 大たわみ」に対して 20%小さくなっていることを表し，両者の比が𝑅𝑅𝑤𝑤 = 0.8であ

ることを意味する． 
 
4.4.5 数値解法によるたわみ抑制率𝑫𝑫𝑹𝑹とパラメータ𝑹𝑹𝒔𝒔の関係の導出 

 式(4.4.19)および(4.4.20)は，無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠とたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅の関係を表す式で

ある．この式の応用性を確保するためには，𝑅𝑅𝑠𝑠について陽に表せることが望ましい．し

かしながら，これを𝑅𝑅𝑠𝑠について代数的に解くことは極めて困難である．さらに，張力が

ない自重のみの場合を考えると，無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠は必然的にゼロとなり，そのとき

のたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅は，理論的にはゼロとなるべきである．しかし，𝑅𝑅𝑠𝑠 = 0の場合には，

式(4.4.18)が不定となり，有意な𝐷𝐷𝑅𝑅を求めることができない．これは，本理論が張力の存

在を前提に定式化されているためである． 
そこで，本研究では式(4.4.20)を満足する𝑅𝑅𝑠𝑠をセカント法を用いて離散的に求め，それ

を𝑅𝑅𝑠𝑠 = 0において𝐷𝐷𝑅𝑅 = 0を満たす回帰モデルを用いて補間することにより，容易に利用

可能なたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅とパラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の関係式を導出する． 
 まず，式(4.4.16)を次のように書く． 
 

�100 − 400
𝑅𝑅𝑠𝑠

4 �1 + 𝑅𝑅𝑠𝑠
2

2
− sech 𝑅𝑅𝑠𝑠 − 𝑅𝑅𝑠𝑠 tanh𝑅𝑅𝑠𝑠�� − 𝐷𝐷𝑅𝑅 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑠𝑠,𝐷𝐷𝑅𝑅) (4.4.21) 

 
ここで，離散的な𝐷𝐷𝑅𝑅 = 1, 2, …, 99 %について，それに対応するパラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を求める

ことを考える．このとき，剛性パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の値を刻み幅Δ𝑅𝑅𝑠𝑠ずつ変化させて，

𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑠𝑠(0),𝐷𝐷𝑅𝑅�・𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑠𝑠(1),𝐷𝐷𝑅𝑅� < 0となる区間�𝑅𝑅𝑠𝑠(0),𝑅𝑅𝑠𝑠(1)�を探索する．この𝑅𝑅𝑠𝑠(0)と𝑅𝑅𝑠𝑠(1)を初

期値として，次式を用いた繰り返し計算を行う． 
 

𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚+1) = 𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚),𝐷𝐷𝑅𝑅�
𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚) − 𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚−1)

𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚),𝐷𝐷𝑅𝑅� − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚−1),𝐷𝐷𝑅𝑅�
     (𝑚𝑚 = 1, 2, ⋯ )  

(4.4.22) 
なお，収束判定には次の式を用いる． 
 

�
𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚) − 𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚−1)

𝑅𝑅𝑠𝑠(𝑚𝑚)
� ≤ 𝛿𝛿 = 1.0 × 10−5 (4.4.23) 
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4.4.6 剛性パラメータ𝑹𝑹𝒔𝒔と膨圧𝒑𝒑の関係 

 ここでは，内部が水分で満たされた薄肉円筒において，膨圧𝑝𝑝と張力𝑇𝑇の関係式を導出

する．いま，図-4.2.2 に示した内径𝑟𝑟𝑐𝑐，厚さ𝑎𝑎の中空円筒構造の内部が水分で満たされ，

それに伴い膨圧𝑝𝑝が生じているとする．このとき，微小区間𝑥𝑥に働く力と，モデルの上下

面にかかる圧力の総和が釣り合うことから，軸応力𝜎𝜎𝑥𝑥は結果として次のように求まる． 
 

𝜎𝜎𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐
2𝑎𝑎

(4.4.24) 

 
ここで，式(4.4.24)は単位面積当たりの力であるから，これに面積を乗じることで膨圧𝑝𝑝
と張力𝑇𝑇に関する関係式が得られる． 
 

𝑇𝑇 = 2𝜎𝜎𝑥𝑥𝜋𝜋𝑟𝑟𝑐𝑐𝑎𝑎 = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐
2 (4.4.25) 

 
また，内径𝑟𝑟𝑐𝑐に対して厚さ𝑎𝑎が極めて小さい薄肉断面の断面二次モーメント𝐸𝐸は，次式を用

いて与えられる． 
 

𝐸𝐸 = 𝜋𝜋 �𝑟𝑟𝑐𝑐 + 𝑎𝑎
2
�

3
𝑎𝑎 (4.4.26) 

 
すなわち，膨圧𝑝𝑝，内径𝑟𝑟𝑐𝑐，厚さ𝑎𝑎を用いて無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を書き換えると，次のよう

になる． 
 

𝑅𝑅𝑠𝑠 =
⎷

��
� 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐

2

𝐸𝐸�𝑟𝑟𝑐𝑐 + 𝑎𝑎
2�

3
𝑎𝑎
𝐿𝐿  (4.4.27) 

 
ここで，厚さ𝑎𝑎が極めて薄いと仮定していることを踏まえ，𝑎𝑎に関する高次の項を無視で

きるものとすると，剛性パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠は 終的に次式で書くことができる． 
 

𝑅𝑅𝑠𝑠 = �𝑝𝑝𝐿𝐿2

𝐸𝐸𝑟𝑟𝑐𝑐𝑎𝑎
(4.4.28) 

 
また，次に示す肉厚に関する無次元量𝜆𝜆𝑐𝑐と細長さに関する無次元量𝜆𝜆𝑠𝑠を導入する． 
 

𝜆𝜆𝑐𝑐 = 𝑟𝑟𝑐𝑐
𝑎𝑎

, 𝜆𝜆𝑠𝑠 = 𝐿𝐿
𝑟𝑟𝑐𝑐

(4.4.29) 

 
これを用いて，式(4.4.28)は次のように書くことができる． 
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𝑅𝑅𝑠𝑠 = �𝑝𝑝
𝐸𝐸

𝜆𝜆𝑠𝑠
2𝜆𝜆𝑐𝑐 (4.4.30) 

 
なお，式(4.4.29)の無次元パラメータ𝜆𝜆𝑐𝑐は，肉厚に対して内径が大きいほど大きくなるパ

ラメータであり，すなわち「肉が薄いほど大きくなるパラメータ」である．また，無次

元パラメータ𝜆𝜆𝑠𝑠は，内径に対して長さが大きくなるほど大きくなるパラメータであり，

これは「部材が中空かつ細長いほど大きくなるパラメータ」である．ここに，中実部材

（𝑟𝑟𝑐𝑐 = 0）においては，式(4.4.28)がそもそも不定量であることに留意する必要がある． 
 
4.4.7 剛性パラメータ𝑹𝑹𝒔𝒔がたわみ抑制効果に与える影響 

 

 
図-4.4.2 自重のみを受ける梁の 大たわみで相対化された自重と張力を受ける梁のたわみ曲線 
 
 図-4.4.2 は，張力がない場合の自由端における 大たわみを用いて，張力を考慮した

場合のたわみ曲線を無次元化したものを示す．なお，横軸が式(4.4.15)の相対座標𝑅𝑅𝑥𝑥，縦

軸が式(4.4.16)の無次元たわみ𝑅𝑅𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑥𝑥)である．また，図中にはそれぞれの𝑅𝑅𝑤𝑤(Max)に対応

するパラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠(𝐷𝐷𝑅𝑅)の値を示す． 
 図より，パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の増加に伴い，相対 大たわみ𝑅𝑅𝑤𝑤(Max)を抑制する効果が高まる

ことがわかる．𝑅𝑅𝑠𝑠が小さい場合には，たわみ曲線は相対位置𝑅𝑅𝑥𝑥に対して曲線的な変化を

示すが，𝑅𝑅𝑠𝑠の増加に伴い，たわみを抑制する効果が高まっていき，𝑅𝑅𝑤𝑤(Max) = 0.20（たわ

み減少率𝐷𝐷𝑅𝑅 = 80 %）の場合には，ほとんど直線的なたわみ形状となる． 
 式(4.4.30)を踏まえると，単純に膨圧𝑝𝑝を高める以外にも，弾性係数が小さく柔らかい

材質を選定するとともに，より細長く・薄い形状を選択することにより，パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠

を大きくできることがわかる．このことは，内部水分による張力を巧みに活用するため

R
w

(R
x
)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

R
s(20) = 0.805

0.0 0.2 0.60.4 0.8 1.0

R
s(40) = 1.325

R
s(60) = 2.013

Rs(80) = 3.386

Rs(99) = 18.975

Rx

: Rw(Max) = 1.00

: Rw(Max) = 0.80

: Rw(Max) = 0.60

: Rw(Max) = 0.40

: Rw(Max) = 0.20

: Rw(Max) = 0.01
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には，細長い・柔らかい・肉厚が薄いといった特徴を選択することが有効であることを

示すものである． 
 
4.4.8 剛性パラメータ𝑹𝑹𝒔𝒔とたわみ抑制率𝑫𝑫𝑹𝑹の関係 

 

 
図-4.4.3 無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠がたわみ抑制率𝐷𝐷𝑅𝑅に与える影響 

 
 図-4.4.3 は，式(4.4.20)に示したたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅について，0 < 𝑅𝑅𝑠𝑠 ≤ 20の範囲で値を

プロットしたものである．なお，縦軸にたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅，横軸に無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を

とって示している． 
 図より，無次元パラメータ0 < 𝑅𝑅𝑠𝑠 ≤ 3程度の範囲では，わずかな𝑅𝑅𝑠𝑠の増加で著しくた

わみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅が増加することがわかる．しかし，𝑅𝑅𝑠𝑠 = 3を超えると，𝑅𝑅𝑠𝑠の増加に対する

𝐷𝐷𝑅𝑅の増加量がとたんに小さくなる．なお，𝑅𝑅𝑠𝑠を限りなく大きくしていくと𝐷𝐷𝑅𝑅 = 100 %
に漸近するが，𝐷𝐷𝑅𝑅 = 100%の状態，すなわちたわみが完全に打ち消せるような状態は，

𝑅𝑅𝑠𝑠をどれだけ大きくしても存在しない．しかし，図中に示した値からもわかるように，

𝑅𝑅𝑠𝑠 ≥ 18.795のとき，自重のみが作用する場合に比べ，99%以上のたわみを打ち消すこと

が可能である． 
 また，4.4.5 項でも述べたように，膨圧が存在しない場合には，自重のみのたわみを考

えることと同義であるから，𝑅𝑅𝑠𝑠 = 0においてたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅 = 0となることが予想され

る．しかし，式(4.4.19)からもわかるように，𝑅𝑅𝑠𝑠 = 0のとき 大たわみ比は不定となるの

で，この境界条件を満足することができない．そこで，本研究では回帰分析を用いて，

前述の境界条件を満足する𝐷𝐷𝑅𝑅と𝑅𝑅𝑠𝑠の簡便な関係式を導出する．  
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4.4.9 回帰分析に基づく𝑹𝑹𝒔𝒔 − 𝑫𝑫𝑹𝑹関係の導出 

 

 
図-4.4.4 たわみ抑制率𝐷𝐷𝑅𝑅に対する剛性パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の変動 

 
図-4.4.4 は，3.4 節に示す手法によって式(4.4.18)を数値的に解き，その結果を用いて

たわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅 [%]と無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の関係をプロットしたものである．なお，縦

軸にたわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅，横軸に無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠をとって示している． 
 図中の実践より，たわみ減少率𝐷𝐷𝑅𝑅に対する無次元パラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠の変化は，たわみ減少

率0 < 𝐷𝐷𝑅𝑅 ≤ 60%の範囲で，傾きがなだらかな直線的形状となることがわかる．これに対

して，𝐷𝐷𝑅𝑅 ≥ 60%の範囲では曲線的な変化を示し，𝐷𝐷𝑅𝑅 = 100 %に近づくと無限大に発散

する．また，実線以外で描かれた曲線は，両者の簡便な関係式を導出するために，以下

の回帰モデルを用いて回帰分析を行い，得られた回帰曲線である． 
 

Exponential model: 𝑅𝑅𝑠𝑠 = 𝑒𝑒𝑃𝑃1𝐷𝐷𝑅𝑅 − 1     (4.4.29)
 Power-law model: 𝑅𝑅𝑠𝑠 = 𝑃𝑃2

𝐷𝐷𝑅𝑅 − 1      (4.4.30)
Polynomial model: 𝑅𝑅𝑠𝑠 = 𝑃𝑃3𝐷𝐷𝑅𝑅

2           (4.4.31)
Tangent model: 𝑅𝑅𝑠𝑠 = tan 𝑃𝑃4𝐷𝐷𝑅𝑅 (4.4.32)

 

 
ここに，𝑃𝑃1 ~ 𝑃𝑃4は回帰係数である．上記の回帰モデルはすべて𝐷𝐷𝑅𝑅 = 0において𝑅𝑅𝑠𝑠 = 0を
満足し，かつ回帰パラメータを一つのみ含む，極めて簡便なモデルである． 

表-4.4.1 には，上記の回帰モデルを用いて R により非線形回帰分析を行った詳細な結

果について示す．表より，すべてのモデルにおける𝑝𝑝値が有意水準𝛼𝛼 = 0.05を下回ること

から，すべてのパラメータは有意であるといえる．しかし，グラフを見ると分かるよう

に，すべてのモデルにおいて，式(4.4.18)の数値解に対する誤差は決して小さくない．特

に，Tangent model を除く三つのモデルでは，𝐷𝐷𝑅𝑅 ≥ 50%の範囲で著しい誤差が生じてい
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る．AIC を比較してみると，これらのモデルにおける AIC はほぼ同値であるが，Tangent 
model のみ比較的小さな値を示している． 

 
表-4.4.1 𝑅𝑅𝑠𝑠 − 𝐷𝐷𝑅𝑅関係に対する回帰分析の結果のまとめ 

回帰モデル Exponential Power-law Polynomial Tangent 

パラメータ 𝑃𝑃1 𝑃𝑃2 𝑃𝑃3 𝑃𝑃4 

推定値 2.221×10-2 1.022 7.569×10-4 1.530×10-2 

𝑝𝑝値 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 2.0×10-16 

AIC 362.85 362.85 372.19 179.82 

 
これらのことから，式(4.4.29)～(4.4.32)に示した回帰モデルの中では，Tangent model が
𝑅𝑅𝑠𝑠と𝐷𝐷𝑅𝑅の関係を も適当に表現できるモデルであると考えられる．ただし，Tangent 
model は𝐷𝐷𝑅𝑅 ≥ 90%の範囲をほぼ正確に表現することができるものの，0 ≤ 𝐷𝐷𝑅𝑅 ≤ 90%の

範囲でパラメータ𝑅𝑅𝑠𝑠を本来よりも過小評価してしまうことに留意する必要がある． 
 
4.4.10 本節のまとめ 

 本節では，膨圧による剛性発現の仕組みとその力学的合理性を明らかにすべく，自重

と軸方向張力が作用する水平な片持ち梁において，膨圧による張力がもたらす幾何剛性

の影響を力学的に正しく取り入れた曲げたわみの式を理論的に導いた．また，これを自

重のみが作用する片持ち梁のたわみの式と比較・考察することにより，以下に示す知見

が得られた． 

① 膨圧によって水平方向に張力が生じることで，自重によるたわみを大きく抑制する

ことができる．この張力によるたわみ抑制効果は，ヤング率𝐸𝐸，膨圧𝑝𝑝，形状の細長

さに関する無次元量𝜆𝜆𝑠𝑠，肉厚に関する無次元量𝜆𝜆𝑐𝑐の計四つのパラメータを用いて表

現することができる． 

② 張力によるたわみの抑制効果は，ヤング率𝐸𝐸が小さい柔らかな材料ほど大きくなる．

また，形状が細長くなるほど，肉厚が薄くなるほど大きくなる．すなわち，内部水分

を巧みに活用するためには，柔らかく・細長く・かつ薄肉の形態を選択することが有

効である．  

③ 本研究の計算モデルは，あくまで水平方向に体が伸長した場合のものであるが，幹や

茎といった鉛直方向に伸長したモデルにおいても，同様のたわみ抑制効果が期待で

きる．このことは，既往のスケーリング則に関する研究で棄却されてきた力学的制約

説（自重座屈による高さ制限）について，再考の必要性を示唆するものである． 

 本節の知見は，植物の力学特性に基づく膨圧やヤング率の推定に応用できる可能性を

有する．また，張力を考慮した場合のたわみの理論式が導出されたことにより，曲げ剛

性と幾何剛性の本質的な違いが明らかになったとともに，これまでの研究において「三

点曲げ試験」と「張力を考慮していないたわみの式」から推定されてきた草本植物の弾
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性係数について， その値の信頼性を再考すべきである可能性が理論的に示された．この

ように，これまでに混同されていた「曲げ剛性」と「幾何剛性」の立場を力学的に明瞭

化することは，これからの植物学分野における植物形態形成メカニズムの研究に大きく

貢献するものであると考えられる．なお，本節の内容を査読論文としてまとめたものは，

Scientific Reports 誌において掲載されている[研究業績目録，学術論文(4)]． 
いよいよ次節では，第 3 章における曲げ剛性のみを考慮した自重座屈理論を一般化し，

膨圧により発現する幾何剛性の影響と部材そのものが有する曲げ剛性の双方について，

両者を力学理論的に正しく捉えた植物の 大高さ式を導出し，植物全体を貫くスケーリ

ング則に関する知見の獲得を目指す． 
 
  



 
第 4 章 水分による膨圧を活用した張力構造のモデル化 

 

－ 184 － 

 
4.5 内部水分による張力がもたらす最大高さの向上効果 

木本植物のような径が太く硬い植物の高さは，胸高直径の 2/3 乗に比例する．しかし

ながら，径が細く柔らかい草本植物は，自身の体を支える仕組みが根本的に異なるため，

この法則が全く適合しない． 
木本植物の場合，その定義から推察される力学特性より，主として自身が有する曲げ

剛性によって身体を支持しているものと予想される．これに対して，一般的に曲げ剛性

が極めて小さな草本植物の場合には，内部水分による張力がもたらす「幾何剛性」によ

り，主として自身の体を支えているものと考えられる．内部水分は木本植物・草本植物

を問わず生命活動を維持するために内部に蓄えられているものであり，幾何剛性は木本

植物においても存在すると予想されるが，その影響が曲げ剛性に比べて極めて小さいた

めに，曲げ剛性のみを考えて導出された形状則[2]に適合していると推測される．これに

対して，草本植物の場合は幾何剛性の影響が卓越しているものと予想されるが，既往の

植物学・生態学分野の研究では，硬く重たい構造に対して定式化された Greenhill のスケ

ーリング則[2]が草本植物にそのまま適用されるなど，両者の身体支持機構の違いを無視

した研究がほとんどである[3-8]． 
以上のことは，内部水分がもたらす幾何剛性に着目する重要性を示唆するものであり，

その影響を曲げ剛性も含めて力学理論に基づき解明することは，内部水分を巧みに活用

した張力構造の力学的合理性を明らかにするだけでなく，植物学・生態学的に混同され

てきた「両者の身体支持機構の差異」を明確にすることに繋がると考えられる．さらに，

曲げ剛性・幾何剛性の両者を力学的に正しく考慮した 大高さ式を導出することは，「植

物全体の力学的なスケーリング則」の解明に資する知見の獲得に繋がるとともに，体を

支持する仕組みに起因したスケーリング則の違いに基づく，木本・草本植物の明快な分

類法則の開発を実現するものであると考えられる． 
本節では，植物全体をつらぬくスケーリング則を解明するために，第 3 章における曲

げ剛性のみを考慮した自重座屈理論を一般化し，植物における内部水分がもたらす軸方

向張力，すなわち幾何剛性が 大高さに与える影響を理論的に明らかにすることを目的

とする．地面側を固定端とする片持ち梁として植物をモデル化し，自重と先端荷重が同

時に作用する場合について，座屈発生後の力のつり合いより支配方程式を導出する．こ

の支配方程式の一般解を求め，この解に片持ち梁の境界条件を適用することにより，

大高さに関する固有方程式を求める．この固有方程式は，二つの Airy 関数による線形結

合であり，代数的に解くことは極めて困難である．そこで，セカント法を用いた数値解

法によって任意の先端荷重に対する固有値を求めることにより，自重と先端荷重のバラ

ンスが 大高さに与える影響の解明を試みる． 
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4.5.1 計算モデル 

ここでは，植物に見られる膨圧による幾何剛性の制御機能と，植物自身が有する曲げ

剛性が 大高さに与える影響を明らかにするために，自由端に張力を作用させた場合の

自重座屈に対する 大高さ式を導出する． 
 

 
図-4.5.1 計算モデル 

 
 計算モデルは，図-4.5.1 に示すような単位体積重量𝛾𝛾 [N/m3]と鉛直方向の集中荷重𝑇𝑇  
[N]を考慮した片持ち梁である．座標系は中立軸に沿うものとし，固定端側を𝑥𝑥 = 0，固定

端側を𝑥𝑥 = 𝐿𝐿𝑐𝑐とする．なお，曲げ剛性𝐸𝐸𝐸𝐸は，軸方向に一定であるものとする． 
 
4.5.2 支配方程式の導出 

 ここで，自重によってたわみが生じた片持ち梁の先端において，鉛直方向に引張力𝑇𝑇
が作用する場合を考える．このとき，これまでの定式化と同様に，任意点における力の

つり合いを考えると，せん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)が次式で得られる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = (𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝑇𝑇 ) sin 𝜃𝜃 , (4.5.1) 
 
ここに，𝛾𝛾は単位体積重量 [N/m3]，𝐴𝐴は断面積 [m2]，𝜃𝜃はたわみ角を表す．なお，圧縮力

を考慮する場合には，上式において𝑇𝑇 = −𝑇𝑇と置けばよく，定式化の流れも後述のものと

同様である． 
 ここで，変形が微小である場合には，式(4.5.1)を次のように書くことができる． 
 

𝑆𝑆(𝑥𝑥) ≈ (𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝑇𝑇 )𝜃𝜃 (4.5.2) 
 
なお，微小変形の範囲では，𝑇𝑇は鉛直方向の成分が支配的であるため，たわみ角に独立な

鉛直方向に作用する力とみなすことができる． 

x
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次に，よく知られた梁のたわみに関する二階微分方程式は，次式で与えられる． 
 

𝑑𝑑2𝑤𝑤
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = − 𝑀𝑀

𝐸𝐸𝐸𝐸
(4.5.3) 

 
ここに，𝑤𝑤は梁のたわみ，𝑀𝑀は曲げモーメントを表す．いま，梁の変形が微小であるた

め，式(4.5.3)はたわみ角𝜃𝜃を用いて次のように書くことができる． 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥

= − 𝑀𝑀
𝐸𝐸𝐸𝐸

(4.5.4) 

 
ここで，よく知られたせん断力𝑆𝑆(𝑥𝑥)と曲げモーメント𝑀𝑀(𝑥𝑥)の一階微分に関する式

（𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑𝑀𝑀(𝑥𝑥)/𝑑𝑑𝑥𝑥）を用いると，式(4.5.2), (4.5.4)より，次の支配方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 1

𝐸𝐸𝐸𝐸
(𝛾𝛾𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝑇𝑇 )𝜃𝜃 = 0 (4.5.5) 

 
いま，Wang and Drachman [35]および Karman and Biot [36]の方法と同様に，次式を用

いた変数変換を行う． 
 

𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝑥𝑥 (4.5.6) 
 
ここに，𝜔𝜔は定数パラメータである．式(4.5.6)を用いて式(4.5.5)における変数変換を行う

と，変換後の微分方程式が次のように得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + �𝛾𝛾𝐴𝐴

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝜉𝜉
𝜔𝜔3 − 𝑇𝑇

𝐸𝐸𝐸𝐸
1
𝜔𝜔2�𝜃𝜃 = 0 (4.5.7) 

 
ここで，左辺第二項目の係数部を も簡単にするように，定数パラメータ𝜔𝜔を次のように

定義する． 
 

𝜔𝜔 = �𝛾𝛾𝐴𝐴
𝐸𝐸𝐸𝐸

�
1/3

(4.5.8) 

 
また，張力𝑇𝑇を次式により体積力𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿との比で与える． 
 

𝑇𝑇 = 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿 (4.5.9) 
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ここに，𝑅𝑅𝐹𝐹は「自重による体積力に対する張力の比」を表す無次元パラメータである 11．

以上より，式(4.5.8), (4.5.9)を式(4.5.7)に適用することで，以下に示す 終的な解くべき

微分方程式が得られる． 
 

𝑑𝑑2𝜃𝜃
𝑑𝑑𝜉𝜉2 + (𝜉𝜉 − 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜔𝜔𝐿𝐿)𝜃𝜃 = 0 (4.5.10) 

 
4.5.3 固有方程式の導出 

式(4.5.10)の一般解を Mathematica により求めると，次式が得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = Ai �(−1)1/3(𝜉𝜉 − 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜔𝜔𝐿𝐿)� 𝑐𝑐1 + Bi �(−1)1/3(𝜉𝜉 − 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜔𝜔𝐿𝐿)� 𝑐𝑐2 (4.5.11) 
 
ここに，Ai(𝑥𝑥)は第一種 Airy 関数，Bi(𝑥𝑥)は第二種 Airy 関数，𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2は任意定数を表す．

また，式の表記を簡単にするために，Airy 関数の引数部分を次式により置き換える．  
 

Ξ(𝜉𝜉) = (−1)1/3(𝜉𝜉 − 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜔𝜔𝐿𝐿) (4.5.12) 
 
 次に，式(4.5.11)の一般解に，次式で与えられる片持ち梁の境界条件を適用する． 
 

⎩�
⎨
�⎧𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜉𝜉 = 0 (𝑥𝑥 = 0),           𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜉𝜉
= 0        

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝜉𝜉 = 𝜔𝜔𝐿𝐿 (𝑥𝑥 = 𝐿𝐿),         𝜃𝜃 = 0          
(4.5.13) 

 
いま，自由端側（𝑥𝑥 = 0）における境界条件を式(4.5.11)の一般解に適用すると，任意定数

𝑐𝑐1と𝑐𝑐2の関係が次のように得られる． 
 

𝑐𝑐2 = −
Ai′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉�
Bi′(Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉)

𝑐𝑐1 (4.5.14) 

 
ここに，Ai′(𝜉𝜉)およびBi′(𝜉𝜉)は，それぞれの𝜉𝜉に関する一階微分を示す．この式(4.5.14)を
式(4.5.11)に代入すると，たわみ角の式が以下のように得られる． 
 

𝜃𝜃(𝜉𝜉) = 𝑐𝑐1
Bi′(Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉)

�Ai(Ξ)Bi′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉� − Ai′�Ξ − (−1)1/3𝜉𝜉�Bi(Ξ)� (4.5.15) 

 

 
11 3.6 節において用いた圧縮力比𝑅𝑅𝑃𝑃とは異なり，このパラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹は正の値のときに「引張力」を示すも

のである．なお，どちらも体積力と先端力の「力の比(Force of ratio)」という意味では同様である．下添え

字については，圧縮（Compression）と引張（Tensile）に由来しておらず，これは 3.2 節において登場したテ

ーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐との混乱を避けるべく，𝑅𝑅𝑇𝑇および𝑅𝑅𝐶𝐶の表記を避けたためである．また，𝑅𝑅𝑃𝑃の定義域は0 < 𝑅𝑅𝑃𝑃 <
∞であるが，𝑅𝑅𝐹𝐹の定義域は−∞ < 𝑅𝑅𝐹𝐹 < ∞である． 
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ここで，固定端側（𝑥𝑥 = 𝐿𝐿）の境界条件を適用することを考える．このとき，𝑐𝑐1 = 0は境

界条件を満足する一つの解であるが，これはたわみ角が高さ方向に一定でゼロとなるこ

と，すなわち座屈が発生しない状態を表す．そのため，𝑐𝑐1 ≠ 0とすれば，次に示すパラメ

ータ𝜉𝜉に関する条件式が得られる． 
 

Re�Ai(Ξ)Bi′�Ξ − (−1)1/3𝜉𝜉� − Ai′�Ξ − (−1)1/3𝜉𝜉�Bi(Ξ)� = 0 (4.5.16) 

 
ここに，Re[𝑧𝑧]は複素数𝑧𝑧の実部を示す．なお，式(4.5.12)，(4.5.13)より，固定端側の境界

条件を適用することにより，式(4.5.16)は𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)と𝑅𝑅𝐹𝐹のみを含む方程式となる．そのため，

任意の𝑅𝑅𝐹𝐹において式(4.5.16)を満たす解を𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)と表記すると，式(4.5.8), (4.5.13)よ
り 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は次のように書くことができる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)�𝐸𝐸𝐸𝐸
𝛾𝛾𝐴𝐴

�
1/3

(4.5.17) 

 
これを，Greenhill [2]および Wang and Drachman [35]が導出した，先端に荷重がない円

柱における自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑠𝑠を用いて書くと次のようになる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 =
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(0)

�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

𝑟𝑟2�
1/3

= 𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹) 𝐿𝐿𝑠𝑠 (4.5.18) 

 
ここに，𝐶𝐶 = 1.986である．また，𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹)は 大高さ比であり，次式で与えられる． 
 

𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹 ) =
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(0)

≈
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹 )

2
(4.5.19) 

 
𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹)の物理的な意味は，「自重のみが作用する場合の 大高さに対する，張力を考慮

した場合の 大高さの比」を示している．また，式(4.5.18)は先端荷重の大きさや荷重方

向が圧縮か・引張かによらず，座屈に対する 大高さが半径の 2/3 乗に比例することを

意味するものである． 
なお，式(4.5.17)は中空円筒においても同様に適用可能であり，その場合の 大高さ式

は次式で与えられる． 
 

𝐿𝐿𝑐𝑐 =
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)
𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(0)

(1 + 𝑅𝑅ℎ
2)1/3 �𝐶𝐶 𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝑟𝑟𝑜𝑜

2�
1/3

= 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹)𝑓𝑓(𝑅𝑅ℎ)𝐿𝐿𝑠𝑠 (4.5.20) 

 
ここに，𝑟𝑟𝑜𝑜は計算モデルの外半径である．また，𝑅𝑅ℎは第 3 章で用いた空洞部の大きさを

表す無次元パラメータであり，これは内半径𝑟𝑟𝑐𝑐を用いて次式で与えられる． 
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𝑅𝑅ℎ = 𝑟𝑟𝑐𝑐
𝑟𝑟𝑜𝑜

(4.5.21) 

このパラメータは，𝑅𝑅ℎ = 0で中実円柱，𝑅𝑅ℎ = 1でモデルが消失することを意味する． 

4.5.4 固有方程式の数値解法 

式(4.5.16)に示した𝜉𝜉に関する方程式は，二種の Airy 関数の線形結合であり，これを代

数的に解くことは出来ない．そこで，本研究では数値計算により，この方程式を満足す

る 小の正の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)を求める．数値計算法には，今後の拡張性を踏まえ，微分

が不要であるセカント法を採用する．

まず，式(4.5.16)を次のように書く． 

Re�Ai(Ξ)Bi′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉� − Ai′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉�Bi(Ξ)� = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉) (4.5.22) 

図-4.5.2 には，𝑅𝑅𝐹𝐹 = −0.5, 0, 0.5における関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉)の分布例を表しており，横軸は

𝜉𝜉，縦軸は式(4.5.22)の𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉)を示す．また，図中に示す𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)が，それぞれの𝑅𝑅𝐹𝐹に

おける正の 小の零点である．本研究では，離散的な𝑅𝑅𝐹𝐹  = －1.00, －0.99, …, 1.00 につ

いて，この𝜉𝜉𝑠𝑠(𝑅𝑅𝐹𝐹 )をセカント法に基づく数値解法により数値的に求める． 
いま，𝜉𝜉の値を刻み幅Δ𝜉𝜉ずつ変化させて，𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉0)・𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉1) < 0となる区間[𝜉𝜉0, 𝜉𝜉1]を

探索する．この𝜉𝜉0と𝜉𝜉1を初期値として，次式を用いた繰り返し計算を行う． 

𝜉𝜉(𝑚𝑚+1) = 𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉(𝑚𝑚)�
𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)

𝑓𝑓�𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉(𝑚𝑚)� − 𝑓𝑓�𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)�
 (𝑚𝑚 = 1, 2, ⋯ ) (4.5.23) 

図-4.5.2 関数𝑓𝑓(𝑅𝑅𝐹𝐹 , 𝜉𝜉)の分布例 (式(4.5.22)) 
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なお，収束判定には次の式を用いる． 
 

�
𝜉𝜉(𝑚𝑚) − 𝜉𝜉(𝑚𝑚−1)

𝜉𝜉(𝑚𝑚)
� ≤ 𝛿𝛿 = 1.0 × 10−5 (4.5.24) 

 
4.5.5 張力パラメータ𝑹𝑹𝑭𝑭と最大高さの関係 

 

 

図-4.5.3 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹 )と張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の関係 
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図-4.5.3 は， 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹)と張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の関係を示したものであり，図-
4.5.3 (a)に圧縮力の場合(−1 ≤ 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 0)，図-4.5.3 (b)に引張力の場合(0 ≤ 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 1)を示

している．なお，いずれも縦軸に 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿(𝑅𝑅𝐹𝐹 )，横軸に張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹を表し

たものである．この結果は，𝑅𝑅𝐹𝐹 = −1.00,−0.99,…1.00のように，0.01 ごと張力パラメー

タを変化させ，それぞれで前節に示した数値計算法を用いて算出されたものである．

図より，まず圧縮力が作用する場合（図-4.5.3 (a)）には，荷重の増加に伴って 大高

さは減少していくことが分かる．体積力と同じ大きさの圧縮力が生じる場合（𝑅𝑅𝐹𝐹 = 1）
には， 大高さはおよそ 40%減少してしまうことが分かる．この結果は，3.6 節における

初期不整および先端圧縮力の影響を考慮した検討において，初期不整がなく，体積力と

同じ大きさの先端圧縮力が生じている場合，すなわち𝑅𝑅𝜃𝜃 = 0, 𝑅𝑅𝑃𝑃 = 1の 大高さ比と同

様のものである．また，自重のみを考慮した𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0の場合について，その 大高さ比

𝑅𝑅𝐿𝐿 = 1であることから，Greenhill および Wang and Drachman と同様の結果が得られて

いることが確認できる．これらのことは，本節における定式化の妥当性を保証するもの

である．

これに対して，引張力が作用する場合（図-4.5.3 (b)）には，荷重の増加に伴って 大

高さが上昇していき，およそ𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.4程度で 大高さを 2 倍にまで引き上げることがで

きる．さらにその後も飛躍的に 大高さは向上し，𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.9では約 10 倍，𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.95で
は約 20 倍にまで到達する．そして，𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.97において 大となる約 40 倍へと到達す

る．以上のように，張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の増加に伴って 大高さは単調増加の傾向を示す．

なお，これを超える0.97 < 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 1.00の範囲では，セカント法の初期値および刻み幅をど

のように設定しても，式(4.5.16)の固有方程式を満足する𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を数値的に得ることがで

きないことが分かった．

4.5.6 本節のまとめ 

 本研究では，部材そのものが有する曲げ剛性に加え，内部水分による膨圧が起因して

発生する張力がもたらす幾何剛性を考慮した場合について，自重座屈に対する 大高さ

式を理論的に導出するとともに，「自重による体積力」と「膨圧による張力」のバラン

スが 大高さに与える影響について考察を行った．その結果，以下に示すような知見が

得られた．

①既往の研究により理論・実験の両面から明らかにされてきた「自重のみが作用する場

合には，自重座屈に対する 大高さが根元半径の 2/3 乗に比例する」というスケーリ

ング則は，先端に集中荷重を付加した場合においても，その力が圧縮か引張かによら

ず成立する．

②膨圧による体積力に対する張力の比を示す「張力パラメータ」の増加に伴い， 大高

さは単調に増加する．このことは，膨圧による内部水分が自重座屈特性を高めること

を示している．なお，張力パラメータの定義および膨圧と張力の関係より，体積力に

対して大きな張力を確保するためには，単に膨圧を大きくすることのほかに，背を小

さく，断面を薄肉の円筒構造とし，かつ軽い材質で体を形成することが有効であると

言える．
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4.6 本章のまとめ 

 本章では，木本植物のような径が太く硬い植物において得られた知見と定式化のノウ

ハウを駆使し，内部水分が植物の力学特性に与える影響を明確化すべく，植物を膨圧に

よる水分を活用した張力構造としてモデル化し，張力を活用した身体支持の仕組みを明

らかにした．その結果，軽く細く柔らかいという力学的特徴の選択により，水平方向に

伸長した片持ち梁における曲げたわみの問題，鉛直方向に伸長した片持ち梁における自

重座屈問題の双方において，張力による身体支持能力が飛躍的に高まることが分かった．

そして，特筆すべきは，内部水分による張力の影響を取り入れた 大高さ式においても，

高さ－直径間における 2/3 のべき乗則が見られた点である．  
また，本章の成果は，単に植物における内部水分がもたらす力学特性の向上効果を明

らかにしただけでなく，幾何剛性の影響を”正しく”考慮した植物の力学理論を整備した

ものであり，従前の植物学分野においてしばしば混同されてきた「部材そのものが持つ

曲げ剛性」と「膨圧により生じる幾何剛性」の立場を明瞭化したものである．これは，

今後の植物学的研究の発展に大幅に寄与することが期待できるだけでなく，植物学と力

学を結びつける，学際的な研究体系を切り拓いていくことが期待できる成果である． 
いよいよ次章では，植物全体をつらぬくスケーリング則を解明するべく，これまでに

得られた知見の統合的な洞察を行う．4.5 節における，張力パラメータと固有方程式にお

ける解の関係において見られた「𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.97付近で数値解が消失する」という問題の考察

を行い，これまでの観点では分類上の問題があった「草本植物」と「木本植物」の区分

について，両者を力学理論に基づき定量的かつ明快に分類する法則を提案する，さらに，

この式を用いて，植物の生存戦略や生理学的な知見を力学的観点から洞察し，単一的な

研究体系では獲得できない知見の獲得を試みる．
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第 5 章 木本植物および草本植物における 
スケーリング則の横断的洞察

前章では，草本植物における伐採前後の様子から，植物に対する力学理論の開発にお

いて幾何剛性（内部水分）に着目する重要性を指摘し，第 3 章における部材そのものが

有する曲げ剛性のみを考慮した自重座屈理論を一般化するために，内部水分による張力

がもたらす幾何剛性を取り入れた自重座屈理論を開発した．さらに，身体支持メカニズ

ムの差異を考慮していなかったために従前の植物学分野で完全に混同されていた「曲げ

剛性」と「幾何剛性」について，本研究では両者の影響を力学理論に基づき個別に取り

入れることにより，そのはたらきの違いを明瞭化することに成功した．

このような本研究の成果は，植物学および力学の分野において，それぞれが長い年月

をかけて独自に蓄積してきた叡智を相互に結び付けることにより，初めて得られたもの

である．しかしながら，内部水分による膨圧がもたらす剛性発現メカニズムに着目して

導かれた 大高さの式は，植物学分野において「考察」や「解釈」によって人為的に誤

解されていた幾何剛性のような問題とは異なり，「観測」によって得られている事実と

大きく矛盾する，一つの疑問を含んでいる．

それは，「膨圧による幾何剛性の影響を考慮した 大高さ式においても，高さ－直径

間の 2/3 乗則が理論的に成り立つこと」である．第 2 章および第 3 章において示したよ

うに，木本植物の場合であれば，McMahon や Niklas によって 2/3 乗則が成立すること

が立証されている[1-4]．本論文の第 3 章に示した自重座屈に対する 大高さ式は，自重

座屈特性に大きな影響を与えると予想される様々な要素を考慮した全ての場合におい

て，「高さ－直径間の 2/3 乗則」を支持する結果となっており，これらは McMahon ら

の観測の妥当性をさらに強調するものであった．そして，第 4 章において得られた「膨

圧による幾何剛性の影響を考慮した 大高さ式」は，これまで同様に高さ－直径間の2/3
乗則が理論的に成り立つことを示している．しかしながら，Niklas が草本植物へと計測

対象を拡張した結果，この法則が草本植物に適合しないことが確認されている[4]．この

ことは，自重座屈によって草本植物の 大高さが支配されているわけではなく，他の要

因によって 大高さが支配されている可能性を示唆するものである．

本章では，これまでの 大高さ式を俯瞰的に洞察し，草本植物の 大高さを支配して

いる「真の要因」について洞察するとともに，支配要因の違いの観点から，木本・草本

の分類を明快かつ定量的に行う手法を提案する．
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5.1 本研究により得られたスケーリング則の総括 

 ここでは，本研究により得られたすべての自重座屈に対する 大高さ式について総括

するとともに，植物学分野の研究における観察との矛盾を指摘する．

まず，第 3 章および第 4 章において得られたすべての 大高さ式より，植物の自重座

屈に対する 大高さは，一様に次のような極めて単純な形で書くことができる．

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑚𝑚)�𝐶𝐶 𝐸𝐸
𝛾𝛾

 �
1/3

𝑟𝑟2/3 (5.1.1) 

ここに，𝐿𝐿𝑐𝑐は 大高さ，𝐶𝐶は定数（𝐶𝐶 ≈ 1.959），𝑟𝑟は地面との接合部における外半径であ

る．また，𝑓𝑓(𝑅𝑅𝑚𝑚)は任意のパラメータ（テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐，中空比𝑅𝑅ℎなど）の関数であり，こ

れは各計算モデルにおける固有方程式を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)によってその

形が定まる関数である．

式(5.1.1)は，その部材が曲げ剛性および幾何剛性のどちらによって支えられているか

によらず，重い柱 12の自重座屈に対する 大高さ式として用いることが可能である．さ

らに，この式は以下に示す二つの重要な知見を与えるものである．

① 自重座屈特性を向上させるテーパー形状や断面の中空化，自重座屈特性を悪化させる

枝葉重量および初期不整や地盤における固定の不確実性，さらに軸方向張力によって

発現する幾何剛性を考慮した 大高さは，いずれもこれらの影響を評価するための関

数と， も単純化されたモデルである「剛性および密度が高さ方向に一定の片持ち梁」

の 大高さの積によって与えられる．

② 梁理論に基づき得られる重い柱の自重座屈に対する 大高さ𝐿𝐿𝑐𝑐は，本研究で検討し

た全てのモデルにおいて，地面との接合部における外半径の 2/3 乗に比例する．

以上の知見は，McMahon の検証によって証明されている「木本植物の 大高さが胸高直

径の 2/3 乗に比例する」という事実に則したものであるが，Niklas の検証によって証明

されている「草本植物の 大高さは直径の 2/3 乗に比例しない」という事実とは，完全

に反するものである．このことは，両者の体を支える仕組みが単に異なるというだけで

なく，その特徴によって両者の 大高さを支配する要因が異なっている可能性を示唆す

るものである．これを明らかにすることは，単に「2/3 乗則が適合する理由（あるいは適

合しない理由）」を理論的に解明するだけではなく，「 大高さを支配する要因の違い」

という観点から，従前の基準では分類が困難である竹のような植物も含めた「木本植物

と草本植物の簡潔かつ明快な分類法則」の発見に繋がると予想される．

12 この「重い柱」とは，木本－草本間の比較による相対的な「重い」という意味ではなく，「自重の影響

を無視することができない柱（先端荷重に比べ自重が支配的な柱）」という意味である．



 
第 5 章 木本植物および草本植物におけるスケーリング則の横断的洞察 

 

－ 198 － 

 
5.2 力学理論に基づく新しい植物の分類法則 

 ここでは，「木本植物と草本植物の 大高さを支配する要因が異なる」という仮説を

検証するべく，両者の定式化の過程で見られた決定的な違い，すなわち「自重による体

積力と張力が均衡する点の近傍で見られる，固有値の特異的な挙動」ついて考察を行う，

さらに，この考察の結果を踏まえて，力学理論に基づく植物の単純明快な新しい分類法

則を提案する． 
 
5.2.1 幾何剛性の影響を考慮した自重座屈問題における固有値の挙動 

これまで，様々な影響および因子を考慮して，木本植物・草本植物の自重座屈に対す

る 大高さの定式化を行ってきた．しかしながら，幾何剛性の影響を考慮した 大高さ

の導出過程においてのみ，固有方程式を満足する正の 小の実数である固有値𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)が特

異的な挙動を示していた． 
まず，幾何剛性の影響を考慮した場合の自重座屈問題における固有方程式を，改めて

以下に示す． 
 

Re�Ai(Ξ)Bi′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉� − Ai′�Ξ− (−1)1/3𝜉𝜉�Bi(Ξ)� = 0 (5.2.1) 
 
ここに，Ξ(𝜉𝜉)は次式で与えられる． 
 

Ξ(𝜉𝜉) = (−1)1/3(𝜉𝜉 − 𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜔𝜔𝐿𝐿) (5.2.2) 
 
いま，この固有方程式を満足する解を𝜉𝜉𝑐𝑐と置き，式(4.5.16)を整理すると，次式が得られ

る． 
 

Re[Ai((𝑅𝑅𝐹𝐹 − 1)𝜉𝜉𝑐𝑐)Bi′(𝑅𝑅𝐹𝐹𝜉𝜉𝑐𝑐) − Ai′(𝑅𝑅𝐹𝐹 𝜉𝜉𝑐𝑐)Bi((𝑅𝑅𝐹𝐹 − 1)𝜉𝜉𝑐𝑐)] = 0 (5.2.3) 
 

5.4 節の検討では，体積力𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿に対する張力𝑇𝑇の比である張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹について，

その範囲を−1 ≤ 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 1として式(5.2.3)の解を数値的に求め，先端力が自重座屈特性に

与える影響を調べた．そして，その過程で「張力と体積力がほぼ等しくなる0.97 < 𝑅𝑅𝐹𝐹 <
1.00の範囲において，式(5.2.3)を満足する正の 小の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を得ることができなく

なる」という現象が見られた．これは，第 3 章において示した木本植物の 大高さを定

式化する過程では全く見られなかったものであり，内部水分による膨圧がもたらす幾何

剛性の影響を考慮した定式化において，初めて確認されたものである 13．この問題につ

いて詳細な検証を行うべく，張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹を検討する範囲を圧縮・引張ともに拡大

し，そのときの式(5.2.3)を満たす固有値を求め，同様の現象が発生するかを確認する． 

 
13 第 3 章の 大高さに関する定式化では，計算モデルを成立させるために，テーパー比𝑅𝑅𝑐𝑐や中空比𝑅𝑅ℎなど

のパラメータについて実数値での定義域を設けている．これに対して，張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の定義域は−∞ <
𝑅𝑅𝐹𝐹 < ∞であり，この範囲内で計算モデルに関する問題は発生しない．計算モデルが成立する定義域の中に

おいて固有値の消失が確認されたのは 4.5 節の幾何剛性を考慮した場合のみである． 
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図-5.2.1 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の関係および応力分布の例 

 図-5.2.1 には，張力パラメータの範囲を−3 ≤ 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 3とし，膨圧により発現する軸方

向張力が 大高さに与える影響を検討したものを示す．左図の縦軸は，先端力が存在し

ない状態（𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0）の 大高さで先端力が存在する場合の 大高さを除した 大高さ比

𝑅𝑅𝐿𝐿(= 𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(𝑅𝑅𝐹𝐹)/𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)(0))であり，先端力が自重座屈に対する 大高さに与える影響を

示すパラメータである．また，横軸は張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹を表し，これは負の値のときは

圧縮力，正の値のときは引張力が先端に載荷されていることを意味しており，𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0は
自重のみが作用している状態を示す．なお，図-5.2.1 は，4.5 節に示した図-4.5.3 とは異

なり，張力パラメータを−3 ≤ 𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 3の範囲とし，先端力が圧縮・引張の場合における

大高さ比を一つの図としてプロットしたものである．

まず，先端荷重が存在しない𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0の場合について，このとき 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿 = 1であ

ることから，4.5 節の検討と同様に Greenhill の式との整合性が確認できる．これを基準

に，𝑅𝑅𝐹𝐹の増加に伴って 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿が増加し，𝑅𝑅𝐹𝐹の低下に伴って 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿が低下

していくことが分かる．

次に，先端に体積力と同等の圧縮荷重を載荷する場合（𝑅𝑅𝐹𝐹 = −1, 点 A）には，自重の

みが作用する場合に比べて 40%ほど 大高さが減少する．張力パラメータの低下に伴い

大高さの減少は緩やかなものと変化していくが，これは 大高さの低下に伴い，先端

荷重の絶対値が小さくなっていくことに起因していると予想される．

そして，先端に引張荷重を載荷する場合（𝑅𝑅𝐹𝐹 > 0）には，その大きさの増加に伴って

飛躍的に 大高さが向上していくことが分かる．ここで，4.5 節の場合と同様に，𝑅𝑅𝐹𝐹 >
0.97の範囲より，セカント法の初期値および刻み幅をどのように設定しても，式(5.2.3)の
固有方程式を満足する𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)を数値的に得ることができないことが分かった． 
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5.2.2 応力状態に基づく新しい植物の分類法則 

 

図-5.2.2 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の関係および応力分布の例 

 
前節において，𝑅𝑅𝐹𝐹 ≥ 1の領域では，この問題における固有方程式を満足する正の 小

の実数解𝜉𝜉𝑐𝑐(sol)が存在しないことが分かった．この現象は，𝑅𝑅𝐹𝐹 ≥ 1のとき，軸方向応力が

全スパンに渡って引張応力のみとなることに起因すると考えられる． 
図-5.2.2 には，先ほど示した 大高さ比𝑅𝑅𝐿𝐿と張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の関係に加え，代表的

な点 A, B, C および線分 D を抽出し（それぞれ𝑅𝑅𝐹𝐹 = −1, 0, 0.97, 1），右に各点および

各線分における軸方向応力の分布を示す． 
まず，本研究の計算モデルにおいては，先端に自重と同じ軸方向圧縮力が作用する場

合（𝑅𝑅𝐹𝐹 = −1, 点 A）や軸方向力がそもそも存在しない場合（𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0，点 B）には，図

のように圧縮応力のみが生じる応力分布となる．次に，数値解が得られる 大の張力パ

ラメータの場合（𝑅𝑅𝐹𝐹 = 0.97，点 C），先端に体積力𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿とほぼ同じ大きさの軸方向張力

が作用することにより，固定端付近で圧縮応力がごく僅かに生じるものの，スパンのほ

とんどで引張応力が生じる状態となる．そして，体積力𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿と全く同じ大きさの張力𝑇𝑇が
作用する場合には（𝑅𝑅𝐹𝐹 = 1，線分 D），圧縮応力はどの位置でも完全に消失し，全スパ

ンに渡って引張応力のみが生じる状態となる． 
ここで重要であるのが，「座屈現象は圧縮力に起因して生じる不安定問題」というこ

とである．𝑅𝑅𝐹𝐹 ≥ 1のような全スパンに渡って引張応力のみが生じる場合には，そもそも

座屈が発生しないため，その結果として式(5.2.3)の固有方程式を満足する𝜉𝜉が得られなく

なっていると考えられる．これらのことから，「構造力学的な観点からみると，𝑅𝑅𝐹𝐹 ≥ 1
を満たすような植物の 大高さは，自重座屈による制約を受けなくなる」といえる． 

これを踏まえ，張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹の定義（自重による体積力に対する張力𝑇𝑇の比：𝑅𝑅𝐹𝐹 =
𝑇𝑇/𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿），および膨圧𝑝𝑝と張力𝑇𝑇の関係（𝑇𝑇 = 𝜋𝜋𝑝𝑝𝑟𝑟𝑐𝑐

2）より，自重座屈によって高さが制約

されるか否かについて，次の判別式が得られる． 
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図-5.2.3 式(5.2.4)の概念図：卓越する剛性の判定と植物の分類 [4] 

 
𝑅𝑅𝐹𝐹 = 𝑅𝑅𝜎𝜎𝑅𝑅𝑐𝑐 ≥ 1 (5.2.4) 

 
ここに，𝑅𝑅𝑠𝑠および𝑅𝑅𝑐𝑐はそれぞれ次式で与えられる無次元量である． 
 

𝑅𝑅𝜎𝜎 = 𝑝𝑝
𝛾𝛾𝐿𝐿

,  𝑅𝑅𝑐𝑐 = 𝑟𝑟𝑐𝑐
2

𝑟𝑟𝑜𝑜
2 − 𝑟𝑟𝑐𝑐

2  = 𝑅𝑅ℎ
2

1 − 𝑅𝑅ℎ
2 (5.2.5) 

 
すなわち，𝑅𝑅𝜎𝜎は自重により固定端で生じる 大応力𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥 = 𝛾𝛾𝐴𝐴𝐿𝐿/𝐴𝐴に対する膨圧𝑝𝑝の比

（= 𝑝𝑝/𝛾𝛾𝐿𝐿），𝑅𝑅𝑐𝑐は断面の中空度合いを表すパラメータである．式(5.2.4)を図示したもの

が図-5.2.3 であり，これは膨圧により生じる合力である張力𝑇𝑇と，体積力によって底面に

生じる圧縮力のどちらが大きいかを比較しているものである．このとき，張力の方が大

きい場合は式(5.2.4)を満たし，高さ方向には引張応力のみが生じることとなるため，そ

の植物は座屈現象によって高さが制限されることはない．言い換えれば，式(5.2.4)の判

別式は，「曲げ剛性」と「幾何剛性」のどちらが支配的であるかを示すものである． 
この式を用いることにより，身体を支持する仕組みの観点から，植物を大きく二つに

分類することが可能となると考えられる．なお，式(5.2.4)は多くの植物が有するテーパ

ー形状を考慮したものではないが，テーパー形状においても，全スパンに渡って引張応

力のみが作用する場合であれば，理論上は自重座屈の発生が回避できると予想される． 
以上を踏まえ，木本植物と草本植物の力学的・形状的特性を考える．木本植物は，そ

のほとんどが「密実で重く，太く大きな身体」を有している．このような特性は，張力

パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹を小さくする働きをもつため，式(5.2.4)の条件を満足しない．これに対し

て，草本植物はそのほとんどが「中空で軽く，細く小さい身体」を有している．このよ
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うな特性は張力パラメータ𝑅𝑅𝐹𝐹を大きくする働きをもつため，草本植物では式(5.2.4)の条

件が満足され，自重座屈の発生を回避している可能性が考えられる．このことは，Niklas 
[4,5]が述べているような「草本植物には Greenhill のスケーリング則が適合しない」とい

う事実について，これを理論的に裏付けるものであると推測される． 
また，式(5.2.4)を長さ𝐿𝐿について解くと，次式が得られる． 
 

𝐿𝐿 = 𝑝𝑝
𝛾𝛾

𝑅𝑅𝑐𝑐
𝑅𝑅𝐹𝐹

(5.2.6) 

 
すなわち，式(5.2.4)を満たす場合には，その 大高さは式(4.5.20)ではなく式(5.2.6)に

よって定まると考えられる．なお，式(5.2.6)は張力により生じる幾何剛性が卓越した状

態を示すため，弾性係数𝐸𝐸を含まない形で表されている．また，分母に𝑅𝑅𝐹𝐹が存在するこ

とから，体積力に対して張力をただ大きくしても，高さの向上には有効でないことが分

かる．これは，式(5.2.6)が実質的には応力に基づく 大高さ式であることに由来すると

推測される． 
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5.3 草本植物の測定データに基づく新しい分類則の検証 

 ここでは，「式(5.2.4)に示した自重による体積力と内部水分に起因する張力のどちら

が大きいか判別する式が，木本植物と草本植物を定量的かつ明快に分ける規準として用

いることが出来るのではないか」という仮説について，その妥当性を植物学分野におけ

る草本植物の実測データを用いて検証する． 
 

 

図-5.3.1 草本植物 76 種の測定データを用いた本研究における仮説の検証 

 
図-5.3.1 には，Niklas の草本種 76 種に対する高さ𝐿𝐿・単位体積重量𝛾𝛾に関する測定結

果[6]を用いて，膨圧による引張応力と体積力による圧縮応力の比を表す𝑅𝑅𝜎𝜎について，

𝑅𝑅𝐹𝐹 = 1となるような中空比𝑅𝑅ℎを試行的に計算した結果を示す．図は縦軸に中空比𝑅𝑅ℎ，横

軸に式(5.2.5)の 大応力－膨圧比𝑅𝑅𝜎𝜎を取って示したものであり，実線は式(5.2.3)を中空

比𝑅𝑅ℎについて𝑅𝑅𝐹𝐹 = 1として解いた結果である．すなわち，この図は，全ての植物におけ

る測定データより𝑅𝑅𝜎𝜎を計算し，これが実線に重なるような𝑅𝑅ℎを計算してプロットしたも

のである．そして，実線より上の領域に位置する場合，その形態は自重座屈を回避でき

ることを意味し，その体は主に幾何剛性によって支持されていることを示す．実線より

下の領域に位置する場合には，曲げ剛性が支配的であり，スケーリング則として式

(4.5.20)が適用できると考えられる．なお，計算における膨圧𝑝𝑝は，76 種のすべてにおい

て，先行研究[7]で報告されている一般的な値𝑝𝑝 = 0.3 ~ 1.0 MPa の範囲から，下限である

𝑝𝑝 =  0.3 MPa を用いた．また，〇は草花，□はコケ植物，△はシダ植物を表す． 
図より，中空比𝑅𝑅ℎの 大値は，およそ𝑅𝑅ℎ ≈ 0.14程度である．すなわち，𝑅𝑅ℎ ≥ 0.14の

範囲では，76 種すべてにおいて，幾何剛性による身体支持モード（青，〇印）となる．

いま，Niklas が計測した植物がすべて本研究の計算モデルのような薄肉円筒としてモデ

ル化できるものであれば，草本植物の構造が極めて薄肉なものであることを踏まえると，

Lc = (1 +Rh
2)1/3 »(RF)

»(0)
C ro

2
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𝑅𝑅ℎ ≥ 0.14の条件は満足されており，結果として全て式(5.2.4)を満たすことが予想される．

このことは，実際の草本植物がその形態によって自重座屈の発生そのものを巧みに回避

し，自身の体を水分に起因する幾何剛性によって支えていることを示唆するものである．  
また，例えば断面がほとんど密実（𝑅𝑅𝑐𝑐 ≈ 0）である樹木や，中空であるものの内部が

水で飽和していない竹（𝑝𝑝 ≈ 0）は，その背丈や重量も相まって，𝑅𝑅𝐹𝐹 ≤ 1の範囲に位置し

ていると予想される．すなわち，これらは曲げ剛性によって身体を支持していると考え

られ，その結果として Greenhill の形状則が適合していることが予想される．図-5.3.2 に

は，以上の内容を図としてまとめたものを示す． 
このように，本研究で導出した式(5.2.4)は，生態学的に極めて細分化されてきた既往

の植物における分類に対して，力学的な身体支持メカニズムに基づき，明快に植物を分

ける新たなルールとして適用できる可能性がある．ただし，その適用性に関しては，実

測・統計的アプローチによる更なる検証が必要である．なお，以上の内容を論文にまと

めたものについては，Proceedings of the National Academy of Sciences 誌に査読論文と

して投稿している[研究業績目録，学術論文(5)]． 
 

 
図-5.3.2 本研究により得られた新たな植物の分類法則 

  

自重による
倒伏を回避

水分の不足
張力なし

水分の
供給

「木」の植物 「草」の植物（硬く太いが重たい：自重による圧縮力が大きい） （柔らかく細いが軽い：圧縮力が小さい）
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張力発現
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5.4 植物全体をつらぬくスケーリング則の洞察 

本研究における植物形態のスケーリング則に関する結論を要約すると，以下の二点に

まとめることができる． 

① 本研究の力学理論に基づく重い柱における自重座屈問題の定式化の結果，曲げ剛性で

体を支持することを前提とする硬く太い木本植物の場合，自重座屈に対する 大高さ

は必ず半径の 2/3 乗に比例する．これは，Greenhill の式および McMahon の検証に

よって提唱・証明された結果と矛盾しない． 

② 幾何剛性によって自身の体を支持する草本植物には，2/3 乗の法則は適合しない．こ

れは，体を支える仕組みが異なることに由来しており，草本植物の場合には，内部水

分によって生じる軸方向の引張力が体積力による圧縮の力を打ち消すことで，自重座

屈の発生そのものが回避されているためである． 

既往の植物学的研究[4,5]では，全体的な一つの支配要因により，植物の高さ方向への成

長限界が規定されるものとして考えられてきた．しかしながら，上で述べた本研究の結

論は，単一的な要因で植物全体の形状則を記述することの限界を指摘し，植物の形態形

成を支配する要因が特定の条件によって切り替わる可能性を示唆するものである．ここ

では，前節で得られたスケーリング則のさらなる洞察を行い，植物形態をつらぬく形状

則の解明を試みる． 
 まず，草本植物における統一的なスケーリング則の存在について言及する．表-5.4.1 に

は，計 610 本の植物サンプル（木本植物 420 本，草本植物 190 本）の直径－高さ測定か

ら得られたべき乗の統計的関係について，先行研究における結果をまとめたものを示す． 
 

表-5.4.1 種別の高さ－直径間のべき乗則関係 

種類 
スケーリング指数 

（高さ𝐻𝐻 ∝ 直径𝐷𝐷𝛼𝛼における𝛼𝛼） 
サンプル数 

コケ類 1.10 40 

シダ植物 1.59 16 

双子葉草本 1.26 117 

ヤシ 1.76 17 

非木本種：草本植物 

（すなわち，上 4 種の合計） 
1.29 190 

木本種 0.538 420 

 
表は，植物学的な分類に基づき，それぞれのグループごとに回帰分析を行って得られ

たスケーリング指数と，回帰分析に用いられた種ごとのサンプル数を示す．なお，この

スケーリング指数が，「高さが直径の何乗に比例するか」を表す「べき指数」である．  
まず着目すべきは，草本植物の全体としてのスケーリング指数（=1.29）と，種別のス

ケーリング指数が大きく異なっている点である．このことは，Niklas が示した直径－高
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さ関係の図（例えば，図-2.3.1 や図-5.2.3）では，草本植物を統一的につらぬくスケーリ

ング則が存在するかのように見受けられるが，実際には種間で大きく異なる傾向を有し

ていることを示している．また，双子葉草本に区分されるサンプルの総数は 117 本とな

っており，他の草本種に比べてサンプル数に著しい偏りが存在する．このことが，Niklas
の成果が草本植物における統一的なスケーリング則の存在を仄めかす要因となっている

と考えられる．なお，木本植物のスケーリング指数は．被子植物の木本と裸子植物の木

本が一つの分類によって扱われた結果であるが，両者に対して個別に得られているべき

指数はわずか 0.05 程度の差であり，草本に比べると極めて小さなものである[4]．
また，本研究の知見をこのデータを用いて洞察する上では，「成長過程における身体

支持メカニズムの転換」がデータ上に考慮されていないことに留意する必要がある．植

物はその成長過程において，幾何剛性で体を支持する段階と，曲げ剛性で体を支持する

段階が存在すると考えられる．例えば樹木における「芽」の状態は，自身の身体を支え

るのに十分な曲げ剛性を有していないと予想され，これは幾何剛性によって身体を支持

しているものと推測される．他にも，伸長成長を開始する前の竹の状態である「タケノ

コ」と，伸長成長が終了し成熟した竹の状態では，体を支える仕組みが異なっているも

のと予想される．しかしながら，このような身体支持の違いは表-5.4.1 の結果において

考慮されておらず，これはあくまで一般的な植物学の定義に基づいて分類され，その中

で個別に回帰分析を行った結果であることに留意する必要がある．

図-5.4.2 陸上植物 418 種における高さ－直径関係 [8] 

図-5.4.2 には，幹および茎を形成する主成分の観点から，高さ－直径関係を調査した

先行研究の結果を示す（[8]より引用）．図中における〇印は，計 418 本の陸上植物にお

ける高さ・直径のデータであり，「wood（”二次”木部）」「sclerenchyma（厚壁組織）
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14」「10xylem（”一次”木部，すなわち二次肥大成長が明瞭でない植物の木部）」「parenchyma
（柔組織）」に関する実線は，その材質のみで形成される幹および茎をもつ植物を仮定

し，これを主成分とする植物においてみられる一般的な直径の範囲内で，Greenhill の 2/3
乗則の関係に当てはめたものを試験的に示したものである． 
 図より，樹木やヤシのような木化が良好に発達する種（wood および sclerenchyma）に

おいては，Greenhill の 2/3 乗則によく適合した結果が得られていることが分かる．これ

らに対し，木化の進行が顕著でない種の場合（10xylem および parenchyma）においては，

2/3 乗則から大きく逸脱した結果を示している．そして，曲げ剛性では体を支持できな

いと予想される 10xylem と parenchyma の 2/3 乗則に対する逸脱度合いを比較すると，

これもまた大きく異なる結果を示しており，柔組織のみで構成される曲げ剛性が著しく

小さい場合には，より 2/3 乗則から逸脱することが読み取れる．このことは，幾何剛性

によって身体を支持していると予想される草本類の場合には，茎の主成分に応じてスケ

ーリング則が変化することを示唆するものであり，草本植物の多様性を裏付ける結果で

ある． 
以上のように，Niklas の研究成果をはじめとして，既往の植物学的研究では草本植物

に統一的なスケーリング則が存在しないことが示されている．これを力学的観点から検

証するために，本研究で得られた草本植物（幾何剛性で体を支持する植物）における

大高さ式について考察する． 
ここで，草本植物の 大高さ式（式(5.2.6)）は，次のように書き変えることができる． 

 

𝐿𝐿𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑚𝑚
𝛾𝛾

(5.4.1) 

 
ここに，𝜎𝜎𝑚𝑚は表皮の引張強度である．式(5.4.1)の物理的な意味は至ってシンプルであり，

「体積力によって生じる圧縮応力を打ち消すための引張力を作用させる上で，これに伴

って生じる引張応力に表皮が耐えられなければならない」ということを意味するもので

ある．また，上式は水理学的条件を含むものであり，水分の供給がなされ，膨圧が十分

に発現されていることを前提に適用できるものである．すなわち，水分輸送上の問題を

クリアしていることが前提となっている式であり，一般的な水理学的制限[9]よりもシビ

アな状態を表していると考えられる．． 
 式(5.4.1)には，半径に関するパラメータが全く含まれておらず，材質そのものの特性

によって 大高さが規定されることを示すものである．筆者の知る限りでは，現段階に

おいて，草本植物の表皮における引張強度や茎の半径，あるいは単位体積重量と半径に

関する統計的関係は明らかにされていない．この点に関しては更なる調査が必要である

ものの，逆説的に考えると，この結果は「引張強度」と「半径」の間にスケーリングが存

在することを示唆するものである．先に取り挙げた草本種に関するスケーリング則の研

究[4]に加え，Niklas and Spatz [10]は，経験則に基づく力学的作用に依存しない草本植物

のアロメトリー関係を用いて植物の驚くべき多様性を指摘し，植物全体を支配するスケ

 
14 二次成長が明瞭でないヤシのような植物における木部のことを指す．木化そのものは進行している状態

であるため，材質的な硬さは発現されているものと予想される． 
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ーリング則は存在しないものと結論付けている．この結論と本研究の結論は矛盾するも

のではなく，それは本研究が「張力と体積力のバランス」によって木本と草本で形状則

が切り替わり，かつ草本植物には種別にスケーリング則が存在する可能性を指摘してい

るためである． 
以上のように，本研究の成果は，経験則に基づく草本植物におけるスケーリング則の

多様性を力学理論の観点から裏付けるとともに，引張強度と半径の間にスケーリング関

係が存在する可能性を新たに示しただけでなく，木本植物と草本植物のスケーリング則

が異なる理由を理論ベースで明快に説明することに初めて成功したものである． 
また，草本植物の多様性は，膨圧の巧みな利用によって重力の影響を回避することで，

木本植物に比べて環境への適合に傾倒することが可能となったことに起因していると推

測される．このことは，木本・草本における生息域の違いからも説明することができる． 
例えば，植物の生息域に関して「森林限界」という言葉がある[11]．森林限界とは，針

葉樹などの高木が生い茂っている亜高山帯と，低木や草本類のみからなる低木帯（高山

帯）が切り替わる場所のことである．高山帯では高木は育つことはできず，これより上

の高度では草本植物または低木のみが植生している．また，水中で生活を営む草本類で

ある水生植物をはじめとして，草本植物は基本的に木本植物よりも極めて多様な環境下

で生息している[12]．以上のような例は，内部水分による張力を活用した自重座屈の回避

により，草本植物が豊かな環境への適合性を獲得している可能性を示唆するものである． 
 さらに，寿命の長さという観点もまた，形状則の存在とその消失に関連していると考

えられる．木本植物は草本に比べ極めて長寿な植物であり，その過程において様々な外

的作用に抵抗しつつ，とりわけ重い体を支え続けなくてはならない．このことは，力学

挙動に影響を与える因子の中で，木本植物にとって も長い時間をかけて向き合い続け

なければならない作用が「重力」であることを示している．したがって，木本植物は自

重座屈によって規定される形状則に従っているものと推測される． 
 これに対して，草本植物は地上部が越冬しない「一年草」をはじめとして，樹木に比

べ寿命が短いものが多い[13]．しかしながら，種子から発芽して開花し，枯れるまでのサ

イクルを短くするという戦略は，その場で長い年月ものあいだ拘束され続ける樹木に比

べ，あらゆる環境に適合しやすくなることは明らかである．このような生命サイクルの

短周期化もまた，草本植物の形態を多様化させている一つの要素であると考えられる． 
 以上のような草本植物の多様性は，結果として自身の身体を形成する材質に多様性を

与えているものと予想される．これによってそれぞれの引張強度が種別に異なるために，

草本においては種別に形状則が異なっているのではないかと推測される．この仮説の妥

当性については，今後の実験的検証によって明らかにしていきたい． 
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第 6 章 結論 

本論文は，力学的見地から植物形態に潜む構造力学的学理を広く探究し，その知見を

整理・洞察することで，植物の形を支配する法則をはじめとする「植物が多様な形態の

奥底で守り続けてきた叡智」を明らかにすることを目的としたものである．これを達成

すべく，自重座屈問題に対する安定性の指標である「 大高さ」に着目し，植物形態に

潜む多様な力学的合理性を解明するための力学モデルを構築するとともに，これに対応

する自重座屈理論の開発を行った．本章では論文を総括し，今後の展望について述べる．

6.1 本研究の総括 

まず，本研究で得られた主要な知見は以下の通りである．

① 本研究で取り扱ったモデルの範囲内においては，硬く重たい木本植物の自重座屈に対

する 大高さは，どのような場合においても半径の 2/3 乗に比例する．これは

Greenhill [1] および McMahon [2,3] が理論・実測の両面から示したものと同様の結

果であり，この法則が木本植物に対して普遍的なものであることが分かった．

② 自重座屈特性を向上させる主なアプローチである「幹や茎における先端に向かって細

くなっていくテーパー形状」と「断面内を空洞にして軽量化を図る断面の中空化」の

大高さへの影響について，植物の中でも特に高さを必要とする木本植物の生存戦略

と照らし合わせて洞察した．その結果，光を求めて高く成長する木本植物では，テー

パー形状の採用が も優先されるべきであることが分かった．また，個々が独立した

個体で地上部が長く残存し，様々な作用に対して壊れることなく抵抗し続ける必要が

ある樹木においては，テーパー形状のみを採用している．これに対して，複数の地上

部が地下茎で接続されている竹の場合には，個々の破壊リスクが増加してしまうもの

の，テーパー形状と中空断面の双方を同時に採用することで，各個体への資源配分を

抑えつつ「集団」として巧みに生存する方針を選択していると考えられる．

③ Niklas [4] により報告された「Greenhill の式から推定される理論上の 大高さは，実

際の樹木の 4 倍程度」という事実について，この「4 倍」という安全率は，成長過程

で起こり得る形状の初期不整や初期傾斜，地盤－根系の固定力の不完全性を念頭に置

いた上で極めて巧妙に選択されたものであることが明らかになった．これは，この安

全率を人為的なものとして結論づけ，自重座屈による 大高さの制約仮説を棄却して

いる既往の研究[5]について，その考察を再考する必要性を指摘するものである．



 
第 6 章 結論 

 

－ 211 － 

④ 自重による体積力と内部水分がもたらす膨圧による張力のバランスに応じて，植物の

力学的なスケーリング則が変化することが分かった．内部水分がもたらす張力が体積

力を上回る場合には，「内部水分による疑似的な硬さである”幾何剛性”」が卓越した

状態となり，その 大高さは自重座屈現象に支配されることがなくなる． 

⑤ ④を踏まえ，主として幾何剛性によって身体を支持していると推測される草本植物に

ついて，草本類 76 種の実測データ[6]をもとに，内部水分による張力と自重による体

積力の比を推定した．その結果，76 種の全ての草本植物において，張力の影響が自

重の影響を上回っており，これにより草本植物の高さは自重座屈現象に支配されるこ

とがなく，その結果として Greenhill の 2/3 乗則に適合しなくなることが明らかにな

った．この体積力と張力の大きさが釣り合う「形状則が切り替わる点」は，既往の植

物学では明快な分類が困難であった竹のような植物も含めて，「木本植物と草本植物

を明快に分けることができる規準」として応用できるものである（図-5.3.2）． 

⑥ 終的に得られた草本植物の力学的なスケーリング則は，「”自重の影響を打ち消す

ための膨圧”に伴って生じる引張応力に耐えられる引張強度」によって規定されるこ

とが分かった．これはあらゆる植物の共通項である「重力」から逸脱したスケーリン

グ則であり，既往の研究でも指摘されている草本植物の形態学的な多様性[5]を裏付

けるものであると考えられる． 

本研究は，工学分野で研ぎ澄まされてきた「モデル化」という武器を用いて，植物形

態に潜む力学的合理性をはじめとする様々な智恵を紐解き，その知見を植物学における

統計・測定データを用いて検証することにより，工学・植物学の両面で価値の高い知見

の獲得に成功したものである．このアプロ―チは，工学・植物学がそれぞれ単一的に研

究を進める従前の研究体系では，決して到達できない知見の獲得をもたらした．また，

本研究により，工学と植物学を結びつけ，両者の叡知を双方向的に応用可能な新しい研

究体系の礎を築き上げることができたと考えられる．これからも，様々な環境に適合す

る植物の智恵から，モノづくりへ生きる知見を学ぶだけでなく，研究を進める過程で工

学の新しい応用可能性を見出し，異分野と融合した革新的な研究を展開していきたい． 
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6.2 今後の展望 

 本論文の内容を踏まえ，本節ではこれからの研究の展開について述べる． 

 
6.2.1 力学モデルの共通性を応用する研究体系の確立 

これまでは，柱や梁などの人工物に対して構築された力学理論を，梁や柱と等価な力

学モデルに帰着可能な「植物」に応用してきた．特に，第 4 章では張力を活用した構造

としての草本植物を取り挙げ，その力学的合理性を解明するための理論開発を行ったが，

このような張力を活用した現象は，幾何剛性の例において取り挙げたものをはじめとし

て，身近に多様な事例がいくつも存在する． 
 

 

図-6.2.1 将来的な研究の概念図 

 
例えば，細長い形状で張力を活用する「草本植物」と「弦楽器」は，力学モデルとして

は全く等価な問題である．ここで，異なる目的に対して蓄積されてきた植物学と音楽学

の叡知について，両者を力学の言葉を共通言語として融合させることで，両分野が抱え

る課題の解決が実現できるのではないかと考えられる． 
 
(1) 植物の優れた智恵を活かした楽器設計プロセスの合理化と新楽器の創造 

 従来の楽器の設計は，その多くが経験則に依存したものとなっており，数値シミュレ

ーションに基づく設計の合理化が望まれている[7]．そこで，草本植物と弦楽器が力学モ

デルとして等価であることに着目するとともに，植物の膨圧を考慮した振動理論の開発

により，生体の優れた智恵を活用する生物形態模倣の観点から，楽器設計プロセスを合
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理化するための知見を獲得できると考えられる． 
さらに，異なる目的を持って発展してきた二つの学術分野の融合により，植物のユニ

ークな振動特性に着想を得た新楽器の創造をはじめとして，音楽分野における芸術の幅

を工学・植物学の観点から拡大する，学際的知見の獲得をもたらす研究体系が実現でき

ると予想される． 
 
(2) 調律手法を応用した力学理論に基づく植物の生理状態推定手法の開発 

内部水分に起因する膨圧は，植物の力学的安定性を支配する重要な指標である．しか

しながら，従来の膨圧測定手法は高価な測定機器を要し，かつサンプルの破壊を伴うも

のが主流となっている[8]．そこで，本研究では膨圧を含む振動理論を整備し，音響学の

理論から膨圧と音階の関係を導くことで，安価で非破壊的に音階が測定可能な「チュー

ナー」を用いた膨圧測定手法の開発を試みる． 
 
学術的な専門分野には，それぞれに先人が蓄積してきた卓越した強みがある．この強

みを 大限活用するための研究展開として，力学の言葉を共通言語として各学術分野の

叡知を相互に応用する研究体系の確立を目指したい．これは，それぞれ異なる目的を持

って発展を遂げてきた学術分野の叡知を様々なベクトルで活用し，例えば力学理論によ

る植物の幾何剛性に関する研究のように，各分野が行き詰まっている問題を明瞭に解決

するフレームワークの構築を可能とするものである． 
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