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非線型計画法とその応用 (1)
-Quadratic Programmingー

T主T
I司 山

主与
万て

序

このペーパーは近来とみに実用化されてきた線型計画法 (Linearprogramming)の

拡張として非線型計画法 (Non-1imiarprogramming)について論ずる。

非線型計画法は Kuhn，H.W.，及び Tucker，A.W (1 Jによって最初に展開された

ものである。

以後，非線計画法において. (1)に展開されたいわゆる Kuhn-Tuckerの定理は基

本定理と見なされている。この分野における体系的研究は Arrow，K.， Hurwicz， L.， 

Uzawa. H.，による (2)を参照されたい。

非線型計画法はその具体的解法において数多くの悶難な問題にぶつかる。これらの問

題点については上掲 [2)の11を参照されたい。最も具体的に追求され，解法があたえ

られうるのは二次形式計画 (Quadraticprogramming)である。以下においての試論

は二次形式計画(以下Q.P.と略す〉についてである O

1. 経済における諸問題とQ.P. 

経済における問題の多くは，その簡潔な形式においては，次のように要約しうる。

問題(1.);制約条件 f(x)~O のもとに，

目的函数 g(討を最大化すること，

主 問題(ll);制約条件 Fω討のもとに，
目的函数 G(x) を最小化すること，

問題(1 )の最も古典的な例は予算制限のもとに個人効用を最大化する消費の問題，

及び資源制限のもとで利潤を最大化する生産の問題である。

問題(ll)は問題(1 )の相対の関係にあるもので，次のような例をあげることがで
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きる。すなわち，ある水準の効用をあたえる最小予算の財の組合せをもとめること，及

びある水準の産出量をあたえる最小費用の資源の組合せをもとめること O

これらの問題が農業経済の世界においても同様に広い適用傾域をもつことは詳述する

までもない。

経済の諸問題が問題(1)， C II )の形式をとることと，これらの形式をとる問題が有

意な解をもっとととはまったく別の問題である。後者の問題は，需品約条件犬及び目的函

数がし、かなる形式をとるかtこよって強い制限をうける。このことは更に経済財，価格な

どの非負性によってより強い制限性を附加される。

解析函数を利用する問題(1)， (s)の処理は，ヒツクス(3)にその好例を見出

す。しかし，そこには経済財の非負性を保障するなんらの条件も存夜しない。現実に多

くの経済問題を解く場合に，上にあげた非負性の保障があたえられなければ，その解は

実際的意味をもたぬものとなる。

この点に関してL.P.は上述せる最大化，最小化問題に関して，たとえそれらの解に

対する第一次的近似であるにせよ，十分に実際的意味をもっ解をあたえるものである。

L. P.は次のように定式化される。

問題(M);制約条件

x込O

Ax~b 

のもとに目的函数

f(x)=px 

を最大化せよ。

問題(m);制約条件

x込O

Ax:::"'b 

のもとに目的函数

f(x)=px 

(1. 1) 

(1. 2) 

(1.3) 

(1. 4) 

問題 (M)，(m)はより附潔に次のようにかかれる。
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問題側;Max {px I込 0，Ax~b} 
問題(m);Min {刈込oA区 b } 

(1. 5) 

(1. 6) 

いま，問題 (M)，(m)に解が存在して有限であれば，次の相対問題 (M')，(mつ

問題州; Min{ub I込 0，uA~p } (uはCIx m)，，?トノレ) (Iゲ)
問題ば); M日(叫 ω ，uAζp } (1.6') 

にも解が存在し，かっ

Max {叶込0，Axζb}=Min{叶込0，uA斗 (1.5つ

Min {吋込0，Aω}=M叶叶 ωuA~p} (1. 6つ

が成り立つ(4)。

この(1.5)以下のいわゆる相対定理はQ.P.の準備として重要で‘ある。再び現実的問

題に立ち帰ろう。

いま制約条件は(1.1).(1. 3)の形式で近似させる場合，臼的函数が(1.1).(1.3) 

の形式をとらなければ，すなわち一般にn次 (nは正整数かつn入1)形式をとれば，

いかにして解をもとめることができるか。 Kuhn-Tuckerの定理(jJは解の最大，最

小のための必要十分条件をあたえ， 一つの解法はいわゆるグラジエソト法 (Gradient

method)によって示される(2J。この場合，目的函数が凹 (concave)で、あることが

要請される(5J。しかし目的函数が二次以上であれば，それが大域的 (global)に凹

である保証はえられないため，問題は複雑な様相を呈する。ここでこれらの具体的問題

を取扱うことは差控える。

経済学のテキストによくみられる独占的競争の例は目的函数が(1.2)の形式をとら

ない場合の好例である。ある企業が多数の財を市場にだしこれらの財のそれぞれにつ

いての需要函数が (xiは第i財の数量)

ai-bixi=pi (i= 1.…. n) 

ai込O.bi込O

(1. ?) 

としてあたえられる場合を想定すれば，目的函数は，ある biアOに対して，二次形式

となる。

農業経営においてもこれと同様なケースが考えられる。いま一応制約条件は(1.1)の

形式をとるものとする。との場合に，畜産の生産活動 (activity)考えよう。家畜の飼
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養頭数を xj(j =n+l，…，m)とし，これらのー単位(一頭)よりえられる収益 (net

price)をpjとL総収益を日的函数

ψω=子pjxj+子pixi (1. 8) 

として最大化問題ゅのを解く。このとき女の計画の決定は，この最終の最適解によ

ってあたえられる目的函数値より，家苦手の償却費，諸島施設その他償却費CDを〉差引

いた額を算出し，これを家斎を合まぬ最大化問題の最大目的函数値

f(x)=~pixi (1. 9) 

(ここにxは最適値 (Xl，X2，…， xn)を示す。またのゆ (x)のxは最適値(XI>…

xn， Xn+l，・・， xm)を示す〉と比較し

t(x) -D言 f(言〕 (1. 10) 

の関係に応じ i)家南を導入する.ii)被産だけにするも，家*を導入するも無差別の

状態， iii)槌産だけ，の経営を行うとL、う迂路をへなければならなし、。

この計画法は家畜を導入した場合と，導入せぬ場合の二つの最大化問題を解かねばな

らない。これをさける方法はあるであろうか。

個別農家が1， 2頭より 5，6頭の乳牛を飼養する場合.その他の家市をある規模で

飼養する場合などを考えてみよう。乳牛1， 2頭飼養の場合には畜舎.サイロなどの施

設などの償却費は僅少で済ませることも可能である。しかし 3，4， 5頭と飼養頭数

が増せばL、きほいそれらの償却費は増す。 いまこの収益よりの差引き額が以とのように

逓増する場合を考えよう。他の家畜についても同様のケースを考えよう。かくして，家

畜一単位当りの収益 (netprice)を

aj-bjxi=pj (aj， bj;"，O) 

をもって近似的に表わす。かくして，この経営の目的函数は

f(x)= ~PIXi+~PjXi 

~pi XI + ~ajxj- ~bjxj 
(1. 11) 

としてあたえられる。これは目的函数が二次形式を，制約条件が一次形式で示される

Q，P.の恰好の例である。

このQ.P.に解が存在し有限な場合に，この問題をどのようにして解くかを次に示

す。
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2. Q. P.のL.P.えの置き換え

Q.P.の問題は一般に次の形式でのべられる。

問題CM1): 制約条件

Xj込 o ( j =¥…， n) 
~AljXjζbi ( i =1，…， m) (2.1) 

3 

のもとで.concaveな目的函数

f (x) = L.PjXj -::SXjCjkXk Ck=l.…. n) (2.2) 
J j，k 

を最大化せよ，

問題(ml)， 制約条件

Xj込O

~AijXj 込 bi
(2.3) 

のもとで.convexな目的ー函数

G(X) = .::sXiCi肉-.::sPiXi (2.4) 

を最小化せよ。

ここにxは (nx 1 )ベクトノレ， A. C. P及びbは (mx n). (n x n). 

CI x n)及び (mx 1)マトロック3えである。

簡潔な形に書きかえると次のごとくなる。

問題(M1);

問題(ml);

Max {fx=px-xCx 1 xaO. Ax~b } 

Min {G(か Cx-px!込 0，A込 b1 

(2.5) 

(2.6) 

問題 (ml)は問題 (M1)と同様に解ける。 このことはのちにふれることとし，

では問題 (M1) を主に論ずる。

加、，
'-'-戸ー

われわれは問題 (M)がいわゆるシγプレツグス法によって容易に解けることに留意

し. Q.P.の問題L.P.問題えの間き換えを試みよう。

Xoが問題 (M1) の解となる必要十分条件は， 目的函数が concavityの条件をみたす

ことに留意すれば，次のごとくである(1 J. (6 J。

ofωxo=Max{ of江川込O.A凶) (2. 7) 

第一節の相対定理によって
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Min{叫ω ，ιof(xo)} 
が存在して，これら両者はひとしい。

それゆえ.xoが問題 (M1) の解である必要十分条件は

Max{ofωxo-ub I u入0，uA刈 (Xo)}= 0 
となることである。

ここで

g(x. u)己 Of(x)x-ub=px-ub-2x'Cx

と定義する。 (2.7)と (2.9)によって

g(x， u)=θf(x)x-ub';;;;uAx-ub=u(Ax-b) =0 

(2.8) 

(2.9) 

(2. 10) 

(2.11) 

これにより明らかなごとく， g (x， u)は上に有界で，その極値はゼロである。ここで

(耳， u)は (2.7)，(2.9)の制約条件をみたすもの，すなわち

XミO. u込O

Ax，s;;b， of(x)ζuA 

を満足するものとする。

(2. 12)は次のごとく書き改めることができる:

x込 0，u;::込0，y込O. v込O、
Ax+ Y = b ト

2Cx+A'u'-v'=p' 

(yは (mx 1)ベクトル， vは (mx 1)ベクトル〕

(2.13)を利用すれば (2.10)は次のごとく書き改められる:

(2.12) 

(2.13) 

g(x， u)=θf(x)x-ub=(uA-v)x-v(Ax+y)=ー (vx+uy) (2.14) 

以上の展開より， 問題 (M1)を解くことは次の問題 (M2)を解くことに帰着する。

問題(M2):制約条件，

X， V， y， V，込O

Ax+ Y = b 

2Cx+A'u'-v'=p' 

のもとに，目的函数

g(x，u)=ー(vx+uy)，s;;0 

を最大化せよ。

(2.13) 

(2. 14) 

同様にして問題 (ml).を解くことは問題 (m2)を解くことに帰着する。
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問題 (mz): 制約条件

x，u，y，v込O

Ax-Y = b (2. 15) 

2Cx十A'u'ーザ=p'

のもとに，目的函数

g(x， u)=vx+uy込0 (2.16) 

を最小化せよ。

問題 (Mz)を解く場合，われわれにあたえられた目的函数は(1.2)のような簡単な

形式をとらない。 これをいかに処理するかが重要な問題で、ある。 まず問題 (M2)の解

t土，

g(x， u)=ー (vx+uy)=0 

をみたす。このことは

Xj=Q for Vjキ 0，yi= 0 for Ulキ O

を成立せしめる。すなわちより強く

VX= 0 

の条件を附加することも可能であらう。 (6)。

(2‘17) 

(2.18) 

問題はまづ (2.16)をみたす feasibleな解より出発し， (2.16)が最も速かJこ極値

に達するよう各計算段階での解を構成してやることである。最初の feasibleな解を

W = (Xl， u1， yl， v1) とし，これを (2.14)に代入する。つぎに

V'gCw1) = (ogloxl， og joul， ogf百y1， ogfov1) (2.19) 

を計算し， (ogjox1)をXl の各成分の net price，(dgjou1)， (dgfoyl)， (ogjdv1) 

をそれぞれ ul， y1， v1の各成分の netpriceとみなして，以下シンプレックス規準に

従って計算を続け g(x，u) = 0となる段階で計算は自動的に終了する。

3. 計 算 伊j

九 問題とその計算の理解を容易ならしめるために計算例を示す。

問題(A): Xl， X2~叫

xl+6x2~50 

20Xl+70X2ζ600 

のもとに

0.1) 
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f(x) = 10x!+ 50X2-xi-'5誌

を最大化せよ。

この問題は次のごとくかきかえられる。

(3.2) 

問題(A1)， lC， y， U， V込O

Ax+y=h 

2Cx+A'u'-v/=pl 

のもとに

(3.3) 

g(x， u)=ー (vx+uy)，s;0 (3.4) 

を最大化せよ。

(3.3)は次のごとくあらわされる，
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(3.5)をシンプレックス表示すれば次のようになる。以下で:;E，及びRの計算を省略

する。

第一段階

Ci PCO3→ X1 X2 U1 U2 Y1 Y2 Vl U2 

50 6 O 。 O O O 

600 20 70 O 。。 O 。
10 2 O 20 。o -1 。
50 。10 6 7 O 。o -1 

次にジンプレックスの基底解を Y1> Y2， V1> V2をもって構成してみる。

第二段階
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V2 50 12 -10 50 -6 

ここで g(x，u)を計算すれば

g(x， u)=一[V向 +V2X2+U山 +U2Y2J 
=一[(0)( 0 )+(10)( 0 )+(10)(50)+( 0 )C600)]=-500L::0 

ハH
V

民
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また Vg(w1)=(agjaxhagjaX2. agjauh agjaU2. agjaYh agjaY2. agjaUlo 

egjav2 )は Vg(w1)=一[0. 10. 50. 600. 10. O. O. 0 J となる。

これを第二段階の netpriceとしてシンプレックス計算を続ける。

第二段階

Cj → o -10 -50 -600 I -10 0 0 0 

Ci PO Xl X2 Ul U2 I Y 1 Y 2 Ul U2 
↓ 
ー10 Yl 50 6 

O Y2 600 20 70 

-50 Ul 10 2 20 

。V2 10 12 -10 -6 

Zj -1，000 -110 -50 -50 -10 0 50 0 

Zj-Cj -110 -40 o 0 50 0 

最終段階

Cj→ 。O -15 -150 。O -5 -5 
Ci Po Xl X2 Ul U2 Yl Y2 Vl V2 

o Yl 15 -4. 1 -52 .5 .6 

o Y2 150 -5.2 -690 10 7 

o X2 5 16 7 

o Xl 5 15 10 ー.5

Zj 。。O O 。O O 。。
Zj -Cj 。O 15 150 。。 5 5 

ヵ、くして

g(X， u)=-C( 0)( 5)+( 0)( 5)+( 0 )(15)+( 0 )C150)J= 0 

すなわち

CXl' X2， Ul> U2， Yl> Y2， Vl' V2) = C日，5，0，0，15，150，0，0)

が最適解である。

最小化問題は，以後，家畜飼料についての研究，作物施肥に関する研究などが精微化

されるにつれてとり上げられ Q.P.によって処理される面が多くみられると思う。
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結び

Q.P.の実際的適用はこれまでしばしば行われてきたが， これらは電子計算機を利用

したもので、あった(7)0 Q. P.のシンプレックス法による解法は， Q.P.に対するわれ

われの deskcomputerによる接近を一層容易にするであろう。

いまわれわれに要求されていることは新たな分析用具を実用化することだけに止らな

い。より霊要なことは，これらの新たに開発されて行く分析手段を，そのあるべき位置

に据え， これまでの学問体系を整序し，より実践的なものとし，かっ!日来の学問体系を

かき改め，新たな体系を確立することである。農業経済学の体系はいつの日か新たな生

命を吹き込まれねばならない。われわれは体系的であると同時に分析用具に精通すべく

日今努力せねばならないのである。
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