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二段階極大化法による

多変数関数の計測

明朝渡久地正長谷部
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序

経済の生産局面を定量的に解明する目的に生産関数による分析が有力な手

法であることは多くの研究者の指摘するところである。事実，今日まで多く

の研究にこの生産関数を適用する分析方法が用いられ，多大な成果が得られ

ているO しかし， こうした分析の殆んどが，生産関数の関数型にコブ・ダグ

ラス型関数やCES型関数を用いるものであった。 この二つの関数は，実際

の推計において簡便且つ容易であるという優れた利点を有するが，いずれも

投入要素間に強分離性を前提するものであるために，現実の複雑な要素聞の

相互関連性を解明する目的に用いるのに必ずしも適切なものといえぬきらい

がある。そして， このような難点を改善して生産関数分析の有用性を大きく

前進させたのが Christensenet al.の TranscendentalLogarithmic Prod-

uction Function (以下トランスログ生産関数と略す〕であり，近年多くの分

析がこれを用いてなされていることは周知の事実であろう。 しかし，

ランスログ生産関数とても，実際の推計に際しては多重点:線性による推計値

のバイアスを免れるものではなく，それ故に， この関数を用いた従来の分析

も多くは二三の変数の相互関係を解明するだけにとどまっている。即ち，本
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北海道大学漫経論叢第34集

来多くの経済変数を投入要素として考慮すべきところも，かかる計測上の問

題のために，極くわずかの主要変数のみをスベシフ 7イすることにしかなら

ず，折角のこの関数の持つ理論上の長所が充分に活用されずにいたのであ

る。 ところが，最近 Fuss〉がこの厄介な問題の解決策として，弱分離性を前

提した生産関数の各パティションと双対的である費用関数の各々のパティシ

ョンの集計関数を推計して，その推計値を}刊し、て改めて生産関数のパラメー

ターを計測するいわゆるトランスログ生産関数の二段階計測方法を提案し

た。 Fussはこの方法を用いて九つもの投入要素をスベシファイして良好な計

測結果を得ている O しかし， Fussの方法には，弱分隊的生産関数と弱分離的

費用関数とがセルフデュアルではなく，従って，費用関数のパラメーターに

より生産関数のパラメーターを推計することの厳密な一致性が得られなL、と

いう問題が存在する。それ故，本稿では，生産関数と費用関数との双対性を

適用せずに直接生産関数を計測するうえに二段階縄大化法を適用する方法の

可能性とその妥当性を|吟味検討することを意図しているO

E 弱分離性とニ段階極大化法

先ず，生産関数における弱分離性は次の様に定義される O

単一生産物の生産関数が(1)式で、与えられているとき n佃の投入要素{1，

2，…… ， n}が r個のパティション {SI，S2' Sr}のいずれかに属

しているとするO 但し，rくn。 このとき，任意のノミティション S怖に属する

任意の二要素 i，jの限界代替率が Srn以外の任意のノミティションに属する

任意の要素 hの投入量と独立であるとき，生産関数(1)はこれらのパティショ

ンに関して弱分離的であるという。

Q=f(Xl' X2'… れ〕

記号を用いれば次のように表わせるO

aUi/fj) 
~一一一一= 0 ， for all i， .1oS田 ，k，S肌
aXk 

)
 
-(
 

(2) 

但し，fdfJは t要素と 1要素との限界代替率を表わし，Xkは h要素の

投入量を示すものとする。

上述の弱分離性に対して強分離性は次のように定義される。

n悩の投入要素を r111qのノミティションに分割したとき，任意のノξティショ
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二段階極大化法による多変数関数の計額tl

ン Smに屈する任意の要素 iとSm以外の任革、のノミティション S/Vこ属する

任意の要素 jとの限界代替率が更に S叫や S/以外の任意のパティションに

属する任立の要素 kの投入量と独立であるとき，生A関数(1)はこれらのパテ

ィションに関して強分離的であるという。 これを記号で表わせば次のように

なる。

oCfdfi) 
ョー ，1.:'_ = 0 ， for all i~Sm ， j，Sl， 
Uルk (3) 

帥SmUSz mキl

ヒ記の二つの分離性を比較して，次のことが明らかであろう。 r=2のとき

即ち，投入要素が二つのパティションに分割される場合は両分離性は同じ概

念となるが，r>2のときは強分離性は弱分離性より制約の強いものとなり，

従って，弱分離性は生産構造を一般的に分析しようと試みる場合は強分離性

より望ましい liIj提条件となる。

次に，弱分離性を前提した生産関数を次式のように表わす;

Q=f{X.n(X'l(l)， .・…)，……， X....r(X，~r(l)' ……)} ~) 

似し，XSi(i=l， ……， y)は r 個のパティションの集計関数}を表わし，

.-'ts/
k
)はノミティションに属する投入要素を示す。

ノ 1".州側)式は弱分肉I~性の性質から次の性質を持つことがわかる:
(1)産出 Q は rf闘の!t，;十関数のl芸j数である。即ち，

Q= f(x.n， XS2，……， Xsr) (5) 

(2)各集，iI'IJkJ数耳目(i=l，……，りは各々のパティションを構成する投入要

素のみの関数であるo ~Ilち，

XSi=g;(X叫(1)，Xs/2)，……， X8i(k)) (6) 

この二つの性質は次のことを示唆しているO ロpち， (6)式より各集計関数の

推定値を求めて，それを(5)式に代入することによって生産関数のパラメータ

ーを計測する方法が可能となる。 このように二段階に分ける方法を用いれば

多変数生産関数の推計lこ常に陣立?となる多重共線性の問題を軽減することが

できる。

さて， このように生pir~関数の計測を二段階に分けて行うことが筒接計測す

る本来の計測方法と ['iJじ推計結果を得るのには，生産関数の各パティション

がその構rN:要素に関して線形同次であるという条件が必要である。 このとき

- 25-
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いわゆる二段階極大化法州立する。このことを以下に示そう;

先ず， (5)式を次の費用関数の制約の下で最大にして (8)式の通常の関係を得

る。

czS1P剖 (7) 

但し， C は費用 ，P，;(i =1， ……， r)は要素fiJli絡，X'i(i =1，……， r)は要

素投入量を示す。

oQ 
Aゲ.~1: P!n~ 
ーAlI5I.ー. " for all i， j = 1.……，r 
oQ P，j 
OXSj 

(8) 

同様に (6)式を各パティションに属する投入要素の費用 (9)式の|ずで最大にする

ことにより帥式を得る。

CSSEEIPsm・X8i(k，l (9) 

OXsi 

否X.Pl P.，，(l) 
すご十一=予一夜、.for all 1， m= 1， ……， q 
V""'SL 

ox.lm) 

{旦し， (9)式での qはパティション Siに含まれる要素の数を示す。

ここで， (8)式， M式が成立するとき，次の(11)式が成り立つことを示せはよ

A
H
u
d
 

'
t
 
(
 

L 、。

初一
W
一均一附

)
 
-l
 
(
 

叫式は i=jのときは次式の示すように直ちに成立するo

。Q oQ ox品。Xsi
否両万 石:;;-.-o五;(I7 万三万 P，p' 
~=~一万五 ÒXsi 子京高〕
語五F石') OXSi. -o瓦戸可 OXSi(nI) 

(12) 

i年jのとき(12)式は(13)式となる。

。Q oQ OXS; n OX，; 

百五~(l)- -a瓦-. -íJx8~(1 )- FSiOX，;<I' 
~= oQ OXSj =--;;-oん
百石(m) -OX'j. iJx，，/山 1sj aXs/"') 

任司
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従って(11)式が成り立つためには，次の関係が成立すればよい。

口噌 . 

PSi-~""'St'l 、 =PsP)
OX.'?i¥"ノ

PMOmー\~ =p.i(m) 
oxs/....1 

いま， (9)式の下で(6)式を極大化する必要条件は，

。X:d
一一一 =λP.P) OXS((l) δ 

である。但し，えはラグランジュ乗数である。従って次式が成り立つ。

i1"，，__， q 

Elazst開示〉ァ=AZlpp・X'i(k)= i.C si = APれ・ Xsi

(14) 

弘司

凶)

それ故， (6)式が線形同次であれば，オイラーの定理司により以下の関係が成り

立つO

XSi=A.Psi • Xsi 

:.A.= 

これによって iキjのときもll1)式が成り立つことがわかる。

以 tのことから集¥;I-r*l数がその構成要素に関して線形向次であるという前

提がなされるならば， このような二段階計測法が妥当なものとなり，分析手

法として有力なものとなるO

聞 毛デルの特定化

いま， (5)式にトランスログを適用した生産関数が次式で与えられていると

する。なお， この生産関数は，生産関数についての一般的な諸条件を満足す

るものとする。

I"Q = f(lnXsi，……， InXsr) 

閉式に二次項までのテイラ一民開を施せば次式を得る。

ω=1げ o+ZqzlyA+」zzraJlnZssldsJ
~ i j 

{Ilし，ln目。は零次の定数項で，

。lnQ
的 ul，ふ i =1， ・・・…，r

-27-
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a2l"Q 
rij=-aι瓦訂Lム i，j =1， .・…，r 

である。

次に陣式を lnXsiで偏微分して次式を得るO

Mz(BM-=一一)zuJrl z 
Ol"X.<i / ・14

i=l， ...…， r (1到

悼式の Mi は，生産関数が規棋に対して収穫一定で，要京il'i~坊において均衡

条件が成立しているとき，要素 iに11IHZ，1する生産主i:の全生産量に，:':iめるシェ
アに等しいものとなるO 従って， (19)式は次の制約条例を満足する。)

噌上

一一αl
 

γ
2同

(20) 

I]nJ=O， j=l，一…，r 

r (聞の集計関数にも以上と同様の前提と操作により次式を得る。

M4817Zγ )=si+I 守口戸)=si+話?tJInxsB(k) k=l， ・・・・・・，q (21) 

凶式は同式同様に次のjt，lJ約条件に従う。

吋

i
ρ
u
r
 

q2M 
n
U
 

T
J
 

R
υ
l
 

qZM 

(22) 

j=l，……， q 

実際の 31"測の~f.続きは，第一段階で(21)式の各ノミラメーターを倒式の制約の

下で計測し，それらの推計値を用いて各々のi*，iI" I美i数の理論他を求め，それ

を第二段階の計測IJとして (19)式に代入して，制式の制約の下で計・測することに

なる。

さて，上記の方法で計1mされたパラメーターを用いれば各集計関数聞のキ1:1

互関係や各パティション内の椛成要素問の相71~関係を示す代替の偏弾力也:は

次式のように容易に求められる。

Af剖十Mi2_l¥di
d

“ Mi2 一， i=l， ...…， r 

げ"_ rwトMiMJJii=ー !VtiMj

。3)
i， j=l， ..・・・ r

- 28ー
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σ _ sll十M.，Pl2-M.'i(ll 
sill 一一づ11.，Yl2一一一，

σlm. =-~旬、十 M，P) ・ M'i("'l
川=ー瓦;rtr瓦;F7一，

1 =1， q 

l， m=l， ・・・・・・，q 
(24) 

まTこ， 各:lt~1 関数の価.J!it弾力住Eや作パティション内の構成要素の価栴開力性

は次式で得られるO

Eii=Mi・f1ii
Eij=Mj・σり

Es/Zl) =M，;<t) .σsill 

Eれ (Im)=M，/吋 .σsitm

百 計

C5) 

126) 

測 方 法

上で展開されたトランスログ生産関数モデルを実際に，i!-iJllJずる方法につい

て考えてみよう。

先ず，計測すべき生産関数に制約条件が存在するために直抜最小 13乗法

(0 L S)を適用するのは不適切なので，制約条件が存:((しても計測が可能

である Zellnerの方法 (Zellner'sAitken Estimation Method)を用いるこ

ととする。 この)J{J、を反復して得た推定量は漸近的に段右折t定ili今にぐ干しくな

ることは)ぶく知られているところであるo)

仰木の;lIj}¥I]式を行ダIJ表心すれば次の様に表わされる。

{I!し，

再

y" 

ZIO …・・ ...0 
OZ20 ・・・ ..0 
o 0 ¥、

¥¥O 
o 0...... OZ" 

l十

y : T x 1の従属変数のベクトル

Zi: T x mの独立変数の行列

か m x 1の係数ベクトノレ

Ui: T x 1の残差のベクトル

{27)式を更に簡潔に次式で、表わす。

- 29ー
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y=(h⑧Z)戸+U

但し， h，は次数 Tの単位行列で，②はグロネッカーi立肢であるo

~'Í而の問題は残益平方和

(y -X s)'!J-l(y -Xs) 

を11ii形の11;1j約条例:

Rs= 0 

の下で段小にすることである。

{LI.し，

X :h③Z 

R: 11;11約式の行列

この倒式と¥301式にラグランシュ未定定数を導入して，

ψ= (y -Xs)'!J-I(y -Xs)-2μ'Rs 

似し，

fσ111σ」……σIm1¥ 
iσ121 σ221...一・σ2m1。=，
iJ722iI JFI2I j川 j

C8) 

1291 

(301 

(31) 

ρl土反復計算:において7;?に一段附liijのHf，i¥' UI(より:mられる残廷の分散共分散
行列として求められる o [)の初期値は íl~lj亥故小白采法を適用して得られた紡

*からfff~計される o dJlp"は E (upt Upサを示し，p， p'=l， 2，…… m で

t=l， 2，……，Tである。 Iは TxTの単位:行列であるo (31)式を戸と μ

について偏微分すると，

acp -=ー2X'Q-ly十2(X'ρ lX)s-2R'μ=0
as 

す=ー抑=0
(32)式に R(X'{J一IX)ーIを掛けて，

-2R(X'Q-1X)一lX'Q-ly+2R(X'Q-1x)一I(X'Q-IX)s

-2R(X'f]ーlX)-lR¥υ=0

従って，

。司

。31

M 

-Rs十Rs-R(X'!J-IX)ーlR'μ=0 el事

ここで， ß は11;11*:]条件がな~、一般化最小 I~I 采法 (G L S)より求められたノ1

- 30-
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ラメーターの批定簡を示す。

(35)式より，

μ=ー(R(X'Q-IX)一lR'J一lRs

(32)式と側式から，

s= (X'Q-IX)-lX'Q-ly 

)
 

n
h
U
 
3
 
1
 

一(X'Q-IX)-lR'(R(X'Q-IX)一lR'J-1Rs 。ヵ
=s-(X'Q-IX)-lR'[R(X'Q-IX)一lR'J-lRs

従って，推定値 Fの分散共分散行列は，
COVs=(X'QX)-l 

一(X'Q-IX)-lR'(R(X'[JーlX)-IR'JーlR(X'Q-IX)-l ~$ 

として表わせる。そして，計測は(3別式にデーターを適用して反復計算を行う

〈ことによりなされるO いわゆる， Iterative Constrained Zellner's Aitken 

Estimation Methodである。但し， この計測方法を既述のモデノレのように

従属変数があるシェアを示す問題に適用する場合は，計測式の一本が残りの

計測式の一次結合として表わされるため，残差の分散共分散行列が特異行列

止なる。それ故，上記の方法を，[:(;j妾適用せず， BerndtとChristensenのよう

に汁1)¥1];止を一本除いて計測して，最後のr;¥'ill1j式のバラメーターは制約条件を

用いて求めるという方法によって計測することになる。

V 結言

要約すると，本稿は，多変数生産関数を計測する際に常に問題となる多重

共線性を軽減する一つの方法として，弱分離性が前提し得る場合には二段階

に分けて計測することが可能となることを示した。また，各集計関数がその

織成要素に関して線形同次である前提の下では， この二段階a¥'iJ!IJ方法とi丘接

汁illij法との間に一致性が:存在することも示した。更に，実際のそテ‘ルとして

トランスログ生産関数を例にとり， これにテイラー展開を施した式を近似的

計測式として特定化して，二段階極大化法の活用を考慮した。最後に，この

計測式を計測する具体的な方法として， Iterative Constrained Zellner's 

Aitken Estimation Method の例なかかげた。これら一連の ~I'i!111体系により

計測されるパラメーターは本稿に述べた種々の前提条件が成立する下では極

めてバイアスの小さL、-tfU¥-j前がil.}られるものと考えられる。また， この計測

- 31 
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ìLを，ì@川するために必要な lìíi J'Jt:も従米における~ lìJllJ r1~の FIJ~ 、るそれと比較し

て作に厳しいものとは考えられなL、!~に，羽分縦性という，従来の拍i分断性

に比して， より一般的な前提を採用する点からも，分析の対象次第では有力

な，iI測ブli i1~で、あると 35 えられる。
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