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研究ノート

定差方程式モデ、ルと状態空間表現モデル

京野禎一・松田友義
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1. はじめに

経済成長や経済循環のように，時間的な関係が決定的に重要な役割を果た

す分野，いわゆる動学分野の問題を定式化するために，通常，定差方程式あ

るいは微分方程式によるモデルが用いられてきた。

経済関係をシステムとしてとらえる経済システム論の分野においても， 目

標が予測あるいは制御にあるとするならば， システムモデルは動学的なもの

として作られる必要があると考えられる。なぜなら，経済システムは意志決

定が極めて重要な部分を成すシステムであり，通常この意志決定の効果は時

間的な広がりの中で測られるものだからである。特に経済システムにおいて

は，制御はほとんどの場合経済政策の実行という形で為されることを前提と

しており，また経済政策はその効果を考える限りにおいて，その日その日の

経済状態に基づいて行なわれるものではなく，現在における政策決定が将来

にも影響を及ぼすことを考慮して為されていることは明らかである。この意

味からも，経済システムは動学的なものとして，即ち，ダ、イナミツクシステ

ムとして考えられるべきものと考える。

経済学の一分野である経済システム論1)は，経済学としての特質を十分に

1) アメリカ・西欧では「経済システム論」という言葉が多用されるのに対して，ソ

連・東欧では主に「経済サイパネティ FスJという言葉が用いられる。

-285-



北海道大学差是経論叢 第 38集

取り込むまでには至っていないように思われる。しかし応用システム論と

しての他分野，ことに工学分野における発展には目覚しいものがある。最近

のシステム工学論・制御論における成果を，経済システムのモデリングに応

用することは，経済学の発展のためにも有益な結果をもたらし得るものと考

える2)。

我々は，このような視点から，これまで経済システムの解析と制御につい

て研究を続けてきた。しかし，経済システムをダイナミツクシステムとして

とらえモデル化するに当たって，常にひとつの困難に直面しなければならな

かった。この困難というのは， 当面分析対象とする経済システムの内部構

造， つまり入出力の因果関係をあらかじめ特定できないということであっ

た。また，この困難は現実により近似した経済システムを考えれば考えるだ

けその度合が増して行く性質のものであった。

経済システムの内部構造の複雑さは，経済関係が持つ相互依存の複雑さに

よるものと解釈できるが，従来はこの関係を無視したり，一方的な関係だけ

を仮定するということでこの困難が回避されてきた九我々に与えられるの

は経済システムに対する入力と出力の観測値のみであり，何らかの理論的前

提4)を仮定しない限り， 内部構造を推定することは困難であるとされてき

た。本稿で論ずる定差方程式体系においても，観測された入出力(経済シス

テムの場合はいずれの変数も経済変量の観測値から成り，ことにフィードパ

ックを前提としたシステムにおいては，どれを入力としどれを出力とするか

は分析目的によって決めざるを得ない)の関連を述べることはできても， そ

れらの聞の因果関係を完全に記述することはできないと思われる。

ダイナミツクシステムをモデル化するには基本的にふたつの方法がある。

ひとつはインプット・アウトプットモテールで、あり， もうひとつは状態空間表

2) システム諭の創始者の一人であるフォン・ベノレタランプイーは，その著書の中で，

各分野毎の特定の対象に関するシステム論(応用システム論)とともに，それらの

システムに共通する概念や特質あるいは原理に関する研究領域(一般システム論)

の必要性を説いている(ベノレタランフィー[3])。

3) 例えば，計量モデノレにおいて 1j誌の変数を外生変数として，その値はモデノレの外

部から決定されるとする考え方を上げることができる。これは他の内生変数から

のフィードパックはないと仮定することに等しい。

4) 普通この前提は椛造方程式という形で表現される。
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現モデルで、ある。本稿では前者の例として一般的な定差方程式モデルを，後

者の例として自己回帰式より導かれた状態空間表現モデルを考える。状態と

いう変数は，それだけでは定差方程式の形で用いられ何ら本質的な興味を引

くものではないが，モデルの内部構造を表現するのに便利であり，このこと

から状態空間表現モデルは別名内部モデルと呼ばれる。

システムの制御を考える場合， システムとし、う言葉が暗黙の内に語ってい

るように，対象とする変数が多数ある場合が多く，さらにこれらの変数聞に

フィードパックを仮定すると，相互依存関係の経路は変数の数の 2乗に比例

して増加して行くことになる。このような複雑な関係を入出力関係だけで記

述すること，まして，定差方程式体系のように時間の異なる多数の変数を同

時に含む体系によって表すことはほとんど不可能に近いと思われる。

我々は，このような困難を克服するために自己回帰モデルと，それから導

出した状態空間表現モデ、ルを利用してきた(赤池 [1])。 自己回帰モデルの適

用については既に他で触れている(松田 [2])ので，本稿においては状態空間

表現モデルの意味について主に論ずることとする。

2. 定差方程式

時間あるいは期聞を異にする，離散時間についての変数を含む方程式を一

般に定差方程式と呼び，これまで経済学の動学分野において欠かすことので

きないモデリングの手法とされてきた。定差方程式の解法については，種々

の解説書が出ているのでそれに譲り，ここでは定差方程式において因果関係

がどのように扱われているかについて考えることとする。

まず最も簡単な例として 1階の定差方程式による定式化，修正クモの巣理

論による期待価格形成の問題を取り上げる(永木 [4])。

期待価格形成式は次のように表される。

(pr-Pt*-l) =月(Pt-l-Pt*-l) (2.1) 

ここでFは期待係数であり，O<ß~l を満たしている。 (2.1) 式の意味は， t期

の期待価格prと(t-1)期の期待価格 Pt":-lの差が，(t-1)期の期待誤差に期
待係数 Fを乗じた値に等しくなるように期待価格Pt*が決定されるというこ

とである。この表現は一見すると P%が形成されるメカニズム，因果関係を
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明示しているように見える。しかし，これを用いて実際にN-1期の期待価

格P1vを求めてみると， これが因果関係の完全な記述になっていないことが

わかる。

(2.1)式を

Pt".+l = (l-s)Pc*+sPt (2.2) 

のように変形し5)，t=O， 1，2，…Nを次々と代入し，逐次的に解を求めると6)

pr = (l-s)Po*+sP，。
P2* = (1-s)P1*+sP1 

= (1一向{(l-s)PO"+仇}+向

= (1-s)2 Po* +戸(l-s)PO+sPl 
PS* = (1-s) P2* + sP2 

= (1-s) {(1-s)2 P，川 (l-s)九+げ1}吋 P2
= (1-s)3 po* + s(l-s)2九十s(l-s)P1 +sP2 

P1v = (1-s)N Po* + s (1-s)N-l九十…+戸(l-s)PN-2+ sPN-1 

となり，最下段の式を整理すると P1vは

N-l 
P1v = (1-s)N Po* + s I: (1-s)N-l-i Pi 

となる7)。

5) (2.1)式をそのまま Pfについて解いたのでは

Pt* = (1-s) Pt!l + sPt-l 

となり，時間原点、を表す t=Oを考えたとき

Po* = (I-s)P.!l+sP-l 

(2.3) 

のように，理論的に不可能な負の時点での入出力を仮定せざるを得なくなるため

である。

6) 定義方程式の解法には，このように逐次的に解を求める方法の他に，演算子を用

いた z変換法等がある。

7) 永木 [41においては (2.1)式で表される定差方程式の解は

Pt* = s L; (1-s)iPt-l-t 

とされており，初期値 PJの影響が無視されているo これは (l-s)三1であるこ

とから，Nを長く取ることによって (I-s)NPo*が無祝できるようになるという
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1=0での

出力 PI

1=1での

出力 p;

+......+ 

t=N-lでの

出力 PN

図 1 定差方程式モデノレにおける因果関連

(2.3)式より， 解はふたつの部分から成ることがわかる。第1項はt=Oで

の値(初期値)の影響が累積した部分であり，第2項はt=Oから t=N-1ま

での価格 Pi(i=O， 1，…，N-1)の影響の累積した部分で・ある。

この期待価格形成の問題をシステムとしてとらえたとき，このシステムは

図一1のように機能していると考えることができる。 即ち， ある時点 (N-1)

での出力Pt.は，t=Oでの初期値Po*と，t=N-1までの現在および過去の
入力 Po，Pj， ...， PN-1についての情報の全てを含んでいる。このことは逆の

観点、からとらえると， PEを求めるためには初期値ならびに現在および過去

の全ての入力に関する記憶が必要となるということである。この意味で定差

方程式モデルは，過去における入力とそれらの影響の累積による出力との関

係を示しているにすぎず，それぞれの出力がどのような因果関係によって形

成されてきたかということ，つまり期待価格形成のメカニズムを完全に記述

する表現になっているとは言えない。これが定差方程式モデルを，インプッ

ト・アウトプットモデルとする理由である。また，定差方程式の論理からす

ると，t=N期の出力 Pt.+lを予測するためには，初期値 Po*とともに t=O，
1，2，…，N V.こ渡る全ての入力に関する演算を繰り返すことになり， これは制

御という観点からは，決して効率的な表現とはなっていないと言える。

3. 状態空間表現

経済システムの制御は，通常将来変動を何らかの形で予測しそれに対処

するために何らかの処置を取るという形で行なわれると考えられる。即ち，

考えに基づくものであろうと思われる。しかし，我々が関心を持っているのは期

待価格がどのような因果連鎖の末に形成されるかとLづ論理であり，我々の視点
からはこれを無視することはできない。
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将来変動を予測できるということが前提とされているのである。前述の定差

方程式のように，入出力の関係だけからも将来変動を予測することは可能で

ある。しかし，対象とするシステムの内部構造，入力と出力との因果関係を

知ることができればそれに越したことはない。定差方程式においては，その

因果関係は過去の入力，初期値についての全ての情報を含む入出力関係とし

て記述されていたよつまり，時間原点を変える毎に，入出力関係の新たな記

述を必要とした。これを時間原点にとらわれずに，各時点毎の出力が決定で

きる形に変換したものが本稿で解説するダイナミツクシステムの状態空間表

現である。

まず，因果関係を各時点毎に把握できるように，入力を出力に変換するた

めの媒介項として新たな変数を考える必要がある。そのためには，先の論議

からもわかるように，定差方程式における出力決定の論理を各時点毎に完結

するような形に変えてやらなければならない。つまり，任意の時間原点にお

ける初期値と，それ以後の入力についての記憶を持つ変数を定義する必要が

あるということである。このように考えた場合のダイナミツクシステムの因

果連鎖，機能は図-2のように表わすことができる。これは(2.1)式における

期待価格形成の論理を各期毎に完結させたものに外ならない。即ち 1期前

の入力と，当期の記憶とから出力が決定され， しかもこれが任意の時点につ

いて成り立つという形式である。

次に，上述の記憶に当たるものを状態として次のように定義する。

状態とは，ダイナミツクシステムについての動きを規定するのに必要最小

限の現在および過去に関する情報を示すものであり，一義的にシステムの出

真の時間原点
t=O 

区百 EE 

/ 

任意の時間原点

t~N，。

図-2 ダイナツクシステムの因果関連
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カを決定するものである。また，状態がベクト

ルで、表されるものとして，それのつくるベクト

ル空間を状態空間と呼ぶ。

状態を上のように定義すると，状態空間表現

モデルによる因果関係の最小単位，即ち，各期毎

の出力決定様式は図-3のようにして表される。

システムの内部構造が時間的に不変である8)

と仮定すると，図-3は次のように定式化できる。

z(s) =φz(s-lHGy(s-l) (3.1) 

x(s) = Hz(s) (3.2) 

上式において z(s)は状態を x(s)は出力，y(s) 

は入力をそれぞれ表す， φ，G，Hはそれぞれ適

当な次元の行列・ベクトルである。特にφは時

図-3 状態空間表現モデノレ
における因果関連の

最小単位

点 (s-l)における状態 z(s-l)から，時点 sにおける状態 z(s)への移行を

規定する行列で，状態遷移行列と呼ぶヘ (3.1)式は (s-l)時点における状態

z(s-l)と入力 ν(s-l)によっで s時点におけるシステムの状態 z(s)が決定

されることを示し， (3.2)式は出力 x(s)が，状態 z(s)の関数となっているこ

と，状態によって出力が一義的に決定されることを示している。通常この

(3.1)式を状態方程式， (3.2)を出力方程式と呼ぶ。

上述のように状態とL、う新たな変数を定義することによって得られる状態

空間表現モデルと，先に述べた定差方程式を比較すると，どちらも 1階の定

差方程式の形をしており，形式的には何ら変わるところはない。また，どち

らのそテ、ルにおいても将来の出力を決定することができ，その点でも異なる

ところはない。状態とし、う変数あるいは状態空間表現は上述のようにそれだ

けでは 1本の定差方程式を 2本の方程式に分解しただけで，何ら本質的な

8) このようなシステムを時不変なシステム (time-invariantsystem)， あるいは定

常システム (stationaryor fixed system)と呼ぶ。それに対して，時間とともに

パラメーターが変化するシステムを時変システム (time-varyingsystem)，ある

いは非定常システム (nonstationarysystem or variable system)と呼ぶ。

9) このように，離散時間についての状態空間表現モデノレが，定差方程式の形を取る

ことから，状態差分方程式という別の呼び方もある。
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興味を引くものではない。しかし，その出力決定様式の差，即ち因果関係の

記述という点においてふたつのそデ、ルは本質的に異なっており，制御という

観点からは，内部構造を明示できる状態空間表現の方がより優れていると結

論できる。

4. 1i.換性

前述のように，定差方程式モデルと状態空間表現モデルは形式的には同じで

ある。この事実からも予想されるようにふたつのモデルの聞には互換性があ

る。両モデルの間の関係をより明らかにするために，次にこの互換性につい

て論ずることとする。

先の期待価格形成式を再び利用することにする。

pt = (1-s) Pi*-l + sPt-1 

ここで状態変数を次のように定義する。

Zt = (1-s)均一l+sPト 1

Pt = Zt 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.2)式が状態方程式，(4.3)式が出力方程式である。 (4.2)， (4. 3)を合わせたも

のが，期待価格形成式の状態空間表現モデルである。 (4.2)式はt時点の状態

Ztが(t-1)時点の状態z(t-1)と入力Pト 1によって決定されていることを，

(4.3)式はt時点の出力 Ptがt時点の状態 Ztによって決定されることを示し

ている。

(4.3)式より

Zt-l = Pt-l 

であるから，これを(4.2)式に代入することによって

Pt = (1-s) Pt-l + sPt-1 

というもとの定差方程式が得られる。

適当に状態変数を定義してやることによって，定差方程式モデ、ルを状態空

間表現モデルに変換で、きることは上の例からも明らかであるが 1階の定差

方程式モデルによって表し得るシステムは入力がひとつしかないと仮定され

た極めて簡単なシステムであり，この例からは状態空間表現の有利性を明ら

かにすることはできない。そこで次に2階の定差方程式モデル，高階の定差
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方程式モデルを状態空間表現に変換することを考えてみる。

2階の定差方程式の例として， 定差システムによる乗数・加速度モデルを

利用する。このモデルは以下のように表される。

Ct = (1ーめ Yt-1

1t = V(Yト l-Yぃ2)

Yt = Ce+1t+Gt 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

ここで， Ct，1tはそれぞれ消費関数，投資関数を，Gtは政府支出の関数を，

Ytは国民所得関数を表す。 (4.4)，(4.5)式を(4.6)式に代入することによっ

て，次のような2階の定差方程式モデルが得られる。

G
 

I
一s
十V

H
 

U

一s
巴
U

一s一
一巳 (4.7) 

次に状態変数ベクトル Ztを次のように定義する。

Zt = [Zl.t Z2.tl' 

Z1.1 主 ZIト 1+Z2t-1+lGz
s s 

(4.8) 

v 
Z2.t -s Zl.t-1 (4.9) 

Yt =ZI.t (4.10) 

(4. 9)， (4. 10)式を (4.8)式に代入することによって， もとの定差方程式， (4.7) 

式が得られる。上式を行列とベクトルを用いて表現すると，

[仁;叶::j全叶叫:]ト}[ト川叫~[-一 ; :1 [仁;;::と:;::工ニ:;::ゴ川:::ゴ::1:j!
Yt = [1咋;::]

となり，

Zt = Azt-1 +bGt 

Yt=HZt 

(4.11) 

(4.12) 
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のような表現が得られる。 (4:11)， (4.12)式が(4.7)式の定差システムの状態

空間表現ぞデルである。

次に高階の定差方程式で表されるシステムを考える。 n個のラグを持つn

階の定差方程式システムは一般に次のように表される。

Yt = a1Yt-1十a2Yt-2十…+αηYtーπ
+b1Xt-1十b2Xt-2十・・・十bnXtーη

(4.13) 

次にn1，聞の状態変数からなる状態ベクトル Ztを次のように定義する。

Zt [ZI，t， Z2，t，…， zn.t]' 

Zl，t = Yt 

Z2，t-1 = Zl，t -a1 Yt-1 -b1 Xト 1
= Zl，t -a1Z1，t-1-b1Xt-l 

とする。上式を変形すると

Zl，t = a1Z1，t-1 +Z2，t-l +b1Xt-1 

となる。 ι以下同様にして

Zk+1，t-1 = Zk，t -akYt-1-bkXt-1 
= Zk，t -akZ1，t-1 -bkXt-1 

となり，変形すると

Zk;t= akZ1，t-1 +Zk十l，t-1十bkXt-1

となる。最後に

Zη，1 =aπZI，t-1+bηXt-1 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

とする。これらをまとめると，もとの n階の定差方程式を次のような 1階の

定差方程式

Zt = Azt-1 +bXt-1 

め=(1 0 0 …O)Zt 

に直すことができる。ここで
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aj 1 ・・・ O bj 

a2 O O b2 

A=I  ， b=  (4.23) 

an-j 0 1 bηー1

dη O O bn 

である。 (4.21)，(4.22)式はもとの n階定差方程式の状態空間表現である。こ

のように状態空間表現は，因果関係を表すために 1期前の状態を知ること

によって出力を一義的に決定できるばかりでなく，一般の高階定差方程式を

全て 1階の方程式に変換することを可能とする。これが状態変数の定義にあ

る必要最小限の情報を示すという意味であり，因果関係の最小単位を意味す

るということである。

次に状態空間表現モデルが，互いに互換性を持つとしづ意味で，数学的に

定差方程式と等価で、あるということを示すために，先の状態空間表現モデル

を定差方程式モテ'ルに還元してみよう。

(4.21)式から Zj，tは Zl，t-hZ2，t-j等で表現できることがわかる。即ち

Yt = ajZl，t-j +Z2，t-j +bjXt-j 

= ajYt-j十bjXt-l+Z2，t-l 

とすることができる。同様に(4.25)から

Z2，t-l = a2Z1，t-2+Z3，t-2+b2Xt-2 

だから，これを(4.28)に代入すると

Yt = α1 Yt-l + b1 Xt-l十a2Z1，t-2+b2Xt-2十Z3，t-2
= alYt-l +a2Yt-2+bjXt-l十b2Xt-2+ Z3，t-2 

この操作を続けると

Yt = ajYt-l+a2Yt-2+・・・+απーlYtーη+1
+b1Xt-l +b2Xt-2+…+bηーlXtーη+1+zn，t-n+1 

また

Zη，t-π+1 = an Zl，t-n + bηXt-n 

だから，上式にこれを代入すると
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Yt = alYt-l+・・・+aηー1Yt-n+l + an Yt-n 
+b1xト 1+…+bn-1Xtーη+1+bnXt-n 

(4.29) 

となる。 (4.29)式はもとの定差方程式(4.13)と同じである。また，上で述べ

た定差方程式と状態空間表現の関係は，変数 X，Yがスカラーの場合ばかりで

はなく，ベクトルの場合でも同様に成り立つことが知られている (Aoki[5])。

以上の論述から明らかなように，状態空間表現モデルを用いると，高階の

定差方程式モデルで、表さざるを得ないような複雑なシステムも 1階の定差

方程式で表すことが可能となる。これは，経済システムのように，多数の変

数の聞に時間的な遅れを伴ったフィードパック関係が存在すると考えられる

システムの定式化にとって，極めて有効な手法と言えるであろう(榊原 [6])。

6. おわりに

以上で定差方程式と状態空間表現の関係をある程度明らかにできたと思う

が，最後に両者の特徴を整理しておこう。

まず，定差方程式モデ、ルと状態空間表現モデルは片方から他方を引き出す

ことができるという意味で数学的に等価である。従ってどちらのモテールを用

いても出力を決定することが可能であるn しかし，制御を考えるという立場

からは，入出力の関係ばかりではなく，システムの内部構造を知っているこ

とが必要であり，その点について状態空間表現の方が優れていると言える。

また，本稿においては触れなかったが，状態変数として自己回帰モデルの

係数を用いることによって，システムの解析と制御が一貫した手法で、行なえ

るという有利性をも持つ。自己回帰モテソレと連動させて用いる場合には， シ

ステムを構成する要素を適当に選ぶだけで，定差方程式モデルのように変数

聞の関連を特定化する必要もなく，経済システムのように因果関係が一方的

でなく相互依存という形で複雑なフィードパックループをなしていると考え

られる場合には，特に有効な手法である。あらかじめ理論的制約をおく必要

がないということは，データ，即ち，現実から直接システム構造を導き出す

ことを可能とし，現実説明力を一層強化するものと考える。

さらに，状態空間表現モテ'ルには，この他にも可制御性・可観測性・等価

性等の制御にとって好ましい性質があることが知られている。それらについ

てはシステム工学等の専門書を参考にされたい。
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