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角関数の研究

山口 格
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HO.角の大きさの初等的定義法について
H1.運動と三角関数
H2.結語

~ 1.はじめに

(室蘭工業大学〉

高等学校の数学教育が論理的厳密さという点で問題が多いことは以前からよく指摘されてい

たω。実際高等学校では多くの基本概念が直観的に与えられ，厳密な証明などもほとんど問題に

されないから，命題と命題の論理的なつながりもはっきりせず，本当にむずかしい問題点が隠

されてしまっていることがしばしばあるべたとえば微分積分学は，その基本的結果は実数の公

理系から論証によってすべて導かれるのであるが，初等関数の定義や性質なども，きちんとや

るのはなかなかむづかしい。

ここでは三角関数を例にとって現在の高等学校数学教育に見られる論理的な難点を洗い出し

てみることからはじめた。そしてやがては「現代数学の学問の内容を正確に反映した教育内容

を授業過程を含めて客観的な対象とすることが可能であるJ(めという仮説的命題の検討に至る道

を模索することに目的をおいてその基礎となるべきことがらを調べてみた。それにはまず現代

数学で三角関数がどのように扱われているのかを概観することが必要である。そして三角関数

の源となる自然や社会に存在する諸量や，それらの聞の関係，運動との関りについても知る必

要がある。さらに三角関数に付随する重要な概念として，角の測度および数 Zについてなども

調べる必要がある。以上の諸論点をまとめたのが本稿である(ヘ

~ 2.三角関数の微分法についてー現行の高等学校教科書にみる

高等学校の「徴分・積分」の教科書で三角関数の徴分法はたとえば次のようになっている(5)。
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① 

② 

I章33ページで学んだ極限の式「三角関数の導関数を求めるとき基礎となるのは，

1・ sinhim _00; .. =1 

と， r基礎解析」で学んだ加法定理
sinCα+β)=sin αcos β十cosαsinβ 

である。 この①，②を用いると

Csin x)' =cos x 

であることが，次のようにして導かれる。

導関数の定義の式から

-nCx+h)-si 
Csinx)'=l・o h 

上の②によって

sinCx+ h) -sin x 
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Csinx)'=sinか lim旦ヰユ十cosx.lim卑主
h→ n h-O n 

s h-1 
ここでlim~~- ;:一ーは次のようにして求められる。
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ド sinh，. sin h 
一一 一… 一-.h~.Ô h 'h~.Ô cos h + 1 

ゆえに

Csinx)'=cos xJ 

この式についてはこの教科書では次のようにここで重要な役目を演じたのは①の式である。

なっている。

T 

O 

「附くすとし，半径1の円Oの周上にどAOB=x

となる 2点A，Bをとる。Aにおける接繰と半直線OB

との交点をTとして，ムOAB，ムOAT，扇形OABの

面積を計算すると

ムOAB=すsin

ムOAT=すtanx

また，扇形の面積=士xC半径川中心角〉であるから
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扇形OAB=士山二十
そしてムOAB<扇形OAB<ムOATであるから

sin x<x<tan x 

各辺をsinxで割って逆数をとると， sin x>Oより

1>豆旦王>cosx
x 

lim cos x=lであるから
X司 +0

1・ smx
lm-一一一=1
X→+0 x 

x<Oの場合には x=-zとおくと z>Oであるから，

1・ sinx ・ sin(-z)_'"__ sinz 
m 一一一=lim::一一一一一=lim一一一=1
x--o X z司 +0 -z z叶 z

①と②を合わせて，次の式が得られる。

lim号互=1J

ここで重要な役目をもっているのは

ムOAB<扇形OAB<ムOAT

① 

② 

という不等式である。この不等式は三角形と扇形の面積に関するものである。この教科書では

_ 1 v t'.>ll.='12 
ていねいに，扇形の面積一一x(半径Yx(中心角〉であるからと記述されているが，何故扇形の

2 

面積が上式で表わされるかは書かれていない。これはおそらく，円の面積を 7l'Y2(rは半径)と

して， (円の面積): (扇形の面積)=2n:xと比例式を作って

より

frr 2n 
扇形の面積 x

扇形の面積=古Xnr
2

=す×〆Xx
としたのであろう。

ここで半径 rの円の面積が nr2になることは小学校で学んだから既知としているのである。

今原点を中心とする半径 rの円の面積を求めると次の様になる。円の方程式を計十y2ニ r2と表

すと，y2=r2-x2 y=i:.j戸二子の+の枝を取って積分

[T;r2_x2 dx 
を計算する。これは円の第一象限に怠る部分の面積 (4半円の面積〉である。

x=r cos tと変数を変換すると

f♂宇佐fJrz-rb2t(-fsinM 
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= l-'frsint.rsi川 't=12: r2sin2t dt 
7l __2 

4 ' 

4半円の面積が子2であることがわかったので，円の面積はそれの4倍すなわち πr2で、あるこ

とがわかる。

ところがこの計算は三角関数の徴分積分法を用いるものであるから，円の面積の公式は小学

校で学んで、既知としているとし、う立場はあやしいものになる。そこのところを生徒が気付かな

いようにさらっと書くのが教科書づくりのこつなのであろうか。現行の高等学校の数学教科書

を調べてみると今みてきたように，そのほとんどは，三角関数の徴分法 (sinX)'=COS xを出す

のに，その証明の本質的な部分として

ωlim需主=1
を用いている。この(のを証明するには三角関数の徴分積分法が必要となるのであるから，こ

れは循環論法におちいっているのである。

~ 3.円弧を用いた教科書について

今回調べた教科書出版社11社の中で扇形の面積を用いて

いるのは次の 9社である。数研出版，学校図書，池田書庖，

学習研究社，大日本図書，旺文社，第一学習社，啓林館，

東京書籍。ただ2社実教出版，三省堂は円弧の長さを用い

ている。実教出版その部分を抜き書きしよう (6)。

「正弦関数f(x)=sin xのx=Oにおける徴分係数

-n h-sinO 
f' (0) = liII). 

司'o h-O 

sin h 
=um一，一一
h-噌 n

① 

を考えよう。この値は，原点におけるグラフの傾きであっ

て，上図のグラフで実測すれば，ほぼ1に等しいことがわ

カミる。

上の値①が，実はちょうどuこ等しいことを確かめよう。
なお

豆単二企ー豆旦h
-h h 

であるから，h>Oとしてよい。

右図に示された半径

1の円において，hラジ

アンの中心角に対する弧ACの長さ ACはhであり
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豆担主一旦旦-込旦
h 瓦と 品

hを次第にOに近づけてみよう。そのとき，弧ABと弦AB

はともに短くなっていくが， IABIが一定であるように拡大

して眺めると，弧ABが次第に弦ABにぴったり寄り添っ

IA副
ていき，長さの比」弓子Lは限りなく 1に近づいていくこと

AB 

がわかる。

とコ月
B 

てとコAZ斗
B 

p iZ今
B 

A 

B 

A 

B 

A 

B 

したがって，hカ加なく o~こ近づくとき，考九限りなくは
近づく。

右の表は，そのようすを数値で示したものである。」

h sinh 
h 

1.00 0.84147 
0.50 0.95885 
0.40 。目97355
0.30 0.98507 
0.20 0.99335 
0.10 0.99833 
0.05 0.99958 
0.04 0.99973 
0.03 0.99985 
0.02 0.99993 
0.01 0.99998 

前節に引用した東京書籍の教科書は証明しようとしているのに対し，この実教出版の教科書

では，証明しようとはしていない。説明しようとしているのである。実教出版の著者達は証明

することを避けて，説明することですまそうとしたのであろうか。問題となっている

(*) lim si~ h im ~..; ，. =1 
h-O n 

の式は，実教出版の教科書にあるように幾何学的には，孤の長さがo~;こ近づくとき円弧と弦
の長さの比が1に近づくことを意味する。このことは直観的に明らかなように見えるが「円弧

の長さ」がどのようにして定義されるのかをはっきりさせなければ，数学的な証明とは言い難

い。また円弧の長さを例えば積分で定義したとしても，その積分を計算するのにくのを用いな

ければならぬのでは循環論法になってしまう。
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~ 4.弧長の数学的定義

上に述べた円弧の長さを定義する方法を考えてみよう。円弧だけでなく一般に曲線の長さを

考えよう。簡単のためにy=f匂)(α孟x孟b)のグラフで示される曲線Cを考える。ここでf(x)

は連続であるとする。 [a，b]を有限個の分点で分け，それを

Ll:α=ゐ<XIくぬく・・・<Xn=b

とする。この分割に応じてきまるところの，曲線Cに内接する折線C"の長さをL"とする。す

なわち

L，，= 主針ICωXi一x均t一糾σ(匂Z均ωJ一f(匂z勾ルhωzド吋i-I)→-1)ο)
とする。あらゆる分害割ULlに応じてきまる L"の集合Eは一般には有界集合ではないが，もしE

が有界集合であれば，実数の連続の公理によって上限が存在する。その上限をもって曲線Cの

長さと定義する(7)。

L=S3P Ld 

と書こう。

次に曲線Cの長さ Lを計算する方法を述べよう。fCx)は/，CX)とともに連続であるとする。

[a， b]の分割d:α=ぬくぬく…<ゐ=bに対応する内接折線の長さは，

L，，=呂.;(仇幼r一均ル-1)2+σ(仇Z均ω;)一f(仇x均t一ω

であるが，これに平均値の定理を用いて

f(ぬ)-f(均一1)
12f-zf =f'(長〉 均一1くあ<Xi
λイー1

より，

L，，=会厄/，(~;)2(Xi-Xi_l)

となる。

ここで積分の定義をおもい出してみよう。 f(x)を [a，b]で定義された連続関数とする。あ
る数Iが存在して，つぎのことがなりたっ:任意のε(>0)に対して，ポ>0)がとれて，

Ll: a=ぬくぬく・・・<xn=b

の最大幅 h(Ll)=max(xi-xi-I)が δ以下でありさえすれば，~iE(Xi-l， xi1のえらび方のいかん

にかかわらず

l呂f(ふ)(均一均一1)-11<ε

がなりたつ。このIを

1= ibfCx)批

とかき，f(x)の [α，b]における定積分とよんだ。

そこで上のL"の表現式と，積分の定義から，任意の ε(>0)に対して， oがあって hCd)<o

であれば

IL，，-ib日夜陶I<e
がなりたつ，
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われわれは

L= lb厄百両
を証明してみよう。そのためには

L"壬fι月子政
という不等式が成り立つことを云えばよい。

そのためにMinkowskiCミンコフスキー〉の不等式の特別の場合である次の不等式を用いる(8)。

fr1bfω此Y+(lbgCx)命Y孟lbιωω川 (ωZ
(ωω1υ)でfCωx)三1， gCωx)=lf'Cωx)川|とおくと，

{(b一山(lb肝心Idxy}i~lb広月初
をえるが，fω-f(か lbf'(x)此より，

Ifω-fωI~ lblf'(x)1ぬ
だカか込ら

J仰(ωb一ωd仙2斗+σ仰(ωωb)一fωωω〉
をえる。この不等式をL"にあらわれる各項に適用し，

，f (Xi-Xi_l)2+σω一f(ωωz
をえるが iについて 1，2，… nの和をとると

L"孟fι丙 )2dx
がえられる。

(1) 

今と同じ条件のもとで，今度はPを曲線Cの一点とする。その座標を(x，f(x))とし， Qを

Pに近い点とし，その座標をな+L1x，f(x+L1x))とする。弧PQの長さをL1S，弦PQの長さ

をL1lとする。(右図参照〉そのとき

L1S _ ，，___ PQ一
定理1 lim -A--; =lim :'~=1 

dî~ô L1l Q~P PQ 

がなりたつ。

証明平均値の定理により

L1l=，f(L1X)2+σ(x+L1x)一f(X))2
=，f1+f'(x+8L1x)2L1x (0<8<1) 

弧長を積分で表して

-mdE=1imifx汀苛守デdg
~î~ô L1l ι::o L1x Jx 

×一一一」
訂正f'(x+8LlX)2 

=1 
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小学校から高等学校までの数学教育でzの正確な定義はどこでも与えられていない。我々は

弧長の定義を与えたのであるから，次のように定義できる。円周率zは単位円の半円周の長さ

として定義される。単位円の半円周はJω=行士子 (-1計三五1)であるから，/'ω=づ -x亨
旬 l-Xー

で あり，川'ω2_己子で抗から，

π-(合 dx
2ームマ長打=子

をえる。もちろん

(1 dx 
7!= I一τ-干
J-l旬 1-x"

としても良いのであるが，この積分の中にあらわれる関数はx=-l，+1の近くでいくらでも大

きくなるから，積分の定義を拡張して考える必要がある。

定理1を用いれば，次のことは容易に示される。

定理2 lim旦些=1
x-o X 

ただしxは弧度法で測られたものである。

証明 図において，単位円の弧，AP=2x(x>0)とする。AP=

2AM=2sinxである。定理1より

." AP _ 
J12AP i 

であるから，xが正でOに近づいたとき，うえの式が示されたo

x<Oのときに』主

in( -x) 
一一一=一一一一一 ( -x>O) x -x 

によりうえの場合に帰着される。(証明おわり〉

~ 5.定積分による三角関数の定義

A 

一般角に対する三角関数の定義を思い出してみよう。 (cos8， sin 8)は原点を中心とする単

位円周上において，xの正の軸から測って正の向きに6ラジアン回転した位置における点の (x，y) 

座標である。すなわち点(1， 0)から単位円周にそって正の向きに測って弧長Oに対応する点

の (x，y)座標である。

円弧の中心においてなす角。は弧の長さに比例する。長さが平面の回転に対して不変量であ

ることが基礎となってこのことが云える。弧度法でラジアンを単位とするのは，その比例定数

を1にとることで，このときには，弧の長さそのものを角としてよい。

こうしてみると，三角関数の定義には，弧長ないし曲線の長さの概念が正しく把握されてい

ることが必要である。

しかし S2で引用した高等学校の教科書は三角関数の定義の際に弧長の概念(ラジアン)を使
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用しながら，三角関数の徴分法の導入においては，円の面積(扇形の面積〉の概念を使用して

いる。これでは不透明な部分が重なりすぎて，何もわからなくなってしまう。面積の概念を用

いるのであれば，角の測度として面積を用いること.もできる。その理由を述べておこう。

単位円で中心角が定まった時に対応する扇形の面積

の2倍を，その角のラジアンを単位として測った大き

さと定義することにする。扇形の面積は，定積分を用

いて，精確に定義できることを前提として考えると (9)

角の大きさも定積分で表わされる。すなわち，単位円

周の上半分はy=/1-x2のグラフとして表わされるか

ら，y詮Oの時，円周上の点P=(x，y)によって定めら

れる半径と，x軸の正方向との聞の角 Uは(x軸の正方

向から左回りに測った時)，

u=2X(扇形OAPの面積〉

y =)1-x2 

z 

=211/1-t2dt+x!l=子 ω

で与えられる。

関数!1=子は区間 [-1，1]上で連続であるから，任意のxE[-1， 1]に対して，区間 [x，

1]上で可積分であり

/(x)=2 t!1=子dt+x/1-x2 (4) 
JX 

比区間(-1.11を定義域にもつ関数となるが，微分積分学の基本定理を用いれば，任意の x
E( -1， 1)に対して，

rω=-2江弓2+江コ?-T乙〒
V 1-X-

=「LL<O
旬 lーが

が成り立ち，かつ

fω-/(-1)= l;t'(t)dt， VxE(-l， 1) 
が成立するから， -1くぬくぬく1ならば，

/(ゐ)-/(Xl)=/(ゐ)一/(-1)一び(ぬ)-/(-1))

=lff〈M-l:1ff，(UωIο〉

=tff'ωdt<O 
となって，/は，区間 [-1，1]上で狭義単調減少である。徴分可能であるから，/はもちろん

連続である。従って，/の値域 [J(1)， /(-1)]=[0，π]を定義域とする逆関数g(x)=r1(x)

が存在して gも狭義単調減少，連続であり，かっ逆関数の徴分公式によって，

g'び(x))=一主ー=-[1二三吉， VxE(-l， 1) (5) 
/'(x) 

が成立する。 (3)によればUニ/(x)であるが，逆関数の定義からx=g(u)が成り立つ。一方x=

cos uでもあるから，g(u)=cosu， VuE[O， 7l']が成り立ち，余弦関数cosineが区間 [0，π]上
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で(4)で与えられた関数fの逆関数として表現されうることが示された。また，y=j1-x2であ
d 

るから，(5)はg'(u)= -y= -sin u，すなわち，万戸cosu=-sinu，'V'uE(O， rc)が成り立つこ

とを示している。

以上のことを念頭において，あらためて，逆余弦関数Arccosxを次のように定義する。

Arccos x = 21
1

日必+ι京一凶孟l 附

次に，Arccosxの逆関数g(x)およびその導関数g'(x)を用いて，余弦関数cosx，正弦関数sin

Zを

cos x=g(x)， XE[O，π]， 

sin x= -g'(x)， sin O=sinπ=0 (7) 

cos (x::!:π)=一cosx sin (x::!:π)=-sinx 

cos (x::!:2nrc) =cos x (n= ::!:1， :!:2，…〉

sin (x+2nπ)=sinx (n=::!:l，::!:2，…〉

で定義すれば， R全体を定義域にもち， 2π の周期をもった関数sinx，cos xの幾何学的直観に

よらない解析的な定義が与えられたことになる。

~ 6.微分方程式による三角関数の定義

直観にたよらず三角関数を定義する方、法の一つは，徴分方程式による方法であVIOL
二階線形常徴分方程式の初期値問題

y"十y=O，y(O)=l， y'(O)=O (8) 

をみたす解をy=cosxと定義する。 f(x)=cos (-x)もまたy"+y=O，y(O)=l， y'(O)ニOを

みたす。初期値問題の解の一意性から cosx=cos (-x)であることがわかる。したがってこの

ように定義したcosxは偶関数である。 sinxはf(x)=cos xに対して，-f'(x)とする。すなわ

ち一(cosx)'=sinxと定義する。 f(x)=cosxが満たす徴分方程式

y"十y=O

をもう一度徴分すると

y"'+y'ニO

である。 y=cosxを代入して考えると

((cos x)')" + (cos x)'=O 

この式に・

一(cosx)'=sinx

を代入すると

( -sinx)"-sinx=O 

すなわち

(sin x)" +sin x=O 

(9) 

を得る。またsinO=一(cosx)'lx=o=o， (sin x)'lx=o=一(cosx)"lx=o=cos xlx=o=lである。従っ

てsinxは初期値問題

y"+y=O， y(O)=O， y'(O)=l (10) 

-10 -



の解である。 cosxの場合と同様にしてsinxが奇関数であることもすぐわかる。

y"+y=O 

の両辺に2;〆をかける

y"'2y'+y・2y'=0

両辺を積分すると

y'2十戸=c(c定数〉
を得る。 y=cosxを代入すると

sin2x + COS2X = C 

となる。 x=Oとしてやると C=lを得る。したがって

sin2x + COS2X = 1 

となる.

三角関数のいろいろな性質をだすには次のようにすればよい。まず(10)から/cosxl孟1，lsinxl孟

1がで、る。 cos0=1だから， cos xの最大値は1である。 (cosx)"lx=o= -cos xlx=o=-lだから

x=Oの近傍でcosxの導関数は正から負に変る。cosX>Oのときくcosx)"= -cos X<Oである

から x=Oのある右近傍(0，o)において (cosx)' は負の減少関数である。その 1 点 ~E(O， o) 

)
 
-ー(
 

で接線をヲ|く。 /(x)=cos xに関するテイラーの公式により

fω=/ω十I'(~)(x一ゐ)+す1"(ξ〉ωーゐ)2

となる ξ が区聞く~， x)の中に存在する。 y= / (~) + l' (~) (x -~)は~における接線である。
[幼，xdにおいて/(X)>Oならば

fぺξ〉/(X1)一同)+I'(~)(ぬー均)}=守山_~)2<0

だから，/(X1)のグラフは接線の下にある。したがってこの接線と x軸の交点の左側でプ(x)=

Oとなる点 Gがある。 [0，α]において/(x)=cosxは上に凸な関数である。また，

1'(α)+/(α)2=1 

((11)より〉だから，1'(α)=:t1o /'(α)<0だから1'(α)=-1である。 cosxは偶関数だからこれ

で [-a，a]における状態がわかった。(図参照〕

g g 

z。 x -a a x 

次にg(x)=cos (x-a)とおくと，g"(心=-g(x)， g(O) =cos (-a) =0， g'(O) = -sin (-a) = 

(cos x)'lx=-a= 1'( -a) =1これでg(x)=cos (x-a)は初期値問題(10)の解であることがわかった。

したがって解の一意性から g(x)=sin x，すなわちcos匂-a)=sinx，さらに h(x)=-sin_(x-

a)とおくと h"(x)=-h(x)，h(O)=-sin (-a)=l， h'(O)=cos (-a)=O，したがって h(x)ニ

cos x，すなわちsin(x-a) = -cos x，したがって cos(x-2α)= -cos x。

このようにして [a，3a]における cosxの形がわかった，このように次々に2aずつずらして
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cos xの(一∞，∞〉における状態がわかる。 2a=7I:とおく，これがπの定義である。 271:はcosx， 

sinxの周期である。

次に三角関数の加法定理を導いてみよう。見=sin (x + xo)は

y"十y=O，y(O)=sinxo， y'(O)=cosxo 

をみたしている。一方)i2=sinXO'cos X十cosxo'sin xもまたy"十y=0， y(O) =sin xo， y'(O) =cos xo 

をみたしている。従って徴分方程式の初期値問題の解の一意性から，必至ルでなければならない。

すなわち

sin(x+ xo) =sin xo・COSX + cos xo・sinx

である。同様にして

cos(x十ぬ)=cos xo・cosx-sin xo.sin x 

も証明できる。

徴分方程式による三角関数の定義では角という概念は必要なかった。ここで角との関係を調

べてみよう。曲線r={(x，y) : x=cos B， y=sin B (0孟θ孟271:)}は単位円が+y2=1上にあっ

て， 0 三五 B~玉 s となる部分の長さは

18m桝仰)2調
であるから(11)

1
8
j(cos B)'2+(sin B)'2dB= 18jsin2B+ω2θ必

= 18 dB=s 
したがって sは単位円上の (0，1)から〈∞ss， sin s)までの弧長に等しし、。すなわちx=

cos sは弧度で測った底角 Sの直角三角形の余弦に等しい。

~ 7.整級数による三角関数の定義

整級数とは

ぬ+ぬz+a2z2+…+anZn+…(12)

という形の級数で，係数 αnと変数zは複素数とする。次の定理を証明なしに述べておこう(12)。

定理3 整級数(12)に対し，次の性質をもっ収束半径とよばれる数R，O~玉R壬∞が定まる:

(i) Izl<Rをみたす各zに対し級数は絶対収束する。 0孟ρ<Rとすると， Izl壬ρに対し収束
は一様である。

(ii) Izl> Rのとき，級数の項は非有界となり，したがって級数は発散する。
(iii) Izl<Rにおいて，級数の和は解析関数である。導関数は項別微分をしてえられ，項別徴
分した整級数は同じ収束半径をもっ。

円周Izl=Rを収束円周という。この円周上では級数が収束するか発散するかは，この定理で
は何も主張していない。この定理でのべられている Rとしては

去=PEWt (13) 

にとればよいことも知られている。これは収束半径に対するア夕、、マールの公式とよばれている。
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実数だけで考えて徴分積分学を展開するとき，指数関数eXと三角関数cosx， sinxの聞に深

い関係があることはわからなし、。テイラー展開をしてみると両者には類似があることがわかる

が，もともとこの2つの関数は全く異なった方法と目的で導入されるからである。複素数の効

用について「解析概論」の著者，高木貞治はかつて次のように述べている。

「変数を複素数にまで拡張することは， 19世紀以後の解析学の特色で，それによって古来専ら

取扱われていたいわゆる初等関数の本性が初めて明らかになって，徴分積分法に魂が入ったの

である。複素数なしでは，初等関数でも統制されない。J(問

ここではまず指数関数を導入しよう。指数関数は徴分方程式の初期値問題

/'(Z)=/(Z)， /(0)==1 (14) 

の解として定義しよう。この徴分方程式を解くため整数級を用いる。すなわち

/(Z) ==ぬ+a1Z+・・・+向Zn+・..

とおくと，

/'(Z) ==a1 +2a2z十・・・+nanZn-1+・..

である。

(批みたすことから， ι1==帆初期条件からぬ==1，これから帰納的に偽ニオTをえる。この

解を eZまたはexpzと書く。整級数

eZ=l+三十三+・・・十三と+・・・
1! ' 2!' 'n! 

は，ず瓦I→∞よ'り全平面で収束する。
三角関数は

(15) 

E
T
-
-一
2

z
-
6
一一一z
 
n
 

cu 午一一z
 

co 
nu 
内し 。。

で定義する。(15)から次の整級数展開をえる。

Z2 ， Z4 
cos Zニ1一一一十一一…

2! ' 4! 

Z3 ， Z5 
=Z一 十一一… 間
3! ' 5! 

zが実数のとき，聞はよく知られた cosx， sinxのテイラー展開である。徴積分の普通の取扱い

と違う点は，ここでは幾何学的直観を用いないでこれらの関数を定義した点である。

。めからオイラーの公式

e'Z==cos z+i sin z (18) 

がえられ，同じく (1伽ミら等式

cos2z +sin2z == 1 

もえられる。さらに

D cos z == -sin z D sin Z ==cos Z 

。。

。。

もわかる。

さらに〆が指数法則
a+b_ ，.a_....b e-' -== e・6

をみたすことは，徴分方程式からわかる。実際，D(ez.ec-Z)==ez.ec-z+ez・(-eC-Z)=0となり，

eZ• eC-zは定数である。 Z=oとおくと，定数の値はeCであることがわかる。すなわち
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e Z • eC-Z= eC 

ここでz=a，c=α+bとおけば，指数法則をえる。

(16)とこの指数法則を用いれば加法定理

cos (α+ b) =cos a cos b-sin a sin b 
sin (a+ b) =cos a sin b+sin a cos b 

は直ちにえられる。

~ 8. 7cの定義について

。1)

三角関数は周期をもっ関数である。このことを示すため次の考察をする。すべてのzに対し

f(z+c) =f(z)が成り立っとき，f(z)は周期 Cをもっという。♂に対して周期的が存在して，

鍋 >0，その整数倍の全体が周期の全体となることを示そう。

まずy>Oのときsiny<yである。なぜなら， (siny)'=cos y孟1 sin 0=0より，積分をし

て， sinyくy(y>0)をうる。

次同>0のとき cosy>l-4である。これも， (COs y)'= -siny> -y， cos 0=1より

cosY>l-f ([Y -sinyの>[Y_y の)をうる。以下同様にして

siny>y一長
cos y<1-y2/2+y4/24 

をうる。最後の不等式でy=.[3とすると

3 ， 9 
os.fす<1一一+一一<02 ' 24 

であるから， cos 0=1， cos.fすくOと中間値の定理より， 0と.[3の聞にcosYo=Oをみたすyo

がある。

cos2Yo + sin2yo = 1 

から， sinYo=:t1となり，eiYo=:tiで，ゆえにeiYOニ1となる。

関数 eiZの周期 ωは

ei(Z+C) = eiZ 一

から，eic=lをみたす c=ω(実数〉となることがわかる。〈何故なら，c=x+か xキ0，yは
実数とおくと e

iC
= e
iX
-少ニ e

iX
e-
Y
=l従って eiXニ 63，これは矛盾である。〉

従って4Yoはe'"zの周期であることがわかったo次にこれがe臼の最小の正の周期であること

を示そう。 O<y<加で，前に出した不等式から

siny>y( 1-~)>+>0 
¥ 6 r 2 

となり，cosyは単調減少関数である。 sinyは正で，cos2y+sin2y=1より， sinyは単調増加で、

ある。従って， sinyくsinYo=lとなる。 O<siny<lより，eiYは:t1でも:tiでもないことがわ

かる。従って e4iY宇1であり，4Yoが最小の正の周期で、あることがわかった。 4Yoを蜘と書くこと

にする。

今度は♂の任意の周期 ωを考える。

匁帥三五ω<(n+l)蜘
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をみたす整数 nが存在する(実数の性質〉。 ωキη帥とすると， ω-n蜘は正数の周期になるが，

これは仙の最小性よりありえない。従って ωニ幻帥すなわち任意の周期は帥の整数倍である。

ここでeiZの最小正の周期をあらためて，27l'と書こう。これはzといいう数の定義である。

上の考察で

e~iニ i， e百二一1，e2酎 =1

がわかるが，これらの等式は， 2つの数eとπの間にある本質的な関係を示している。実数yが

0;;勾孟2π の聞をふえていくと，点ω=eiYは単位円周!ω1=1を正の向きに一周する。
代数的にみれば，写像w=e'Yは実数の加法群から絶対値が1の複素数の作る乗法群への準同

型写像である。この準同型の核は27l'の整数倍がなす部分群である。

~ 9.初等数学におけるπの定義について

小学校で円周の長さおよび円の面積について学習することになっている。多くの学生にとっ

て，7l'の定義はこの小学校高学年の円周の長さの学習の際に与えられたものを終生修正すること

なしに用いることになるのであろう。小学校高学年に珍ける πの定義は

円周
直径

すなわち円周と直径の比の値を3.14と与えてそれを πと呼ばせている。ところで円周は直径に

比例すること，そしてその比例定数がπであることは先験的に(あまりたしかめることなしに〉

与えられているようである。多くの先生方にとっては，このようにして与えられた Zを用いて，

半径 rの円の面積がが2であることを導くことが難かしい問題になる。

遠山啓の「わかるさんすう」でも例えばこの部分は次のようになっている。これではzの定

義は帰納的になっていることがわかる。そして円の面積ががzであることを導くところはたい

へん工夫されている。(図版1および図版2参照)

日本ではπを円周率と云って，円周と直径の比の値として定義されることが多いが，これは

中国の数学の影響であるという説もある。πは無理数であるから，整数の比で表すことはできな

い。しかし図版1にあるように

円周
直径

をあたかも分数であるかのように表している。このあたりはしたがって理論的にもかなり無理

であることがわかる。

前節まで、に述べたことをふまえれば， πの定義は必ずしも， ["円周率」という形にしなくても

よいことは明らかである。

初等数学における zの定義法としては， ["円周率」のほかに次の方法が考えられる。

(1) 単位円の半円周の長さを πと定義する。

(2) 単位円の面積を πと定義する。

ここでは.(2)の方法についてもっとくわしく述べよう。半径1の円の面積を πとするとき，半

径 rの円の面積は7l'r2になる。小学校でこのことを教えるときには長方形を相似拡大したとき

の面積の変化を基礎にするとよい。すなわち，両辺の長さがそれぞれ a，bの長方形の面積はめ

であるが，この両辺を r倍した長方形の面積はr2abとなる。つまり面積では，相似拡大r倍を

行うと r2倍になるのである。 このことを基礎に，単位円の面積が zであるとき，それを r
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4つの茶つ'つA，B， C， Dの章径と周囲を測ったら，アの表のようになりま

した。

茶ヴつ A B C D 

章径 (om) 5.5 6.6 8.4 10.7 

周囲 (om) |ワ.3 20.ワ 26.4 33.6 

?の図のように，圭角に交わる横軸とたて軸をかき，横軸のよに茶つ'つの直径

の長さを目もり，たて軸の y""， 

ょに周囲の長さを呂もりま

した。

茶づっA，B， C， Dの

直径 (xom)と円周 (y側)

を国もった点をそれぞれA，

B， C， Dとすると， これ

らの4点は，だいたい原点

を通る章線ょにあります。

だから，円の周囲の長さ

は，葺径に比例していると

みられます。

円周は直径に比例します。

したがって，第3章で学

んだように，

円周=(比例定数)x直径

35 / 

~ 
30 

|ラ/
25 

ろ/
20 

ケ15 ν 
10 ~ 
レ/

5 

1/ 
O 2 4 6 8 10 12 

Xo隅

」
寸
L↓「

f 

となっます。

I円周1
その比例定数|言言|を円周率といい，ふつう， π(ノfイ)と L、う記号で表し

1盟主1;;1:;"I 

ます。

円周率 (π)は，正確には， 3.14159265358979323846……どどこまでも

つづく数ですが，ふつう， 3.14 として計算に1t~ 、ます。

図版1
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円を，J、さいおうぎ形に分け， こ2二壬かみあわせて.だんだん長方形に近づ〈形

をつ〈って，円の面積の求め方そ考えましょう。

にl入
切言3

d~ 
司ヤ ι

噛隆弘
1習慣ヨゆ

山川川

川酬州H
G 

---ー円周の半分----

一円周 円周率×半径X2
円周の半分=-..，--= ，..，円周率×半径z 2 

ところで，

だから， 円の面積=円周の半分×半径=円周率×半径×半径

円の面積=円周率×半径×半径

円の半径を r，面積をMどすると，

M=πXrXr 

図版2
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倍に相似拡大した円(半径 rの円〉の面積が r271になることを示すのである。長方形の面積の

場合をもとにして，曲線で固まれた図形の面積は長方形の和に分割した考えれば，相似拡大 r倍

を行うと面積が r2倍になることを知ることができる。

この πの定義をもとにして，半径rの円の円周の長さが2げであることも，円に内接する正

多角形で近似することによって導くことができる。

高等学校でこの方法を試みることは十分可能であるし，意義がある(14)

S10.角の大きさの初等的定義法について

角の測度として扇形の面積を用いることができることを!i5において述べたが，この方法を

初等的に改良した方法がある(問。まず角の定義であるが小平邦彦によると r1点Oを端点、とす

る2つの半直線OAとOBからなる図形を角AOBといい，記号ζAOBで表わすpめとなる。
この角に測度を入れるため， 0を中心として単位の長

さの半径の円をつくり， 2直線と交点をA，Bとする。こ

の扇形AOBの面積の大小で角の大小を測るのである。ま

ず，任意に一つ扇形AOEをとり，これを基準扇形(単位

扇形〉とよぶことにする。そして，扇形AOBが基準扇形

をいくつ含むか測るのである。これは線分の長さを単位

の線分の長さを基準にして測るのと同様である。扇形AOB

が基準扇形をちょうどh個含むばあい，LこAOBの角度。

はk{e}であると定義する。基準扇形のばあいはk=lで

あるから，その角度 80は仇={e}である。この方法は線

分の長さを測定する方法と同様である。このようにして

O 

角度。が{θ}を単位として，数値hで表わされる，すなわち

e=k{e} 0 

である。

B 

。
A 

基準扇形として四分円の 1/90を考えたのが角度の単位度 C)である。この場合四分円つま

り直角を表す数値hは90，すなわち直角は90。ということになる。この基準扇形の 1/60を基準

扇形に選べば分 C' )，さらにその 1/60を選べば秒 C")が得られる。

S 11.運動と三角関数

Ccosθ， sin e)とL、う平面上の点は，原点を中心とした半径1の円の周上にあることは!i5で

述べた。すなわちCcose， sin e)は原点を中心とする単位円周上において，xの正の軸から測っ
て正の向きに Oラジアン回転した位置における点の Cx，y)座標である。従って三角関数が
円運動を表現していることは容易にわかる。角速度1で単位円 X2+y2ニ 1上を回軸する円運動は

動点Pがt=Oのとき C1，0)にあるとすると

{Fcost 

y=sin t 

で表される。この運動の時刻 tにおける速度ベクトル

(〈cosu)
Csin t)' 
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を考えよう，この速度ベクトルの方向は円の接線方向である。このことはノ、ンマー投げを思い

うかべるとよくわかる。角速度1ということは1単位時間にちょうど1の長さの弧を動くこと

であるから，各点における速度ベグトルの大きさも 1である。

従ってこの円運動の速度ベクトノレは図の矢線PTで表せる。 g 

そしてこのベクトルの成分は，Pがす回転した点をQとした

とき，矢線δ奇の成分と等しい。これから速度ベクトノレの Z成
分は，

T 

-1¥ UI 11 x 

cos (t+す)=-sin t 
y成分は

叫t+す)=cos t 
とわかる，したがって速度ベクトルは

(-Z) 
となる，このことはくcost)'=-sin t， (sin t)'=cos tを示している。

一般の等速円運動は，動点Pの座標を(x，y)，角速度を ω，円の半径を α，初期位相を αと

唱-

して，

(一c似 ω同〉
yニ asin (c.Jt+α〉

と表せる。速度ベクトルは徴分をして

(〆=-aωsin(ω日=ーωy
y'=αωcos (ωt+α)=ωx 

であるo 速度ベクトノレの大きさはω>0とすると， αω である。加速度ベクトルは

c:)=(=立)=ーペ)
である。その大きさはαω2である。その方向は図の矢線のように円の中心に向っている。

地球のまわりを月は円運動をしていると考えられるが，月の質量をm，回転半径a，角速度

ωとして，中心力(加速度の大きさ ac.J2と質量mの積)mac，/は地球と月のあいだに働く引力

である。

平面上の点Pが

(一c似 ω日 (1) 
y=a sin (ωt+α〉

で表される等速円運動をしているとき x軸上へのPの正射影Q

の運動は単振動である。y軸上へのPの正射影Q'の運動も単振動
である。 (1)は徴分方程式

d2x 
苛"2-一ω~ 00 

をみたしている。例えばつるまきパネの運動がそうである。 (2)よりも一般に，質点の運動に関
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係した二階の常徴分方程式

d2x dx 
m三否r=-r dt -kx(t)十!(t) (3) 

を考えよう。ここにm，r，k はいずれも正の定数であり，かっ，!(t)

は一∞<t<∞で連続な実数の値をとる関数であるとする。

ふ側附吻

ふ0'dO'6'06"市町了物

この m は質点の質量，rは摩擦係数と呼ばれるもので，質点のおかれている環境での空気抵

品
抗のように質点の速度(j[に比例して質点の艇を押える方向に働く力 -r去の比例係数を

-r Cr>O) としたので、ある。またhは弾性係数と呼ばれているもので，質点を支えているパ

ネのような弾性体が，質点の平衡位置からの変位量x(t)に比例して質点を平衡位置に復元させ

ようとする力一勧(t)の比例係数を-kCk>O)としたのである。なおまた，!(t)はたとえば重

力などのように外部からこの質点に働く外力の項である。

このようにして，徴分方程式(3)はニュートンの第2法則を記述したものである。ここでは，

空気抵抗などは速度に比例するとか，弾性的復元力は平衡位置からの変位量以t)に比例するよ

うな，小さい振動を扱っているとするのである。

初期条件

xCO)=ぬ，~@=~ ~ 

を与えて， (3)と(4)とを満足する解xCめを求めてみよう。外力がない場合σCt)=0)方程式は
次のようになる。

mx"+rx'+kx=O 

この徴分方程式を斉次線形二階常徴分方程式と云う。

(5)に指数解eAtを代入してみると

mCeAつ"+rCeAt)' + kCeAつ=(mλ2+r:λ+k)eAt

ここで上式の右辺がOになるためにはeAt宇Oより

(5) 

mλ2+r.λ+k=O (6) 

であればよい。 (6)はλの2次方程式で，これを徴分方程式(5)の特性方程式という。

ー _-r+iJ4mk-r2 (6)の判別式〆-4mk<0の場合に興味がある。」の時(6)の解はλl一-r iT!?tR-r-とん=

-r-iJ 4mk-r2 
V '% ，，~品 ' となる。指数解eAtのλが共役複素数λ1，んとなるのである。すなわち，λ1ニー

三分+illλz=-Eir-tvと書けば，

eA1t=e一長代cosIIt + i sin 1It) 

eA2tニ e希t(cosIIt-i sin 1It) 

となる。このことからぬCt)=e一品tcosIItとゐ(t)=e-2十sinIItが徴分方程式(5)の基本解系を作

ることが導かれる。そして初期値問題(5)一(4)の解はこの場合

以内eーか∞sば+(ぬ+務)1I-1e-2:;'tsinIIt 

J 4mk-r2 
ただしFVZ2L'となる。

- 20-
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この解では与を周期とする関数

ワ叩刀1↓n弘
ぬcosvt十一τ与一一生sinvt 

t.mv 

の振幅を，時間 tの経過とともに減幅 (damp)する減幅因子 e一五tが乗ぜられているのである。

その様子は図を参照されたい。

外力のある場合，非斉次線形な二階常微分方程式

my"=-ry'ーか+f(t) (3) 

を解くには， (3)の特解を一つ見つけYl(t)とすれば，斉次方程

式

mxヒーがーか

の解x(t)を用いて，y(t)=Y1(t)+X(t)とすればy(t)は(3)の解である。 Y1(t)を見出す方法と

して定数変化法が知られている。

次に回路を流れる電流の徴分方程式を考えよう。I(t)を回路を流

れる電流の時刻 tにおける強さ，Lを自己誘導，Rを抵抗， Cを容

量，E(t)を起電力とするとき，回路を流れる電流の徴分方程式は次
のようになる。

LIぺt)+ RI'Ct)十CI(t)=ECt)

~ 
L州件J

R 

この:方程式でLをmに，Rをrに， CをhにECt)をfCt)に読み換えれば振動の方程式(3)

と同じ形になるのである。

H2.結語

本稿は高等学校における数学教育で，三角関数の扱い方に関ってトートロジーに陥る危険を

指摘し，三角関数の厳密な定義法を述べて来た。しかしこれらの厳密な定義法は高等学校にお

いてはたして可能なのかとしづ問題がある。さらに翻って，教育においてトートロジーを避け

る必要性は本当にあるのかとしづ問題意識もある。たしかに小学校において数の概念を導入す

る際に，ペアノの公理をもちだすことはできなし、。むしろ数学教育にあっては， トートロジー

とどうつきあうのかということが必要な態度となる(17)。しかし高等学校の数学教育にあっては

避けうるトートロジーは避けることが当然である。

三角関数の定義においてsinxやcosxのxの幾何学的な意味に留意しなければ，複素数を用

いて eXの整級数から導入する方法(s7に論じた〉が最も見通しが良いo Xの幾何学的意味と
いうのは，三角形の角の測度または回転の大きさを表す量としての意味である。角が円周から

切りとる弧で，角を計量することはノミピロニアですでに知られていた。パピロニアではO。と 360.

との間にある角の計量が度として今日まで、保たれているようになされていた。古代ギリシヤで

は角の概念はさらに制限されて二直角より小さい角が対象とされた(18)。そしてユークリッドで

は比と計量の理論が，測られるべき量のいくらでも大きな倍数の比較に基づいていたため，角

は計量できる量とはされていなかったosinxやcosxのxが三角形の角や円周の弧ときりはな

されて，変数のすべての値に対する関数の定義域として抽象化されたのは17世紀になってニュー

トンによってである。ニュートンによる sinxとcosxの級数展開の発見がこの飛躍をもたらし

た。現在の高等学校の教程は，この点でニュートンを超えていないのである(19)。現代の解析学
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では個別の関数ではなく，関数の集合，すなわち関数空間の概念が考察の対象である。そこで

は三角関数は関数空聞を近似する素材として現われる。この段階では三角関数の量的意味は捨

象されている(20)。ニュートン以来の徴積分学の伝統に従って，運動の解析として三角関数を導

入しても，幾何学的量からいついかなる形で、離れるかは数学教育の大きな課題となるであろう。

():主〉

(1)例えば高等学校の教科書の編者でもある小平邦彦は次のように述べている。「高校数学を学んだ人は実数と

はどんなものか一応次日っているわけである。しかし高校数学の実数論は現代数学の立場から見れば厳密性に

欠ける点があって，本講座の基礎としては不十分である。」小平邦彦，岩波講座「基礎数学」解析入門1(1976 

年)p 10 

位) この点を改良する試みとして，山口格「教列の極限指導をめぐる諸問題J，北大教育学部教育方法学研究室

「教授学の探究J第3号 (1985年)がある。

(3) 1984年北大教育学部フォーラム「われわれの研究の将来」の教育方法研究グループ報告。北大教育学部教

育方法学研究室「教授学の探究」第3号 (1985年)p 121。

(4) 三角関数と他の関数との関係や，関数指導全般に関する視点は次を見よ。

「関数指導体系に関する基礎的研究」山口格・須田勝彦，北海道大学教育学部紀要，第50号 0988年〉

(5) r微分・積分J小平邦彦編，東京書籍， (昭和60年版〕
(6) r徴分・積分」山崎圭次郎，有馬哲，片山孝次箸，実教出版(昭和5θ年版〉
(7) 一般に実数の集合Eがあったとき，実数Lが存在して， Eにぞくするどんなxをとっても，xζLがなりた

っとき，集合Eは上に有界であるといい，数Lを集合Eの1つの上界という，上界は一般に多数存在するの

である抗その上界の中での最小数を上限という。上限がいつも存在するとは限らないが，上に有界な集合

Eに対して上限の存在を仮定するのカ漣続の公理である。

(8) ai， biを任意の実数とすると

v'(a，+…+an)Z+(lh+…+bn)2孟./a，2+lh2+…+./瓦写五百
である。この不等式から容易に導くことができる。

(9) 曲線で囲まれた図形の面積とは何かということをきちんと述べる必要があるのである。

帥 ある条件の下で常微分方程式の初期値問題が一意的に解けることを用いる。

川平面曲線x==伊(t)，y ==ψ(t) tE[O， T]が与えられたとき， ψ(t)，ψ(t)がC'一級ならこの曲線は長さを

もち，その長さは

f似糾ず(ぴd
である。

側 この定理は複素関数論の教科書にはたいてい述べられている。

側 「解析概論」改訂第三版，高木貞治著，岩波書庖 (1961年〉第5章 p2010 

(14) 外国での実践例が次の本にある。

Math! Encounters with High School Students. by Serge Lang. (Springer-Verlag New York. 1985)， 

邦訳， S.ラγグ，松坂和夫，大橋義房訳「さあ数学しよう /J岩波書庖

同今井功，数学セミナー， 1987年9月号。

側小平邦彦「幾何のおもしろさ」岩波書庖 0985年)p 13。

間 1988年全道合研(北海道合同教研〉数学分科会における須田勝彦のまとめの発言。

自由 ユーグリッドの「原論J1巻，定義8と定義90

(19) 円周上を何回もぐるぐるまわることによって一般角を考えることtえ「回転角」という幾何学的量から乳離

れしていなし、。

ω) 山口格，須田勝彦上記(4)。
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