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小数 と

1.はじめに

実数Zの10進小数表示において例えば，

0.5 

0.4999・・・

は何か

山 口 格
(室蘭工業大学)

のように二通りに表わされることはよく知られている。しかしこの小数表示の一意性がなりた

たない理由については学校教育のどの段階においてもあまり教えられることはないようである。

1 
小数は小学校で数えられているが，その際はーは0.5だけで， 0.4999…の方は教えられてい

2 

ない。高等学校でも無限小数や循環小数は学習するのではあるが，実数を小数で表すときの方

法については深入りしていないようである。

例えばある教科書では次のようにたっている伊

「整数でない有理数を小数で表すと

21 
一一ニ5.25 ~ ==0.6666… 一一=0.136363…22 

のように，有限小数となるか，または循環する無限小数となる。

逆に，有限小数は，分数の形に直すことができるから有理数である。

また，循環する無限小数も，必ず分数の形に表され，したがって有理数であることが知られ

ている。

無理数は，.f2 = 1. 41421356…のように，循環しない無限小数で表される。整数でない実数は，
有限小数または無限小数で表される。

f整数および有限小数
f有理数・・・・・・{

実数~ .--，--循環する無限小数

l無理数……循環しない無限小数 」

21 この教科書の U4•=5.25はどのようにして得られるのであろうか。21-7-4という割算を実行す
1 

るといをことが先ず考えられるが，この方法ではす=0:5は得られるが， τ=0.4999…は得ら

れない。同じように1を0.9999…と表すことは，割り算を実行することによっては得られない。

高校生の中にはこれを次のように考えてなっとくしている人もいるという伊

÷=0333Q)  

であるから，両辺に3をかけて
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1=0.999・・・ (2) 

を得る。 (1)式は1を3で割ることによって得られるのであるが， (2)の形はこれだけでは，なっ

とくするというより，不思議におもう人もいるであろう。

そこでこの疑問を解明するために，小数とは何かということを考えなおしてみることにしよ

う。

2.実数の 10進小数表示

任意の実数αに対して，

n~玉 α<n+1

をみたす整数nが唯一つ存在する。この整数をガウスの記号[α]で表わす。くこのことは明らか

のようにみえるが，証明しようとするとアルキメデスの原理や自然数の整列性を用いることに

なる伊〉このガウスの記号を用いて実数の 10進小数展開を導いてみよう。

はじゐにここで用いる記号について書いておく。自然数全体の集合をNとする。
N={l， 2， 3，…} 

である。半開区間の記号 [a，b)は不等式α;;;?，x<bをみたす実数xの集合を表わす。数直線上

で考えると左端αはこの区間に属するが，右端のbはこの区間に属さない。

命題1.任意の実数xに対し，

n=[X]十五十与を+・・・十 Xn
10 ' 102 ' '10n 

O孟Xi;;玉9， XiεN (自然数〉

の形の有理数列(an)nENでxに収束するものが存在する。

(3) 

I k k+1¥ 
証明 X-[X]=Xoと置く。半開区間品=[0，1)を|百'寸子)の形の半開区聞に十等分する

と， XoE[O， 1)はその中の唯一つに含まれる。いま

ε[k h+1 一一)=11のとき吋10' 10 

と置く。次にLを同様に十等分して

1. Xl ， 1 Xl ， 1 + 1 ¥ 
Xoεl百十τ02'百十百f-)=品のとき x2=1

と置く。以下同様に各 nEN~こ対し h が一意的に定まる。 Xn から(3)式により an を定義して，

bn=仇+赤， ι=[an， bn)， In.= [αn， bn]とおく，このとき h の定義から

xE1nc In (¥1 nEN) 
であり InコIn+1o bn-an→o (n→∞)だから区間縮小法により (4)
n In={x} 

で

nEN 

liman=X 
n-o。
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となる I

このように任意の実数xに対しJ に収束する αバX]+告+長+...+会の形の有理数列

が存在:ずることがわかった。このことは，級数の記号を用いれば

=[X]十三~
~l lOn 

ということを意味している。このとき実数xを

X=[X]. X1X2X3… 

で表わす。これをxの10進小数表示とL、う。

(4) 

このように「小数とは何か」という聞に対する一つの解答として，命題1の形の有理数列で

実数xを表示したものということができる。従って小数とは本質は無限級数でもある。

今上に10進小数表示と書いたが，これは整数の 10進表示をそのまま，実数に拡張したもの

になっている。たとえば

329=9・100+2・W+3・102

と同じように

0.329=3・10-1+2・10-2+9・10-3

である。

整数にf進表示があるように，任意の自然数 fミ2に対し，実数の f進小数表示が得られる。

それには上の命題1の証明で区聞を 10等分するかわりにJ等分すればよい。

3.小数表示の一意性について

前節の命題1で述べたこととは逆にOから9までの整数を値にとる任意の数列 (Xn)nENと任意

の自然数Xoに対し

FXo+24乙
~110n 

によって実数xが定義される。そうすると，ある nENに対し Xn宇0，Xm=O (V m> n)となる

とき，実数xは

X=Xo. X1…Xn-1XnOO... 

=Xo・X1…Xnμn-1)999…
のように二通りに表わされる。

例えば0.7=0.7000...=0 .6999…である。命題lの証明に述べた方法によるゐの選び方は一

意的であるが，Xに収束する有理数列の選び方は，X一[X]が一ιの形 (0孟α孟9)のとき上のよ
lOn 

うな別の選び方が存在する。これはあたかも， ρが有理数の場合に， ρを下組に入れるか，上

組に入れるかによって，二つの切断が生ずるのと同様の事情で，実数の本質にかかわってやむ

を得ないのである。

実数の本質といったのは，実数の連続性といってもよいことである。 10進小数表示は実数を

表す方法であるから，一意性のあることが望ましいのであるが，実数という概念そのものが，こ

のような一意性とあし、し、れないところがある。
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それをみるために有理数から実数を構成する時の方法をふりかえってみよう。 10進小数とい

うのは実数xに収束する有理数列であるから，数ある実数論のうちから，有理数列をもちいる

CantorとMerayの実数論を選んで、話をすすめよう。

集合論の創始者として著名なG.CantorはMathematischeAnnalen Bd. V (1872年)に三

角級数の一意性に関する論文“Uberdie Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der 

trigonometrischen Reihen."の中で，二つの三角級数が一致する条件を求め，これをいい表わ

す為には正確な実数の概念が必要である事に気付き，この論文の中で、実数の理論を述べた。同

じ年フランスのMerayもこれと独立に同じ理論を“NouveauxPrecis d'Analyse infinitesimale" 

(1872)の中で論じた。

19世紀の中頃には極限論がコーシー (1789-1857)の手によって一応完成して，関数と集合

についての現代の解析学の基礎が考えだされていた。しかし実数の定義をめぐ、って極限論は論

理的な欠陥が指摘されていた。当時，実数はすべて有理数列の極限として定義されていた。た

とえばJすは有理数列1，l. 4， l. 41， l. 414，…の極限として考えられていた。ところが実数
をこのような有理数列の極限として定義するためには，その数の存在を仮定せねばならなかっ

た。すなわち推論の中で循環論法をおこなわねばならなかった。たよるべき要素〈実数〉の全

体という概念もきわめてあいまいなままであった。

数学解析の発展のためには，この困難にうちかつて，厳密な実数の理論を打ちたてる必要性

が，この頃多くの人に認識されていたにちがいない。カントノレ等の論文が出た 1872年という年

は，このような解析学の基礎にとっては画期的な記念すべき年となった。この年カントルの実

数論の他に同じテーマを扱ったメーレーの研究やハイネの研究が発表され，デデキントの小冊

子“Stetigkeitund irrational Zahlen (連続性と無理数)"が出版された。それから数年後にワ

イヤシュトラスの研究も発表されるのである。

さてこのCantor-Merayの実数論の入口をのぞいてみよう。自然数1，2， 3，…の各々に一

意に有理数を対応させるとき，これを ar，a2， a3，…， an，…と表し，有理数列とL、う o anの

中には同じ数があってもかまわない。有理数列(an)が今「任意に与えられた正の有理数ε(イ

フ。シロン)に対して，添数N=N(e)が存在して，m， n>Nなる限り

lam-anl<ε 

となる」時，数列(αn)はCauchy(コーシー〉の条件をみたすといわれる。 Cauchyの条件をみ

たす有理数列をCantorは基本列 (fundamentalsequence)と名づけた。ーロにいえばCantor

-Merayはこの基本列を以って実数と名づけたのであるが，正確にいえばCantor-Merayの実

数というのは基本列そのものでなく次の規則に従って多くの基本列を同一視したものである。そ

の規則というのは，(an)， (bn)を二つの基本列としたとき，任意に与えられた正の有理数 Eに対

して，添数N=N(ε)が存在して，n>Nであれば，lan-bnl<sをみたすならば，(an)と(bn)

は同値であるということにする。そして (αn)~(bn) と書くことにする。そうするとこの~なる

関係は次の三つの公理(同値律〉をみたすことがわかる。

(1) すべての基本列(αn)につき，(an)~(an) 

(2) (an)~(bn) =争 (bn)~(an)

(3) (an)~(bn)， (bn)~(cn) =争 (an)~(Cn)

数学では通常上の(1)， (2)， (3)の公理を満たす関係を同値関係といい，このような場合に類別
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ということを考える。すなわちすべての基本列の集合を同値なものを一つの類に集めると，互

いに素な部分集合に分れる。この一つ一つの類(部分集合〉に属する基本列(an)，(bn)は，(an) 

~(bn) となる。別の類に属する (an) と (bn) は (an)~(bn) とならない。 Cantor-Merayはこの類

を実数と考えた。そして実数を表示するために，その類に属する任意の基本列を選んで，その

列を以うてする。つまり実数αの類に基本列(αn)が属する時， α={αn}と表すのである。この

ようにCantor-Merayの方法によれば同ーの実数を表示する基本列は無限に多くあるのである。

〈α={an}のとき向の部分列でまた基本列であるものを(an.)とすると， (αn.)~(an) である。〉実

数を表示する基本列のことを，その類の代表元とよぶ。命題lは任意の実数xに代表元の取り

方を10進小数として指定できることを示したものだ之いうことができる。この命題1では区間

縮小法を使ったが，区間縮小法により実数が定まることを，実数の完備性といい，基本列が収

束して実数を表すことと同値なのである。

4，有理数の小数表示

次に有理数を10進小数で表示したときどのようになるかを考察しよう。まず分数をいくつか

とって 10進小数で表してみよう。

ト0.5
t=O333 

士=司0.2お5 

t←=司0.2
t←=寸0臼
+←=斗0.142犯加8釘5叩 857 

÷←=寸0凶

す=0.111
」一=0.90909・..
11 

よニ0.08333…
12 

，~ = 0.076923076923・.. 
13 

ユー=0.0714285071・.. 
14 

JL=0.0666・.. 
15 

i=0.0625 
16 
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」一=0 . 05882352941176470588... 
17 

これらの例を観察してみるとまず有限個で切れる有限小数と，無限に続く無限小数とに分か

1 1 1 1 1_>.. _ ~，~ ，_， '" _ 1 1 1 1 1 
れることに気がつく。有限小数は一一一一ーである。それ以外の一一一一一2' 4' 5' 8' 16 ~ <-<~-"'" 0 '" < v>7'/ I'~ 3' 6' 7' 9' 11' 

1 1 1 1 
一一一ーは無限に続く小数である。なぜ無限に続くことがわかるかというと，小数を
12' 14' 15' 17 

得るために割り算を実行してみると同じ数字が同じ順序であらわれて，循環するからである。÷

を例にとって見てみよう。

O .142857 
7 ) 1.0 
7 

30 
28 
20 
14 
60 
56 
40 
35 
50 
49 
1 

ここまで割って来ると余り lが出たので，これから先は再び同じ計算の繰り返しになる。こ

れを省略して

1-;'-7=0.142857・..

1 326451 

と書く，下に並べた 1326451とL、う数字は，その度毎の余りを示している。上に横にヲIIt、た線

1 1 1 1 
は無限小数の周期を示している。これらの無限小数を観察してみると，一一一一ー等のよ

3' 7' 9' 11 

1 1 1 
うに循環節が小数点の直後，小数第1位から始まっている数と，一一一等のように循環す

6' 12' 15 

1 
る部分の前に循環しない部分(例えば一=0.1666…では1)があるものに分けることができる。

6 

すなわち

1 ^ ^ 1 1 _ ~ =0.5 +=0.25 一一0.2 一一0.125 tl' =0.0625 5 -v.u 8 -V..l.uv 16 

回一回一一一一
II・す=0.3 ニ=0.142857 ~ =0.1 -，:':;-=0.90 9 v.~ 11 

目ー.
，~" = 0 . 076923 ~ι=0.0588235294117647 13 V.V'VJUV  17 
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1 1 一一一一 1 
III. ー =0.16 ，~n=0.083 一一一0.0714285 ，-';.. =0.06 12 ・ 14-v.v..........Uv 15 

となる。

Iの型は有限小数であって，これを分数の形から見ると，分母が因数として 2と5のみから

なる形の分数である。つまり分母を素因数分解したとき 2"5Pというように因数が2または5の

みで他の素因数がない場合である。どうして 2と5を問題にするかといえば，2と5は10の因

数であるから 10進小数表示では分母を 10の巾に直せば小数の形がわかる。すなわち

である。

1 1x2 2 
一二一一一=一一=0.2
5 5 x 2 10 

3 3 x 5 15 
一一二一一一一=一一一=0.1520 20X5 -100 

この Iの形以外の分数はけっして有限小数に表わせなし、。つまり分母の因数に2，5で割切れ

ない数hがある場合は，有限小数で表すことができない。それをみるためーユ「が有限小数に
2a5"k 

書けると仮定してみる。つまり

-2「=Jz (S はαとβの大きい方を表す〉2a5"k -10d 

となったとする。 2858=108であるから

2858=α・2α5人h

すなわち

28α58ーβ=α.k

である。つまり αhの因数は2か5以外にないことになる。従ってhは2か5で整除できること

になる。これはhの取り方に矛盾する。従って Iの形以外の分数は無限小数になる。 IIの形の

数は，循環節が小数点の直後から始まり， IIIは循環しない部分のあとに循環節が現われる。 II

の分数は分母の因数が2，5以外の素数のみである。 IIIの分数は2または5のほかに因数をもっ

ている場合である。

1 IIとIIIの場合に小数が循環するのは何故であろうか，例えはーの場合先ほどの割算を余りと
7 

ともに示してみよう。

1"';-'7=0.142857 

1 326451 

分子1を最初の余りとみて，商7のところで再び余り 1を得る。それ以後は同じ割算のくり返

しであるから小数が循環するのである。同じ余りが出て来たら小数は循環するのであるが，い

つでも同じ余りが出て来るのであろうか。今手 (α，か1の割算を実行した際の余りを考えよ

う。余りはbより小であるから， 1， 2， 3， 4，…， b-1のいずれかである。余り Oではない。余

りOの場合は有限小数となるのでU，IIIにはいらない。高々6回割算をつづければ余りが1，2， 

，b-1のいずれかであることから必ず同じ余りが出るのである。従ってすの週期は高々 b-
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1 
1個の数字を有することになる ーの週期は6個であり，同様に。7

.1~=0. 058823529411 7647 
17 

1 10151446951672313118121 

は16の週期をもっ。しかし

' ー

」ー=0.04878
41 

2203632332 

1 "--1 
は週期5である。つまりーやーは最高限度の週期をもつがーはそうでない。7 17 '~'1)<. I""'-"'-l.X...~="". "-"t.I - N， 41 

b 
週期についてもっとくわしいことがIIの場合にはし、える。分数ーは既約とし，分母が 10と

G 

互に素であるとする。従って分母が2および5を因数としてもたないものとする。このときα÷
bのすべての余りは心ずbと互に素になる。何故かといえば，ある段階で γが余ったとすれば，

次の段階の余りは

10r=qb+r1 

より，

γ1=10γ-qb 

(10， b)=1， (r， b)=lより (10r，b)=lだから(九 b)=1となる。

このようにすの次々の余りが皆bと互に素でbより小であるから，fの週期はbより小さく
bと互に素な数の個数を超えない。

bより小さく ，bと互いに素な数の個数を ψ(b)で表す。これをオイラーの関数といっている。

例えば

9'(2) = 1 

9'(3)=2 

9'(4)=2 

9'(5)=4 

9'(6)=2 

ψ(7)=6 

9'(8)=4 

(1) 

(1， 2) 

(1， 3) 

(1， 2， 3， 4) 

(1， 5) 

(1， 2， 3， 4， 5， 6) 

(1， 3， 5， 7) 

である。 ρを素数とすると， ρより小なる数はすべてρと互に素であるから

9'(ρ)=ρ-1 

となる。上に述べたことをいいなおすと次の様になる。

10と互いに素な数bを分母とする分数すの週期は高々 ψ(b)個の数字から成っている。

この 9'(b)というオイラーの関数は初等整数論で常用される記号で，有名なフェルマーの定理

とも関係する伊すなはち mを正の整数とするとき，法mの剰余類はm個あるが，法mの剰余

類でmと互に素なる数からできている類を既約剰余類といい，その数は 9'(m)すなわちmと互

に素なる正の整数のうち mより小なるものの総数となる。 9'(m)の既約類から一つづっ代表を

取出して，a1， a2，…， an;η= 9'(m)とするとき，これらを既約剰余系の一組という。今 α1，α2，
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" an n= q;(m)，を一組の mod.mの既約剰余系とする。 (a，m)=lならば各々にαをかけた

積

aal， aa2， ・・・ aαn (1) 

は不合同である。なぜ、ならば aai三 aaj(mod. m)とすると α(αt一向)=0(mod. m)，しかる

に(α，m)=lだからぬ-aj三o(mod. m)となって既約剰余系であることに矛盾するからであ
る。

(1)の数たちは互に合同でなくかっmと互に素なることも明らかであるから， (1)もまた一組の

既約剰余系である。すなわち(1)の数たちは全体においては一つずつ al，α2，…，anと合同にな

るから，a三ゲ (mod.m)， b三 b'(mod. m)=争ab三 α'b'(mod. m)という合同式の性質を用いる

と

anala2・・・αn=ala2・・'an (mod. m) 

(ala2…an， m)=lだから

αn三 1 (mod. m)， n= q;(m) 

となる。これをオイラーの定理という。特に法が素数ρなるときは q;(ρ)=ρ-1となって，次の

フエノレマーの定理をえる。

フエルマーの定理 ρが素数でGがρで割り切れないならば

aP-1三 1 (mod.ρ)。

さてこの節の目標は次の定理である。

定理(循環小数の週期の長さ) (b， 1か 1，(α，か1のとき分数すの小数表示の週期の長

さ(循環節の中の数字の数)Aは

10.1=1 (mod. b) 

なるような最小の Aである。

証明 このようなAのことを，Aはbに関する 1叩0の指数であるとしい、寸う。 (10，bめ)=1だカか誌らオ

イラ一の定理により 10肝ψ例附{伶(b)=

に関係なく bのみによつて確定することをこの定理は述ベている。パ(1叩0，b)=lの場合だから，先

に述べた分類の11にあたる。このときすは純循環小数になること，すなわち週期が小数点の直

後からはじまることを述べよう。それには最初に現われる同ーの余りがα自身であることをい

えばよいが，そのために二個の相等しい余り rm，rnの直前の余り rm-l，rn-lは相等しいことを

いってもよい。

10rm-lニ qm-1b十rm，

10rn-lニqn-1b+rn，

の辺々引き算をして rm=rnを用いれば

10(γ間一1-rn-l) = b(qm-l-qn-l) 
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(10， b)=lだから bは向ー1一九一1を整除する。 Irm-l-rn-d < bであるから向ーl-rn-l=O，従っ
てrm-l=九一1となる。このようにして一つずつ前に戻ってくれば，たしかにαまで逆行するこ

とがわかる。即ちbが10と互いに素ならば最初に現われる同ーの余りはGと等しいのである。

故に週期は小数点の直後からはじまる。この週期の長さをAとすれば乏の小数展開を行う時，割
b 

り算をA回繰返せば余り αが現われる。割り算を繰り返す際にその度毎にOを1個付加して行

くのであるからA回の割り算ではOをA個付加している。つまり上のことはα・10'をbで割れ

ばαが余ることを示しでいるのである。従って 0・10'-aはbで割切れるはずである。ところが

α・10'-a=α(10'-1)

で aとbは互いに素であるから 10'-1がbで割り切れることになる。余り αが最初に出現す

るとともに週期は完結するのであるから α・10'をbで割った時Gが余る様な最小の数がAであ

る。故にAは10'-1がbで割切れるような最小の数である。(証明終〉

-主

(1) 高等学校用教科書，新編数学1，1988年版，数研出版， p.38。

(2) この面白い例は'89全道合研数学教育分科会に提出された滝川高等学校成田収の報告による。

(3) 実数の公理系とアルキメデスの原理，自然数の整列性については次の論文に述べた。「数学的帰納法につい

て」山口格，教授学の探究第5号， 1987年。

「数学教育の観点から見たアルキメデスの公理」山口格・須田勝彦，北海道大学教育学部紀要49号， 1987 

年。

(4) (区間縮小法〉有界閉区間の列(In)neNが単調減少すなわち，

1) すべての nENに対しんコIn+lをみたすとき，すべてのんに共通に含まれる実数が存在する:

CLM4 
缶、井」'

E
A
U
 

り

=
マ

)

と

n叫

ん

ん
，

(

 

仇

m叩

r
l
L

山

U
n

--
目
Y
・4

-r
」特、Bノ。，“

ならば，共通部分は一点αより成る:

!;Lん={a}
またこのとき liman = lim bn = aである。。

(5) フエノレマーの定理 xn+yn=zn(η>2)の整数解を求めるフエノレマーの大定理とは異なる，フエノレマーの小

定理である。
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