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自然数の除法と整列性について

山

l はじめに

口 格
(室蘭工業大学〉

小学校の算数教育で乗法や除法を扱う際にいろいろな立場が考えられる。数学教育で量概念

を重視する立場からすると，乗法を clあたり量)x(土台量)=(全体量〉として導入定義し

て，そのあとで直積や倍の乗法を補足するという考え方が一般的である。除法についても， 1あ

たり量を求める演算として， (全体量)"-7-(土台量)=clあたり量)(これを等分除といってい

る〉で導入定義して，そのあとく全体量)"-7-(Iあたり量)=(土台量〉といういわゆる包含除

に入る考え方がよく行なわれている。

以前は自然数の乗法を定義するのに加法の簡略化として考える方法が教科書で見られた。こ

れは4x3を， 4+4+4と定義するのであって， r累加」とよばれている。この立場から見ると除
法は引き算の簡略化つまり「累減」として定義されることになる。この立場には様々な欠点が

指摘されている。それは，①累加では，乗数に相当するのが，物ではなく「加える」回数とい

う抽象的なものであるという点である。 4を1回加えると 8だから 4x1=8とか， 4xOが加法

なのに減少することなど，②更に悪いのは，累加では， x小数， x分数の説明がまったくつかな

いこと，などが挙げられている戸

自然数の乗・除法と小数，分数の乗除法を量の立場から一貫して説明する方法は，上の様な

欠点を持っていなし、。 clあたり量)x(土台量)=(全体の量〉による乗法の定義は，自然数，

小数，分数の乗法を通じて一貫して用いることができる。自然数，整数，有理数はいづれも実

数の集合の中に埋めこまれているのであるから，性質としても共通の側面は多い。しかし自然

数，有理数はお互に異なる数の世界だという側面も少なからずある。自然数と小数分数の乗除

を出来るだけ統一的にとらえて数えることは，自然数と有理数の演算の相異点に注意、を向ける

努力と矛盾はしない。

本稿は割り算に焦点をあてて，自然数と有理数の演算の相異点の考察を行うこととした。

2.自然数の割り算と有理数の割り算の相異について

自然数の割り算と有理数の割り数の相異点の一つは，後者は同値類の算法であり，前者はそ

うでないことである。次に有理数の割り算で、はいつで、も乗法の逆としての演算の結果が一意的

に定まるのに対し，自然数の割り算は整除が可能な場合にのみ乗法の逆算となり，それ以外の

場合は「余りのある割り算Jになることである。

この「余りのある割り算」があるかないかが，整数と有理数の割り算の大きな相異点なので

ある。ところが例えば10を4で割れは

10"-7-4=2 あまり 2

となるが，小数第1位まで割り進めば

10"-7-4=2.5 
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となって，これは余りがなし、。このように小数まで考えると余りのある演算が，余りのない演

算になることがある。しかし

10-;-3=3 あまり 1

を小数第1位で考えると

10-;-3=3.3 あまり 0.1

となって余りは消えなし、。このままこの例を割り進んでも同様に余りはなくならない。しかし

有理数(分数〉だと

10 
10-;-3=τ 

となって商はいつでもある。このようにしてみると，自然数，小数の世界と有理数(分数〉の

世界のちがし、は大きい。いったいこのような相異点は何にもとづくのであろうか。

3.自然数の整列性

あまりのある除法についての考察を進めるためには，整列性とよばれる重要な性質が必要に

なってくる。自然数全体の集合をNで表わす。自然数の整列性は次の定理で表現される。

定理1.Nの任意の空でない有限または無限部分集合Aは，その要素の中にただ一つの最小

の数を持つ。

ここで，lがAの最小数であるとは， lEAであり，任意の αEAに対して J孟aであること

を意味する。自然数について定理lに述べたことは，自明のことのように見えるかしれないが，

実数の集合Rの中では成り立たないことである。例えばRの部分集合AとしてCa，b)={xE 
R; a<x<b}のような開区聞を考えれば， Aには最小数がない。 JI国序集合であっても次のよう

な例は最小元がないことがわかる。 2つの元a，bより成る集合{α，b}の部分集合の全体をA

としよう。

A={φ， {α}， {b}， {a， b}} 

であり， Aの2つの元x，yの聞にxCyという関係を考えることができる。

一般に集合Mにおける関係Rがあるとき，

(i) xRx 

C ii) xRy， yRx=今x=y
Ciii) xRy， yRz =今xRz

が成り立てば， RはM における順序関係であるといい， JI慎序関係の与えられた集合 CM;R) 

のことを順序集合という。 Nにおける関係三三を考えた CN;ζ〉も，上の CA;c)もJI慎序集合

である。しかしCA;c)では， [""任意のあ yEAについて，xCyまたはyCxのどちらかが成

り立つ」とはいえない。実際{α}C{b}も{b}c{a}のどちらも成り立たない。

順序集合 CM;R)において， C i)， (iD， Ciii)のほかに，次のCiv)が成り立つならば，

CM; R)は全順序集合であるという。

Civ) 任意のあ yEMについて，xRyまたはyRxのどちらかが成り立つ。

CN;ζ〉は全順序集合であるが， CA; c)はそうではない。

さて整列集合の概念は次のように定義される。
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定義 CM; R)が全順序集合で， M の任意の空でない部分集合Aに対して， minAがいつも

存在するならば， CM; R)は整列集合であるという?

上の定理1は， Nが整列集合であることを述べている。定理1は「数学的帰納法の原理」と

同値な命題であって，言わば自然数の公理のー部分とも言うべき，基本的性質である伊

4.割り算定理

自然数の整列性(定理1)を用いて余りのある割り算に関する次の定理を導くことができる。

定理2.C割り算定理〉任意の自然数a，bがl<b<αのとき，
α=bq+r O~玉 r<b

となる自然数 q，rがただ一組存在する。

証明今l<bであるから，a<めである。従って αより大きい mbCmEN)の形の自然数

の全体の集合A={mb¥mb>a，mEN}は空集合でないから，定理1より Aは最小数を含み，

その最小数は Cq十I)b，q+1ENの形で表わされる。(仮定b<αにより， minAを与える m

はlではない。よって minAを与える m はq十1，qENの形に書ける。)Cq+I)bはαより大

きい mbの形の自然数の中で最小のものであるから

qb<α<Cq+I)b 

が成り立つ。このとき r=α-qbとおけば，

O;;;;;r=α-qbくb

で，a=qb+rである。

次に一意性を言う。 α=bql+η=bq2十乃 O手九乃<b ならば， Cql一色)b=ηーη で

-b<r2-rl<b となるから，r2-rl=0，したがって ql一φ=00 C証明終〉

この割り算定理と実際の割り算の操作とをくらべてみよう。例えば3mを考えてみよう。
割り算では「たてるj，Iかけるj，Iひく j，Iおろす」の四つの手続きをくりかえすのであるが，

子どもにとってむずかしいのはいちばんはじめの「たてる」操作である。

3)6のようなときは， 3になにをかけたら6になるかを考えるのであるが， 3)7ではうま

く答がでない。 3の段の「下り九九」を用いる方法で

9 8 7 6 3 2 
3了7 3了7 3ア7 3)7  ・・…・3斤 3)7 
27 24 21 18 9 6 

1 

3X9=27からはじめて3X8，3x7，…と試して， 27で7と比べて多いからひけない， 3X8=24 

もひけない，…だんだんおりて来て， 3x3=9もひけない，もう一つ減して， 3x2とすると 6に

なって，そこではじめてひけるようになる。上から下がってきて，一つ手前まではひけなかっ

たのが，はじめてひけるそのときが本当の答えである。これを下からやっていくと，まだギリ

ギリのところにいかないのに，やめてしまう誤りが見られる。この方法は上の定理2の証明に

おける，集合Aの最小数を Cq+I)bとして，次の qbが

qb<αくくq十I)b
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となるところと似ている。すなわち3の段の「下り九九」で9から 3まではひけなく，はじめ

てひける 2が本当の答えだというところは自然数の整列性が働いているのである。つまり 3)7

ではα=7，b=3として， 3の倍数で7より大きいものの集合をAとすると Aには最小数があ

る。それが3X3=9で，q+1=3となって q=2，r=lであるから

7=3X2十1

となる。次に

25 
3汗5
6 
16 
15 
1 

の計算では3mを今と同じように行って
76=3x25+1 

を得る。このように割り算の計算は割り算定理を各桁毎にくり返し適用したものであるといえ

る。そこでは整商と剰余を得るために自然数の整列性が関与している。

5.小数の割り算

今の3mを更に割り進むと小数が出てくる。
25.3 
3m一
6 
16 
15 
10 
9 
1 

よって76-;'-3=25.3 余り 0.1 この計算でも事情は同じである。すなわち桁毎に割り算定理が

適用されて計算が進行する。この場合は商はもはや整数の範囲を越えている。余りもまたそう

である。

これはどうしたことであろうか。割り算定理は整数に特有なことではなかったのであろうか。

この事情を解明する鍵は二つある。その一つは，上の割り算の各桁は整数の演算として割り算

定理を適用したこと。もう一つは割り算定理を次の様に一般化することによって，小数の世界

まで適用範囲が広がるということである。

定理 3.(g進法)g>lとするo nENは次の形に一意的に表わされる。

n=no+nI/J十n2IJ2+・・・+nR/fk

nk>O， O~五 ni<g， i=O， 1， 2，…， k 

(このような表し方を nのg進表示という。〉

証明 η に関する帰納法を用いるo n=lのとき，均=1，ni二 O(i=l，2，…， k)で明らか。

まずgk孟n<gk+lとなる kが存在することを示そう。n<gi+lとなるような正の整数tの集合を

M とすれば， M宇φである。(たとえば，n<gn+lであるから ηεM)。よって定理1によって，
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M は最小の正の整数 h を含む。そのとき gk~五 n<gk+l である。さて定理 2 により

η=nk/!k十r O<rくgk

と書くことができる。このとき 0<仇<gはすぐわかる。 r<nであるから帰納法の仮定により

ァ =11，0十 n~+…+仇ー19ト o 三玉 n'<g と書くことができる。これを n の式に代入すればよい。

(一意性は略)0(証明終〉

定理3は定理2の一般化であることは言うまでもない。ところで有限小数というものは例え

1 ，"'..'，，，_，， 1 
ば25.3は253Xー， 2.53は253Xーすと整数×一ーで表わされる(位0)0g進表示の割り算10' ~.vv '~~vV" 10" ~-=""''' 10

k 

定理からg=10として，小数(有限小数〉の割り算と自然数の割り算が本質的に同じであるこ

とは見易L、。

}王

(1) 銀林浩.r数の科学・水道方式の基礎」むぎ書房.1975年.p.100. 

(2) minAは最小元，最小数と同様に定義する.

(3) 定理lと数学的帰納法の関係は次を見よ.山口 格.r数学的帰納法についてー--1投学教育の立場からの考
察一一」北海道大学教育学部「教授学の探究」第5号. 1987年.
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