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トレミーの定理について

村 守 隆 男
(北大理学部数学科〕

l はじめに

第二(あるいは，後期〕アレクサンドリア学派の一人であるトレミーCClaudiusPtolemaios， 

クラウディウス・プトレマイオス， A. D. 85-165)は，エジプト生まれのギリシャ人であり，数

学者，天文学者，物理学者，地理学者，和声研究者として知られています。特に，著書「アル

マゲストJC数学大系〉の中で，天動説を提唱し，これが中世ヨーロッパの宇宙観を支配しまし
た。彼はまた，三角法の諸公式を発見しました。 Ccf.Heath [5]) トレミーの定理として知ら

れている次の平面幾何学の定理は，特に有名です;

定E里(トレミー)

凸四角形ABCDが円に内接していれば，AB ・CD+AD.BC=AC. BD. 

なお，この定理は，逆も成立します。

四角形ABCDについて，AB ・CD十AD.BC=AC.BDをトレミーの公式と呼ぶことにし
ます。

トレミーは，三角法の加法定理を導くための補題として，この公式を利用しました。トレミー

の定理の証明の方法はし、ろいろあり，初等幾何学や三角法を指導する上からも参考になるので

はないかと思し、筆をとりました。

ここでの術語の使い方として，平行四辺形の場合を除いて，通常の四辺形を四角形で統一す

ることにします。従って，等辺四角形は菱形，等角四角形は長方形，等辺，等角四角形は，正

方形とします。

2， 3節では，初等幾何学とトレミーの定理の証明の方法について解説します。 4節では，ト

レミーの定理の各証明の概略を示し，同時にトレミーの定理を，ある種の恒等式，複比，三角

法の加法定理という三つの観点から説明します。 5節では，トレミーの定理の特別な場合と，定

理の拡張について考えてみます。次の結果が得られる。

定理l

凸n(>3)角形A1A2A3…An-1Anが円に内接するためには，頂点Al，A2， A3，…， An-l' 
Anの中からとった4頂点で作られる凸四角形が，いずれもトレミーの公式を満足することが

必要かつ十分である。

定理2

四面体ABCDについて次の不等式が成り立つ

-101-



AB ・CD+AD.BC>AC. BD. 

6節では， トレミーの定理と定理2の数値計算のプログラムを掲載します。

謝辞 このテーマは，北大教育学部教育方法論講座の須田勝彦教授の示唆に負う所が大きく，

先生からは秋山武太郎著「平面幾何学」を利用させていただきました。感謝する次第です。ま

た，同講座の大学院生高橋哲男氏とは e-mailを利用して定義や証明を検討することができま

した。合わせて感謝する次第です。

2 初等幾何学の証明の方法

ここで初等幾何学とは，ユークリッド平面，あるいは 3次元ユークリッド空間における図

形の研究ということにします。数学の発達によって，証明の方法もより簡単で‘，美しいCelegant

な〉証明が探求されています。以下の分類は，筆者による暫定的なものです。

1.綜合幾何による方法

直線，三角形，円等の図形そのものの性質を主に利用して証明するタレス以来の方法。

2.変換幾何学の方法

この方法は，ギリシャ数学の比例論に遡ることができるくらいに古くからある方法です。1872

年にF.Kleinが変換群に従属する幾何学による幾何学の統ーを提唱して以来，その重要性が再

認識されています。比例，合同，相似，反転，一次分数変換，射影などを利用した証明が，こ

れに含まれます。

3.三角法

三角法は，歴史的にはヒッパルコス CHipparchus，B. C.160-100)に始まります。この方面

の研究は，天文学的要求により，まず球面三角法から始まりました。 トレミーの定理も，ヒッ

パルコスがはじめに発見したといわれています。 CHeath[5])正弦定理，余弦定理，積和公式

などさまざまな定理，公式が証明のために利用されます。

4.座標による方法

17世紀，フランスのデカルトによって，座標の概念が発見されました。これによって，図形

の性質を代数的に計算で解くことが始まりました。複素座標を利用する方法もこの延長上にあ

るといえます。座標の概念は， 19世紀後半に始まった図形の概念の拡張概念とも考えられる多

様体の研究にも重要な役割を演じています。

5.微積分学による方法

17世紀の後半に，ニュートンとライプニッツによって徴積分学が発見されました。微積分学

によって，直線図形の研究だけでなく，滑らかな図形の性質をもより詳しく調べることが出来

るようになりました。さらに，動きのある図形の性質や，曲線の長さ，図形の面積，体積など

の計算が以前に比べて，格段と容易になりました。

6.線形代数による方法

19世紀後半に始まる線形代数の手法によって，行列，行列式，ベクトル，テンソルなどの概

念を使って多量の数，図形を統一的に扱えるようになりました。

3 卜レミーの定理の証明の方法

トレミーの定理の証明は，次のような綜合的方法，変換，三角法，座標を使う方法がありま
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す。筆者は，第一余弦定理，ベクトルによる方法も試みましたが成功していません。

1.綜合幾何による方法

少し知識が必要であるが，シムソンの定理を援用して証明する。

2.変換幾何による方法

(a) 三角形の相似を使う 2方法

補助線を使って，二組の相似三角形を作り，相似比から結論を導く。簡潔で，非常に美

しい証明。

(b) (射影変換の)複比を使う方法

円周上の 4点の作る複比が変わらないとL、う事実と，複比についてのオイラーの定理を

使う方法。射影幾何学からトレミーの定理が理解できる。非常に美しい証明。

(c) 反転(inversion)を使う方法

円周上の点を反転の中心にとり，他の 3点を直線上の点に変換する方法。 トレミーは反

転を知っていたらしし、。非常に美しい証明。

3.三角法による方法

(a) 正弦定理を使う方法

積和公式を利用する。

(b)第二余弦定理を使う 2方法

角度と長さの両方から証明できる。

4.複素数の偏角を使う方法

匡等式を利用する。

5.座標と，線形代数の行列式を使う方法

四次の行列式を利用する。

4 卜レミーの定理の各証明の概略

Fig. 1 

3節で掲げた証明方法に従い，トレミーの定理の証明の略解をします。この節の証明には，岩

田[1，2]が参考になる。

-103-



以下，この節では，半径rの円に内接する四角形をABCD，各弦の長さを，それぞれ，AB= 

a， BC=b， CD=c， AD=d，また，AC=e， BD=jとおく。 (Fig.1) 

1.綜合幾何による証明

定理(シムソンの定理，証明については [1].p246) 

一点から三角形の各辺に下した垂線の足は，その点が外接円周上にあるとき，また，その

ときに限って共線である。

Fig.2 

補題

任意の点Pから三角形ムABCの辺BC，CA. ABまたは，その延長上に下した垂線の足を

それぞれ.AJ， Blo CJ • また ， PA1=x， PBJ=y， PCJ=zとする。三角形ABCの外接の半径

をγとする。この時，次の公式が成り立つ。

証明

正弦定理より明らか。 q.e. d. of補題

トレミーの定理の証明 (Fig.2)

BC 
B，C， ー τ「一・x

ょ~r

C1A1=手'y
AB AIBI= .~.一・ z.
L.r 

点Dから三角形ABCの各辺またはその延長上に下ろした垂線の足は，シムソンの定理に

よって共線であって
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A!B!+B!C!=A!C!・

A!B!， B! C!， A! C!に上の補題を適用して

。CD十bAD=eBD，
。c+bd=ef.

2.三角形の相似による証明 1(必要十分条件)

Fig.3 

必要条件

対角線BD上に一点EをLBAE=ζ CADとなるようにとれば，LlABEとLlACDは，対応

するこつの角が等しいから相似である。 (Fig.3)今，BE=f!， DE二五と置けば

a e 
f! c' 

α・c=e・f!

また，LBAC=ζEADとなるから，LlABCとLlAEDは，対応するこ角が等しいから相似で

ある。従って

以上，二式の和をとると

注意

b_h 
e d 

bod=e・/z.

a 0 c十bod二 E・臼+fz)=e・1

点Eを，BD上にあると仮定しないで，LこBAE=ζ CADと，LlABEC/JLlACDを満たす点と

しても同様の仕方で証明することができる。

十分条件

三角形LlABEとLlACDが相似となるように点Eをとり ，BE=/， と置けばα・c=eo/，.
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すると，L1AED∞L1ABC (二・ 二辺比挟角相等〉となるから DE=hと置けばb.d=e ・/z.

ところが，仮定によりα・c+b'd=e'/であるから，f，十五=/.よって，点EはBD上にな

くてはならない。ところで、L1ABE∞L1ACDであったから，結局

ζABC=ζACD. 

ゆえに，四角形ABCDは円に内接する。

3，三角形の相似による証明2

BCの延長上に点Eを ζEAB=ζ CADとなるようにとって，前2.の証明と同様の仕方に

より容易に証明できる。

4，複比による証明

円周上の4点のつくる複比は一定であること，さらに，オイラーの定理により

(AD， BC)=l一(AB，DC). 

これより

AB. AC 噌 AD.AC 
-一一一一一BD . CD ... DB' CB' 

ゆえに

，
 

B
一C
C
一A
-一-
D
一B
A
一D

旬
E
i

D
一C
C
一A
-一-
B
一D
A
一E

すなわち

AB' CD+AD. BD=BD・AC.

注意

円周上の四点の作る複比の不変性が， トレミーの定理の射影幾何学的意味である。

5，反転による証明

点Dを反転の中心とする反転(反転の半径をRとする〉により，考えている円は直線に移る。

この直線を fとする。また，点A，B，Cの反点を，それぞれ，A'，B'， C'εlとすれば，反転

の公式により

A'B'=AB---E二一一
DA.DB 

B'C'=BC・一一 R二一一
DB ・DC

C'A'=CA・ Rこ-
DC.DA 

(この公式は，反転の定義と三角形の相似を使って容易に示すことができる)

三式の和をとると

O=A'B'+B'C'+C 

h R" "，(AB ・DC+BC・DA+CA・DB)，
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これより

AB.DC+DC+AD.BC=AC.BD 

6.正弦定理による証明

弦α，b， c， dに対する円周角を，それぞれ， α，β，γ，oとする。 (Fig.4)仮定より

α=2r sin α， b=2r sin s， c=2r sin '1， d=2r sinδ 

e=2r sinC'1+8) 

f =2r sinCs+ '1). 

従って，問題は

Fig.4 

「α+β+γ+δ=2 L三Rの下で

C *) sin αsin '1+sinβszn δ=sin('1+δ) sinCβ+δ) 

が成り立つ」

ことを証明するということになる。ところで，三角法の積和公式を使って C*)の左辺，右
辺を各々計算すると，共に

す{ωω-'1)+似日)}
となることが容易にわかる。

7.第二余弦定理(角)による証明

第二余弦定理により

一方，次の公式が成り立つ

補題 (cf.[1]， p 252) 

e2=a2+ b2-2ab cos B 

j2=a2+d2-2ad cos A 
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円に内接する四角形ABCDについて

cosA 

cosB 

a2+d2ーが-c2

2(αb+bc) 

a2+ b2-c2-d2 
2(αb+cd) 

前二式と，補題により

r 0 ， '0 n ，a2 + d2ーが-C2 ) r 0 ， '0  n ， a2 + b2 -C2 - d2 ) (ef)2ニ{α2十d2-2ad C Hd+b2-2ab i lU I U ，"UU  2(ad+bc) J lU I V ，"uv 2(ab十cd) J 

(ad + bc) (ab + cd) (ac十bd)2
(ad+ bc) (ab+ cd) 

ゆえに

eof=α・c+b・d.

8.第二余弦定理(長さ)による証明

第二余弦定理を使うと直ちに次の公式が成り立つ

補題 (cf.[1]， p 252) 

(*) 

(* *) 

e一/(αc+ bd) (ad + bc) 
-V ab+cd 

(ac+ bd) (ab+ cd) 
f=‘/ αd+bc 

(* )の証明((* *)は同様にできる)
三角形L1ABCとL1ACD~こ第二余弦定理を適用すると

e2= a2+ b2-2ab cos B 

二 c2十d2-2cdcos D. 

4こB+LD=180"であるから cosB+cos D=O. 

ゆえに

すなわち

〈よ+土)_(ac+bω 日 c)
ab I cd;- abcd 

e2ー (αc+bd) (ad + bc) 
ab+cd 

q. e. d. of (*) 

(*)， (* *)の辺ベンを掛け合わせると，直ちにトレミーの定理が得られる。

9.複素座標による証明

複素平面上で点A， B， C， Dの複素座標をそれぞれ a，b， c， dとすれば，恒等式

(*) (α-b)(c-d)+(α-d)(b-c)=(α-c)(b-d) 

が成り立つから
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(α-b) Cc-d) ， Cα-d) Cb-c)一
体制 一一一一・一一一一一十一一一一一・一一一一一(α-c) -Cb-d) I Cα-c) -Cb-d)一

A， B， C，Dは同一円周上にあるから ζ bac=L bdc，ζ cad= Lcbd. ゆえに

仰と3+仰予言=0
α-d ， b-c 
G埼玉=τ+GTgE±77=0

a-b， c-d a-d， b-c 
すなわち， と一一一ー と一一ーは共投複素数であるから C**)の左辺の各項は-c'-b-d' a-c '-b-d 
正数である。ゆえに

|手2-F3|+昨手・全を1=1，

I a-b I I c-d I + I a-d I I b-c I = I a-c I I b-d I ， 

すなわち

AB ・CD+AD.BC=AC' BD. 

注意

オイラーの定理とトレミーの定理は，同ーの恒等式 C*)を複比から見るか，距離から見る
かという見方の違いと考えてよい。 Ccf.この節の 4.)

10.行列式による証明

補題(証明は [2]，p253) 

同一円周上の4点をPI(XI，YI)， i=l， 2， 3， 4とし，PiPj=~j と表わすならば，次の公式が成

り立つ

o dll d132 d142 

d122 o d232 d242 

d132 d232 o d342 

d1l d2l 白色42 o 

補題の行列式を展開して整頓すると

Cd12d34 + d13dz4 + d14dz3) Cd1Zd34 + d13dz4 -d14dz3) Cd1Zd34 -d13dz4 + d14d23) 

Cd1Zd34 -d13dz4 -d14dz3) = 0 
となる。従って 4点ρiCXi，y;)が同一円周上にあるときには，その位置関係により

d12ch4 + d13rh4 = d14dz3 
d12d34 + d14rh3 = d13rh4 
d13dz4 + d14d23 = d1Zd34 

のいずれかが成り立つ。
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5 トレミーの定理の系と拡張

この節では， トレミーの定理の特別な場合と，定理のいくつかの拡張について説明する。

1. 卜レミーの定理の系

(a) ピタゴラスの定E里

トレミーの定理は，特別の場合として， ピタゴラス CPythagoras，B. C. 580-500)の

定理を含む。即ち，四角形ABCDが，特に，長方形の時，AB2+BC2=AC2. 

(b) オイラーの定理

オイラーの定理「一直線上に四点A， B， C， Dがこの順に並んでいるならば，AB. 

CD+AD. BC=AC. BDJは，直線を半径無限大の円と見ると， トレミーの定理の特

別な場合と考えることができる。

(c) 正弦の加法定理

正弦の加法定理は，トレミーの定理の平面三角法による意味づけを与えるものであり，

トレミー自身が導いた。s4の証明6の C*)において特にγ+δ=ζRC直角〉と置けば

よL、。(あるいは，BCが特に円の直径の場合に正弦定理を利用して導かれる〉彼は，こ
10 • 10 • 30 

の公式を利用して正弦sin+，sin+， sin~， sin 10， ...， sin 90。に相当する五桁まで4' ~... 2' ~... 4 ' 

正確な三角関数表(弦の表と呼ばれる〉を作成した。

2. トレミーの定理の拡張

トレミーの定理の拡張はし、ろいろ考えられる。ここでは，一般の四角形へ拡張したブレツシュ

ナイダーの定理， トレミーの不等式，筆者による凸多角形への拡張定理，四面体へのトレミー

の不等式の拡張定理について説明する。円に内接する凸六角形についてのフールマン (Fuhr-

mann)の拡張定理と，円周上の 4頂点A， B， C， Dを4つの有向内接円に置き換えるケージー

(Casey)の拡張定理についは説明を省く。 Ccf.[1，3]) 

(a) プレッツシュナイダーの定理

定理 (C.A. Bretschneider， 1842) 

四角形ABCDについて次の公式が成り立つ

(ef)2=(αc)2+(bd)2-2abcd cos(A+C). 

証明 ([1]，p219) 

1. 相似を用いた証明
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D 

α 

B 

E 

Fig.5 

LCDE=ζADB， LDCE=ζAとなるように点Eをとれば，L1CDEcノコL1ADB.(Fig.5)よっ

て

CE c 
a d' 

即ち

(ホ〉 CE=ラ
次に LBDE=ζADCかっDE:f=c: dであるから，L1BDE∞L1ACD. よって

BE_L 
e d' 

即ち

(* *) E=ff 
ところでL1BCEにおいて

4こBCE=ζA+ζC(または 3600- LA-LこC)

であるから

BP=b2+CP-2b CE cos(A+C). 

この式に(*)， C* *)を代入して両辺に d2をかけると

e2f2二 b2d2十α2c2-2b・acdcos(A+C). 

ii.反転による証明 (cf.94の証明5.)

Dを中心としてこの図形を反転 (Rは反転の半径〉すれば
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02 

A'B'=αdf 

02 

B'C'=b二土ア
CT 

02 

C'A'=e三土7・
ca 

ここで.:::1A'B'C'に第二余弦定理を適用すると

C'A'2=A'B'2+B'C'2_2A'B'. B'C'cosB'， 

ゆえに

e2 R4 a2 R4 ~ abR4 
子d2=ヲ子r一勺df2COSD 

ところが，反転によって

4乙B'ニ ζA+LこC (または 3600- LこA-LこC)

~2 -12.・2
となるから，上式によ主」をかけると

e2f2=α2C2+b2d2-b2d2-2abcd cos (A十C).

系(トレミーの不等式)

四角形ABCDについて，不等式

AB. CD+AD ・BCミAC・BD

が成り立つ，等号はζA+LC=2LこRのときに限る。

(b) トレミーの不等式2 (cf. [6] chapter XIII) 

平面のニ点x=(Xl， X2)， y= (Yl， Y2)の距離を

d(x， y) : =JCX1-Yl)2十(X2-Y2)2 

とすると 4点O(原点)， X， y， Zについて

d (0， X)・d(y，z)+d(O， z)・d(x，y)孟d(O， y)・d(x， z)， 

等号は 4点が共同のときに限る。

証明

点。，x， y， zは複素平面上の複素座標をも表すものとする。 (Fig.6) S 4の証明9. と同様

にして，恒等式

(0-x)(y-z) + CO-z) (x-y) = (0-y)(x-z) 

が成り立つ。この式の両辺の絶対値をとれば
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O 

x 
U 

Fig.6 

I O-x I I y-z I + I O-z I I x-y Iミ IO-y I I x-z 1， 

すなわち

d(O， x) • d(y， z)+d(O， z)・d(x，y)孟(0，y)・d(x，z). 

後半の共円性は， トレミーの定理による。

注意

トレミーの不等式2は， ブレツシュナイダーの定理の系(この節の 2. の (a)の系〉と同値

であるが，このような形で使われることが多い。

(c) 球面の上の四角形への拡張

空間の中にある球面の上の四角形(各辺は大円周の半分よりも小さい大円の弧〕につい

て

定理 (cf.[2]， p 296) 

球面四角形ABCDが円に内接するための条件は

fヘ 1~ 1-;-;:;. 1~ 1~ヘ 1 .;:¥ 
sin+AB ・sin+CD+sin一一AD・sm一'oBC=sin+AC・sin+BD2 .~~ ~... 2 

〆~\〆~\

ただし，たとえば，sinABは弧ABの中心角の正弦を表すものとする。

証明

「球面上の四角形ABCDが円に内接するための条件は，これらの 4点が同一平面上にあるこ

とである」から，平面幾何学のトレミーの定理が成り立つ。よって

ところ力:

AB ・CD+AD.BC=AC ・BD.

I/'一¥ 1，--司、
AB=2rsinすAB，…，BD=2rs加すBD

であるから，これらを代入すれば証明すべき式が得られる。

(d) 円に内接する凸多角形への拡張

多角形 (n角形に同じ〉の定義については，ここでは次のように定める。

定義
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互いに相異なる n(nミ3)個の有限個の点Al'A2'… An-b Anを順に，長さを持つ線分Al

A2' A2Aa，… An-1An， AnAlで結んで得られる図形であって，次の 2条件を満足するものを n

角形，一般に多角形と呼ぶ;

(1) 相続くどの三点も同一直線上にない。

(2) 線分AIA2'A2Aa，… An-1An， AnAlは，各線分の端点以外では交点をもたない。

Al' A2'… Anを，この多角形の頂点と呼ぶ。線分AIA2'A2Aa，… An-1An， AnAlを，

この多角形の辺と呼ぶ。 n=3，4， 5，…に応じて，それぞれ3角形， 4角形， 5角形，…と

呼ぶ。

注意

上の定義で無限個の点を許すならば， ヒルベルト曲線などのフラクタルも多角形の範曙に

入ってしまい，これは，領域となるので，一次元図形の定義に合致しない。

定義

n多角形であって，その中の任意の 2点を結ぶ線分がすべて，その多角形に含まれるとき，こ

の多角形を凸 n(>3)角形と呼ぶ。

定理l

凸n(> 3)角形AIA2Aa…An-1Anが円に内接するためには，頂点Al'A2' Aa… An-l' An 

の中からとった4頂点で作られる凸四角形が，いずれも卜レミーの公式を満足することが必要

かつ十分である。

証明

必要条件

トレミーの定理より明らか。

十分条件

証明の方針は，補題1，2，3を使って凸 n多角形に含まれるいずれの凸四角形も同ーの円

に内接していることを示しこれを利用して凸 n多角形がこの円に内接していることを，補題

4で示す。

補題l

同一直線上にない，たがいに相ことなる3点を通る円はただ一つ存在する。

証明

直観的に，円の方程式が，中心の x座標，y座標と，半径という 3つの未知数によって定まる

ことから明らかである。 3点の作る 3角形の外心を中心とし，外心と一つの頂点を結ぶ線分を

半径とする円が求めるものである。 q.e. d. of補題1

補題2

凸 n(>3)角形AIA2Aa… An-1Anの中の4つの頂点Ai，Ah Ak， Aiがこの順に並んでい

るならば，これから作られる四角形AiAjAkAiは凸 n四角形である。

証明

背理法による。条件を満たす四角形で，凸でないものがあるとすれば，元の凸 n角形で考え

ると n多角形の頂点と頂点を結んだ線分の中で，この n多角形に含まれないものが必ず存在

する。これは，仮定に反する。 q.e. d. of補題2

以下，凸 n角形をPで表し， Pの凸四角形全体の集合を qで表すことにする。

補題3
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凸 n多角形Pの中からとった四頂点によって作られる凸四角形が，いずれも卜レミーの公式

を満たしているならば，それらの凸四角形はすべて周ーの円に内接する。

証明

数学的帰納法による。 n=4のときには， トレミーの定理そのものであるo

n=k> 4のとき凸k角形AIA2… Akについて命題は成立しているとする。

n=k+ 1のとき，凸 Ck+1)角形AIA2'" AkAk+lの中から頂点 Ak刊を含む任意の凸四角

形をつくり，それを今，Ai，Ai2Ai，Ak+1とする。この四角形の内接円は，補題1より，三頂点A

il， Ai2' A砲を通る円としてただひとつ決まる。しかも，n=kの場合の仮定から，この内接円は，

ふららのとり方によらない。 q.e. d. of補題3

補題4

凸n角形Pの中のいずれの凸四角形も同ーの円Oに内接するならば， Pは円Oに内接する。

証明

背理法による。 Pが円 Oに内接しないならば， Pの頂点の中で円 Oの周上にないものが少な

くとも一つ存在する。そのうちの一つを AIとする。この頂点を含む四角形A;ーIAIAi+lAi刊を

つくるならば，Ai-IAIA川 AI+2Eqではあるが，円 Oには内接しない。これは，仮定に反する。

q.e.d of補題4

補題4から直ちに，十分条件が成立する。 q.e. d. of定理

例

補題3を， Fig.7の凸14角形 (η=14の場合〉について，具体的に説明する。

AI 

A4 

A6 

Fig. 7 
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今，A3ASA!oA14εqの頂点A3'As，AIOおよびA!4をそれぞれ，A，B， C， Dとおく。凸四角
形ABCDの内接円を，円 Oとして固定する。この四角形に対して位置関係のことなる次の3

つの場合を調べてみよう。すなわち，

1) 四角形ABCDと共通部分を持たない場合の例としてA6A7AsAg・

2) 四角形ABCDと共通部分を持つ場合の例として，A4AIOA!2A!3' A2A6ASA!・
四角形ABCDと共通な頂点をもっ四角形の場合は 1)，2)の特別な場合になる。
1) の場合

四角形ABCDについて，A7をB'とおいて，四角形AB'CDを作るならばAB'CDEq，かっ，
AB'CDの内接円は，補題 lより円 Oである。次に，AB'CDについて，A6をA'とおいて，四
角形A'B'CDを作るならば，補題1，2により A'B'CDEqかつ，A'B'C'D'の内接円は，円 Oで

ある。以下，同様にして順次AをCに，AgをD'とおいて四角形を作るならば，結局，

A'B'C'D'Eqかつ，A'B'C'Dの内接円は，円 Oである。

2)-1の場合 CA4AIOA!2A!3Eq) 
四角形ABCDについて，A4をA'とおいて四角形A'BCDを作るならば，A'BCDEqで

あって，この四角形の内接円は，円 Oである。以下，1)と同様の仕方で順次AIIをB'，A!2を
C'， A!3をD'におきかえることによって得られる四角形は，補題1，2より，A'B'C'DEqかっ，
この四角形の内接円は，円 Oである。

2)一2の場合 CA!A2A6AsE q) 
四角形ABCDについて，A!をA'とおいて，四角形A'BCDを作るならば，補題1，2より
A'BCDEq，かつ，この四角形の内接円は，円 Oである。以下，1)と同様の仕方で順次，A2を
B'， A6をC'，AsをD'におきかえた四角形について，A'B'C'DEqかつ，この四角形の内接円
は，円 Oである。

以上， Fig.7の凸14角形の中の， トレミーの公式を満たす3種類の凸四角形は，同ーの円 O

に内接することがわかった。このことは 2つの四角形の中のいずれかの共通頂点を反点に選

ぶことによって，反転によって示すこともできる。

(e) トレミーの不等式の空間への拡張

この節の2.(a)の系で、述べた， トレミーの不等式を，空間の四面体の場合に拡張してみよ

う。

補題 ([1]，p377 cf. S5の2.の(a)の系)

平面の三角形L::.ABCに対し，Pをこの平面の上の任意の一点とすれば
a. PA+b ・PB主主c・PC， 

ただし，三角形ABCの各辺の長さを，AB=c， BC=α， AC=bとする。等号は，Pが
.dABCの外接円周上にあるときに限る。
証明

図 CFig.8)のような位置に点PがあるとすればL1PBK∞L1ABCとなるように点Kをとる

と
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A 

B 

K 

Fig.8 

c: b=PB : PK. 

次にL1BAPc/.) L1BCKより

c: PAニa:CK.

ゆえに

bPB . aPA 
PK: CK: PC=一一一.一一一 :Pc. 

ところがL1PKCにおいて

ゆえに，上式をこの式に代入して

c c 

PK+PC主主CK，

bPB ， ，...'"'~ aPA 
VL  ~十PCミヱピ土

c c 

b • PB+c. PCミa.PA， 

C 

これより求める不等式が得られる。等号は，K， P， Cが一直線上にあるとき，よって Pが

L1ABCの外接円周上にあるときに起きる。それは， トレミーの定理である。 q.e. d. of補題

同一平面上にない 4点の作る四面体について次の定理が成り立つ

定理2 ([4J) 

図面体ABCDの各辺の聞に次の関係式が成り立つ

AB. CD+AD. BC>AC ・BD.

証明
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Apostol [4]は，空間における回転と， トレミーの不等式 (s5の2.の(a)の系〉を使って証

明している。ここでは，正射影と上の補題を用いた別証を与える。

四面体ABCDの中から適当に面をとり，例えばL1ABCとする。 L1ABCを含む平面をπとす

る。四面体ABCDをπに正射影する。頂点Dの射影をDホとする。 (Fig.9)辺DA，DB， DC 

とπのなす角度のうちで最小の角度をもっ辺をDAとしよう。 (DBまたはDCのときも同様に

できる〉π上で，点D*を相似の中心として，三角形ABCを相似拡大して得られる三角形をA*

B本C事とする。相似比をσとし，これを，D事AホニDAを満たすように決める。相似比の決め方

から直ちに

B事
Fig.9 

D*B*豆DB

D ホ C*~玉 DC.

A* 

C本

三角形L1AホBホC*と点Dホについて上の補題を適用すると，DB， DC(三五DA)の如何にかか

わらず

b. D*Bホ+c・D*C*>α・D*A*，

すなわち

σb・DB+σc・DC>σα・DA，

:. AC ・BD+AB・CD>AD・BC.

例

(1) 一辺の長さが1の正四面体の場合には，D* A*=D* B*=D*C*=l.σ=1子

(2) 一辺の長さが1の立方体ABCD-EFGHから作られる四面体ABCHの場合には，

HA=HC= /2，HB= 13.πと最小の角度をもっ辺はHBであるから
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σ=芸
ゆえに

H*A*=H*C*=長<12=出 =HC.H*A*=j3 =HA 

6 トレミーの定理と定理2を追試するプログラムの例

1. トレミーの定理

トレミーの定理の数値解析による追試はし、ろいろの方法が考えられるが， ここでは原点を中

心とする半径rの円上に点A(r，0)を固定し，それぞれ 3つの中心角を指定することによっ

て，点B，C， Dの位置を決め，その後， トレミーの公式の右辺と左辺の数値を出力して，検証

する方法をとることにする。

Ptolemy. pasのアルゴリズムは次のように設定する。

(a) 半径rを入力する。

(b) 頂点Aを常に座標 (r，0)とする。

(c) 3つの中心角ζAOB，LAOC，ζAODを入力する。

(d) AB， BC， CD， AD， AC， BDを第二余弦定理により計算する。

(e) AB ・CD+AD・BC，AC ・BDを出力して計算結果が一致するかcheckする。

2.定理2(卜レミーの不等式)

定理2を追試するプログラムは， r四面体は球面に内接する」とL、う性質を利用する。頂点A
は北極に固定しておく。半径rと頂点B，C， Dの経度，緯度を順に入力してトレミーの不等式

の左辺，右辺を出力して検証する。

Ptolemy 2. pasのアルゴリズムは次のように設定する。

(a) 半径rを入力する。

(b) 頂点Aを常に座標 (0，0， r) とする。

(c) 3頂点 B，C， Dの経度，緯度を入力する。

(d) AB， BC， CD， AD， AC， BDを関数の手続きにより計算する。

(e) AB. CD+AD. BC， AC' BDを出力して不等号が成り立っかcheckする。

これらの基本プログラムの入出力の方法を工夫して，出力データをシミュレートすることは

容易にできる。

パスカルのプログラムの作成には， [7 ]を参考にした。

PROOWI Pωl明 (input，ou句ut);{Pω1明 .pas}

{ 1-←--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一--一-司一--一--一--一司-一--一--一--一--一-1-

Ptolω叫leJIY' 
l 由山e印n

A!舵C一α…+仙m 配|
+--------------司--------------- ー ーーーーーーー+
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USES 
Crt; 
∞INST 
rad=pi/180; 
VAR 
thetal，theta2，theta3:rぬ1;{central angle} 
a，b，c，d，e，f:real; {length} 
r:real; {radius} 

国訂IN
ClrScr; 
writeln( ，一-Ptolemy"s theorem ----'); 
曹riteln;
曹rite('radius = ? '); 
r随dln(r); 
曹riteln;
writeln(' central angles: 0くthetal< theta2 < theta3 < 360・); 
writeln; 
write(' thetal， theta2， theta3 = ? '); 
readln(thetal，theta2，theta3); 
writeln; 
a:=SQrt(r叶+r本r-2*r:志持∞s(the匂l*rad)); 
b:=sQrt(r*r+r*r-2*r*r*∞s((theta2-thetal)*rad)); 
c:=sQrt(r*r+r*r-2*r*円∞s((theta3-theta2)本rad)); 
d:=sQrt(r叶+r*r-2町*戸∞s((360-theta3~*rad));
e:=sQrt(r*r+f*r-2*r*r本∞s(由eta2*rad)) ; 
f:=sQrt(r*r+r*r-2*r*r本∞s((theta3-thetal)*rad));
ClrScr; 
wri teln( ， ----Ptolemy" s theore.周一一');
writeln; 
writeln(' radius =¥r:6:3) ; 
writeln(' central angle thetal =¥thetal:6:3) ; 
曹riteln('central angel theta2 = '，theta2:6:3); 
writeln(' central angle theta3 = '，theta3:6:3); 
曹riteln;
writeln(' AB = '，a:6:3); 
writeln(' BC = '，b:6:3); 
曹riteln(' CD = '，c:6:3); 
曹riteln(' AD = '，d:6:3); 
writeln; 
writeln(' AB. CD = '，a句 :6:3); 
writeln(' OC • AD = '，b*d:6:3); 
writeln; 
曹riteln('AB . CD + OC • AD = '，a*c+b吋:6:3); 
writeln; 
writeln(' AC = '，e:6:3); 
writeln(' BD = '，f:6:3); 
曹riteln;
writeln(' AC. BD = '，e*f:6:3); 
writeln; 
曹rite('The end. Hit r巴turnkey. '); 
readln 
凹D.

P版刷MPtolemy2(input，output);{Ptol日町2.pas}

{←一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 一ー→

I Pωle町"sineQl且lity:If ABCD is a tetrahedron， 
I then 

| 舵・ BD< AB・印+仰・配
+ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー司ー明--ーーーーーー+



USES 
Crt; 
印iNST
rad=pi/180; 
laa=O; {coordinate A } 
100=90; 
VAR 
lab.lac.lad. {latitude.longit吋e}
lob.loc.lod:real; 
r:real; {radius} 

FUNCTIOiN xc(la.lo:r回 1):r図 1;{ x∞ordinate } 
BEGIiN 
xc:=r*(∞s(la傘rad))判∞s(l併rad))
副D;

FU舵TIOiNyc(la.lo:real):real; { y coordinate } 
BEGliN 
yc:=刊(∞s(la*rad))本(sin(l併rad))
凹D;

同NCTIONzc(la:r凶1):real; { z ∞ordinate } 
BEGIiN 
zc:=r傘(sin(la*rad)) 
日D;

mにTIONlength(lal.lol.la2.102:r回 1):real; 
VAR 
a.b.c:reali 
BEGIN 
a:=悶r(xc(lal.1ol)-xc(la2.102));
h:=sqr(yc(lal.101)-yc(la2.102)); 
c:=珂r(zc(lal)-zc(la2));
length:=戸sqrt(a+b+c)
END; 

BEGIN 
ClrScr; 
writ巴ln(' ---Ptolemy"s in珂uality.定理2一一');
曹rite1n;
write(' radius = ? '); 
r伺dln(r);
writeln; 
write1n( .経度(longitude)、緯度(latitude) • ) ; 
writeln; 
wri teln('ー180< 10 < 180. -90 < la < 90'); 
writeln; 
writeln(' A 北極'); 
writelni 
write('頂点 Bの経度，緯度 ? '); 
readln(lob.lab); 
writelni 
wri te('頂点 Cの経度、簿度 = ?っ;
readln(loc.lac); 
writeln; 
write('頂点 Dの経度、綿度?'); 
readln( lod .lad) ; 
ClrScr; 
writeln(' ー--Ptolemy"s inE珂凶lityー ') ; 

writeln; 
曹riteln('radius = • .r:6:3); 
writeln; 
writeln(' A = ( • .xc(laa.loo):6:3.... .yc(laa.loo):6:3.... .zc(laa): 

6:3，' )'); 
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¥Jriteln; 
II'riteln(' B = ( '，xc(lab，lob):6:3，'，' ，yc(lab，lob):6:3，'，' ，zc(lab): 

6:3，' )'); 
writeln; 
曹riteln('C = ( '，xc(lac，loc):6:3，'，' ，yc(lac，loc):6:3，¥， ，zc(lac): 

6:3，' )'); 
writeln; 
wri teln(' D = (¥xc(lad，lod):6:3，'，' ，yc(lad，lod):6:3，¥， ，zc(lad): 

6:3，' )'); 

， ，length(laa，loa，lab，lob):7:3); 

， ，length(lab，lob，lac，loc):7:3); 
'，length(lac，loc，lad，lod):7:3); 
'，length(laa，loa，lad，lod) :7:3); 
， ，leng由(laa，loa，lac，loc):7:3);
， ，length(lab，lob，lad，lod):7:3); 

AB 

配
印

mω
応
部

曹riteln;
曹riteln('

wri teln(' 
writeln(' 
¥Jriteln(' 
¥Jriteln(' 
wri teln( ， 
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AC.BD=¥length(laa，loa，lac，loc)窓
length(lab，lob，lad，lod):6:3); 

曹riteln;
¥Jrite(' The end. Hit return key. '); 
readln 
END. 

¥Jriteln; 
II'ri teln(' 
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