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l はじめに

1.1 本稿の目的

ユークリッド平面において、正格相似変換は併進と回転拡大から生成され、変格相似変換は

併進鏡映と拡大鏡映から生成されるUこれらのうち、回転拡大は、拡大率が1または-1の場合

の回転と、回転角が2nπ(nεZ)2)の場合の中心拡大を含む。また、併進鏡映は、併進のパラメー

タが零ベクトルの場合の鏡映を含む。以上の 7種類3)を基本的な相似変換であると考えて、相似

変換群に部分群を見いだし、その構造を明らかにすることが本稿の目的であるCその際、初等

幾何的方法によらず、表現行列を用いる方法をとった。行列の計算には、 Mαthemαtic.αを活用

した。

2章では、 7つの相似変換の表現行列を求める。 3章では、相似変換群の部分群について見

てゆく。 4章では、相似変換の構造を探ることから得られた、初等幾何教育を考える上で有効

と思われる視点について述べておく。

1.2 基礎的事項

本稿で前提とする数学的知識は、おおよそ以下の事項であるE

1.2.1 平面における写像と変換について

平面から平面への写像fを考える。すなわち、平面上の各点Pに対して平面上の点 P'を対応

させる規則がfである。 fを具体的に記述するのに便利なように、平面に直交軸 OXYを設定し

ておく。 P(x，y)， p' (x'， y')とすると、 x とyが与えられれば、それに応じてダとy'が定まると

いうのが、写像fが与えられているということである。換言すれば、 fを与えるということは、

xとyという 2変数の関数

x'=F(x， y)， y'= C(x， y) 

を与えるということに他ならない。

1) H. S. M.コクセター『幾何学入門』明治図書、 1965年、 76頁を参照。なお、変換の結果、三角形

の向きを変えないことを「正格Jといい、向きを変えることを「変格jという。
2)本稿では、記号Zは、整数の集合を表すものとする。

3) 7種類の他に、回転と中心拡大の特殊ケースである半回転(180
0

回転または拡大率 1の中心拡

大)を加えることも考えられる。半回転と併進の集合は、合成変換に関して群をなすからである。

しかし、 4.3で簡単に触れるにとどめた。

4)前掲 H.S.M.コクセター『幾何学入門jでは、練習問題で、 2つの回転拡大の合成変換や、回転

拡大と拡大鏡映の合成変換はどうなるかなどを考えさせており、本稿は、同書に負うところが大

きい。しかし、同書では、部分群ごとの整理がなされていないため、相似変換群の様々な性質が

系統的に述べられているとは言い難い。また、 2つの中心拡大の合成変換が再びある中心拡大と

なるときのその中心の位置を明らかにしていないなど、初等幾何の教育内容としてみるとき、不

十分な点もある。そのため、本稿では、変換の表現行列を用いるという一貫した方法で、部分群

ごとの整理を試みた。そして、その過程で、先ほどの「中心の位置J(3.4. 1)や併進と回転がと
もに 2つの鏡映の合成変換で表される(3.3.1)ことなど、同書には明示的には述べられていなかっ

たいくつかの性質を「発見」した。

5)岩堀長慶 r2次行列の世界J岩波書底、 1983年を参照した。
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ここで、ダ=F(x，y)， y'= G (x， y)とがいずれも x，yの1次式になっている、すなわち、α，b， 

c， a'， b'， c'，がx，yによらない実定数で、

rF=F(川)=似+b山

y'= G(x， y) =a'x+b'y+c' 

の形になっているとき、写像fをアファイン写像という。そして、特に、

。b'-ba'宇O

のとき、写像fをアファイン変換という。相似変換は、アファイン変換の一部である。

1.2.2 変換の表現行列について

変換fを与える 2つの等式

ihF(XJ)=GX+b山

y'= G(x， y) = a'x+b'y十c'

をまとめて、行列聞のただ1つの等式に直すことができる。いま、

X'{:)斗)ィ;;)
とおくと、行列の積の定義により、変換fは、

X'=AX 

あるいは
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と書かれる。これを、変換fの行列表示という。また、変換fを与えるためには、行列Aがあ

れば十分である。すなわち、変換fは、行列Aによって表現される。したがって、行列

ぺ;;)
を変換fの表現行列という。

1.2.3 合成変換について

いま、変換f
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に対して、合成変換gofを考える。 gofは、平面上の点 P(x，y)を、変換fにより点 P'(x'，y') 

に移した後、さらに、変換gにより点P"(x"，y")に移す変換である。このとき、合成変換gofは、
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、
と表される。したがって、合成変換gofの表現行列は、

(;;;)(;;;)=(午
bρ+b'q c.ρ+c'q+r¥ 

bρ'+ b'q' cp'十c'q'+〆|

o 1 / 

となる。

なお、合成変換の順序に関して若干の注意をしておく。本稿では、上の通り、合成変換gofは

g(f (x))を表すものとする。また、乗積表は、次のように読むものとする。

日
山

f

一N一付
後日一一一gog 

1.2.4 群について

集合Gが存在して、 Gの任意の元α，bに対する演算。が定義されていて、以下の条件を満た

すとき、集合Gは演算。に関して群をなすという3)

6)本稿では、。は、変換の合成を表す。また、群をなすことの証明において、結合法則の成立、単位

元の存在、逆元の存在を自明のこととしている。したがって、合成変換に関して閉じていること

のみを示している。
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1. VaεG， VbεG[aobεG] 

2.結合法則 VaεG，VbεG， VcεG[ao (boc) = (αob) oc] 

3.単位元の存在 ヨeεG，VaεG[aoe=eoα=α] 

4.逆元の存在 VaEG，ヨゲ1εG[aoa-1=a-1oa=e]

2 相似変換の表現行列

2次元座標平面上の任意の点を P(x，y)とし、考察している相似変換による点 P(x，y)の像

を点 P'(x'，y')とする。

2.1併進

(u， v) P'(x'， y') 

(u， v) 

P(x， y) 

併進とは、あるベクトノレ(j=(u，v)による平行移動のことである。この併進を、

T(u，v) 

と書く o このとき、点Pの像である点P'は、

PP={j 

を満たすように定められる。したがって、

(x'， y') -(x， y) = (u， v) 

すなわち、

が得られる。したがって、題意の併進の表現行列は、
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となる。
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2.2回転

P'(x'， y') 

P(x， y) 

(α， b) 

回転とは、ある点(α，b)を中心とする角。回転移動のことである。点(α，b)を回転の中心、 θ

を回転角という。この回転を、

。(a，b)(() : 1) 
と書く。この回転は、「ベクトル(-a，-b)による併進」、「原点を中心とする角 θ回転」、「ベク

トル(α，b)による併進Jという 3つの変換をこの順序で行ったものと考えられる。したがって
(r原点を中心とする角。回転」に関する知識を既知とすれば)、

すなわち、

(h(x-G)吋ー(y-b)s附 G

y'= (x-a)sinD+ (y-b)cosθ+b 

(山cosD-ys附 α(1-cos())十bsinD
y' = xsin D + ycos D -asinθ+ b (l-cos()) 

が得られる。したがって、題意の回転の表現行列は、

。(α，b)(() : 1) 

となる。

イosD
sinD 

O 

-sinθ 

cosD 。

12 

α(1-cosθ) + bsinθ¥ 
-asin8 + b (1-cosθ) I 

1 / 

(2) 



2.3鏡映

P' (x'， y') 

(ρ， q) 

(α， b) P(x， y) 

鏡映とは、ある直線に関する線対称移動のことである。この直線のことを鏡映軸という。点

(a， b)を通り、方向ベクトル(ρ，q)をもっ直線fに関する鏡映を、

Rf~:bl 

と書くUこのとき、直線fは、パラメータ tを用いて、

(x=の t
y=b+qt 

と表される。パラメータ tを消去すれば、

qx-py=qa-ρb 

となる。ところで、線分PP'の中点

が直線6上にあることから、
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すなわち、

q(x十x')-ρ(y+ y')ニ2(qa一ρb) (3) 

が得られる。また、直線fの方向ベクトル(ρ，q)と直線PP'の方向ベクトル(xーピ，y-y')は垂

直なので、内積

(ρ， q)・(x-x'，y-y') =0 

すなわち、

7)むろん、ベクトル(ρ，q)=I=O、すなわち、 ρ2+q2中Oとする。

今
、

u

可

i



ρ(x-x') +q(y-y') =0 (4) 

が得られる。ここで、 (3)及び(4)から、

|「x=封持x+静静y什ぺ十
戸苅が告手詐令yrJ一2勺b勺牝3口?PD)

が得られる。したがって、題意の鏡映の表現行列は、

日
同
静
。

仇一川針。

2q(aq-bP)¥  
p2+ q2 ¥ 

2P(aq -bp) I 
ρz十q2

(5) 

となる。

2.4 併進鏡映

P'(x'，y') 

(ρt， qt) 
(ρ， q) 

(ρt， qt) 

(α， b) 
P(x， y) 

併進鏡映とは、ある鏡映軸fに関する鏡映と、 4に平行なあるベクトルによる併進の合成変

換である。鏡映軸を、点(α，b)を通り、方向ベクトル(ρ，q)をもっ直線fとする。このとき、併

進鏡映の定義から、併進のパラメータのベクトルは、 (ρt，qt)とおける。この併進鏡映を、

Rf~:6l(ρt ， qt) 

と書く。併進鏡映においては、それ自身の定める併進と鏡映の合成変換の順序は可換であるか

ら、

Rf~:gl(ρt ， qt) =R~~:針。 T(ρt ， qt) = T(ρt， qt) 0 Rf~:6l 

である。したがって、題意の併進鏡映の表現行列は、行列(1)と行列(5)の積を求めた上で、
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μ=ρt， v=qt 

を代入したもの、すなわち、

R~g:Zl (ρt， qt) (午ρ2 
先王
ρ2_q2 
ρl十q'

2q(aq-的) ，μ¥ 
p2+q2 'Y. ¥ 

2ρ(aq-bρ) ， _" I 
が+q2 ' '1. 1 

(6) 

となる。

2，5 中心拡大

P'(x'， y') 

μ 

P(x， y) 

1 

(a， b) 

中心拡大とは、ある点(a，b)を中心とする μ倍拡大8)のことである。点(a，b)を拡大の中心、

μ を拡大率という。この中心拡大を、

。(a.b)(0 :μ) 
と書く。この中心拡大は、「ベクトル(-a，-b)による併進」、「原点を中心とする μ倍中心拡大J、
「ベクト/レ(α，b)による併進」という 3つの変換をこの順序で行ったものと考えられる。した

カ宝って、

(ダ二μ(x-α)+a
y'=μ(y-b) +b 

すなわち、

{〆=μ+α(1μ)
y'=μy+b(l μ) 

8)μの絶対値が1より小さい、いわゆる「縮小」の場合を含む。また、 μキOである。

z
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が得られる。したがって、題意の中心拡大の表現行列は、

/μ0α(1μ)¥ 

。(a，b)(0 :μI  0μ b(1一μ)I 
¥o 0 1 / 

(7) 

となる。

2.6 回転拡大

P'(x'， y') 

μ 
1 

P(x， y) 

μ 

(α， b) 

回転拡大とは、ある点(α，b)を中心とする角 θ回転と、同じ点(α，b)を中心とする μ倍中心拡

大の合成変換である。この回転拡大を

。(α，b)(θ:μ) 
と書く。回転拡大においては、それ自身の定める回転と中心拡大の合成変換の順序は可換であ

るから、

O(a，b)(θ:μ) = O(a，b) (0 :μ) oO(α，b) (() : 1) = O(α，b) (() : 1) 0 O(a，b) (0 :μ) 

である。したがって、題意の回転拡大の表現行列は、行列(2)と行列(7)の積、すなわち、
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(8) 

となる。
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2.7 拡大鏡映

P'(x'， y') 

(α， b) 

拡大鏡映とは、ある点(α，b)を中心とする μ倍中心拡大と、その点(a，b)を通るある鏡映軸f

に関する鏡映の合成変換である。 fを、点(a，b)を通り、方向ベクトル(ρ，q)をもっ直線とする。

この拡大鏡映を、

Ri~:bl (μ) 

と書く。拡大鏡映においては、それ自身の定める中心拡大と鏡映の合成変換の順序は可換であ

るから、

である。

となる。

R~~:bl (μ) =R~~:針。 O(a， b)(0:μ) = O(a，b) (0 :μ) 0 R~~:bl 

したがって、題意の拡大鏡映の表現行列は、行列(5)と行列(7)の積、すなわち、

/ (p2_q2μ 2tqj..{ a{が+q2_(p2_ q2)μ}-2bPqμ¥ 
ρー十q"' 一一 q 

lρ~+q~ p~+q< 

R~~:bl (μ 2p伽
lρ~+q< 

(j}_Q2μ 

グ+q2
b{が+q2十(グ_q2)μ}-2atq，μl

f十q2

3 相似変換群の部分群

3.1 併進群

併進群

| 11併進|

|併進 11 3.1.1 1 

3.1.1 (併進)0 (併進)は(併進)である

2つの併進

T (ur， V¥) ， T (U2' V2) 

(9) 



の合成変換

T (U2' V2) 0 T (UI， Vl) 

の表現行列は、

T (U2， V2) 0 T (UI， Vl) 
、II
I
-
p
t
f
f
/
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H
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I
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H
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l
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となる。したがって、

T (U2' V2) 0 T (UI， Vl) = T (Ul + U2， Vl + V2) 

である。以上で、(併進)0 (併進)が(併進)になることが示された。

併進群

| 11併進|

|併進l併進|

3.2 正格合同変換群

正格合同変換群を構成する変換は、回転と併進である。

回転|併進

3.2.1 (回転)0 (回転)は(併進)0 (回転)に帰着される

2つの回転

。(al・bll(81 : 1)， O(a..b') (82 : 1) 
の合成変換

。(a，.b，)(仇:1) oO(山 .bl)(81:1) 
の表現行列は、

- 18一



。(a，.b，)(8z : 1) 0 O(al.bd (81 : 1) (:叫 一叫 α似叫叶…(仕←hい一1トh印一吋叩CωO
Sin&COS&-GSi--)) 

0 01  

!COS81 -sIn81 al (I -COS81) + b1 sIn81¥ 
x I sIn81 cos81 -alsIn81+b1(I-cos81) I 

¥o 0 1 / 

11 0 一(al-a2)十(al-a2) cos8z-(b1-b2) sIn8z¥ 

= I 0 1 一(b1-b2) + (blーん)cos8z+(al-a2)sIn82 I 
¥o 0 1 / (II) 

!COS(81 + 82) -sin (81十ぬ al{l-cos(81十仇)} + b1 sIn ( 81十82)¥
x I sin(81十ぬ COS(81十82) -al sIn(81十82)+bl{1-cos(81十82)}1 

¥o  0 1 / 

となる。したがって、

。(a，.b，)(8z : 1) 0 O(al.bd (81 : 1) 
=T(一(al-a2) + (al -a2) cos82- (b1-b2) sIntふ
( b1 -b2) + (b1 -b2) cos 6込+(al-a2)sInt込)
。O(山 .bl)(81+ぬ:1) 

である。以上で、(回転)0 (回転)が(併進)0 (回転)に帰着されることが示された。

3，2，2 (回転)0 (併進)は(併進)0 (回転)に帰着される

回転

。(α.b)(θ:1) 
と併進

T(u， v) 

の合成変換

。(a.b)(θ:l)oT(u，v) 
の表現行列は、

凸
び



。(a.b)(B: 1) 0 T (u， v) 
-sinθ α(1 間的十bsino)(1

sinθ cosθ a sinθ+1b(]ー cosθ))¥ ~ 1 1) 。。 o 1 
-sinB a(l倒的 +bsin…一。)
=¥ Si~B cosθ -GSir10+b (1-cos1 θ)十usinB+v cosB 。。

U叫山no)(C曲。 -sinθ 
1 u sinθ+ v cos B I I sinθ cosθ -asinθ+1 b (l-cosθ) (12) 

O 1 / ¥ 0 O 

となる。したがって、

。(a.b)(B:1) 0 T(u， 1)) = T(u cosB-v sinB， u sinθ+v cosθ) oO(a.b)(B: 1) 
である。以上で、(回転)0 (併進)が(併進)0 (回転)に帰着されることが示された。

3.2.3 (併進)0 (回転)は(併進)または(回転)である

併進

T(u，1)) 

と回転

。(a.b)(θ:1) 
の合成変換

T(u， v) oO(a.b)((): 1) 

の表現行列は、

T (u， 1)) oO(α.b) (θ:1) 

(1O u)∞ 
O 1 U (十トトい

s討mωi加MnB 0 
o 0 1/ ¥ 0 
月

σ
A
U

旧日

n
o

〔

・

1

c

s

 

/
f
t
'』

E
E
2
1
¥

一一

-sinθ 

cosB 。

-sinBα(l-cosB) + b sinθ¥ 

cosB -a sinB+ b (l-cosθ) I 

o 1 / 

α(l-cosB) +b sinB+u ¥ 

-asinB+b(l-cosB)+1) I 
1 / 

(13) 

となる。

(a) ヨηε Z(θ=2nπ]のとき

。(a.b)(θ: 1) = O(a.b) (0: 1) 
であり、これは恒等変換である。したがって、
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T(u， v) OO(a.b)(θ:l)=T(u，v) 

である。

(b) 'v' nεZ[θヰ2nπ]のとき

T(u， v) OO(a.b)(θ: 1) 

A

U

A

O

 

山
市

n
o

〔

・

1

F

U

Q

U

 

/
j
t
I
t
-
-
1
1
¥
 

sinθ 

cos8 

ρ(l-cosθ) +q sin8¥ 

-ρsinθ+q(l-cos8) 1 (14) 。
となる。ただし、
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E
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1
1
、

l-cosθ)十usinθ 
ZU一cosθ)

である3)したがって、

T(u， v) oO(α.b)=O(ρ.q) (θ:1) 

である。以上で、(併進)0 (回転)が、回転角が27Cの整数倍であるか否かによって、(併進)ま

たは(回転)になることが示された。また 3.2.1とあわせて、(回転)0 (回転)が(併進)また

は(回転)になることが示され、 3.2.2とあわせて、(回転)0 (併進)が(併進)または(回転)

になることが示された。

回転|併進

3.3 合同変換群

合同変換群を構成する変換は、併進鏡映と鏡映と回転と併進である。ここでは、鏡映を併進

鏡映の一部として扱う。

9) Vn εZ[θ宇2nπ]のとき、 2(1-cosB)宇Oである。



11併進鏡映 l 回転|併進|

併進鏡映 3.3.1 

回転 3.3.4 

3.3.2 
[正格合同変換群]

併進
3.3.3 

3.3.1 (併進鏡映)0 (併進鏡映)は(併進)または(回転)である

(a) 2つの鏡映軸が平行であるとき 2つの鏡映軸の方向ベクトルが一致するとしてよい。そ

こで、 2つの併進鏡映

m~;;l，，)(ρth qt山 m~~;1， 2)(ρt2， qt2) 

の合成変換

m~~;1， 2)(ρt2 ， qt2) 0 R~~'l;l，j) (ρh， qt1) 

を調べる。なお、ここで、ベクトル(ρ，q)とベクトル(α2-ahb2-b1)は垂直であるとして差し支

えない。したがって、内積

(ρ， q)・(a2-ah b2-b1) = 0 

すなわち、

ρ(a2-a1) +q(b2-b1) =0 

である。この関係式を使うと、合成変換

R~~~;1， 2) (ρt2， qt2) 0 m~'l;l，j) (ρth qt1) 

の表現行列は、

m~~;1， 2)(ρt2， qら)0 R~~;;l，j) (ρth qt1) (封静 2(FGf川対称 2(32fρL+抗

静 ;2ρ(37)川部 1ru1)
/1 0 2(a2-a1) +ρ(t1+ら)¥

= I 0 1 2(b2-b1) +q(五十ら)I (15) 

となる。したカまって、
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Ri~;;1，2) (ρら，qt2) 0 R自治Il(ρtJ， qt1) 

=T(2(a2-a1)+ρ( t1十ん)， 2 ( b2 -b1) + q (t1 +ゐ)) 

である。

なお、ここで、系として、 12つの鏡映軸が平行であるとき、(鏡映)0 (鏡映)は併進である。

しかも、その併進のパラメータのベクトルは鏡映軸に垂直で、その距離は鏡映軸聞の距離の2

倍である。Jが容易にしたがう(なぜなら、上の例で、 t1=ら=0を考えればよい)。

(b) 2つの鏡映軸が平行ではないとき 2つの鏡映軸はともに点(a，b)を通るとしてよい。そ

こで、 2つの併進鏡映

Ri~:b)Il (ムtJ， qd1) ， Ri~~b)が (ρ2t2 ， q2t2) 

の合成変換

Ri~~b)ぺρ2t2， q2t2) 0 Ri~，lb)l) (ρdJ， qd1) 

を調べる。なお、ここで、

(;:)=(::; ;:Y)(::)=(;::口;:エ)， ω 玉子
として差し支えないP

ここで、補題として、 12つの鏡映軸が平行ではないとき、(鏡映)0 (鏡映)は回転である。し

かも、その回転の中心は 2つの鏡映軸の交点であり、回転角は、 2つの鏡映軸のなす鋭角また

は直角の2倍である。Jを示しておく。それには、上の例で、

t1=ら=0

の場合を考えればよしこのとき、

である。以下の関係式

Ri~，lbjけ (0 ，0) =Ri~:b(P) ， Ri~~b)ぺ0，0) =Ri~~bj2) 

l=ρ …-ρin2θ 
ql=ρ/ sin2θ+q12 cos28 +ρ1q1 sin 28 

ρ22+ q22=ρ12十q12

仰け1仇 cos28+すω一色2)sin 2θ 

を使って変形すると、合成変換

Ri~~b)2)O Ri~:bjl) 

10) 2つの鏡映軸のなす鋭角または直角を Oとしている。
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の表現行列は、

R~g~bj2)O R~g:bjIl 

(ヴで2((一郎)¥(Yf2((-砂)
; -2h( 一郎) l l LLυ川山山一2p刈ル2υ制ルρ似ル(い小
ρ22+ q2" ¥ /ρ1r2十q仇1ρム{+q仇1 

ρl+ql I ¥ρ1十qlρI"+ql

Icos 2θ-sin 28 

=1 sin 28 cos 2θ 

¥o  0 

となる。したカまって、

α(1-cos 2θ) + b sin 28¥ 

-a sin 28+ b (1 -cos 2θ) I 

1 I 

R~g~bj2)O mg，'bjIl= O(a，b) (28: 1) 

である。以上で、補題が示された。

したがって、問題にしていた 2つの併進鏡映の合成変換は、

R~g~bj2) (んら，q2t2) 0 mg:bjベρd1， qdl) 
=T(ρ2t2， q2t2) 0 R1g~bj九 T(ρdl， qdl) 0 mg，'bjIl 
=T(ρ2t2， q2t2) 0 R~g~bj2)o R~g:bjIl o T (ρIh，qdl) 

=T(ρ'2t2， q2t2) 0 O(a，b) (2θ: 1) 0 T (ρIt1， qltl) (¥・補題)

(16) 

= T (P2t2， q2t2) 0 T (ρItl cos 2θ qdl sin 28，ρdl sin2θ+qdl cos 28) oO(a，b)(28: 1) (γ3.2.2) 

=T(ρdl cos 28-qdl sin 2θ+ P2t2，ρdl sin 28+qdl cos 28+q2t2) oO(a，b)(2θ: 1) (・:3.1.1) 

であるが、 3.2.3により、これは、 Iつの(回転)になる。以上で、(併進鏡映)0 (併進鏡映)が、

2つの鏡映軸が平行であるか否かによって、(併進)または(回転)になることが示された。

3.3.2 (併進鏡映)0 (併進)は(併進)0 (併進鏡映)に帰着される

併進鏡映

mg:6l(ρt， qt) 

と併進

T(u，v) 

の合成変換

R~g:6l (ρt， qt) 0 T ( u， v) 

を調べる。なお、ここで、ベクトル(r，s)を考え、

(u，v)=(ムq)+(r，s)， (ρ， q)・(r，s)=0 

として差し支えない。すなわち、
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(u=ρ+r， 
ρr十qs=O

v=q+s 

である。この関係式を使うと、合成変換

mg;;;l(ρt， qt) 0 T(u， v) 

の表現行列は、

mg;;;l(ρt， qt) 0 T (u， v) 

(H手2(f)t¥グ+q2 ρ2十 '1" ¥ / 1 

静一封 2ρ317L:~t) G 
‘、1
1
h
i
l
t
-
/
'，

u

u

I

 

n
u
-
-
A
U
 

/封光2 l:!Jρ2d)+?TJ山一砂L+ペ
=1 ~主ι _ p2二立と 2upq-V (p2_ q2)一2ρ(aq-bρL..l-nfI 
¥ p2+q2 p2+q2 p2+q2 ， '1' I 

/去とq:. ー担ι 2q{(a-r)q-bp}上 ，J-..I-..L "s ¥ 

/ρ2+q2 p2+q2 p2十q2 ， l'" I U ¥ 

=t静一対 2ρ{(α一同b-s)Pl+qt+v ) 

ハ
リ
旬
i

A

U

T
i

ハ
リ
ハ

υ

/
j
i
t
-
-‘、、
一一

u¥/封託す 勾{乍日一的1+ρt¥
:ハ苅7 手話 2ρ{(α-32ib叫+什 )

 

円，，.l
 
(
 

となる。したがって、

mg;;;l(ρt， qt) 0 T (u， v) = T(u， v) mg:J;.トs)(ρt， qt) 

である。以上で、(併進鏡映)0 (併進)が(併進)0 (併進鏡映)に帰着されることが示された。

3，3，3 (併進)0 (併進鏡映)は(併進鏡映)である

併進

T(u， v) 

と併進鏡映

R~g;gl (ρt， qt) 

の合成変換
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T(u， v) omg;Zl(ρt， qt) 

を調べる。ここでも、ベクトル(r，s)を考え、

(u，v)=(ρ，q)+(r，s)， (ρ， q)・(r，s)=O

として差し支えない。すなわち、

iu=ρ+r， 
ρr+qs=O 

v=q+s 

である。この関係式を使うと、

T(u，v)omg;Zl(ρt， qt) 

の表現行列は、

T(u， v) omg;Zl(ρt， qt) 

(: ~ ~) (封静 2W)+づ;;:)(務一対叩ア~;:t) 
/ p2ニL~主L 1q (aq-bp)ム M ム u¥
/ρグ2+q2 p2+q2 ρ〆戸+q2 ' Y伊. ，叫 l

=寸|ユ主ι t二立L 一2勾ρ(切α仰q一b的，p)~ム
lρf戸+q2 ρが2+q2 ρp2+q2 ' Lf肝" I V I 

州。サ:;{b寸タ1+ρ(1+ t) 
吋α+士十-P+すs)ρl+q(l+t)

全手先?

先 T 全長

となる。したカまって、

T(u，v)omg;Zl(ρt，qt)=R::斗，b十)(ρ(1+t)，q(1+t)) 

(18) 

である。以上で(併進)0 (併進鏡映)が(併進鏡映)になることが示された。また、 3.3.2とあ

わせて、(併進鏡映)0 (併進)が(併進鏡映)になることが示された。

3.3.4 (併進鏡映)0 (回転)は(併進鏡映)である

併進鏡映

m~:dJ(ρt ， qt) 

P
0
 

9
“
 



と回転

。'(a，b)(θ: 1) 
の合成変換

mg::J/(ρt， qt) 0 O(a，b) (8 : 1) 

を調べる。ここで、内積

(ρ， q)・(αc，b-d) =0 

として差し支えないil)すなわち、

ρ(α-c) + q (b -d) = 0 

である。ところで、 3.3.1の補題において、回転が2つの鏡映の合成変換として表されることを

示した。そこで、

。(a，b)(8: 1) = R~~:針。 m~:b)')

とおく。ただし、

。=(::;;:刊の=(;:;UJ;エ)，
(0三二8<π)

である。したがって、問題にしていた併進鏡映と回転の合成変換は、

R~g::JI(ρt ， qf) oO(a，b)(8: 1) 

=T(ρt， qt) 0 R~~::J/ 0 m~:針。 R~~:b'f)

=T(ρt，qt)oT(2(c-a)十2(d -b)) 0 m~:b)') (".' 3.3.1. (a)) 

= T(2(c-a) +ρt， 2 (d -b) + qt) 0 m~:司') (・.'3.1.1) 

=mg:d)')(ρt， qf) (γ3.3.3) 

である。以上で、(併進鏡映)0 (回転)が(併進鏡映)になることが示された。

3.3.5 (回転)0 (併進鏡映)は(併進鏡映)である

回転

。(a，b)(θ:1) 

11) この式を満たすような点(c，d)を鏡映軸上にとればよい。
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と併進鏡映

R~g::J! (ρt， qt) 

の合成変換

。(a，b)(θ: 1) 0 R~g::J! (ρt， qt) 

を調べる。ここで、内積

(ρ， q)・(c-a，d-b) =0 

として差し支えないPすなわち、

ρ(c-a) +q(d-b) =0 

である。ところで、 3.3.1の補題において、回転が2つの鏡映の合成変換として表されることを

示した。そこで、

。(a，b)(θ: 1) = R~g:b)')o R~g:6l 
とおく。ただし、

(?)=(::;;:ご)(~)北UJZ)，
(0三二8<π)

である。したがって、問題にしていた回転と併進鏡映の合成変換は、

。(a，b)(8 : 1) 0 mg::Ji (ρt， qt) 
= R~g:'b)') 0 mg:針。mg::J!(ρt，qt) 

)片) =R~ぽ2Z:司釘'b)')汁)0T(ω2(a 一c) 十ρ tん，2(b一d) 十qμt) (十':3.3.1.(伊a的刈
) =T(ω2( α c) + ρ tん，2(b-d)+qtο)om協2£Jf2之み，2d-b的) ("¥:3.3.2幻

=R~吃ft'湖，

である。以上で、(回転)0 (併進鏡映)が(併進鏡映)になることが示された。

12) この式を満たすような点(c，d)を鏡映軸上にとればよい。
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11惟鏡映 l 回転 l併進

併進鏡映
回転

併進

回転 併進鏡映

[正格合同変換群]

併進 併進鏡映

3.4 ホモセティ変換群

ホモセティ変換群を構成する変換は、併進と中心拡大であるP

3.4.1 (中心拡大)0 (中心拡大)は(併進)または(中心拡大)である

2つの中心拡大

。(al，bll(0 :μ1) ， 。(a"b，)(0:μ2) 
の合成変換

。(品川(0:μ2) OO(αゆ II(0 :μ1) 

の表現行列は、

。(a"b2l(0 :μ2) 0 O(at，bll (0 :μ1) 
(μo  a2 (1-，u2)¥μl  

0 μ b凶叶山h…(仕十hい刊1ト日日刊一づ哨叩μ的ω2)
o 0 1 / ¥0 
/μ1μo 

=1 0μlμ2 

¥o 0 

o al(l μ1)¥ 
μ1 bl(l μ1) I 

01/  

alμ2-alμlμ2十a2-a2μ2¥

b1μ2-b1μl，u2+ b2-b2μ2 I 

1 / 

(19) 

となる。

13)ホモセティ変換とは、平面上の変換で、直線をそれ自身に平行な直線に移す変換をいう。
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(a)μ1tL2=1のとき

( μ μ 0 α仰ω………μ向r………2-パ一一一寸叫叩α仇仰…l叫刷仰吋μ灼州附l叫附μ附+
0 μ μ b仰M山いμ的r川日2-パA一寸叶叶b仇1
o 0 1 /¥o 0 1 

。。

となる。したがって、

。(a2.b2)(0 :μ2) 0 O(al.bl) (0 :μ1) =T(一(a1-a2) + (a1-a2)μ2，一 (b1-b2) + (b1 -b2)μ2) 
である。

(b)μltL2半lのとき

O a1μ2-a1μlμ2+a2-a2μz¥/μ1μoρ(1一μlμ2)¥

b1μ2-b1μlμ2+ b2-b2μ2 1=1 0μ1μ2 q(1-μlμ2) 1 
1 /¥o  0 1 / 

合

Ud
n

，z“
 

(
 

2
 d
r
o
o
 

μ
 

/
I
1
1
1
1
1
1
¥
 

μ1μ2 

O 

となる。ただし、

lq-
ρ-μ2(1一μ1)a1 + (1一μ2)a2 

1-μ1μ2 

μ2(1-μ1) b1 + (1-μ2) b2 
lμ1μ2 

である。したがって、

。(a2.b2)(0 :μ2) 0 O(al.bIl (0 :μ1) = O(P，q) (0 :μ1μ2) 
であるP以上で、(中心拡大)0 (中心拡大)が、拡大率の積が1であるか否かによって、(併進)
または(中心拡大)になることが示された。

3.4.2 (中心拡大)0 (併進)は(併進)0 (中心拡大)に帰着される

中心拡大

。(a.b)(0 :μ) 
と併進

T(u， v) 

の合成変換

。(a.b)(0:μ)oT(u，v) 

14)点(ρ，q)は、点(αhb1)と点(a2，b2)を両端とする線分を(1-μ2):(μ2(1 μ1))に内分する点になる。
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の表現行列は、
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(22) 

となる。したカまって、

。(α，b)(0 :μ)oT(u，v)=T(uμ， v，μ) 0 O(a，b) (0 :μ) 
である。以上で、(中心拡大)0 (併進)が(併進)0 (中心拡大)に帰着されることが示された。

3.4.3 (併進)0 (中心拡大)は(併進)または(中心拡大)である

併進

T(u，v) 

と中心拡大

。(a，b)(0 :μ) 
の合成変換

T(u，V)oO(a，b)(O:μ) 

の表現行列は、
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となる。

(a)μ=1のとき

。(a，b)(0 :μ) = O(a，b) (0 : 1) 
であり、これは恒等変換である。したがって、

q
J
 



T(u，V)oO(a，bl(O:μ)=T(u，v) 

である。

(b)μヰ1のとき

T(u，V)oO(a，bl(O:μ) 

O 1U  (oμ (1O U)μO 
o 0 1/ ¥0 0 
;;:J2)ぐ;:;:戸) A

山
刃

向
げ
抽

となる。ただし、

u
一日

u
一日

である。したがって、

T(u，V)oO(a，bl(O:μ)=O(何 l(0 :μ) 

である。以上で、(併進)0 (中心拡大)が、拡大率が1であるか否かによって、(併進)または(中

心拡大)になることが示された。また、 3.4.2とあわせて、(中心拡大)0 (併進)が(併進)また

は(中心拡大)

3.5 正格相似変換群

正格相似変換群を構成する変換は、併進と回転と中心拡大と回転拡大である。ここでは、回

転及び中心拡大を回転拡大の一部として扱う。

正格相似変換群

l併進|醐大|
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3.5.1 (回転拡大)0 (回転拡大)は(併進)o(回転拡大)に帰着される

2つの回転拡大

。(al，bd(81:μ1) ， 。(a"b，)(82 :μ2) 
の合成変換

。(a"b，)(fh :μ2) 0 O(al，b1) (81 :μ1) 
の表現行列は、

。(α"b，)(fh:μ2) 0 O(a1，bd (81 :μ1) ぐ2cos82 川ぬ(1-μ2cos82)十b2fJ.2sin82 
川 的一C∞O叫 一印M川…2バ2(1仕…1ト日印…一寸叩一一μμ山…C∞ωO凶sω
001  

/μ1 cos81 一μ1sin81 a1 (1一μ1COS81)十b1μ1sin81¥ 

xlμIsin81μ1 cos81 -a1μ1 sin81 + b1 (1-μ1 cos81) I 
¥o 0 1 / 

11 0 -(a1-a2)十(α1-a2)μ2cos82-(b1-b2)μ2 sin82¥ 

= I 0 1 -(b1 -b2) + (b1 -b2)μ2 cos82+ (a1 ぬ)μ2sin82 I 

¥o 0 1 / (25) 

/μ1μ2 cos(81 +ぬ)一μlμ2sin ( 81 + 82)α1{1一μ1μ2COS ( 81 + 82) } + b1μ1μ2 sin ( 81 + 82)¥ 
xlμ1μ2 sin(81十命) μ1μ2 cos(81十82) -a1μ1μ2 sin ( 81 + 82) + bμ μ1μ2 COS(81十ぬ)}1 
¥o  0 1 / 

となる。したカ2って、

。(a"b2)(82 :μ2) 0 O(a1，bl) (81 :μ1) 
= T (-(a1 -a2) + (a1-a2)μ2cosfh-(b1 ゐ)μ2SIn82， 
一(b1-b2) + (b1一色)μ2coseる+(a1ーの)μ2sIn82) 
。O(山 ，b1)(81 + 82:μ1μ2) 

である。以上で、(回転拡大)0 (回転拡大)が(併進)0 (回転拡大)に帰着されることが示された。

3.5.2 (回転拡大)0 (併進)は(併進)0 (回転拡大)に帰着される

回転拡大

。(a，b)(θ:μ) 
と併進

T(u， v) 

の合成変換

。(a，b)(θ:μ)oT(u，v) 
-33-



の表現行列は、

。(a，b)(θ:μ)oT(u，v) 
(μ吋づsine1 a (1-f-l cos(1) + bf-l sine1 ¥ /1 0 u 

μsmθμcose1 -aμsine1+b(1-μcosθ) 11 0 1 v 
o 0 1 /¥o 0 1 
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一一

一μsinθ

μcose1 。
α(1-μcos(1) +b，μsinθ¥ 

αμsine1+ b (1一μcos(1)I (26) 

1 / 

となる。したがって、

。(a，b)(θ:μ)oT(u，v)=T(uμcosθ-vμsinθ，uμsine1+uμcos(1) 0 O(a，b) (θ:μ) 
である。以上で、(回転拡大)0 (併進)が(併進)0 (回転拡大)に帰着されることが示された。

3.5.3 (併進)0 (回転拡大)は(併進)または(回転拡大)である

併進

T(u， v) 

と回転拡大

。(a，b)(θ:μ) 
の合成変換

T(u， v) oO(a，b)(θ:μ) 

の表現行列は、

T(u， v) oO(a，b)(θ:μ) 

O l U (仏hh什μμ刊川山s討由由m(1O u)μ∞ 
o 0 1/ ¥ 0 

一μsmθ

μcosθ 

O 

α(1-μcosθ) +b，μsine1¥ 

-aμsine1+b(1一μcos(1)I 
1 I 

。7)

となる。

(a) (ヨnε Z[θ=2nπ]かつ μ=1) または(ヨnε Z[e1=(2n+1)π]かつ μ=-1)のとき

。(a，b)(θ:μ) 
は恒等変換である。したがって、

T(u， v) oO(a，b)(θ:μ)=T(u，v) 

である。

(b) ('¥In εZ[e1宇2nπ]または μヰ1)かつ ('¥1n E Z[θヰ(2η+1)π]または μ宇一1)のとき
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T(u， v) oO(a.b)(θ:μ) 

a

u

β
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¥
 

一μsinB

μcosθ 

O 

ρ(1-μcosθ)十qμsinB¥

ρμsinθ十q(1 μcosθ)1 

1 / 

(Z8) 

となる。ただし、

l--山ρ=α+ 
1-2μcosB+μz 

.θ+v(1ーμcosθ)
q=b+ 1-2μcosB十μ2

であるPしたがって、

T(u， v) oO(a.b)(θ:μ) = O(t.q) (θ:μ) 

である。以上で、(併進)0 (回転拡大)が(併進)または(回転拡大)になることが示された。ま

た、 3.5.1とあわせて、(回転拡大)0 (回転拡大)が(併進)または(回転拡大)になることが示

され、 3.5.2とあわせて、(回転拡大)0 (併進)が(併進)または(回転拡大)になることが示さ

れた。

3.6 相似変換群

相似変換群を構成する変換は、併進、回転、鏡映、併進鏡映、中心拡大、拡大鏡映、回転拡

大である。ここでは、鏡映を併進鏡映の一部として、回転及び中心拡大を回転拡大の一部とし

て扱う。

15) (b)の条件のとき、 1-2μcos8+μ2中Oを示さなければならないが、 1-2μcosθ+μ2=0をみたす解

は、 (8，μ)=(2nπ，1)または ((2n+1)π，-1)しかない。これは、 (a)の場合であって、 (b)の場合に

はありえない。
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11拡大鏡映|併進鏡映|併進 i悶大|

拡大鏡映 3.6.1 3.6.9 
3.6.6 

併進鏡映 3.6.2 

併進
3.6.4 

[併進群]
3.6.7 

回転拡大 3.6.8 3.6.6 
」

3.6.1 (拡大鏡映)0 (拡大鏡映)は(併進)または(回転拡大)である

(a) 2つの鏡映軸が平行であるとき

(拡大鏡映)0 (拡大鏡映)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(中心拡大)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (中心拡大)

=(中心拡大)0 (併進)0 (中心拡大・:3. 3.l.Ca)) 

=(併進)0 (中心拡大)0 (中心拡大 γ3.4.2)

( (併進)
=(併進)o~ : "，"-:'，， ， ，・:3.4.1) 

l(中心拡大)

rc併進) (γ3.1.1) 
=1 ((併進)
11 : "，"-:'" ， ， γ3.4.3) 
L L (中心拡大)

=(併進)または(中心拡大)

=(併進)または(回転拡大)

(b) 2つの鏡映軸が平行ではないとき

(拡大鏡映)0 (拡大鏡映)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(中心拡大)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (中央拡大)

=(中心拡大)0 (回転)0 (中心拡大・:3.3.1. (b)) 

( (併進)
=(中心拡大)o{ :~'，='" • .γ3.5.1，3.5.3) 

l(回転拡大~ -. -. -" 

((343)  
G併進)
(中J心拡大)

{~併進) (・:3. 5. 1，3.5. 3) 
(回転拡大)

=(併進)または(中心拡大)または(回転拡大)

=(併進)または(回転拡大)

以上で、(拡大鏡映)0 (拡大鏡映)が(併進)または(回転拡大)になることが示された。

n
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J
 



3.6.2 拡大鏡映)0 (併進鏡映)は(併進)または(回転拡大)である

(a) 2つの鏡映軸が平行であるとき

(拡大鏡映)0 (併進鏡映)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (併進)0 (鏡映)

ニ(中心拡大)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (併進)

=(中心拡大)ー。(併進)0 (併進・.'3.3. 1. (a)) 

=(中心拡大)0 (併進・.'3.1. 1) 

=(併進)または(中心拡大 γ3.4. 2， 3. 4. 3) 

=(併進)または(回転拡大)

(b) 2つの鏡映軸が平行ではないとき

(拡大鏡映)0 (併進鏡映)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (併進)0 (鏡映)

=(中心拡大)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (併進)

=(中心拡大)0 (回転)0 (併進・.'3. 3. 1. (b)) 

((併進)
=(中心拡大)o~ :~'，=:・.'3. 2. 2， 3. 2. 3) 

l(回転)

[(342343)  
t併進)
(中心拡大)

{~併進) (，.' 3.5.1，3.5.3) 
(中J心拡大)

=(併進)または(中心拡大)

=(併進)または(回転拡大)

以上で、(拡大鏡映)0 (併進鏡映)が(併進)または(回転拡大)になることが示された。

3.6.3 (併進鏡映)0 (拡大鏡映)は(併進)または(回転拡大)である

(a) 2つの鏡映軸が平行であるとき

(併進鏡映)0 (拡大鏡映)= (併進)0 (鏡映)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(併進)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (中心拡大)

=(併進)0 (併進)0 (中心拡大 γ3.3. 1. (a)) 

=(併進)0 (中心拡大・.'3.1.1) 

ニ(併進)または(中心拡大・.'3.4.3) 

=(併進)または(回転拡大)

(b) 2つの鏡映軸が平行ではないとき

(併進鏡映)0 (拡大鏡映)= (併進)0 (鏡映)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(併進)0 (鏡映)0 (鏡映)0 (中心拡大)

=(併進)0 (回転)0 (中心拡大・.'3.3. 1. (b)) 

( (併進)
=(併進)0 ~ 

l(中心拡大)
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r (併進・:3.1.1) 
=H(併進)
I ~ :"，":'" ， ，・:3.4.3) 
L l (中心拡大)

=(併進)または(中心拡大)

=(併進)または(回転拡大)

以上で、(併進鏡映)0 (拡大鏡映)が(併進)または(回転拡大)になることが示された。

3.6.4 (拡大鏡映)0 (併進)は(回転拡大)0 (併進鏡映)に帰着される

(拡大鏡映)0 (併進)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (併進)

=(中心拡大)0 (併進鏡映・:3. 3. 2， 3. 3. 3) 

=(回転拡大)0 (併進鏡映)

以上で、(拡大鏡映)0 (併進)が(回転拡大)0 (併進鏡映)に帰着されることが示された。

3.6.5 (併進)0 (拡大鏡映)は(併進鏡映)0 (回転拡大)に帰着される

(併進)0 (拡大鏡映)= (併進)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(併進)0 (鏡映)0 (中心拡大)

=(併進鏡映)0 (中心拡大・:3.3.3) 

=(併進鏡映)0 (回転拡大)

以上で、(併進)0 (拡大鏡映)が(併進鏡映)0 (回転拡大)に帰着されることが示された。

3.6.6 (併進鏡映)0 (回転拡大)は(併進鏡映)または(拡大鏡映)である

(併進鏡映)0 (回転拡大)= (併進鏡映)0 (回転)0 (中心拡大)

=(併進鏡映)0 (中心拡大(，:3. 3. 4) 

=(併進)0 (鏡映)0 (中心拡大)

=(鏡映)0 (併進)0 (中心拡大)

((併進)
=(鏡映)0 ~ 
l (中心拡大)

(γ3.4.3) 

t併進鏡映(':3.3山 3)
(鏡映)0 (中心拡大)

である。そこで、鏡映

m~:dl 

と中心拡大

。(a，b)(0 :μ) 
の合成変換

R[~:dloO(α.b) (0 :μ) 

を調べる。この合成変換の表現行列は、

。。



Rff::Jfo O(a.bl (0 :μ) 

/長手先T2qurf)¥/μ

l先?告手-2kタ)ハ:
/月弓巧許 搾手 αa(1仕1一づμ)俳ポめ山)+十字詐f5v長Jμ川十刊巾勾似Q(切何 ぬ)、¥ 
=t 鉾手 弓巧μド2μ川G凶(仕1μω)ρ仰q-b削(17詐Y5「一寸イq2りト山)ト円一→カ2均ρ(同何一ψ瑚φωL) 

/戸i封μ 鉾手 パ附f向十
=t押手 i何μ附 q

o a(1-μ)¥ 
μ b(1 μ) I 

o 1 / 

仰)

となる。ただし、人 Sは、 2元連立 1次方程式

!l1p戸下仁d叫仕山川…(仕←h日1ト円印一寸寸μω山……)川附山…(ぽh川一がh刊山σの府)+十刊叫叫一2μ似別b削仰(仕1
ρ〆2+q22 

2a(1 μ)ρQ-b(l μ) (ρ2_Q2)_2ρ(cQ -c/jρ) 
グ+q~

r{p2十q2_(p2_q2)μ}-2s抑μ
p2+q2 

s{p2+q2+(ρ2_q2)μ}-2ゆqμ
ρ2+q2 

の解である。この 2元連立1次方程式が解をもっ条件は、

{ρ2+q2ー (p2_q2)μ}{ρ2+q2+ (ρ2_ q2)μ}-(-2ρqμ) (-2ρqμ)宇O

すなわち、

(ρ2十q2)2(1-μ)(1 +μ)宇O

である。ここで、ベクトル(ρ，q)宇6であるから、

ρ2+q2司とO

である。したがって、

μヰ:t1

のとき、 2元連立1次方程式は解をもつので、

Rff:J!O O(a.bl (0 :μ) =Rff.~)l(μ) 

であり、これは拡大鏡映である。一方、

μ=1 

のとき、中心拡大

n
y
 

q
J
 



。(a，b)(0 :μ) = O(a，b) (0 : 1) 
は恒等変換になるので、

R1~:dlo O(a，b) (0 :μ) =R1~:dl 

であるが、これは鏡映である。むろん、鏡映は併進鏡映の一部であるので、併進鏡映であると

もいえる。また、

μ=-1 

のとき、中心拡大

。(α，b)(0 :μ) = O(a，b) (0: -1) 
は回転

。(a，b)(π: 1) 
に等しいので、

R1~::Jio O(a，b) (0 :μ) 

は、 3.3.4により、併進鏡映である。したがって、(鏡映)0 (中心拡大)が(併進鏡映)または(拡

大鏡映)になることが示された。以上で、(併進鏡映)0 (回転拡大)が(併進鏡映)または(拡

大鏡映)になることが示された。また、 3.6.5とあわせて、(併進)0 (拡大鏡映)が(併進鏡映)

または(拡大鏡映)になることが示された。

3.6.7 (回転拡大)0 (併進鏡映)は(併進鏡映)または(拡大鏡映)である

(回転拡大)0 (併進鏡映)= (回転)0 (中心拡大)0 (併進鏡映)

=(中心拡大)0 (回転)0 (併進鏡映)

である。そこで、中心拡大

と鏡映

の合成変換

=(中心拡大)0 (併進鏡映 γ3.3.5)

=(中心拡大)0 (併進)0 (鏡映)

(併進
= :"，' '-:-'" ， ， ~o (鏡映)
(中心拡大)) 

( ': 3. 4. 2， 3. 4. 3) 

t併進鏡映 (':3.3.3)

(中心拡大)0 (鏡映)

。(α，b)(0 :μ) 

R1~::Ji 
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。(a，b)(0 :μ) oRfg::Jl 
を調べる。この合成変換の表現行列は、

。(a，b)(0 :μ) 0 Rfg::Jl 
(μod11)(封静 2qM))

;;什(静一封一2Wl)
/ (p2二q2).u 2担ι 2Q (CQ -d/J)μ+α(1-μ) (が十ポ)¥
I p2+q2 p2十Q2 p"+q ¥ 

=t先 2 _J封ド山ぬ)出1-11) (fi+q2) } 

何者伴鉾手 r{ρ2十q2ZzF)μ}-2抑¥
=t押544伴 s仙ポー(525)μ}一2仰)

となる。ただし、 r，sは、 2元連立 1次方程式
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r{p2+Q"_ (が_Q2)μ}一2SpQμ
p"+q2 

s{ρ2+q2+ (ρ2 ポ)μ}-2rpqμ
p2+q2 

の解である。この 2元連立1次方程式が解をもっ条件は、

{ρ2十q2_(p2_q2)μ}{グ+q2十(グ_q2)μ}一(-2ρqμ)(-2ρqμ)宇O

であるが、 3.6.6と同様に、

μ宇土1

のとき

。(a，b)(0 :μ) 0 Rfg::Jf = Rf~:U (μ) 
であり、これは拡大鏡映である。一方、

μ=1 

のとき、中心拡大

。(a，b)(0:μ) = O(a，b) (0: 1) 
は恒等変換になるので、
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。(a，b)(0 :μ) 0 R~g::H = R~g::Ji 

であるが、これは鏡映である。むろん、鏡映は併進鏡映の一部であるので、併進鏡映であると

もいえる。また、

μ=一1

のとき、中心拡大

。(a，b)(0 :μ) = O(a，b) (0: -1) 
は回転

。(a，b)(π: 1) 
に等しいので、

。(a，b)(0 :μ) 0 R~g::Ji 

は、 3.3.5により、併進鏡映である。したがって、(中心拡大)0 (鏡映)が(併進鏡映)または(拡

大鏡映)になることが示された。以上で、(回転拡大)0 (併進鏡映)が(併進鏡映)または(拡

大鏡映)になることが示された。また、 3.6.4とあわせて、(拡大鏡映)0 (併進)が(併進鏡映)

または(拡大鏡映)になることが示された。

3.6.8 (拡大鏡映)0 (回転拡大)は(併進鏡映)または(拡大鏡映)である

(a) 拡大率の積がlであるとき

(拡大鏡映)0 (回転拡大)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (回転)0 (中心拡大)

=(鏡映)0 (中心拡大)0 (中心拡大)0 (回転)

=(鏡映)0 (併進)o(回転 γ3.4.1.(a)) 

=(併進鏡映)0 (回転(，，'3.3.2，3.3.3) 

=(併進鏡映('，'3.3.4)

(b) 拡大率の積がlではないとき

(拡大鏡映)0 (回転拡大)= (中心拡大)0 (鏡映)0 (回転)0 (中心拡大)

=(鏡映)0 (中心拡大)0 (中心拡大)0 (回転)

=(鏡映)0 (中心拡大)0 (回転(，，'3.4.1. (b)) 

=(鏡映)0 (回転拡大(，，'3.5.1，3.5.3) 

ニ(拡大鏡映・"3.6.6) 

以上で、(拡大鏡映)0 (回転拡大)が、拡大率の積が1であるか否かによって、(併進鏡映)また

は(拡大鏡映)になることが示された。

3.6.9 (回転拡大)0 (拡大鏡映)は(併進鏡映)または(拡大鏡映)である

(a) 拡大率の積がlであるとき

(回転拡大)0 (拡大鏡映)= (回転)0 (中心拡大)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(回転)0 (併進)0 (鏡映 γ3.4.1.(a)) 
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=(回転)0 (併進鏡映・:3.3.3) 

=(併進鏡映(":3.3.5) 

(b) 拡大率の積がlではないとき

(回転拡大)0 (拡大鏡映)= (回転)0 (中心拡大)0 (中心拡大)0 (鏡映)

=(回転)0 (中心拡大)0 (鏡映 γ3.4.1. (b)) 

=(回転拡大)0 (鏡映 γ3.5.1， 3. 5. 3) 

=(拡大鏡映 γ3.6.7)

以上で、(回転拡大)0 (拡大鏡映)が、拡大率の積が1であるか否かによって、(併進鏡映)また

は(拡大鏡映)になることが示された。

11拡大鏡映 l併進鏡映|併進 l回転駄|

拡大鏡映
併進 併進鏡映

回転拡大 回転拡大拡大鏡映 拡大鏡映

併進鏡映
併進 併進鏡映

回転拡大 拡大鏡映

併進
併進鏡映

[併進群]
拡大鏡映

回転拡大
併進鏡映 併進鏡映

拡大鏡映 拡大鏡映

11拡大鏡映|惟鏡映|鏡映|回転|併進|中猷|回転拡大|

拡大鏡映
併進 併進 併進 併進鏡映 併進鏡映 併進鏡映 併進鏡映

回転拡大 回転拡大 回転拡大 拡大鏡映 拡大鏡映 拡大鏡映 拡大鏡映

併進鏡映
併進 併進 併進

併進鏡映 併進鏡映
併進鏡映 併進鏡映

回転拡大 回転 回転 拡大鏡映 拡大鏡映

鏡映
併進 併進 併進

併進鏡映 併進鏡映
併進鏡映 併進鏡映

回転拡大 回転 回転 拡大鏡映 拡大鏡映

回転
併進鏡映

併進鏡映 併進鏡映
併進 併進 併進 併進

拡大鏡映 回転 回転 回転拡大 回転拡大

併進
併進鏡映

併進鏡映 併進鏡映
併進
併進
併進 併進

拡大鏡映 回転 中心拡大 回転拡大

中心拡大
併進鏡映 併進鏡映 併進鏡映 併進 併進 併進 併進
拡大鏡映 拡大鏡映 拡大鏡映 回転拡大 中心拡大 中心拡大 回転拡大

回転拡大
併進鏡映 併進鏡映 併進鏡映 併進 併進 併進 併進
拡大鏡映 拡大鏡映 拡大鏡映 回転拡大 回転拡大 回転拡大 回転拡大
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なお、拡大鏡映から回転拡大までをこの順に並べた根拠について述べておく。まず、それ自

身の集合が群をなす併進を中心に考える。これに回転を加えると正格合同変換群をなすので、回

転を併進の横に置く。もう一方の横に中心拡大を置くのは、中心拡大と併進の集合がホモセティ

群をなすからである。次に、鏡映は併進鏡映に含まれるという関係があるので、これらを隣同

士に置く。そして、これらを回転の横に置くと、併進鏡映、鏡映、回転、併進の集合が合同変

換群をなすことがわかりやすくなる。最後に、回転拡大は中心拡大を含むので、その隣に置く。

すると、回転、併進、中心拡大、回転拡大の集合が正格相似変換群をなすことがわかりやすく

なる。残された拡大鏡映は右端でも左端でもよいのであるが、併進鏡映の横である左端に置い

てみた。そうして、鏡映と回転の聞にやや太い線を号|いてみると、全体として、下のようにな

るという利点があるからである。

4 おわりに

相似変換群の部分群について見てきた上で、気のついた点にふれておく。

4.1 合同変換は3回以下の鏡映の合成変換である

合同変換群は、併進鏡映、鏡映、回転、併進から生成される。そして、併進と回転は、 2つ

の鏡映の合成変換として表されることを、 3.3.1で示した。また、併進鏡映は、併進と鏡映の合

成変換であるから、結局、 3つの鏡映の合成変換として表される。したがって、任意の合成変

換は、多くても 3回の鏡映の合成変換として表される。この事実は、合同変換においては、併

進鏡映、鏡映、回転、併進の4種類が対等な要素なのではなく、鏡映のみがプリミティブな要

素であることを示している。「鏡による図形の移動J16)は、鏡映を基本にして併進と回転を教え、

最終的には、「どんな図形も、 3回以内の鏡映で動かしたい位置に動かせるjという、合同変換

群の重要な性質を獲得させている授業プランである。

4.2 正格相似変換とホモセティ変換群

三角形の向きを変えない相似変換である正格相似変換は、併進と回転拡大から生成される。そ

して、正格相似変換はその部分群として、併進群と正格合同変換群とホモセティ変換群を含ん

でいる。このうちで、ホモセティ変換群は、正格相似変換群の部分群であると同時に、合同変

換群から正格相似変換群へ移行する入り口となる。なぜなら、ホモセティ変換群は、合同変換

群の要素である併進と、正格相似変換群のまさに中心的役割を担う中心拡大とから生成される

からである。そして、中心拡大は、「直線をそれに平行な直線に変換する」という、併進と同じ

性質をもっている。したがって、中心拡大をホモセティ変換群の要素と位置づけて教えること

16)須田勝彦・久蔵宏幸・岡野勉「授業書『鏡による図形の移動jと授業記録」、北海道大学教育学部

教育方法学研究室『教授学の探究』第8号、 1990年を参照。
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は、既習事項である併進をさらにホモセティ変換というより広い概念でとらえ直し(平行性の

保存の再認識)、また、正格相似変換群への橋渡しを行うという、 2重の意味をもつのである。

ホモセティ変換群を扱った授業プランとしては、前田輪音による「ホモセティーJがあるP

4.3 併進と半回転の集合からなる群

相似変換群は、拡大鏡映、併進鏡映、併進、回転拡大の 4つの要素から生成される。それに

もかかわらず、回転拡大の特殊ケースである回転と中心拡大を考えたのは、それぞれが、正格

合同変換群とホモセティ変換群の要素となるからである。さらに、回転と中心拡大の特殊ケー

スである半回転を考えると、すべての半回転とすべての併進からなる集合は、合成変換に関し

て群をなす。点(a，b)を中心とする半回転を

H(a， b) 

と書く。このとき、

H(α， b)=O(帥 l(π: l)=O(α，bl(O:-l) 

であり、この半回転の表現行列は、

H(α， b) 
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となる。 2つの半回転

H (aJ， bl)， H (az， bz) 

の合成変換

H(az， bz) oH(al， b1) 

の表現行列は、
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となる。したがって、

H(αz， bz) oH(aJ， bl) = T(2(αz-al)， 2 (bz-b1)) 

である。この事実は、 2つの半回転の合成変換が、半回転の中心聞の距離の 2倍の併進になる

ことを示している。そして、この事実を使うと、(半回転)0 (併進)と、(併進)0 (半回転)がと

17)前回輪音「授業書『ホモセティー』と授業記録 幾何教育における相似変換の指導の一環として

J、北海道大学教育学部教育方法学研究室『教授学の探究』第 12号、 1994年を参照。
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もに(半回転)になることは容易に知られる。ところで、 2つの半回転の合成変換が併進にな

るという事実は、鏡映軸が平行である 2つの鏡映の合成変換が、鏡映軸聞の距離の2倍の併進

になる (3.3.1.(a))こととよく似ている。そして、授業プラン「鏡による図形の移動」では、(鏡

映)0 (鏡映)が(併進)になることを確かめる問題が盛り込まれている。そこで、その問題のア

イディアを借用して、次のような問題が考えられる。

問題 下の三角形ABCを、点HIで半回転した後、さらに、点 H2で半回転したとき、どこ

に動くか予想してみましょう。だいたいこのあたりだと思うところに、三角形A2B2C2を書いて

みましょう。予想ですから、定規は使わないで下さい(紙からはみ出すと思った人には、別の

紙とセロハンテープを渡します)。

H2 

HI 
. 

B
メ>C
. 

H2 

HI . 
Bメ>C

H2 
HI ι>C . . 

この問題の後に、定規を使って実際に作図をして、 2HIH2による併進になることを確認する

のである。また、 1点だけを 2回続けて半回転する問題も考えられる。

問題 点Aを点 HIで半回転させた点 AIを作図して下さい。また、点AIを点H2で半回転さ

せた点A2を作図して下さい。

H2 . 
HI . 

A . 
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[作図の終わった図を見て]

・線分A1H1の長さと線分 H1Aの長さは

・線分A1H2の長さと線分H2A2の長さは

・線分 H1H2と線分AA2は

・線分AA2の長さは線分 H1品の長さの

。

。

これは、半回転の合成変換を通して、中点連結定理を確認していることに等しい。

4.4 相似変換群と等積アファイン変換群

今後に残された課題として、等積アファイン変換群の位置づけの問題がある。等積アファイ

ン変換は、アファイン変換の一部であり、三角形の面積を変えない変換である。相似変換が変

換による形の不変性によって特徴づげられるのに対して、等積アファイン変換は変換による面

積の不変性によって特徴づけられるのである。そして、合同変換がこれらの共通部分に存在し

ているのである。合同変換ではないアファイン変換には、例えば、直線ABと直線 CDが平行

であるとき、三角形ACDを三角形BCDに移すような変換がある。

A B 

C D 

このとき、底辺CDは共通であり高さ(直線ABと直線CDの距離)も等しくなるため、三
角形ACDと三角形BCDは、一般に合同ではないが面積が等しい。このような等積性は一見し

て明らかであり、幾何の問題を解く際にはしばしば用いられる。等積アファイン変換群をひと

まとまりとして扱った授業プランの作成は可能かどうか、検討の余地はある。そして、等積ア

ブアイン変換群の構造を明らかにするためには、初等幾何的方法よりはむしろ、本稿のような

表現行列による方法が有効であろう。

-47 


