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中国数学教科書『微積分初歩』の検討

一一微分と積分の導入及び数値計算を中心に一一
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(北海道大学大学院教育学研究科博士後期課程)
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l はじめに

本稿では、外国教科書分析の一環として、中国の高級中学(高等学校)用数学教科書『微積

分初歩.11)を検討する。特に、微分と積分の導入及び微分の応用である数値計算に焦点を当てて、

日本の教科書との比較を試みる。

わが国における外国教科書の比較研究は多いとは言えず、管見の限りでは教科書研究セン

1)人民教育出版社数学室編『微積分初歩j人民教育出版社、 1985年。
2)教科書研究センター編『教科書からみた教育課程の国際比較jぎょうせい、 1984年。総論編、国語科編、社
会科編、算数・数学科編、理科編、英語科編の 6巻構成である。
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ター編の『教科書からみた教育課程の国際比較.F)が目立つ程度である。これの算数・数学科編

を見ると、そのはしがきには、この研究について、「アメリカ、イギリス、ソ連、西ドイツ、フ

ランスの 5か国の初等中等教育諸学校のカリキュラムや教科書その他の関係資料を収集分析

し、各国における制度的、社会的諸条件が、その国の教科書の編集方針、記述内容等にどのよ

うな影響を及ぽしているかについて比較研究を行ったもの」と書かれているO とりわけ、「第4

章 国別にみた調査結果jでは、 5か国の教科書の、特に図形領域の教育内容に焦点を当てて、

特色のある素材とその展開について整理している。

本稿で検討対象とする『微積分初歩』は、日本の教科書よりも論理的構成になっているとい

える。例えば、数列の極限については、日本の教科書では、「数列{an}において、 nが限りな

く大きくなるにつれて、 anが一定の値 αに限りなく近づくとき、数列{an}はαに収束すると

いい、 αを数列 {αn}の極限値という J3)のように説明される。「限りなく近づく」という直観に

訴える方法を採っているのである。確かに、「限りなく近づく」ということは極限の本質である。

しかし、これだけでは、高校生に対する微分・積分指導としては物足りない。その点、『微積分

初歩Jでは、「限りなく近づくJの数学的表現である ε-N法を、その言葉こそ示してはいな
いが、教えているのである。

また、『微積分初歩』には、微分・積分の応用数学としての側面を強調しようという思想が貫

かれている。その証拠に、微分・積分が現実のどのような場面で応用され役に立っているかが、

折に触れて紹介されている。さらに、練習問題についても、物理や化学など他の学問分野や、現

実に発生し得る状況から素材を選んで作成したものがたくさん採用されている。『微積分初歩』

がこのように実際問題の解決を重視しているのは、中国の学習指導要領に相当する「教学大綱j

の影響と思われる。「教学大綱」には、高等学校数学の教育目的の 1つに、「数学の知識を運用

して実際問題を分析・解決する能力を形成する」ことが挙げられている。そして、「実際の意義

を有するかあるいは学科、生産や日常生活に関係する数学の問題を提出し、分析し、解決する

ことができるJことが、「実際問題を解決する能力jの1つであるとしているC生産や日常生活

の場で生じる実際問題の解決を重視する、すなわち、数学の応用的側面を強調している点は、「受

験のためJということ以外に「何のために数学を勉強するのか」がわからなくなりつつある現
代、見習うべきところであろう。

以上の理由により、『微積分初歩Jから学ぶべきことは、決して少なくないと考えている。紙
数の関係上、『微積分初歩』のすべてを紹介して日本の教科書と逐一比較を行うことは不可能で

ある。本稿では、微分と積分の導入部分、さらに、微分の応用である数値計算を中心に紹介し

ながら、日本の教科書との比較・検討をすることにする。比較・検討の対象は、日本の教科書

の中で最も論理的に構成されていると筆者が考える、東京書籍の教科書とする。

なお、教科書の引用において強調文字になっている部分は、すべて原文のままである。また、

引用中の図や表は、教科書のものを元にしながら、その意図にできる限り忠実に引用者が作成

し直したものである。

3)藤田宏・前原昭二編『数学IIl.l東京書籍、 1996年、 23頁。

4)国家教育委員会基礎教育司編『全日制普通高級中学数学教学大綱』人民教育出版社、 1996年、 1-2頁参照。
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2比較

2.1構成

はじめに、『微積分初歩』と日本の教科書の目次を比較してみよう。日本で微分・積分を扱っ

ているのは主に「数学IIlJである。「数学IIJの一部でも扱われてはいるが、「数学IIJにおけ

る微分・積分は、「数学IIlJの内容の一部を短時間で終えられるようにしたものである。したがっ
て、[微積分初歩』との対応を考えて、東京書籍の教科書『数学IIl.lの目次を見ることにする。

人民教育出版社『微積分初歩J目次
第 1章極限

1.1 数列の極限

1.2 数列の極限の四則演算

1.3 関数の極限

1.4 関数の極限と四則演算法則

1.5 関数の連続性

1.6 2つの重要な極限

第2章導関数と微分

1 導数概念

2.1 瞬間速度

2.2 導数

2.3 導数の幾何学的意味

接線方程式と法線方程式

2.4 関数の可導性と連続性の関係

2 求導方法

2.5 いくつかのよく見る関数の導数

2.6 関数の和・差・積・商の導数

2.7 合成関数の導数

2.8 三角関数の導数

2.9 逆三角関数の導数

2.10 対数関数の導数

2.11 指数関数の導数

2.12 べき関数の導数

2.13 陰関数の導数

2.14 二階導数

3 微分

2.15 微分の概念

2.16 微分の演算

2.17 近似計算

第3章導数の応用

1 一階導数の応用

一 73

東京書籍『数学IIl.l目次

1章関数と極限

1節関数

1 分数関数とそのグラブ

2 無理関数とそのグラフ

3 逆関数と合成関数

2節極限

1 数列の極限

2 無限級数

3 分数式

4 関数値の極限

5 関数の連続性

練習問題

2章微分

1節微分法

1 導関数

2 積・商の微分法

3 合成関数の微分法

2節 いろいろな関数の導関数

1 弧度法と三角関数

2 三角関数の導関数

3 対数関数・指数関数の導関数

練習問題

発展・展望 導関数と多項式

3章微分の応用

l節接線、関数の増減

1 接線の方程式

2 平均値の定理

3 関数の増減

4 関数の極大・極小

2節 いろいろな応用

1 最大・最小



3.1 予備知識

3.2 関数の単調性

3.2 関数の極大値と極小値

3.4 関数の最大値と最小値

2 二階導数の応用

3.5 予備知識

3.6 関数の極値の判定

3. 7 曲線の凸性と変曲点

3.8 関数のグラフ

第 4章不定積分

4.1 原始関数

4.2 不定積分

4.3 基本積分公式

4.4 不定積分の演算法則

4.5 直接積分法

4.6 置換積分法

4. 7 部分積分法

第 5章定積分及びその応用

1 定積分の概念と計算

5.1 定積分の概念

5.2 微積分の基本公式

2 定積分の応用

5.3 平面図形の面積

5.4 回転体の体積

5.5 平面曲線の弧長

5.6 回転体の側面積

付表簡易積分表

2 曲線の凹凸

3 不等式、方程式への応用

4 近似式

5 速度・加速度

練習問題

4章積分とその応用

l節不定積分

1 基本公式

2 置換積分法

3 部分積分法

4 いろいろな関数の不定積分

2節定積分

1 定積分

2 定積分の置換積分法

3 定積分の部分積分法

4 定積分と区分求積法

5 定積分のいろいろな応用

3節面積・体積・長さ

1 面積

2 体積

3 曲線の長さ

発展・展望 回転体の体積の計算

練習問題

解答

索引

数表

以上からわかるように、微分と積分では微分が先であり、不定積分と定積分では不定積分が

先であるなど、全体の章節構成には大差はない。内容もほぼ同一であるが、『微積分初歩Jの方

がやや広い内容を盛り込んでいるといえる。例えば、 15.6 回転体の側面積」は、東京書籍の

『数学III.lにはない内容である。反対に、『数学III.lにある、「学習内容を深めるための補助教材」

とされている「発展・展望」のような読み物扱いの節は、『微積分初歩』にはない3)

なお、『微積分初歩』の目次には、「練習問題jという項目は一切見られないが、もちろん、練

習用の問題はいくつも設けられている。1.1，1. 2などの小節毎に「練習Jがあり、また、ほぽ

2つないし 3つの小節ごとで区切りのいいところに「練習問題」がある。さらに、各章末には

「復習参考問題」が IA組」、 IB組」に分けて配置されている。 IA組」は「主にその章の知識

5) r数学IIlJの2章の「発展・展望 導関数と多項式Jではテーラー展開を扱っているが、この内容は、『微
積分初歩』にはない。 4章の「発展・展望 回転体の体積の計算」の内容は、『微積分初歩Jでは 5.4で
扱われている。
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を復習するときに使用」するもの、 IB組」は「やや総合性・柔軟性を帯びているjものとなっ

ている。これらの「練習」や「練習問題」や章末の「復習参考問題」の類は、むろん、『数学III.I

にも存在しているが、その問題数は比較にならないほど『微積分初歩jの方が多い。『微積分初

歩』のまえがきに相当する「説明jには、「本書が準備した練習・練習問題・復習参考問題A組

の数量はやや多いので、教えるときは実際の状況に即して選んで用いると便利であるJと書か

れている。また、「練習」の問題は、「主に教室での練習用として」使用し、「練習問題」は「主

に教室内外の作業用としてJ使用するとなっている。練習用の問題の多くは、単純な計算問題
で占められている。しかも、複雑に合成を繰り返した関数の微分を求めるなど、単に難しいだ

けの問題が数多く含まれている。合成関数の微分を計算するアルゴリズムを獲得するだけなら

ば、なにも難しすぎる問題を大量に解かせる必要はないように思われる。ただし、計算問題以

外では、現実に発生しそうな状況や、物理学や化学など他の学問分野から素材を選んで、問題を

作成するなどの工夫も見られる。この点に関しては、 13.4 練習問題の素材と数学教育の目的

論jにて検討する。

以上に『微積分初歩』と東京書籍の『数学III.Iの全体構成について述べてきた。次節では、微

分の導入について見てゆく。

2.2 微分の導入

ここでは、(1)微分係数(導数)の導入、 (2)微分係数(導数)の意味、 (3)微分の導入、の 3点

に着目しながら、まず、『微積分初歩』を見てゆく。その次に、東京書籍の教科書を見る。ただ

し、『数学III.Iの 2章 1節 11 導関数」を見ると、その官頭から、

「開区間で定義された関数 f(x) について、極限値

imL(α十月-f(α)一lim1(x)-f(α) 
日 n x→α x-a 

が存在するとき、これを χ=α における f(x)の微分係数といい、 1'(α)と表すJ(58頁)。

と書かれており、いきなり微分係数の定義から入っていることがわかる。これは、すでに「数

学IIJの微分・積分分野を学習したことを前提とした記述である。したがって、微分係数を定

義するためにどのような概念モデルを用いているかを見るために、東京書籍の教科書『数学

II .16)を参照することにする。

2.2.1 人民教育出版社『微積分初歩Jにおける微分の導入

(1) 微分係数(導数)の導入 12.1 瞬間速度」では、まず、

「物体が等速直線運動をするとき、物体の変位 Sと経過した時間 tの比が、物体の運動す

る速度 Uである、すなわち

S V=y 

であることをわれわれは知っているJ(52頁)。

と、等速直線運動に関する知識の確認をしている。次に、不等速直線運動について、

「位置の変化量ムsと時間の変化量ムtの比は、この時間内の物体の平均速度C、すなわち

6) 藤田宏・前原昭二編『数学IIJ東京書籍、 1996年。

75 



であるJ(52頁)。

コd.s s( to十ムt)-s(ゐ)
u一一
ν ムt ムt

というように、平均速度の概念を確認している。続いて、自由落下運動を例として、不等速直

線運動をする物体のある時刻における「速度」を求める方法を、次のように説明している。

「われわれは、自由落下運動の方程式が

s=s(t)=ヤt2

であり、このなかの gは重力加速度で、通常 g=9.8m/s2をとるということを知っている。

いま時刻 t=3秒のときの落体の「速度」を求めよう。

ムtが非常に小さいとき、 3秒から 3十ムt秒までの時間内において、落体運動の速さ遅

さの変化もまた大きくはない。これにより、この時間内の平均速度を用いて落体の 3秒の

ときの「速度」を近似的に反映することができる。企tが小さければ小さいほど、この近似

はより正確になる。いま tを3秒からそれぞれ3.1秒・3.01秒・3.001秒・3.0001秒・…

までにした、各時間内の平均速度を計算して、得られた数を下のように表にしてみよう。

t(s) s(m) ムt(s) d.s(m) fj=AAst (m/s) 

3 4.5g 

3.1 4.805g 0.1 0.305g 3.05g 

3.01 4.53005g 0.01 0.03005g 3.005g 

3.001 4.5030005g 0.001 0.0030005g 3.0005g 

3.0001 4.500300005g 0.0001 0.000300005g 3.00005g 

... ... ... ... 

上の表からわかるとおり、平均速度企立はムtの変化に従って変化し、ムtが小さけれ
ムt

ば小さいときほど、主主は 1つの値一一3gに近づく。この値はすなわちムt→Oのときのd.t .~ ~ --/.= 

主主の極限である。われわれはこの極限を落体の t=3秒における速度(瞬間速度ともよ
ムt

ぶ)と規定し、 Uで表すJ(53-54頁)。
以上のようにして、瞬間速度を定義している。続いて、これらをふまえて、 12.2 導数」に

おいて、平均変化率と、日本でいう「微分係数」に相当する「導数Jを以下のように定義して
いる。

「関数 y=f(x)が x=Xoとその付近で定義されているとする。変数xが Xoで変化量

d.x (ムx は正でも負でもよい)をとるとき、関数 yの対応する変化量は

である。この2つの変化量の比

d.y= f(xo十ムx)-f(xo)

企~-L(Xo十ムx)-j(xo) 
ムx ムx

を関数 y=f(x)の Xoから Xo+ムxまでの聞の平均変化率という。
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t.x→Oのとき、告が極限をもつならば、関数 y=j(けいで可導であるといい、あ

わせてこの極限を j(x)の Xoにおける導数とよび、 f'(Xo)あるいは y'lx=xoと書く。す

なわち

であるJ(56頁)。

f'(xo)=lim今与=lim1(xo+釘)-j(xo) 
ðX-O ムJ‘λ ðX-O ム~X

(1) 

(2) 微分係数(導数)の意味 r2.3 導数の幾何学的意味接線方程式と法線方程式」では、

図を利用しながら導数の幾何学的意味を次のように説明している。

「図2-1のように、曲線Cは関数 y=j(x)

のグラフであるとする。曲線C上にある点

P(Xo， yo)及び点P付近の任意の点 Q

(Xo+t.x，yo+ムy)をとり、 P，Q を通る割線

をヲ|く。あわせて MPムOx，NQ上Ox，PR 

~NQ とする。また割線 PQ の傾斜角を β

とすると、

23=t叫 IPR=tanβ

である。これはすなわち、告は割線mの
{頃斜率であるということである。

y¥ C 

ィ/;~l/J。
o r"'xo/ N 

因子l

点Qが曲線 Cに沿って点Pに無限に近づく、すなわちムχ→Oのとき、割線 PQは点

Pにまとわりつきながら動くが、その極限の位置 PTを曲線 Cの点Pにおける接線とよ

ぶ。このときもし関数何(x)がぬで可導ならば、ム日のとき、若→j'(xo)であ

tanβ は PTの傾斜率 tanα(α はPTの傾斜角)を極限とする。したがって

f'(Xo)ニ tanα 

である。これにより、関数 y=f(x)のxoにおける導数 f'(Xo)の幾何学的意味は、曲線

y=f(x)の点 (Xo.f(xo))における接線の傾斜率であるJ(59-60頁)。

導数の幾何学的意味に関する記述はこれだけであるが、さらに、「導数概念をさらによく理解

し応用するためにJ(63頁)、不均等変化の変化率の例として、瞬間仕事率と瞬間電流強度につ

いて解説している。例えば、瞬間仕事率については、次のように書かれている。

「仕事率は仕事の効率を表す。物体のある時間内における仕事 t.W とこの時間ムtの比

ムW
一一ーは、まさにこの時間内の(平均)仕事率である。もし物体のする仕事が時間の増加に
t.t 

従って均等に変化するならば、この比はある定数であり、この定数こそが任意の時刻の仕

ムW
事率である。しかし、もし物体のする仕事の時間に沿った変化が不均等なものならば、

ムt

はただある時間内の平均仕事率を表示しているにすぎない。したがって、任意の時刻んに

ムW
おける仕事率を求めることとは、 [to，to+ムt]内の平均仕事率一一の M→Oのときの

ムt

77 



極限一一瞬間仕事率を求めることなのであるJ(63頁)。
(3) 微分の導入 導数の導入までは以上のような流れであるが、微分の概念についてはどう

なのであろうか。これについては、 12.15 微分の概念Jで扱われている。まず、辺の長さが
xの正方形の鉄片を加熱して、加熱後に辺の長さが sx増加したときの鉄片の面積の増加量を

求める実例を、以下のように分析している。

「加熱前の鉄片の面積は y=f(x)=がであり、辺の長さがムx増加したとき、鉄片の面

積の増加量は関数 f(x)の変化量

ムy=(x+ムx)2-x2

=x2+2x.ムx+(ムX)2-x2 

=2x.ムx十(ムX)2 (1) 

であるJ(107頁)。
このようにして、結局は、(a)ムy は 2xムx と(ムX)2 という 2つの部分からなっていること、

(b) (ムX)2は 2xムx と比べて非常に小さい、すなわち、 2x・ムxがムy の主要部分であること、

したがって、 (c)2xムx を y=がの変化量ムy の代替と考えることができ、かっその計算は比

較的簡便で、ありまた一定の精度を有することが、順に述べられている。そして、

「一般に、関数 y=f(x)がxで可導ならば、y=f(x)のxにおける導数 f'(x)と変数の

変化量ムxの積を関数 y=f(x)の x における変化量 sxに関する微分、簡単には関数

yの微分といい、 dyと書く。すなわち

dy=f'(x)ムx

であるJ(108頁)。
と、微分の定義がなされている。その上で、「このように、比較的複雑な syの計算を dyの

計算に転化することができる。すなわち導数値 f'(x)を求めてさらにムxをかけるだけでよ

いJ(108頁)と述べている。また、微分の幾何学的意味についても図を用いて、以下のように
説明している。

「関数 y=f(x)がxで可導であるとする。図

2-5のように、 y=f(x)が表示する曲線上の点

P(x，y)及びその近くの点 P'(x+ムx，y+ムy)

をとり、点P及びP'を通り x軸に垂直な MP

及び M'P'を引き、それぞれがx軸と交わる

点を M 及び M'とし、点Pを通り x軸に平行

な直線が M'P'に交わる点を N とする。また

曲線 y=f(x)の点Pにおける接線を引き、そ

れが M'P'と交わる点を Tとする。すなわち

U 

O 

PN=ムx， NP'=ムy，

NT=f'(χ)ムx=dy

p~ 

/Hu 
dy: / Pぷ五戸/ ーてL

|¥~ームz-JIH

λf M' X 

図2-5

である。したがって、変数の変化量をムxとするとき、ムy は曲線の縦座標の変化量であ

り、ムy は接線の縦座標の変化量である。これがまさに関数の微分の幾何学的意味である」

(110頁)。

そして、「この種のある一定の条件下で直線をもって曲線の替わりとする方法は微分と積分に

おいて常用する典型的方法であるJ(110頁)と述べて、 12.15 微分の概念」を結んでいる。
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2.2.2 東京書籍『数学nJにおける微分の導入
以上で『微積分初歩』における微分の導入までの流れを見てきた。これを、『数学IIjの記述

と比較してみる。結論を先に言うと、微分係数の導入とその意味の解説までは、『微積分初歩』

とほぼ同様の流れが取られている。

(1) 微分係数(導数)の導入 4章 1節「微分係数と導関数」の 11 平均変化率」では、初

めに、自由落下する物体の速さを求めようとすることから、以下のように平均速度と瞬間速度

の概念を確認している。

「物体が自由落下するとき、落ちはじめてから t秒間に落下する距離を smとすると、 t

とSとの聞にはおよそ

s=4.9t2 

という関係がある。この関数を s=f(t)とすると、たとえば落下後、 2秒から 3秒までの

物体の“平均速度"は

丘主二丘&=1.9X (32-22L=24.5(m/秒)
3-2 3-2 

である。一般に、 t手2として

v=丘立三丘&-19(t2-22) 
一一t-2 t-2 

=4.9(t十2)(m/秒)

は、落下後2秒から t秒までの聞の平均速度を表している。

(1) 

この平均速度 Uはtの値によって変化するが、経過時間 t-2をOに近づけたときの U

の近づく値は、落下する物体の 2秒後の“瞬間の速度"を表している。 t-2をOに近づ

けることは、 tを2に近づけることであり、そのとき

v=4.9(t+2) 

は、 4.9X(2+2)=19.6に近づく o

t 

J (120頁)。
上のことをふまえながら、今度は、一般の関数に

おける平均変化率と微分係数を以下のように定義し

ている。まず、平均変化率については、次のように

述べている。

「関数 y=f(x)において、 xの値がαから b

まで変化すればyの値は f(α)から f(b)ま

で変化する。この

yの変化量 f(b)-f(α)と

xの変化量 b-a

との比

f(b)-f(α) 
b-a 

- 79一

U 

f(b) ~ー

f(α) 

O 

2.1 

ν= f(x) 

α b Z 



を、 xがαから bまで変わるときの、または、単に αから bまでの、関数 y=f(x)の平

均変化率というJ(121頁)。
そして、微分係数については、次のように定義している。

「関数 y=f(x)の、 αから α+hまでの平均変化率

f(α+h)-f(α) 
h 

において、hを限りなく Oに近づけたとき、この平均変化率がある値に限りなく近づくなら

ば、その極限値を

関数 y=f(x)の x=αにおける微分係数

といい、 /'(α)で表すJ(123頁)。
(2) 微分係数(導数)の意味 微分係数の幾何学的意味である接線の傾きとの関係について

は、『微積分初歩』と同様に述べられている。

「グラフ上に、 x座標がそれぞれa，a 

十hである点 P，Q をとると

f(α+h)-f(α) 
h 

は直線PQの傾きを表している。

いま、 hをOに近づけると、点Qはグ

ラフ上を動いて限りなく点Pに近づく。

このとき、

f(α+h)-f(α) 
=/'(α) 

であるから、直線PQは、点Pを通る傾

き /'(α)の定直線PTに限りなく近づ

く。この定直線PTを点Pにおける曲線

y= f(x)の接線といい、点Pを接点とい

うJ(124頁)。
そして、微分係数と接線の傾きの関係につ

いて、「曲線 y=f(x)上の点 (a，f(α) )にお

ける接線の傾きは微分係数f'(α)である」

(125頁)とまとめている。

(3) 微分の導入 ここでは、微分そのもの

に関する記述を見るべきところであるが、驚

いたことに、『数学IIj r数学IIUともに微分
の定義はない。「微分係数」や「導関数J、あ
るいは「微分する」の定義はあるが、微分に

U 
y = f(x) 

f(α+ h) 

、¥

f(α) 

O α十 h Z α 

U 
ν= f(x) 

/ 

T 

O α Z 

ついては書かれていないので、ある。本稿では、東京書籍の教科書が微分を扱っていないことは

大きな問題点であると考え、微分の概念の重要性及びその指導の必要性について、次章の一部

で論じる。

ハリ。。



2.3 数値計算

本節では、微分の応用である数値計算について見てゆく。

2.3.1 人民教育出版社『微積分初歩』における数値計算

12.17 近似計算jには、次のように書かれている。

「ムxが非常に小さいとき、微分 dyを用いて関数 y=f(x)の変化量 .6yを近似的に

代替することができる。 Xoにおいて、

dy= f'(xo)ムx，

.6y = f(xo +.6x) -f(xo) 

であり、ここにおいて

f(xo+ムx)-f(xo)之 f'(Xo)ムx

であり、これを下のように書き改めて、

f(xo+ムx)之 f(xo)+ f'(xo)ムx (1) 

を得るUもしね十ムx をxと書くとすると、ムχ=x-Xoであるから、 (1)式は

f(x)之 f(xo)十f'(Xo)(x-xo) (2) 

と書くこともできる。

関数 y=f(x)のある xにおける値を知りたいが、しかしこの値を求めるのは容易では

ない。ただしx付近のぬにおいて、f(xo)とf'(xo)の値はともに容易に求められるとしよ

う。このとき、 (2)式(あるいは(1)式)を利用して f(x)の近似値を求めていこう。注意す

ることはこのなかで Ix-xolニ|ムxlが非常に小さい必要があるということであり、 Ix-xol
が小さければ小さいほど、近似の程度もよりよいのであるJ(1l3頁)。
この後、 sin460の近似値を求める例を説明し、さらに、上の近似式(2)の幾何学的意味を次の

ように述べている。

1(2)式のなかのxを変数とみなせば、 (2)式の右辺はxの一次関数である。さらにいえば、

Ix-xolが非常に小さいとき、一次関数 y= f(xo) + f'(xo)(x -xo)を用いて関数 y二 f(x)
を近似的に表示することができるのである。幾何学的に見ると、点 (Xo，yo)付近では、曲

線 y=f(x)上の点 (Xo，yo)における接線 y-yo= f'(xo)(x -xo)を用いて曲線 y=f(x)

を近似的に表示することになるのであるJ(1l4頁)。
そして、近似式(2)に Xo=Oを代入して得られる

f(x)之f(O)十f'(O)x

を利用して、 Ixlが十分に小さいときに有効な以下の 4つの近似公式

江芋戸l十す， 川村)刊 の 1+ x， tanx吋

を証明している。この後、上の近似公式を用いて解く例題と練習問題を与えている。

2.3.2 東京書籍『数学III.lにおける数値計算

前節「微分の導入Jのところでは、東京書籍の教科書は『数学II.lを見てきたが、『数学II.l
では数値計算は扱われていない。したがって、ここでは、『数学III.Jの教科書を見ることにする。

7) (引用者註Jr微積分初歩Jのなかには、記号=の定義は書かれていない。



近似式Jで扱われていろいろな応用」の 14数値計算は、 13章微分の応用」の 12節
おり、次のように書かれている。

「関数 f(x)の x=αにおける微分係数は y = f(x) ν 

Z 

'九α
 

リ

'

α

、l
y
¥
1
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J
J
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l
l
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l

l

ι

+α
 

f'(a)=同f(笠土字血

であるから、 hが十分Oに近いときは

，-f(α+h)-f(α) 
1'(α)寸

O 

すなわち

f(α+h)ーf(α)十1'(α)h
と考えられる。この式で、とくに α=O，h=x
とすれば、 xがOに近いとき次の近似式が得

α 

f(x)与f(O)+f'(o)x J (111頁)。
1つの例題といくつかの間いを設けて、近似値計算の練習をさせている。

られる。

この1'&、

2.4 積分の導入

すでに目次の紹介のところで述べたとおり、『微積分初歩』も日本の教科書も、不定積分先習

である。本節では、(1)原始関数と不定積分の導入、 (2)定積分の導入、 (3)不定積分と定積分の関

係、の3点に関する記述に着目しながら見てゆく。

原始関数」の書き出しは次

2.4.1 人民教育出版社『微積分初歩』における積分の導入

(1) 原始関数と不定積分の導入 「第4章不定積分jの 14.1

のようになっている。

「物体運動の位置関数が

s=s(t) 

であるとする。位置関数の時間に対する導数8)を求めると、速度関数 v(t)が得られる。す

なわち

s'(t)= v(t) 

である。

実践において、反対の問題の解決が求められることがある。物体運動の速度関数を v(t)

とするとき、位置関数 s(t)をいかに求めるかということである。一般にいうと、ある関数

の導数を知っているときに、この関数をいかに求めるかということである。下にこの類の

問題を研究していこう。

f(x)を区間I上で定義された 1つの関数であるとするとき、関数 F(x)が存在して、区

8) C引用者註〕ここでいう導数とは、導関数の意味である。というのは、すでに本稿2.2.1(1)で紹介したよう

に、『微積分初歩』では、日本でいう微分係数のことを導数とよんでいる。しかし、『微積分初歩Jでは、同
時に、導関数のことを導数とよぶこともあり、次のような注意がなされている。「導関数を簡単に導数とい

うこともある。今後、ある点における導数を求めよと特別に指示をしていないならば、導数を求めるとは

導関数を求めることを指すものとするJ(58頁)。

ワ
μ。。



問I上の任意のxに対してすべて

F'(x)=f(x) 

となるならば、 F(x)を関数 f(x)の区間I上の 1つの原始関数とよぶJ(181頁)。

この後、原始関数に関する重要な性質である次の定理を証明している。

「定理 F(x)を関数 f(x)の区間I上の lつの原始関数であるとするとき、任意の定

数 Cに対して、

(1) F(x)+ Cも f(x)の原始関数である。

(2) f(x)の区間I上の任意の原始関数はすべて F(x)+Cの形式で表示することが

できるJ(182頁)。
この定理の意味は、 fF(x)が関数 f(x)の1つの原始関数であるならば、 F(x)+Cもまた

関数 f(x)の原始関数であり、かつあらゆる原始関数はみな Cを任意の定数とする F(x)+C

の形式で表示することができるJ(183頁)ということである。

そして、 f4.2 不定積分」において、不定積分を次のように定義している。

f F(x)を関数 f(x)の1つの原始関数とするとき、関数 f(x)のあらゆる原始関数 F

(x)+C (Cは任意の定数)を関数 f(x)の不定積分とよび、 ff(x)dxと書く。すなわち
f f(x)dx=F(x)+C 

であり、その中のfを積分記号、 f(x)を被積分間数、 xを積分変数、 f(x)dxを被積分式、
Cを積分定数とよぶ。既知の関数の不定積分を求める過程のことをこの関数を積分すると

よぶJ(183頁)。

(2) 定積分の導入続いて、 f5章定積分及びその応用」における定積分の導入部分を見て

みよう。 fS.1 定積分の概念」では、定積分の導入として、曲辺台形9)の面積と変速直線運動の

移動距離を求める事例を解説している。さらに、 f[これらの事例の一一引用者]実際の意味は

同じではないにも拘わらず、問題を解決する方法と計算のステップは完全に同じものである」

(219頁)と述べている。その上で、以下のように定積分を定義している。

「この類の問題を解決する一般思想、を抽象すると、定積分の概念が導かれる。関数 f(x)

が区間 [α，b]上で連続ならば、分点
α=ぬくぬく・・.Xi-!くわくー・<xn=b

を用いて区間 [α，b]をn個の小区間に等分する。それぞれの小区間 [Xi-l，xJ上に任意の

点ら(i=1，2，…，n)をとり、和の式

ι=L:f(ふ)ムx (その中の sxは小区間の長さ)

を作る on→∞すなわちムx→Oのとき、和の式Inの極限を関数 f(x)の区間 [α，b]上

の定積分とよび、

lbf(x)枇
と書く。すなわち

9) W微積分初歩』では、「曲辺台形とは 3つの直線 x=a，x=b， y= 0 と1つの曲線 y=f(x)が囲んででき

る図形を指すJ(213頁)と説明されている。ただし、この用語が中国の数学教育において常用されている
のかどうかについてはわからない。

q
J
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lbj(x)ホ=!J虫会lf(長)ムx
である。この中の、 αとbをそれぞれ積分下限と積分上限とよび、区間 [α，b]を積分区間、

関数 j(x)を被積分関数、 xを積分変数、 j(x)dxを被積分式とよぶJ(219-220頁)。
(3) 不定積分と定積分の関係 不定積分と定積分の関係については、 r5.2 微積分の基本公

式Jで、扱っている。変速直線運動の移動距離を求めることを例にしながら、不定積分と定積分
の関係を表現する、以下のニュートンーライプニッツの公式を証明している。

「定理 f(x)が区間 [α，b]における連続関数であり、 F(x)が関数 f(x)の区間 [α，

b]における任意の原始関数である、すなわち F'(x)=f(x)ならば、

lb f(x)耐 =F(b)-F(α)

であるJ(223頁)。

以上が、『微積分初歩Jにおける不定積分と定積分、及びそれらの関係を扱った部分である。

2.4.2 東京書籍『数学IIjにおける積分の導入

続いて、東京書籍の教科書の対応部分を見てゆく。微分の場合と同様の理由により、ここで

も『数学IUの教科書を参照する。
(1)原始関数と不定積分の導入 原始関数と不定積分を説明する部分の冒頭は、次のように

なっている。

f関数 j(x)が与えられたとき、微分して j(x)になる関数、つまり
F'(x)ニニj(x)

を満たす関数 F(x)を、関数 j(x)の原始関数というJ(144頁)。
そして、原始関数と不定積分の関係については、rj(x)の原始関数を不定積分ともいうJ(144 

頁)とだけ述べられている。

(2) 定積分の導入 次に、定積分についてであるが、「掛辺台形」の面積を求める例を概念モ

デルとしているという点では f微積分初歩Jと同じであるものの、その説明の仕方は大きく異
なっている。したがって、この部分は次章の考察においても重要であるため、かなり長い範囲

ではあるが、全文引用しておく。

「いま、区間 α三二xsbにおいて

j(x)ミO

とし、樹線 y=j(x)とx軸の間にある国

形の、 x座標がαから xまでの部分の酉

積を S(x)とする。

xの増分ムx に対する S(x)の増分を

ムSとすると

ムS=S(x+ムx)-S(x)

であり、ムx>Oのとき、ムSはxから x

十ムxの区間において、曲線 y=j(x)と

x軸との聞にある図形の面積である。図か
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らもわかるように

x:o二tζx-トムx

である fを適当にとると

ムS
ムS=j(t)ムx すなわち、 EFzf(t)

と表される。ここで、ムxを限りなく Oに近

づけると、 tはxに限りなく近づくから、

j(t)は j(x)に限りなく近づく O よって

ムSlimゴ~ = j(x) (1) 
Jx→o L.l.X 

ムx<Oのときにも、同様にして(1)が成り

立つことがわかる O ゆえに、

U 
y = f(x) 

♂ t ↑b x 
x+ムz

O α 

安ロS'(x)=j(x) 
すなわち、 S(x)は j(x)の原始関数になっている。

いま、 j(x)の原始関数 F(x)があらかじ

めわかっているとすると、ある定数 Cを用

いて

S(x)=F(x)+C (2) 

となる。(2)で x=aとおくと、S(x)の意味に

より S(α)口 Oであるから

F(α)十C=O

よって、

C= F(α) 

これを(2)に代入すると

U 
y = f(x) 

O x 
F(b) -F(α) 

b 

S(x)=F(x)-F(α) 

この式で x=bとおくと、 S(b)=F(b)-F(α)が得られる。

S(b)は上の図の斜線部分[陰影部分一一引用者]の商穫であり、この面積が

F(b)-F(α) 

で求められたことになるJ(148-149頁)。
そして、定積分を以下のように定義している。

「関数 j(x)の原始関数の 1つを F(x)とするとき F(b)-F(α)を、 j(x)の Gから b

までの定積分といい

lbj(x)此
で表すo aをこの定積分の下端、 bを上端とよぶ。また、この定積分を求めることを、 j(x)

をαから bまで積分するというJ(150頁)。
(3) 不定積分と定積分の関係 不定積分と定積分の関係については、上の定積分の定義以外

には特に目立つた記述はない。
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3考察

3， 1 微分の導入について

『微積分初歩』における微分係数(導数)の導入とその意味に関する記述を整理してみると、

次のようになる。すなわち、導数の導入においては、物体の運動という物理現象を概念モデル

にしていることがわかる。さらに言えば、等速直線運動から始めて、不等速運動における平均

速度、不等速運動における瞬間速度へという順をたどっている。既知のものから未知のものへ

と、 1段階ずつステップを踏んでいるといえる。そして、これらの物理現象を一旦離れて関数

の導数を定義した後に、その幾何学的意味である接線の傾きとの関係を示している。さらに、も

う一度瞬間仕事率や瞬間電流強度という実際の問題に立ち返っているのである。

一方、『数学IUでは、『微積分初歩』とほぼ同様の流れをとっていたものの、微分係数や導

関数の数学的定義の後に再び運動以外の物理現象に触れるようなことはなかった。導関数が定

義されて、それに関する性質が述べられているだけである。ただし、『数学III.lでは、微分係数

や導関数を教えたあとの「微分の応用」の章に、「速度・加速度」という節を設けている。ここ

では、直線上の点の運動を例として、時刻tから t十ムtまでの「平均速度のムt→0のとき

の極限値を、時刻 tにおける点Pの速度というJ(112頁)と、速度の定義がなされているPす
でに学んだ微分係数の概念を用いて、速度を定義しているのである。

しかし、翻って考えてみれば、『数学II.lにおいては、速度の概念を頼りにしながら微分係数

の概念を導いていた(本稿2，2，2(1)参照)。すなわち、速度という言葉を無定義に使用し、それ

と極限値の概念を用いて微分係数を定義したのである。したがって、『数学III.lの「速度・加速

度」における速度の定義に関する記述内容は、その論理構成が『数学IIJjのそれと一致してい

ないことになる。『数学II.lしか学ばない文系の学生にとってはそれほど大きな問題ではないか

もしれないが、同じ教育内容をもっ 2つの教科書の論理構成が一致していないことにより、『数

学II.lと『数学1II.lを両方とも学ぶであろう理系の学生は混乱するかもしれない。しかし、論

理構成の不一致の問題は、一方の記述を他方に合わせれば済むような簡単な問題ではない。『数

学II.lのように具体的事実を頼りにして数学的概念を導くか、『数学III.lのように数学的概念を

用いて具体的事実を説明するかということ自体が、数学教育上の大きな課題なのである。通常

は、具体的事実から数学的概念を導く『数学II.lの方法が良いとされるかもしれない。実際の

指導場面でも、そちらの流れの方が多く見られるだろう。しかしながら、『数学1II.lのような流

れはまったく必要ではない、ということにもならないと考えられる。例えば、大学生がペアノ

の公理系を学び、「これまで知っていた自然数とは、実はこういうものだ、ったのか」と再認識す

ることにも、十分に意義があるといえよう。結局のところ、『数学II.lの流れと『数学1II.lの流

れのうちどちらが良いかは、決して二者択一の問題ではない。玉虫色の答になるが、どちらも

重要であるとしかいえないのである。したがって、論理構成の不一致から学ぶべきことは、そ

れを一致させる必要があるということではなく、そもそも、微分・積分の内容を「数学IIJと

「数学IIIJに分割する必要などはないということであろう。事実、「数学IIJにはなく「数学IIIJ

だけに含まれている教育内容のなかに、文系学生にも必要なものも含まれていると考えられる。

10)他にも、「速度 Uの時刻 tにおける変化率を加速度というJ(112頁)とある。しかし、すでに微分係数や導
関数が定義されているのであるから、「変化率Jという言葉を使う必要はないだろう。
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例えば、三角関数や指数関数・対数関数の微分や積分である。「数学IIJで実際に微分・積分さ

れる関数は、べき関数とその整数倍、及びそれらの和に限られている。すなわち、大多数の文

系学生は、同じ「数学IIJで三角関数や指数関数・対数関数を学んでいるにも拘らず、微分や

積分することができるのはf 型の関数しかないと考えてしまう危険性がある。三角関数や指

数関数・対数関数は物理現象や自然現象の場に多く現れるため、これらの微分や積分は、理系

の学生に限らず文系の学生にとっても重要な教育内容である。以上のことから、とりあえずは、

「文系向けJr理系向け」といった形容詞のつかないような微分・積分指導を目指すべきであろ
う。文系学生にとって授業時間数の制約があるならば、理系学生と同じ内容のうちの一部だけ

を学べばよい。

また、東京書籍の教科書で微分が扱われていない11)ことについてであるが、微分を扱ってい

ないことがなぜ問題かということの理由は、「微分Jと名のつく章で「微分」を教えていなしユか
らだという単純な話ではない。その理由は、微分係数をなぜ「微分係数」とよぶかを考えてみ

ればヒントが得られる。微分係数と微分の定義からわかるように、 x=Xoにおける「微分係数」

f'(Xo)は、確かに、「微分Jf'(xo)ムxの .0.xに対する「係数」になっている。「微分係数」とい

う名称は、ここからきていると考えられるl九すなわち、微分は、微分係数にxの微少な変化

量であるムx をかけたものである。このように単純な形式で書かれる微分の概念が用いられる

のは、それが、xの微少な変化量に対応する yの微少な変化量ムy の近似値となるからである。

例えば、「微積分初歩』で取り上げられた鉄片の加熱の例(本稿2.2.1(3)参照)でいえば、鉄片

の面積の増加量を正確に求めようとすれば、ムy=2x.ムx十(ムX)2を計算しなければならない。

ところが、ムxが非常に小さいとき、(ムX)2はムxに比べてさらに小さいためこれを無視する

ことができる。このようにして、微分 dy=2x・ムxの概念が得られ、微分命は実際の変化量

ムy の近似値となることがわかる。東京書籍の教科書には、以上のようなことの記述が決定的に

欠けている。微分は、関数の変化量の近似値という量としての側面をもっているのである。こ

の点を強調すれば、教科書において少なくとも以下の2点が改善されると考えられる。第1に、

合成関数の微分法の理解がたやすくなるということであり、第2に、現行の「数学CJで扱わ

れている「数値計算」を微分・積分とのつながりから学習することが可能になるということで

ある。このうち、数値計算については次節で触れる。以下では、合成関数の微分法について論

じていこう。

「微分は関数の変化量の近似値を表現したものであるJという点を重要視しないことは、ムy
とのの違いを重要視しないことである。実は、これと同様に、『数学II.Iでは、ムx と dxの

違いについてもまったく配慮されていない。『数学II.Iで dxが最初に出てくるのは「関数 y=

ヲ ，dy d コ
f(x)の導関数を表すには、f'(x)のほか』 一bf(x)などの記号も用いられるJ(127頁)

e.. Y'dx'dx 

という場面である。このように、市はどの変数で微分したかを示すだけの記号として導入され

ており、量に基づいた意味については触れられていない。この点に関する不十分さは『微積分

11)高等学校の教科書には微分の説明がないが、大学生向けのテキストでは微分を扱っているものもある。例

えば、有馬哲・浅校陽『演習詳解微積分Ij東京図書、 1981年、 45頁では、図を添えて微分を説明してい

る。

12) I微分J(それは扱われていなかったのであるが)の前に「微分係数」という名称が出てくるのは順序とし
て不自然である。『微積分初歩jにある「導数」の名称の方が、導関数との関係を考えてもふさわしいと思

われる。
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初歩Jにも見られ、「通常、変数の変化量ムχ を dx、すなわち dx=d.xと書き、変数の微分

というJ(109頁)と記述されている。確かに、 dx=d.xは常に成立するためやっかいではある

が、両者の関係は「ムx を dxと書く」という性質のものではない。 dxは微分の定義に基づい

て定められるものであり、関数 y=xのxに関する微分である。これらの事実は、明確に記述

されなければならない。そして、どの変数で微分したのかを示す単なる記号として dxゃの
を導入するのではなく、その量的意味を明らかにすることは、合成関数の微分法のところでも

一定の役割を担うはずである。というのは、いくつかの条件下で合成関数の導関数を求める公

式として dy= dy .A笠がある。この公式は、分数の性質から一見明らかなように見える。し
、dx du d土

かし、すでに述べたように、教科書の記述によれば、 dyや dx、duは「どの変数について導

関数を求めたのか」を表現する記号としてしか認識されにくい。そのため、公式は、記号を記

号で割ったり、あるいは、記号に記号をかけたような不可能なものになってしまう。結果とし

て、合成関数の導関数を求める公式は暗記の対象物となってしまい、「計算はできるが、何をし

ているかわからない」といった学習者を生み出している。「関数yに対して xに関する導関数を

求める」という操作を施して得られた新しい概念につける記号は、 xとyさえ出てくれば他の

どのような形式でも良かったはずで、ある。それにも拘らず dyを用いるのは、導関数豆旦が、dx

まさに、関数の微分 dyを変数の微分 dxで割った商だからである。導関数を微分商ともよぶゆ

えんである。こうした導関数の商としての意味に触れることは、合成関数の導関数の公式に具

体的意味を与え、合成関数の微分法の理解を助けることになる。したがって、どの変数で微分

したのかを表現するだけの記号として枕や dyを導入するのではなく、その量的意味を明確

にするべきである。

3.2 数値計算について

微分の応用である近似計算の頁では、『微積分初歩』、『数学III.Iとも、ihが Oに近いとき、f(α

+h)詩f(α)+f'(α)hJを用いた近似値計算の方法を教えていた。ただし、『微積分初歩jが約5
頁を割いているのに対して、『数学III.Iはわずか 1頁であった。具体的記述を詳しく見ても、『微

積分初歩』の方が丁寧に書かれており、質・量ともに上回っているといえる。例えば、『微積分

初歩』には、「関数 y=f(x)のある xにおける値を知りたいが、しかしこの値を求めるのは容

易ではない。ただしx付近の Xoにおいて、 f(xo)とf'(xo)の値はともに容易に求められると

しようjと書かれており、近似値計算を行う状況と条件を示している。また、「注意することは

このなかで Ix-xol=1ムxlが非常に小さい必要があるということであり、Ix-xolが小さければ
小さいほど、近似の程度もよりよいのである」と、近似の精度に関する記述がある。これらは、

『数学III.Iには見られないものである。そして、最も優れているのは、近似式の幾何学的意味に

ついての次の記述である。ilx-xolが非常に小さいとき、一次関数 y= f(xo) + f'(xo)(x -xo)を
用いて関数 y=f(x)を近似的に表示することができるのである。幾何学的に見ると、点 (Xo，

yo)付近では、曲線 y=f(x)上の点 (Xo，Yo)における接線 y-yo= f'(xo)(x -xo)を用いて曲

線 y=f(x)を近似的に表示することになるのであるj。この記述がなぜ優れているかといえ

ば、近似値をもって実際の値の代替とするという近似の思想が、微分の幾何学的意味とともに

表現されているからである。上の近似式を導く基礎となっている微分は、ムxの一次関数で表
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現されるという特徴をもっている。関数の変化の様子を一次関数の概念を通して探るという意

味が、微分にはあるのである。既知の概念を用いて真実の量に迫ろうとする近似の思想と方法

の指導は、数学教育の課題の 1つであろう。近似値計算は、それに最も適した教材であり、『微

積分初歩』にあるような丁寧な展開が必要である。

もっとも、現行の「数学CJにおける「数値計算」でも近似値計算が教えられている。これ
を含めれば、近似値計算の面では、日本の教科書の方が『微積分初歩』より充実しているとも

いえる。東京書籍の教科書『数学C.l13)の「数値計算」では、ニュートン法や、面積を求めるた

めの区分求積法が教えられている。このうち、ニュートン法は、微分係数を用いて方程式の解

を近似的に求めてゆく方法であり、微分の応用として教える意義は十分にあるが、『微積分初歩』

では扱われていない内容である。『数学C.lでは、まず、ニュートン法の導入として、 f3の近
似値を知るために、方程式が 3=0の解を求める例を具体的に説明している。その次に、もっ

と一般的な方程式の近似解の求め方を解説し、「方程式 f(x)=Oにおいて、適当な初期値 Xlか

ら始めてん+1=xn-4苧Ltこよって次々に解の近似値を得ることができるJ(98頁)と結論
TtXnJ 

している。その上で、次の小節「ニュートン法の利用」において、 BASIC言語を用いてコン

ビュータ・プログラムを作成し、いくつかの方程式の解を近似的に求める練習をしている。こ

のように、最初に具体例を示し、次に一般的な数学的概念の定義を行い、最後に再び具体的・

実践的な課題に戻るという流れは、『微積分初歩Jに見られたものと同じであり、評価できるも
のといえる。特に、『微積分初歩Jにはコンビュータを活用する場面はなかったのであるが、日
本では現在、学校にもコンビュータ環境が整えられつつあるため、今後さらにその活用が進め

られるべきである。ただし、ニュートン法による数値計算は、微分の応用の 1つであるため、や

はり微分そのものの指導と切り離すべきではないだ、ろう。ニュートン法は、「数学IIIJのなかで

一緒に教えられる方がよい。

3.3 積分の導入について

東京書籍の『数学II.lを見ると、『微積分初歩』にあったような、微分の逆演算を必要とする

状況設定(速度関数 v(t)を知っているときに位置関数 s(t)をいかに求めるか)は存在してい

ない。また、原始関数と不定積分との関係については、原始関数の表記に関する定理(本稿2.

4.1 (1)参照)を証明することなしに、 if(x)の原始関数を不定積分ともいうJと述べられている。
しかし、このような説明では、同ーの概念に対してなぜ違う名称が使われるのかがはっきりし

ない。そもそも、原始関数と不定積分が同じものであるという点も、議論の分かれるところで

ある。『新数学事典Jによれば、 if(x)に対して、その原始関数のすべての集まりを f(x)の不

定積分という」とある。さらに、不定積分とは、「積分定数のついた関数の集まりを表す言葉で

あるが、特にその 1つを代表としてとって、それを f(x)の不定積分というのが普通である。こ

の意味では、不定積分は原始関数と全く同義語になる」と書かれているPすなわち、不定積分

とは、 1つの原始関数との差が定数項のみになる関数を集めた同値類に対する名称であるとも

いえ、特に狭義の解釈の場合に限り、原始関数と不定積分は一致することになる。したがって、

『数学IIJの説明は、一概に誤りとはいえないものの、丁寧さを欠いたものとなっているといえ

13)藤田宏・前原昭二編『数学Cj東京書籍、 1996年。

14)ー松信ほか『新数学事典』大阪書籍、 1979年、 486頁。
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る。

実は、この点は、積分の定義に関わる重大な問題を含んでいる。すでに見てきたように、定

積分の定義に関する記述は、『微積分初歩Jと東京書籍の教科書では大きく異なっている。『微
積分初歩Jでは、原始関数と不定積分を先に説明してはいるものの、定積分の定義においては
それらの概念は必要とされていなかった(本稿2.4.1(2)参照)。一方、『数学IIjでは、原始関

数の存在を前提として定積分を定義していた(本稿2.4.2(2)参照)。両者の相違は、積分論の発

展の歴史と関わりをもっているのである。『数学IIjが定積分の項で説明したのは、ニュートン

ーライプニッツの公式ともよばれる微分積分学の基本定理「連続関数 j(x)の原始関数の 1つ

を F(x)とするとき、 lbj(x)此 =F(b)-F(α)Jで、ある。これは、微分と積分、不定積分と定
積分の関係を明確にした非常に偉大な定理であるoこの基本定理によって、f17世紀まで多くの

学者が速度、接線、面積などの見かけ上まったく異なるものとして取り扱ってきたたくさんの

問題が、すべて微分とその逆演算としての積分を考えることにより、統一的に考察できるよう

になったjl5)と言われている。定理の条件からわかるように、この定理では、関数 j(x)の原始

関数 F(x)の存在が前提とされている。ところが、時代を下って原始関数が知られた形では表

現できないような関数もあることが知られ、また、 18世紀後半には、それまでの「解析的な表

示をもっ関数」を超えて「任意の関数」という考えが人々の意識にのぼるようになった16)。そし

て、 19世紀に入り、コーシーが、面積として直観的にとらえるのではなく、きちんと定義され、

その存在を証明されたものとして積分を把握しようとした。さらに、この考えを進めて、積分

の明確な定義を与えたのはリーマンである。リーマンは、今日よく知られたリーマン積分の定

義を与えた。リーマン積分は、積分区間があらかじめ定められているため、あえて言う必要が

あるとすれば定積分にあたる。そして、『微積分初歩』が f5.1 定積分の概念」で説明したの

はこのリーマン積分なのであるといって、ほぽ間違いない。なぜなら、積分区聞を等分に分割

しなければならないように書いている点だけしか違わないからである。

以上のことから、微分積分学の基本定理に基づいて定積分を説明している『数学IIjに比し

て、『微積分初歩jは、積分論の発展の歴史に裏付けられたより高度な数学的内容をもっリーマ

ン積分を教えていることがわかる。リーマン積分は、今日単に積分といえばそれを指すのが普

通であるほど重要な概念であるのだが、決して高校生に理解不可能な複雑な内容というわけで

はない。リーマン積分の概念モデルはやはり面積であり、リーマン積分することは、領域を縦

線で細分して個々の面積の総和を近似値として求め、その近似の精度を上げるために極限をと

るという操作のイメージがある。実際、『微積分初歩』では、曲辺台形の面積を求める事例を、

積分の定義の前に紹介していた。一方、『数学IIjの定積分の説明では、確かに、面積を求める

場面が導入になっているのであるが、そこには、「細かく分けて足し合わせる」という面積を求

めるための最も基本的な操作が含まれてはいない。前節「数値計算について」でも触れたが、『数

学Cjの「数値計算Jでは区分求積法を扱っている。また、『数学IIUにも、「定積分と区分求
積法」の小節がある。ここでは、関数 y=がのグラフと x軸及び直線 x=lで固まれた図形の

面積Sを区分求積法で求めて、その値が定積分を用いて求めた S=llddz=|Ll=よとー
ユ。 L3 Jo 3 

15)垣田高夫ほか『現代応用数学の基礎微分積分』日本評論社、 1993年、 75頁。

16)竹之内倫 r)レベーク。積分』培風館、 1980年、 3頁を参照。
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致することを確認している。このような確認は、決して無意味とはいえない。しかしながら、リー

マン積分の定義を思い出せば、定積分は初めから区分求積法による面積の値と一致するように

定められたものである。一致の事実をあとから確認するのではなく、積分の定義の場面でこそ、

区分求積法を頼りにしてリーマン積分を教えるべきであろう。結局のところ、『数学II.lでは、

原始関数の存在を前提とした、より古い時代の積分の概念を教えたにすぎない。しかも、その

教え方は、存在することが確定してはいない原始関数の概念を利用しており、区分求積法を用

いていない分、リーマン積分を教えるよりも難しいものになってしまっている。確かに、『数学

II.lが定積分を説明する際に拠り所としたニュートンーライプニッツの公式も、不定積分と定

積分を結びつけるものとして大切な教育内容の 1つであるといえる o しかし、この公式の偉大

なところは、別々に定義された両者の聞に等号が成立するという点である。『数学II.lのように、

初めから不定積分(原始関数)に基づいて定積分を定義したのでは、そのような関係が成立す

るのは当然で、ある。したがって、リーマン積分を定義した後に不定積分と定積分の関係を導い

ている『微積分初歩』の方が優れていることは、一目瞭然である。

3.4 練習問題の素材と数学教育の目的論

すでには.1 微分の導入についてjでも触れたことであるが、概念モデルの豊富さは、『微

積分初歩』の大きな特長である。このことは、練習問題の素材の豊富さにもつながっている。一

方、東京書籍の『数学III.lには、章末の練習問題に限定すれば、物理学や化学などの他の学問

分野や自然現象から見つけだしたような問題は 1つもない。運動をイメージできる練習問題は

数例あったものの、それらは平面上を点が動くという貧弱なものに限られていたo 現実の運動

や変化の解析は微分・積分の主要な目的であるのだから、もっと多様な練習問題が選ばれて然

るべきである。『微積分初歩Jの章末問題である「復習参考問題Jの中から、そのような問題を

いくつか紹介する。

11 kgの鉄をoOCから tT(0三二tζ200)まで加熱するとき、吸収する熱量 Q(キロカロ
リー)は公式 Q(t)=0 .1053t + O. 00007l t2 により確定する。 t=50のときの鉄の比熱Cを
求めよ。

(ヒント:比熱 C=Q'(t)キロカロリー/kg.度)J (122頁)。

「ある金属円盤が熱膨張を受けて、その半径が0.01mm/sの速度で均等に増大した。その

半径がちょうど2mm伸びたときの、その面積の増大速度はどのくらいか。

(ヒント:円の面積は S=nr2であり、 SとTはともに tの関数と見なせる)J (123頁)。

「振り子の周期 T(s)と振り子の長さ l(mm)のあい戸に T=2nj "L，という関係がー、九 980

ある。長さが20mmの振り子の長さを 1mm伸ばすと、周期はどのくらい増加するかj

(125頁)。

「ある化学反応の過程中、反応物の時刻 tにおける濃度は x=xoe-kt であり、その中の、

Xo， kはともに正の数である。濃度は減少するかあるいは増加するかJ(179頁)。
以上のように、現実の運動や変化をもとにして問題を作成すると、問題中に現れる数が、具

体物に基づく量を反映したものとなる。そして、微分・積分が、決して計算練習のための学問

などではなく、現実に発生する具体的問題の解決に役立つていることを知ることができる。し

たがって、特に物理学や化学で教えられている内容を取り入れ、より総合的な指導ができるよ
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うにするべきであろう。もっとも、このことは、物理学や化学の教育の課題でもある。微分・

積分や三角関数などを数学で学ぶ前に理科教育の場でそれらの数学的概念が必要とされること

が、理科教師の頭を悩ませているという事情もある。逆に、物理や化学を学ばない学習者に微

分・積分を教えることは、物理や化学の既習者に教えることよりも難しいかもしれない。理科、

とりわけ物理学と、数学のカリキュラムは、特に高等学校段階ではもっと相互に融合させる必

要があると思われるが、本稿ではこれ以上論究できない。本稿で主張できることは、数学教育

研究の立場から、物理や化学の内容を数学教育の場に取り入れるべきであるということである。

確かに、そのようにしたところで数学教育の何が改善されるのかについては、答えなければな

らないだ、ろう。例えば、前買に紹介した練習問題の最初にある鉄の比熱Cを求める問題などは、

ヒントがついているせいで、結局 Q'(50)を求めるだけになってしまっている、という批判があ

るかもしれない。しかし、 Qとtはそれぞれ熱量・温度という物理量になっており、また、 Q

(t)における tの係数は「きれいな」数ではなく、小数点以下まで細かく測定して求めた数とい

う感じを与える。 If(x)=0.1053x+0.000071x2 のとき、 /，(50)を求めよ」という問題と比べて

みれば、どちらが生き生きとした問題かは歴然としている。

以上のように多様な現象が練習問題に反映されている様子を見ると、数学教育の目的につい

て改めて考えさせられる。米国ベル研究所の数学者ロナルド・グラハムは、「何で数学を ?Jと

問われると、「それはワクワクするほど面白いものだからだよJと答えるというど)教師をはじめ
とする教授プログラムを開発する側にとって、このような回答は理想的である。「伺で数学を学

ぶのかJという数学教育の目的を問われた場合に自信をもってそう答えられるような、「ワクワ
クするほど面白いj教授プログラムを用意することができれば、それが一番良いに違いない。し

かしながら、そのことがどれほど困難であるかということも、教授プログラムの開発に携わる

人ならば誰でも実感をもって理解できることであろう。「何で数学を学ぶのかjを問うことを忘

れてしまうほどの面白い授業は、そう簡単にできるものではない。そうなると、「ワクワクする

ほど面白いものだから」ということ以外の、数学を学ぶ理由を用意しなければならない。

その理由として、「数学が社会の様々な分野で応用され、役に立っているから」ということが

あげられるかもしれない。こういった数学教育の目的を立てることは、ともすれば、「数学は役

に立つ」という理解を学習者に強要するものとして退ける向きもあろう。しかし、『微積分初歩J

で扱われている多様な概念モテツレや練習問題の素材を見ると、数学の抽象性とそれに伴う応用

性を積極的に紹介することは、非常に意義のあることであるといえる。『微積分初歩』には、概

念モデノレや練習問題以外にも、そのことを直接的に訴えている件が散見される。

「自然科学や工事技術において、常に不均等変化の問題、例えば化学反応速度・物体温度

の変化速度・放射性物質の崩壊・電流の強度などに出会う。このことから、具体的な実際

の意味を捨て去り、一般に数量関係から関数の変化率を研究することが、大変多くの実際

的な問題の解決にとって普遍的な意味を有するのであるJ(導数を導入する場面。 55-56
頁)。

「実際の問題のなかで、変数が比較的小さく変化するとき、関数がどれくらい変化するか

を考えなければならないこともある。もし関数が非常に複雑ならば、関数の変化量を計算

するのもまた非常に複雑であろう。簡単にかつ比較的高精度で関数の変化量を計算する近

17)秋山仁「数学の才能とはJ(WUPJ第297号、東京大学出版会、 1997年)10-11頁を参照。
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似的方法を得ることはできないだ、ろうかJ(微分を導入する場面。 107頁)。
「生産において、一定の条件下で『強度最大』、『使用材料最小』、『効率最大』にすること

を要求するような種類の問題にいつも遭遇する。数学上では、この種類の問題は往々にし

て関数の最大値あるいは最小値を求めることに帰結するJ(関数の最大値・最小値を導入す
る場面。 143頁)。

「生産や科学技術において、例えば面積・距離・体積などを求める多くの実際問題は、最

後にはみな一種の和の極限を求めることに帰結するJ(定積分を導入する場面。 213頁)。
自然科学や生産、科学技術の場面で遭遇する問題に対して、数学がどのように関わっている

かについて、『微積分初歩Jでは上のような例を挙げて説明している。微分・積分の指導におい
て、学習動機を喚起する意味でも、こういった数学の応用的側面を紹介することは有効ではな

いだろうか。その根拠は、微分・積分が現実にそのような側面をもっているからということに

とどまらない。微分・積分の学習者である高等学校の 2、3年生が、現在の学習内容と社会と

の関わりを知ることは、プラスに働くであろう。その意味で、「数学が社会の様々な分野で応用

され、役に立っているからJという数学教育の目的の設定は、微分・積分の指導では一定の有
効性をもつのではないだろうか。

もっとも、数学の応用的側面を紹介するには、数学そのものを指導することが前提となる。遠

山啓は、「数学教育は数学を教える教科である」と述べて、教科としての数学と科学としての数

学を切り離すことを否定したP筆者もこの立場に同意している。数学自体がなければその応用

的側面などあり得ないように、科学としての数学を教えなければ、その応用的側面は教えられ

ないのである。

4 おわりに

本稿では、外国教科書分析の一環として、中国の高等学校用数学教科書『微積分初歩』と東

京書籍の教科書『数学IIj r数学IIUを比較・検討してきた。微分と積分の導入及び微分の応用
である数値計算の部分を中心に検討してきたのであるが、その範囲内に限定しても、『微積分初

歩Jの良い点が浮き彫りにされた。その結果、日本における微分・積分指導を見直すためのい
くつかの視点を得ることができた。『微積分初歩』の特徴点の 1つである、微分や積分を必要と

する状況をあらかじめ設定して、その上で新しい概念を導入・定義し、再び現実の問題との関

わりを解説するといった一連の流れは、日本の教科書と比べて極めて丁寧であるといえる。ま

た、『微積分初歩』は、東京書籍の教科書にはない微分そのものやリーマン積分の概念を教えて

いた。このうち、微分については、 dyを単なる記号としてではなく、実際の変化量ムy の近

似値を表現する量として扱う必要があることを述べてきた。そうする方が、合成関数の導関数

を求める公式の理解をスムーズにでき、また、数値計算とのつながりの面からも適切であるこ

とを主張した。一方、リーマン積分については、今日の積分の代名詞となっている重要な概念

であり、これを教えなければ積分の指導とはいえなし3。リーマン積分は、領域を細かく分けた

後に足し合わせて面積を求める区分求積法を、極限の概念を用いて数学的に厳密に定式化した

ものであって、面積を中心とした既知の幾伺学的概念を頼りにして視覚的に指導できるため、学

習者にとっても決して理解しにくい概念ではない。さらに、『微積分初歩』の特長として、現実

18)遠山啓「数学教育の基礎JCW岩波講座現代教育学』第9巻、岩波書庖、 1960年)7-8頁を参照。
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の問題との関わりを重視する姿勢があげられる。実際、物理学や化学を中心に、他の学問分野

から練習問題の素材を豊富に選び出していることや、折に触れて数学の目的を紹介する件が存

在することにその姿勢が現れていた。「何のために数学を学ぶのか」がわかりにくくなっている

現代にあって、物理現象や自然現象と密接に関わって数学を教えようとすることは、大変意義

のあることといえる。現実的な問題を取り上げることは、社会における数学の応用的側面を示

すことにもなり、高校生である学習者の学習動機を喚起する効果があると考えられる。

今後は、『微積分初歩jから学んだことを教授プログラムの開発に反映させることもさること

ながら、対象領域や対象国を拡大した外国教科書の分析も課題となる。これについては、研究

対象が膨大となり得るため、共同研究者を得て共に進めてゆきたい。

なお、『微積分初歩』の訳出に当たり、北海道大学大学院教育学研究科博士後期課程の挑鵬鵬

さんより助言をいただきました。また同博士後期課程の楊志剛さんからは、『全日制普通高級中

学数学教学大綱Jを提供していただきました。記して感謝致します。
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