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1.定常な地中温度の分布

浦上晃一

(北海道大学理学部地球物理学教室)

一昭和44年 10月受理

1. はじめに

すでに，平坦な地表面においてニュートンの冷却が

1Jなわれ，地表に平行な平面上に任意の温度分布を与え

たときの定常な熱伝導方程式を解いたがり，ここではそ

の解をもとに熱伝導率の異なる場合の解を求める。ま

た，地表面においてニュートンの冷却則が成立する場合

の地中温度の二次元的な分布を等角写像を用いて決定す

る方法を考えた。

11. 地表面が平坦な場合の解

地中の熱の伝達は伝導のみによると考え，温度分布

は定常状態にあるとし，媒質は均質，等方的であると仮

定する。簡単のために二次元の問題として考える。

地表に Z一軸，垂直下方に γ一軸をとれば点 (x，y)に

おける温度 Tはラプラスの方程式.
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を満足する。また，地表面においてニュートンの冷却則

が成立すれば
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を満たす。ここで nは地表面に垂直な単位ベクトルで、あ

り，内向きを正とする。 hは放熱係数である。

第 1図(a)に示されるようなモデルについての解は
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第 1図境界条件

Fig. 1. Boundary conditions. 

1) 溝上晃一 1m深地温分布から地中の温度分布を推定する一方法について，北海道大学地球物理研究報

告， 20(昭和43年)， 1-13. 
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f∞ f∞ αcosh αν+hsinh αν 
T= τ~o dαj∞ αωhαH+hsinhαHム(可).cosα(マ-x)出 (3 ) 

で与えられるへここでん(x)は y=Hにおける温度分布である。

この解を用いて，第 1図(b)に示される熱伝導率がそれぞれ KbK2と異なる二層に別けら

れるようなモデ、ルについての解を求めよう。

まず，第 1図，(c)に示されるモデルについてラプラスの方程式を満足する解を求めよう。

境界条件は

y=H1 で T=a' cosαx 1 
y=H2 で T寸

(4) 

とする。 (1)から

T = (AeaY+Be叩)cos αz (5 ) 

(4)， (5)を満たすように A，Bを決めると
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B 4竺竺--
2sinhα(H2-H1) 

したがって，温度分布は

T=!!:.， sinhα(H2-y)+a sinh α(Y-E11 …-
sinh α(H2-H1l 

(7 ) 

となる。

次に第 1図， (b)のような場合の温度分布 Tb T2を求めよう。境界条件は

y=O で。T1=hT， V~Ål =hT唱
oy 

ν=H1 で T1= T2 = a' cos αz 
(8) 

aT一月Tーι~ よ =K.， V"  .. :.I，.2 
oy -oy 

y=H2 て、 T2=acosαz 

である。

(3)から

T αcosh αγ+h sinh αy -， ー一一一 E'- ........... .... 

I一 αcoshαH
1十hsinh αH1 U ¥...U"， Ll 

( 9) 

(7)から

中 a'sinh α(H2-y)+αsinh α(y-H1) 一向ん市
'-2 - sinh α(H

2
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2) 前出 1).
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が得られる。 (8)，(9)， (10)から d を消去すれば，y=H2における温度 T2= a cos αzが与えら

れた場合の温度分布が求まって，

Es(α) 
一一←一一{日coshαy十hsinh αy} a cos αz 
E1(α) 

アコーし {Es(α)sinhα (H2 -y)十 sinhα (y-Hl)~a cosαz Ez(α l ..LJ' 5\ lA./.-:)~.u，U u..\..L..L 2 !Jl I L)J.UUlA.¥Y ...L..Ll!J 

となる。ここで

である。

E1(α)=αcosh αHl十hsinhαH] 

Ez(α)= sinh α(H2-H]) 

E3(α)=αsinh αHl+hcosh αH  

E4(α) = coshα(Hz-Hl) 

Es(α)= 

Kz 
Ez(α) 

E3(α) T/  ， E4(a) 一一一一K，+←1一一・K?E
1
(α) ~~l' Ez(α) ~~2 

y=Hzにおける温度分布が Tz=fH2(x)で与えられる場合には

(11) 

(12) 

(13) 

T1= ~ (∞da(=主lEL.{α∞sh仰十hsinhα叫ん(ザ)cos a(r;-x)出 (14) 
πJo ~~ J ∞ E1(α) 

T2 = 4汀江~~d，αfJ「fi可可J叶F一イ.イ(ドEιω州ぷ巾州仙(似刷附α叫削川)同s

となることは容易に確かめられるであろう。

III. 地表面が簡単な曲線で表わされる場合

(i) 温度分布を求める方法

(15) 

第2図のような地表面が簡単な曲線で表わされるような場合の温度分布を求めよう。境界
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第2図 二次元的なモデノレ

Fig. 2. Schematic representation of two-dimensional modeJ. 
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条件は地表において (2)が成立し，地中の任意の曲線r8，においてその線上の温度分布 F(S')を

与える，即ち

T=F(S') (16) 

とする。次に， o=const.の曲線に直角な単位ベクトルを単に nと書き(ゅの増加する方向を n

の正の方向とする)，
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を考える。地表面において， ηの方向が(2)の ηの方向と一致し，

。=0 (18) 

2( oT¥8  
が成立する。さらに， F=O，dlEF)=吉正(，j2T)=0であるからりもラプラスの方程式:

，j2O = 0 

を満たす。また， (16)の代りに曲線 Iン上においては

(19) 

。=仇=const. > 0 (20) 

を考える。

いま， (18)， (19)， (20)を満足するゆが求まったとすれば(17)からそれに対応する温度 Tが
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(21) 

と決定できる。

極く簡単な例として一次元の問題を考えてみよう o X=Oでゆ=0，x=Hでゆ=内=const.

とすれば

。=長。。 (22) 

したがって

_ Oo _ I 1. Oo hx + 1 A 
T= ~~x+一一一一一一一一一 φ。H~' h H hH "t'U (23) 

これは x=Oでニュートンの冷却則が成り立ち，x=Hにおける温度が (hH+1)件。/hHである

ときの (1)の解と一致する。

以下，複素平面の領域においてゆ及び Tを論じよう。地表 r8及び境界 r.， が十分滑ら
かな曲線と仮定するとゆ=constの曲線も十分滑らかな曲線と考えて良い。第3図の z-平面

の領域 Dが関数 ω=f(z)によって ω一平面の領域 D'に等角に写像されたとすれば Dで調和

な関数はD'においても調和であって z-平面の境界線上の点 Zoとそれに対応する w-平面の

境界線上の点 wo(wo=f(zo))においてが(zo)=ゆ(wo)であれば領域内の点でもこの関係が成立す

る。また，写像曲線の長さの素片とこれに対応する z一平面上の曲線との比は
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第3図 z-平面と w-平面

Fig. 3. z-plane and w-plane. 

φ=0 

十 φ。
U 

(24) 

で与えられる3)。したがって z平面の点 Zoにおいて曲線。=const.=ゆ(zo)に垂直な方向の φ

/θゆ¥ _.. w=，，~ ~， I ，J.. '"' "'_J~~. ( dct ¥ 
の勾配を(百万)zzzo'wE-平面におけるそれを l副…。とすれば

(g~1 t~'"o = 1 f' ~zo)1 • ( ~: )z~zo 
となる。第3図に示される条件:

z= at で、。=0

z = bi でゆ=件。=const. f 
にこで a，bは実定数)

では z一平面の点 z。におけるゆは

。=士出-Im(zo)

となる。このとき ω一平面の点 ω。;

Wo =f(zo) 

(dゆ¥件。
における温度 Tは，同)FJZEであるから， ，(21)， (お)を用いて，

と求まる。

T=市 (a一川+1.1・-L+0(h-2)
¥ ) I h a-b 1f'(zo)1 

(ii) 計算例

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

関数 ω=f(z)によって写像される ωー平面に特異点が生ずることがあるので (29)を用い温

3) 例えば，寺沢寛一;数学概論，岩波書応， 175. 
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第 4図 (29)式によって計算した温度分布

(A): 土地表面における温度分布 (B): 地中の等温線

(矢印の長さが 100m) j(z) ==z+♂ 

Fig. 4. Temperature distribution calcuJated from eq. (29) 

(A): temperatur巴 distributionat ground surface. 

(B): isothermaJ lines under ground-surface 

(A) h=O.5m 

(8) 
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l00t 
第5図 (29)式から計算した温度分布

(A): 地表面における温度分布 (B): 地中の等温線

(矢印の長さが 100m) j(z)=z+ez. 

Fig. 5. Temperature distribution calculated from eq. (29) 

(A): temperature distribution at ground surface 

(B): isothermal lines under ground surface 
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第 6図 (29)式から計算した温度分布

(A): 地表面における温度分布 (B): 地中の等温線

(矢印の長さが 100m) f(z)=eiz-e-← 
Fig. 6. Temperature distribution calcu!ated from eq. (29) 

(A): temperature distribution at ground surface 

(B): isothermel lines under ground surface. 
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第7図 (29)式によって計算された温度分布

(A): 地表面における混度分布 (B): 地中の等温線

(矢印の長さが 100m) f(z)=e!z-e← 
Fig. 7. Temperature distribution calculateb from eq. (29) 

(A): temperature distribution at ground surface 

(B): isothermal lines under ground surface. 
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度分布を計算する際にはこれらの点を含まない領域を選ぶ必要があり， この制限のために w一

平面内に取り得る領域は極めて小さなものになる。それゆえ計算に用いる ω一平面のモデルを

実際のモデ‘ルの縮小されたものと考えると良い。 例えば， 100mが w-平面の単位の長さに相

当するとすれば(29)に用いる数値は 100mを基本の単位としなければならない。 このとき放

熱係数は h=lmー1=100(100 m)-1となり，ゅの勾配を 100
0
C/(100m)とすれば，l/l/(zo)I-O(l)' 

のとき 0(h-2)ごコ0(10-2)となり 0(h-2)は無視できる。なお， l/lf(zo)1は高々 0(10)であろう。

第4図~第7図に (29)を用いて計算した温度分布の例を示す。 (A)は地表面における温度

分布であり， (B)は地中の温度分布である。

ここで用いた写像関数 ω=f(z)は H.KOBERによっため。

おわりに，御指導，御助言をいただいた福富教授をはじめ地球物理学教室陸水学講座の皆

様に厚く感謝します。

なお，計算には北大計算センターの NEAC2203Gを用いた。

1. Steady Temperature Distributions Under 

the Ground Surface 

By Koichi URAKAMI 

(Department of Geophysics， Facu!ty of Science， Hokkaido University) 

Two-dimensional distributions of steady temperature under the grsundsurface are 

consid巴redfor the following two cases. 

(1) Case of di妊erentconductivities. For the boundary conditions shown in Fig. 1 (b)， 

a solution of LAPLACE's equation is found to be eq. (14) and (15). 

(2) Case of curved groundsurface. We defi田 afunction rt by eq. (17)， and it is 

obious that 

if T is a harmonic functi・on，o is also harmonic， and at the groundsuポlcethe 
bOllndmツ condition(shown in Fig. 2) transforms to rt=O‘for o. 

Then， the temperature distribution T can be ditermined by eq. (21) from rt， which is 

solution of LAPLACE'S equation and at th巴 groundsurfacesatisfied the boundary condi-

tion: ゆ=0.

In Fig. 3， when the region D in z-p!ane maps confarmally into the region D' in 

w-plane， o in D' is easly obtained and using theory of conformal transforms T can be 
det巴rminedas eq. (29). The steady temperature distributions caleulated from eq. (29) 

are shown Fig. 4-7. 

4) H. KOBER; Dictionary of coraforma! representations， Dover. 


