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14. 自由表面における反射の際の弾性波の

エネルギ一流量の収支

田治米鏡二

(北海道大学理学部地球物理学教室)

昭和45年 10月受理

1. 弾性体のエネルギー

1.11) 熱力学の第1法則によれば，物体内の総エネルギーの増加は外力によってなされた仕

事と物体に供給された熱量との合計に等しい。

外力によってなされる仕事には2種類ある。 1つは物体内のある体積が動かされることに

よって生じる仕事であるo 密度を Pとすると，この際に物体の単位体積に作用する力 PKはベ

クトル量で、あって， body forceと呼ばれる。他の1つは物体が変形させられるための仕事であ

る。 この際には，物体内の体積を包む面に張り合いが生じる。 この張り合ぃlJfはテンソル量

なので，ストレス・テンソルと呼ばれる。ストレスのことを surfacetraction，応力，歪力など

と称することもある。

単位時間内に bodyforceによってなされる仕事は，変位ベクトルを sとし，微小な体積を

dτ とすると，注目している体積全体については

jPKZdt・ (1. 1. 1) 

ただし，ベクトノレ・ベクトルはベクトルの内積を意味している。

一方，単位時間内に surfacetractionによってなされる仕事は，上記の体積を包む面全体

について，

sv.2竺・dA.at (1. 1. 2) 

次に，微小な面ベクトル dAに垂直な単位ベクトルを νとし，これに直交する他の 2つの

単位ベクトルを Aおよび μ とすると，

lJf = 'l'"yJ.+'l'"，占十型rμμ ， dA=J.ldA. (1. 1. 3) 

ただし，型凡などは U などに垂直な面に作用する力ベクトルを意味していて，これらはベクトル

量である。

(1. 1. 3)によれば，1Jf・dA='l'"νdAなので， (1. 1. 2)は次のごとく書き変えられる，

1) LOVE， A. E. H.; Mathematical Theory of Elasticity， Cambridge， (1934)， 93-95. 
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W1[l喜ル'wW，岳山=h.(1[I. ~:) dA (1. 1. 4) 

しかるに，面積積分と体積積分とを関係づけるガウスの発散の定理2)によれば， 一般のベ

クトル fに関し

wf，山 =Jf7.fd，;トバ

ここで、t主， Fは傾斜ベクトルとして扱われている。

ゆえに，

f= 1[1. ~8 
dt 

とおけば， (1. 1. 4)と(1.1. 5)から

(1. 1. 5) 

(1. 1. 6) 

w1[l喜dA= ~f7 .(w芸)dτコH穿(f7.W)十(W.f7)主}d， (1. 1. 7) 

結局，単位時間内に物体が外力によってなされる仕事の総和は(1.1. 1)と(1.1. 7)とから

乎=H叫(f7.W)+(W. f7)}主dτ (1. 1. 8) 

さて， (1. 1. 8)のごときエネノレギーが物体に加えられると，物体の運動エネルギーが増加す

る。単位時間内の運動エネルギーの増加は

である。

:子 =tjp￡(委主)dτ=~ρ岳会d，
しカミるに， 運動方程式3)

コ2~

ρニラ=ρK十17.1[1 at 

が与えられているので，

。V I"" _， as 
~a~ = ¥(刊)・'a;d， 

とおくと， (1. 1， 8)-(1. 1. 11)から

awo aT， av 
一一一千十at -at ' at 

(1. 1. 9) 

(1. 1. 10) 

(1. 1. 11) 

(1. 1. 12) 

上式の右辺の第2項は物体の変形によるポテンシャル・エネルギーの単位時間内の増加を

意味している。

1.2 

2) 

3) 

等方体では， ラーメの定数を Aおよび μとすると，

伊藤徳之助，応用ベクトノレ解析，丸善， (1948)， 164-166. 

LOVE;前出， 85、

伊藤徳之助;前出， 379-392 

ストレスvとストレイン φとの関
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係は

1Jf=AI7・8E+2μφ， E.I7=17 

なので，

::-，~ ':¥ '::'0 .... 

v・F・去=えF・8言(17・8)+2μφ・17.号

さらに，直角座標 (x，y， z)の3軸方向の単位ベクトルを i，j， kとすると，

(1. 2. 1) 

(1. 2. 2) 

a . a "' a 
8 = i 51 + j 52 + k 53 ， 17 = i -，~.. + j -，~ + k -，~_， 2φ =178+817 (1.2.3) 

- &0 dX J J dy 1." dZ ' 

なので，

φ a51 φ 生三 φ 生三 φ 生主+~52 …一 一一 一一」
口 ax' ~yy- ay' ~zz- az' ~yz- ay az' 
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とおくと，

(1. 2. 4) 

2φ = 2(iiφ四十jjφyy+kkφz.)+(jk+kj)φyz+(ki+ik)φ叫+(ij+ji)φ噌・(1.2.5) 

ゆえに，

I_~ a a a ¥ I ~ a a a ¥ 
2φ .17=i(2φ叫τ一十φ岬守一+φ口τ~)+j( φ抑ぢ一 +2φJ/Y ---::i"一+φ抑守一 l

¥ ox υy oz / ¥υx ~- oy υz/ 

+k仲間ヱ仲間三+2φzzJ-i 
¥ ox " oy oz / 

なる演算を経て，

/ ペめ 月ゆ一一 月め¥ 月(/)，，" "~ aφzx 2φ.17 ・一一=2(φ叫ニヱ三十φ 一一 ?IY十φz一一三)+φ .J....y乙+φ¥ ~ "'''' at I ~ yy at I ~ zz θt } I ~yz at 悶 at

a~百 a ( rh2 I m2  1m2  I 1 I ni2 I di.2 1".2 ¥1 
十φ岬う子= åt"jφ~x+ φ;1/ +φ;z+玄 (φ~z+札+φゐ)t

ゆえに， (1. 2. 2)は次のごとくまとめられる，

a8 _ a f A 1(7. ~\2 I ..lm2 I m2  I m2  ¥ I p.. 1m2 I m2 I m2  ¥) v ・ F・五=百~12 (17・ 8)2 +μ(九+φw十九)十三f(φtz+ φ叫+φ~y)t. (1. 2. 6) 

(1. 1. 11)と(1.2. 6)とを見くらべると

3F=す(17・8)2十μ(φ;z+向け弘)+~ (凡+φ;"'+φ;y)

であってへこれは変形エネルギ一関数と称されている o

ところで， (1. 1. 7) -(1. 1. 12)をふり返って見ると，

去{Wo(body

4) LOVE;前出， 102. 

(1. 2. 7) 
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ゆえに， body force Kが無い時は

去(T+V)=SV3pdA

田治米鏡ニ

(1. 2. 8) 

であって，上式の右辺は dAで固まれた面全体を通して単位時間に流れ入るエネルギ一流量と

みなされる。すると， (1.1. 6)のfは物体内へ入るエネルギ一流量の面密度ベクトルと解釈され

る。運動エネルギーおよびポテンシャル・エネルギーの体積密度を'lVkinおよび ωpotとすると，

T=~Wk仇 V= ~Wp叫 (1. 2. 9) 

で、あって， (1. 2. 8)は次のごとく書き変えられる5)，

会j川n十Wpo川 =~f， dA (1. 2.10) 

断面積 Aの平行層内を層に平行な Z 方向に伝播する波動を考える。エネルギー密度およ

びエネルギ一流量密度の l周期間の平均値を窃l<ln，wpoもおよび九とすると，(1. 2. 10)の左辺は

(Wk川 pot)~ ~d， = (応kln+Wpoは35
一方， (1. 2.10)の右辺はJxAである。ゆえに，

(弱kin+あpot)告=九 (1. 2. 11) 

1.36) 次に， (1. 1. 11)と(1.1. 7)に戻ると，

v=十= (1. 3. 1) 

しカか道るに， (1. 2. 7)によれば

τVpot = W・F・8 は φxx，φZu，…

などに関する斉次式である。

一般に， f(Xj) = .L; X3の場合は Bβ(Xj)joXj=2.L;Xjなので，

f(Xj+oXj) = .L; (Xj+ OXj)2 = .L; x5+.L; (oXj)2+2 .L; (OXj)勾 =f(Xj)十f(oXj)+ザ(勾). 
(1. 3. 2) 

そこで，境界条件と平衡条件とを満す変位を 8，ひずみを φとし，境界条件は満すが平衡

条件は満さぬ変位を 8+08，ひずみを φ+0φとすると， φは sの関数なので， (1. 3. 2)は次のご

とく表わされる。

ωpot(8+08) = WpOも(8)+'1:内ot(08)+ h内 0色(8). (1. 3. 3) 

5) LOVE;前出， 177-178. 

6) LOVE，前出， 171-173. 
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しかるに，無限小変形の理論では，d7Jfjds=0なので， (1. 3. 1)と(1.3. 3)とから

V(針。s)-V(s) = V(os)+抑 os.dA-~δs. f7.7Jfdr (1. 3. 4) 

しかるに， body forceが無くて sが平衡条件を満していると， (1. 1. 10)によりf7.7Jf (8) =0 

なので， (1. 3. 4)の右辺の第3項は Oである。また sもs+osも境界条件を満していると，解

の唯一性により，境界面 A上ではぬ=0でなければならぬ。ゆえに， 右辺の第2項も Oであ

る。一方，V(OS)は(1.2. 7)に見られるごとき (δφ?に関する斉次式なので，常に正の値である。

結局， (1. 3. 4)は次のごとく解される。

V(S+d8)> V(S). (1. 3. 5) 

この式は，変形によるポテンシャル・エネルギーは平衡状態の時に最小になる，ことを意味

している。

1.4 エネルギ一流量の流入密度は(1.1. 6)に与えられているので， この式の右辺の符号を変

え，さらに(1.2. 1)を代入すると，等方体におけるエネルギ一流量の流出密度は次のごとく表わ

される:

f=ーや(asja件 s+2μφ(納)} (1. 4. 1) 

さらに，直角座標 (x，z)を採用し，その単位ベクトルを tおよび k，変位sの成分を 81お

よび S3とすれば，

なので，

s = iS1十ks3， f7 = iajax+kajaz 

• aS1 ，.. aS1 ， " aSQ 月SQ=llーム十ki~~~l +ik "-，~"十 kk "-，"J ax ' ••• aZ ，... aX ，.... aZ 

• aSl ， .. aSl ，.. aι aS.、F =iz-L十ik~~~l +ki :，~" +kk ~~~" 。x，.w aZ ，... aX ，.... aZ 

(1. 4. 2) 

(1. 4. 3) 

ゆえに， (1. 2. 3)を参照しながら(1.4. 3)を(1.4. 1)に代入すると，エネルギ一流量密度ベク

トルの Z および z成分はそれぞれ次のごとく表わされる:

j二=f.i=一(7Jfxxast!at+7JfxzaS3jat)， 

fz = f.k = -(7Jf悶 as1jat+7Jf Zz as3jat) ; (1. 4. 4) 

7Jf = = i.(aSt!aX+as3jaz)+2μaSt!ax， 型rxz = 7Jf Zx =μ(as3jax+aSt!az) ， 

7Jf Zz = }. (as1jax + as3jaZ)十2μas3jaz.

次に，

Vp = {(川μ)イ V8= (μjP)1/2， h =ω凡 k=ωjV8 (1. 4. 5) 

とおき， P波および S波の変位ポテンシャル
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φ(x，z，t) =ゆ(x，z) eiwtおよび 7J!(x， z， t) =ゆ(x，z) eiwt (1. 4. 6) 

を導入し，

51 =oφ/θz十o7J!/OZ ， 53 =δφ/OZ-θ7J!/ox (1.4.7) 

とおけば，

(J72+h2)ゆ=0および(J72+P)ゆ=0 (1. 4. 8) 

であれば，K=Oなる場合の運動方程式(1.1. 10)がsによって満される。

しかるに， (1. 4. 5)によれば

}.=μ{(帆)寸 (1. 4. 9) 

であり， (1. 4. 6)~(1. 4. 8)によれば

δ51/θx+θS3/OZ = f12φ=_ h2ttewt. 

ゆえに， (1.4.4)のストレスの各成分は変位ポテンシャルを用いて，次のごとく表わされる:

手={(2h2ーが)山(岳+また)}eiwt，
笠旦 7J!竺ー/ヮ o2ι o2<t↓ o2<t¥ pω 
μ 一 μ-γ oxoz ox2 I oz2 ) V 

frOl_? 7_?¥ J.. I n( aゆ o2<j;¥1 ';z = t(2h2ーが)ゆ+2~ a~ 一耳石川 (1. 4. 10) 

ここで注意すべきは， (1.4.4)の右辺はいずれも変位の成分または変位ポテンシャルに関し

て2次式であり，しかも複素数φに関しては馳炉キ(加φ)2であることである。ゆえに， (1. 4. 4) 

の変位の成分または変位ポテンシャルはそれらの実数部のみを採用しなければならぬ。

そこで， (1. 4. 6)のφおよび Vの共事E複素数をそれぞれ

φ* (x， z， t) = tt* (x， z) e-iwtおよび 7J!*(x， z， t) =ψ*(x， z) riwt (1. 4. 11) 

とすると，

meφ= (1/2) (φ+φ*) 

なので，

omeO/ot = iReoφ/ot = (iω/2) (φ ー φ*). 

また，

(meφ)2 = (1/4) (ゆ2e2iwt+2妙。*十件*2e-2iaJt) 

なので， 1周期2π/ω の聞の平均値を採用すると，

[仰)2Lean=問州*
ゆえに，
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[州司(況守)lmean=4与(汎一st机叫?げ汎山v九削口叫)=乎[陪惇+芸劃引){ヤ包仙似hが山一→k2)ifJ* 
十吋2ベ(:裟安十恭)}-ト一(得筈+ot* ){(いμ伊ロ似仰山2劫2h2山山h2-k2)叩刊一→J引是が約2可)肘刊叶2ベ嶋(岳イ去)川)リ]， 

[い(閣怖筑加w帆t叫v札沈川E4与斜判t討汁)Lea叩e目ean
×中(や2去庇去一主等5十与等斡与引)一(得与筈子一:*)(2ごな去ι4哨)}， 
[ (iRe 1ff zx) (月::)Leaω 叫問。ψ)(iRe 1ff叫(iReー土11 一一(SllJf日 -sflJf口)= ''''.1-'-{( 一一|¥)Jmean -4 ¥"1"'" "1' '''1 - 4 t¥OX' OZ) 
2一一一一一一一一一 一一一一 12"一一一一一一一十 l (WW+B2p)-(型十仰木)(均仰向)
oxoz ox2 ' oz2 ) ¥ ox θz ) ¥ 

~ 

ox OZ ox2' oz2 ) ' 

[い慨仰仰elJf叫仇川v民九刊z町叫z)巾)

叶与等5一号器法)}-ト一(得筈千一筈軒引){件υω凶叫山hがι山山2し刊一→-P)朴体-ごた)}]
(1. 4. 12) 

一方，単位体積あたりの運動エネルギーは， (1. 1. 9)により

3子=2祭主=~ {(争Y+(た)l (1. 4. 13) 

[付与)2Lan=t3?45=与(之十33)(3Z十等)， 

[付与rJmean= ~主宰ニ子(喜一芸)(誓一等)
また，単位体積あたりの変形によるポテンシャル・エネルギーは， (1. 2. 7)により

主→(t7os)2+P {(会)¥(会Y+~ (む+47)2
p r.2 (OS1 ， OS3 V ， _.2 (( OS3 ， OS1 ¥2 A 

OS1 OS3 1 一一ー--， ---" <ーー一一一一-
2 I UP¥ oX ' oz J ' 

vs 
¥¥ ox ' oz ) 

~ 

OX oz I 

[{iRe (台+針rJmean= ~ (長+会)(32+答)=やが，

[{iRe (会+会)fLean= ~ (会+会)(筈+与)
=十(2乏な4羽 (2£去十55一等)， 

いな)(沢E会)Lean= ~ (主主十主主)

(1. 4. 14) 

=士(岳イま)(等一法)+(弘法)(か器)}

2. 自由表面における平面波の反射

265 

2.1 境界面に平行な方向の P波および S波の角波数を 5とし，境界面に垂直な方向の P波
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および S波の角波数をそれぞれ αおよび戸とする。次に，自由表面における変位ポテンシャ

ルの P→P，P→S， S→Pおよび S→S反射係数をそれぞれA，B， CおよびD とすると7L

A=D=一一{(伊伊s2一PめW件)戸2一4仰}/{(伊s2一e句)刊

B=ー(州)C=判伊-e)/{(s2_$料 4州} (2.1.1) 

であって，これらの間には次の関係がある:

N-BC=l. (2. 1. 2) 

ゆえに， P波の変位ポテンシャル

φi(X， z， t) =仇(x，z) eiwt ;仇(X，z) = ci(，x同) (2.1.3) 

が自由表面 z=Oに入射すると，第 2.1図に示されているごとく，次のごとき P波およびsv
波が反射する:

O 

z 

φi¥目、やl
ψl 

P，λ，μ 

第 2.1図平面波の反射

X 

Fig. 2.1. Reflections of plane waves. 

φz(X， z， t) =鳥(z=O)Ae寸日および IJfz(x， z， t) =札(z= 0) Be-isz . (2. 1. 4) 

ここで、，

φz(x， z， t) =め(x，z)ewt;め(x，z)=A(ご)e-i(何十四

IJfz(x， z， t) =山(x，z)ewt;ψz (x， z) = B ($) e-i(何十sz) (2.1.5) 

とおくと， (2.1.3)および (2.1.5)のめ，if;lおよび山はそれぞれへルムホルツの偏微分方程式

(1. 4. 8)を満す。しかも，これらは自由表面 z=Oにおいて，次の境界条件をも満している:

1Jf zz = 1Jf zx = 0 . (2. 1. 6) 

さて，A(三)も B(f;)も実数の場合は，め， φzおよび山の共車lT:複素数は次のごとく表わさ

れる.

ゅt= el(C也 α'z) ゆt= A(ごうei(.;'X+α'z) Oi = B (e) ei(e':<リ'z) (2.1.7) 

上式の波数および反射係数に Fを付けたのは，元の量とそれらの共腕複素量とを区別する

ためである。ただし，

7) 回治米鏡二，成層構造に対する raytheoryの適用 (4)，地震， 11 (1958)， 151-152 
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平面波に対しては 3=5F. (2.1. 8) 

ゆえに，この場合は，他のすべての量についても Fの有無は意味がない。ここでは，平面

波以外の計算の便宜に供するために，あえて， (2.1.7)のごとく表わした。

ともかく，

件=仇(x，z)十件z(x，z)， ψ=ψz(x，z) 

とおき， (2.1.9)を(1.4.12)に代入すると，

[(加九)(加ゐdad-=(仰ωω)[日[{cドc(妙件仇肘4汁榊品+吋吋哨砂めωz)川)

+{ヤヤれr引仰F吋(ω件持i+吋哨哨併好州?わ)+s附ψ切吋7}引仲}{(い(ω2αdι一が問)(ゆゆ仇包十めω)一2cs仰似叫件山吋l}]，

(2.1.9) 

[(況el/f xz)(加853/34m=一(仰/4l[い-rtz)十助}{的'(何-rtn一(s'2_C'2)伴}
+{トヤいゲ州州F吋(ゆ併針;一何伽)汁→+叩}{2臼州(ω件仇十包「一→哨件仇剃z)ト州)トH一→(伊伊s2一♂約)ψ山1} 

[(恥ffiel/f出叫)閣削Eω山Bゐ川5釘ザ机1/川岬/川ル3白伺叶叫tめt)t主te皿耐e阻 =(何ω叫)[日怯(ヤc(ゆ併仇z汁+併めω附z)什)川+s仰似叫ψ山吋z}{記r仇F、α州一何)ト一(s'2屯吋2
+{ヤヤr仰'(ゆ砂舛i+坤哨ゆ好?山叶{2臼叫(ゆ仇件仇十i-什一→oωZ心州)ト川一→(伊s2一f2的2り)ψ吋z}]，

[(況E叫仇v民九zロz川 Eω山肉刈Bゐhω5勾ザ3/μ仰州川/川ル刷叶Bω制叶tめt)]江]…= 一(ω仰μ叫(トα(妙砂仇4一砂めωz)十拍叫}
+{トトドド仰αゲ州州ゆノぺF吋'(rtω砂持;一o針7川 Fψ判ψ仰外t}引}{(ぽご2一s2可)(併仇色+坤矧めZ川 5印仰st.tψz}]

次に，これらの計算結果を(1.4.4)に代入すると，エネルギ一流量密度の成分の 1周期 2π/ω

の聞の平均値は次のごとくなる:

ト(川)[{2州 M う-c(a'2ーが)-c'(2α 吋(州十州)

+{ド2ßß'仰ß'(ぽ川+~'件F

一(や2仰げ州Fべ(c+刊吋州c'的Fう)+刊c(2a'2一州 r叩(包2臼a2一F問吋州)}(ω件州irttゆ抑桝7件+州州) 

一(いF凶一記2cC'一P問仰州)t.t陥い山Z仙砂針7山 '(υ2a2αa2一M 一炉問)川(

+ぺ咋(ト
α阿一s'2+吋吋叩r♂F庖2)(rt.，一めω州)t.tψ山昨一F山+刊ご可M川ψ山似tバ(妙o併t叫]，

九=ー(州/4l[{2cC' (α+ゲ)+α(s!2- C'2) + a'2件 c2)}(州一州)
-{2cc'併戸)+s(s'2_C'2)+ s' (円2)}t.t/ t.ti 

+ {2cC' (αFα)ーα(s'2_c'2)十州_c2)}(州一州)

+{c(s'2_C'2)_C' (s2-c2)} {め仙針)一肘州t}

十2(c一的{as'(仇一州?ーゲst.tl(針ーがn}] (2.1.10) 

上式の中で，rtirti， rtl好およびψz討を係数に持つ項は，それぞれ入射P波，反射P波
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および反射 S波のエネルギ一流量密度である。これらに反し，他の項は上記の3種の波が互い

に干渉して生じたエネルギ一流量密度を意味している。

平田波の場合は， (2.1.8)の条件があるので，まず， (2.1.10)のf.は次のごとく簡単になる:

毘(μ)= -(wf1k 

仇ø~ = 1 ， Ol Oi = A2 ，ψzψt =B2. (2.1.11) 

しかるに， (2.1.1)と(2.1.2)の関係により

如何+(s/α)山狩=A2-BC=l=仇ot. (2.1.12) 

ゆえに，J.=Oであって， (2. 1. 12)は入射 P波のエネルギ一流量密度の z成分は反射 P波

および反射S波のエネルギ一流量密度の z成分に正しく保存されることを意味している。

次に， (2.1. 8)を(2.1.10)の九に代入すると，

九(x，z)=附

+(似α+吋F向){ド3e一s(α2α一F向)}Bco∞OS(似α+吋F向)z一(似α P向){や3e叩十吋F附 P向)}ABc叫一P向μ叶)同寸zJ ] 
(2.1.13) 

ゆえに，干渉によって生じた九の 1部は，X軸に平行で，z方向に周期的に変化する縞模

様を呈する。

今，第 2.2図に示されているごとく，限

られた幅の平面波を考え，X に垂直な面を通

過するエネルギ一流量を計算すると，

j州地=日P，

l OzOidz = A2MP， 
l <Pz <pi dz = B2MS 

o M 

φ 

z 

第2.2図 限られた幅の平面波の反射

Fig. 2. 2. Reflections of pJane waves 
having五nitebreadths 

x 

しかるに， (1. 4. 5)のhおよび kはそれぞれ P波および S波の伝播方向の角波数を意味し

ているので， P波および S波の入射角をそれぞれむおよび仇とすると，

c = h sin θp=ksin8.， α= h cos () p ， s = k cos () 8 (2.1.14) 

とみなされる。ゆえに，第 2.1図を参照すると，

戸/α=tan 8 p/tanθ.=可否周P. (2. 1. 15) 

ゆえに， (2.1.12)と同様に

JOzOid寸</Jz<J;idz=町P= )OiOi (2. 1. 16) 
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限られた幅の平面波で、は，第 2.1図に見られるごとく zの大きな処で観察すると種々の

波の干渉による影響から逃れることができる。この場合には

jμz=仰 2/2)H Od4dz+ j OzOtdイ1'z1'tdz} (2. 1. 17) 

であって， (2. 1. 16)により， 入射P波の Z 方向へのエネルギー流量は反射P波および反射 S

波の Z 方向へのエネルギ一流量に保存される。

しかるに， (2.1.11)の各量は Zによらぬので， (2.1.16)も(2.1.17)もZのいかんによらず成

立すべきである。すると，干渉によるエネルギ一流量密度の Z 成分はOでなくとも，その存在

深度 zが適当に調節されて，エネルギ一流量はOになるものと察せられる。

このような状態では， (2.1.12)と(2.1.16)とにより，入射P波のエネルギ{流量はすべて反

射P波と反射 S波のエネルギ{流量に保存される。したがって，他の波，たとえばレーレ一

波，に与えるべき余分のエネルギ一流量を平面入射波は持っていない。

2.2 入射波が P波仇で、なくて， sv波山の場合には，

1'i = e峠 x-sz) Oz = C(~) e一時計出 山=D(~) e-i(，x+向 (2.2.1)

[(況E問 (決EMt)Lean= (何ω叫l[川[{ヤ5印妨砂めZ一s(ωψ山多「刊一→4ψ仇州Z

+{ヤC'otψ砂好T一→イs'(ωψ伴tトM一ψ?わサ刈l}{凶一が問)併仇l+勾却s(ωい山i-一仇ω叫)}]，

[(:Re lJf川Eh/84an=州4l[{一州+~(砂川)}{2仰件(ß'2_ Ç'2)(舛+伴l}

+{-a'砂川(仰いn}{2~aØz十(ß2_ Ç2) (山+山)}]，

[(況E刊(況EM4an=(叫l[{劫-s(山一めl}{-2C'a'Ot一(s'2_C'2)(持哨l}

十(ド矧Fψ併針7一F仰(ωψ1'':一好灼叫l}{一

[ 怖仰v札九z目川z

一別'(ωい伴fト一ψ伴灼叫?わヰl}い}+{べ(一α糾 r仙何灼叫州)}{汁(ト一(伊s2一F約仇)O仇z却矧(ωψ仇¢什zl}叫l}リ}日] 
ゆえIにこ， (2.1.10)の代わりに，次式に到着する:

九=州州却s'(~+ Ç') _~(ß'2-C'2) -C' (s吋 l}(州十州)
十{2aa'(川1-c (2a'2 -k2) -C' (2a2ーがl}州
-{2ss'(c+C')十叩-ct2l+C'(s2_C2い，1't+州)
一(α(2CC'_s'2十♂)州件付)+ゲ(2CC'-s2+c2)何(山村zl}
ーヤ(2~Ç'-2a，z+Pl (れ一山)持十戸'(2CC'一叫が)州-1'tl}]， 

九=一州4)[{2cC'(s十戸)十戸(s12_C'2)+仰 2_c2)}((A1'':-1'z1'i) 
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一{2ce(α十α')十α(s'2-e2)+α'(s2-e)}州

-{2ce(s' -s)一附-e2)+s'(s2-e)}(Oi Oi-'Tz 14) 

十(叩_c'2)_c'(s2_c2)}{(山村l)φfーめ(抑制)
十2(;'-c){州(山一山) (2.2.2) 

入射波がsv波の場合には，sは実数でも， αは虚数 -iaになりうる。この際には， (2.1.1) 
のすべての反射係数は複素数になる。ゆえに，

tan Y(c) = 4命se/(s2_C2?

とおくと， (2. 1. 1)は次のごとく書かれる・

A = e(2Y+ πc=ι=叶ICIμe引肝炉肝…(仔肝山川Yれ山川+廿叫π吋); ICI ={4吋制州戸丙阿附ご訂引/パ(伊伊s2-叩一→千C2約小2竹)

すると， (2.2.1)は次のごとく変わる:

(2.2.3) 

(2.2.4) 

山=e引ex-sz) <Pl = ICle-aze-i(ex-y πψ1 = e-i(<x+sz-2Yπ(2.2.5)  

さて， αが実数の場合には，

aoz/az = -iαOl' aゆi!az= iα'Oi 

であった。これに反し， αが虚数 -ierの場合は

aoz/az = -er<Pl ， aouoz = -e/ Oi . 

ゆえに， αが虚数の場合には， (2.2.2)のαとゲとをそれぞれー必と品F とに置き換える

べきである。たとえば，

九=一(叫)[{ぽ(sリ)+仰2-e川'(戸吋)}(州一ψlon
一→ぺべや(ド2ce記n伶府αゲF一&的)一州2一寸イ千r♂F厄2)+ er.'吋(伊件F

一(や2記応2ce記ぽe引吋Fべ(

+ぺ巾(ドc(s'2一r♂杓2り)一r叩(伊s2一P約)い件何7一仇州州い舛i+山州Mゆ併?一め州州ψ伴7わ) 

+刊叫叫U矧i(ぽ一咋州ゆ併?一山Mゆ何7山 s'(ゆゆめ州州Z沖ψ伴;一仇州州ψ伴?わ功叫)}泊}日] 
平面波の場合は， (2.1. 8)を(2.2.6)に代入すると，次の結果を得る:

Jz=ー(的μk2s(2)(山ψt-olon， ψiO't=ψIOi = 1. 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

もし， αのみならず，sも虚数であるとすれば， (2.2.6)の戸と戸とをそれぞれ -isとiT'

とに置き換えるべきである。すると， (ψiOi-仰いi)の係数も Oになる。

3. 自由表面におりるビームの反射

3.1 第 3.1図に示されているごとく z=Eに薄い平面のシャへイ板を置くと， 幅 2aの穴
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を通過した入射平面波のみがシャへイ板の後側へ進み，幅 2aのビームが形成される。 もちろ

ん，穴を通過する際に回折現象が起こるので，ビームの縁は不明瞭となり，ビームの断面上の

波の振幅は一様でない。しかし，ここではビームの構造を詳しく調べるのではなく，ビーム全

体のエネルギ一流量を見るのが目的である。ゆえに，上記のごときビームを扱うことにした。

そのために，z=E面上で

G
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d

z
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円
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ム
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o
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U
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，e
・・‘，，
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E
E

・、

一一Z
 
F
 

(3. 1. 1) 

なる関数を定義し，元来の入射平面波の角波

数をおとし，

S剖印附倍的c)=去封j仁!二〉∞F町刷何ぱ附仰Fつ)川ei凶刊e引昨山(仔ト円門Eト円刊叩一イ-$0む0
(3.1.2) 

とおくと，シャへイ板の後側に形成される入

射ビームは次のごとく表わされる8): 

仇(x， 幼 =~仁?二∞S(c)e-引時巾…<'"加山z肘一+吋a臼山山一一寸叫吋z司z)}刀l

(3. 1. 3) 

この式のS(引を α1で置き換えると，線、

状振源(0，E)から発射される円筒波になる。

今は， (3. 1. 1)を(3.1. 2)に代入すると，z=E 

上で，

S(c) = sin {(c-c川j{n(c-co)}

o O 
x 

E に//一口

i

-

レ
パ
ソ

l
y
v

/
ノ
/シ

~ x 

全←→
2a 

z 

第3.1図 シャへイ板によるビームの形成

Fig. 3. 1. Construction of the beam 

by the screen. 

1，0 

第3.2図 S(c)の変化
Fig. 3.2. Variation of S(c). 

ゆえに，第3.2図に示されているごとく ，S(c)はと=おで極大。/π になり， lc-colが大き

くなるにつれて Oに近づく。

さて， (2.1.3)の入射平面波が (3.1.3)のごときビームになると， (2.1.5)の反射平面波もそ

れぞれ次のごときビームになる:

め川

山川

さらに， (3.1.4)および (3.1.5)の共臨複素数は

(3.1.5) 

8) BREKHOVSKIKH， L. M.; Waves in Layered Media， Academic Pres5， (1960)， 100-122. 
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o舛:(xμ，Z←j仁f二∞S(訓“SWぽぽ仰5rF
ゆ併tM = J !二S(C'附(ぽぽ的ごr約Fワ)A川州(ぽぽ問c'約Fう)ei(代s……，切刷いm肘…山+刊吋αピ，官山一E酌山町←H川山αピ山，乍2

ψ伴7以 zめ)=~仁f二∞S(;'制(ぽぽ問c'約Fう)B即町附(ぽぽ的C'めFう)e(e'x+刊一α

ゆえに，

州(be叫=~日r二♂印S(ç)計M刊)川S釘(

('3. l. 6) 

などの関係がある。このような結果，エネルギ一流量密度に関しでも，次のごとき関係が成立

する:

J(b叩 )=H二日)S仰 (planew肝問e
ゆえに， (υ2.1. 10防)のj九R乙Lを(ゆ3.1.7η)の被積分関数に代入すると，

Jz(μ : be回叩叫am叫m凶)片片=一一(加ω叫

11 川 =~日[二S附C'的'){トいα叫吋(伊s'2庖に吋円2_吋一→イc'な勺刊2可併)+川+刊αd岬F刊(

I川)= -~[oo S(ご)S(c') {α(伊伊s'2庖2一r♂門作2可悼)沖同+判α叩一c2)+

ι川己-H二時)S(C'附){ヤい竹付削仰W附(伊v伊s'2弓ι円吋2仁片一→イc'川(伊F円 2可)+2記ぼ駅Fべ(s+s')}州 dC'

14(x，z) = H:oo S(川 (C') {トいα叫吋(伊s'厄ι円吋吋一→イC'庖い2りト)ト川一寸αゲ州Fべ(

(3.1.7) 

(3.1. 8) 

ι(x，Z) = H二日)S(約十(s吋 2)_1;'(s2ーめ}(cbIO:十州-Oicbt-Olψndc'dc， 
fs(x， Z) = 2H二S(ご)S(C') (C' -c) {as' (州一仇ψM州向-cb1on}dC' 

しかるに， (3.1.8)の被積分関数に含まれている変位ポテンシャルはすべて平面波のものな

ので，共通な係数 exp{i(C' -c) x+i(αFーα)E}を省略すると，Z=Oでは

仇持=1， ifJlifJt=A(ご)A(C')， ψzψt=B(ご)B(C')， 仇討-ifJlifJi= A(C')-A(c)， 

山尚土砂lifJi=B(c)土B(c) A (C') ， ifJi cbt土砂zψi= B(C'):t:B(C') A(c). 

また， (3.1.8)の被積分関数 S(ご)およびS(C')は(3.1.4)に見られるごとく， Coの近くでしか

大きな値を持つことができぬ。

ゆえに， cまたは Fに関するすべての関数をご。付近でテーラー展開し，ごーらまたは C'-Co

の2乗以上を係数に持つ項を無視すると，長い計算経過の後に次の結果に達する:
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11 (x， 0) = 2k2α(ご。)l(x， 0) ， 

ι(x，O) =-2k2α(ご。)A(ご。)l(x， 0)， 
13(xρ) = -2k2 s(co) s2(cO) l(x， 0)， 

ι(x，O)=-[(ご/α)伊-4(2)切A吋Jhmzz，

机 0)= 一( が+2 拘[( 山 ) aBj月aC一B 仰 .J~.o←討叫=イ有JE九。

Iι6(Xω，0ω)=一2[sBaベ作(←α(仕1一Aいご一α(仕1一A)a(戸印悶B)/旬acL.o→古E九JoyyB♂川2

I川=)):二〉∞S(c)S(C'削F
しカ、るtこ，

la21(x， 0)/ax21 = (C' -c)211(x， 0)1勾 (L1c)211(x，0)1 <<:.誌11(x，0)1
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(3.1.9) 

なので， 11>ι，ιに比しんんんは極めて小さいと考えられる。ゆえに，後の 3量を無視する
と， (3.1.8)は次のごとくなる:

九(x， 0: beam) = -(加ω仰μM附州/μ刈4引吋) (3.1. 10) 

しカか這も， 11>ん， 13に関しては，平面波の場合の (2.1.12)と同様に，

-{12 (川)十ι (x， 0)}=2k2 a(む)1(x，叫A2+(阿川2J~<0= 11(川) (3.1.11) 

これを (3.1.10)に代入すると，J.=Oなので，z=O面をこれに垂直に通過する入射 P波の

ビームのエネルギ一流量はすべて反射P波と反射S波のビームのエネルギ一流量に保存され

るものと解釈される。

次に， (2.1.10)の九を (3.1.7)の被積分関数に代入すると，

五(x，z: beam) = (仰/作1(μ)叫 (μ)+λ(υ)+14(μ)叫 (μ)叫 (μ)}

(3.1.12) 

上式のιιおよびιはそれぞれ P波の入射ビーム， P波および S波の反射ビームに対
応し，ん 15およびんはそれらの干渉によって生じた項である。ふたたび，cまたはFの関数

をお近傍でテーラー展開し， 5ーらまたは C'-Coの1乗以上の項を無視すると，今度は， (2.1.13) 

の5をおで置き換えたものを (3.1.7)に代入したのと同じ結果になる。すると， (3.1. 12)につ

いても，平面波の場合の(2.1.17)と同様な結論が得られる。

3.2 入射ビームが P波ではなくてsv波で，かつごくんの場合は， (2.2.2)を(3.1.7)に代入
すると， (3.1.8)は次のように変わる:

九(x，z: beam) =一(仰/4){11 (x，朴 12(x，z)+ι(μ)+I4(μ)+15(れ)十ん(μ)}; 

(3.2.1) 
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11ω川 )= ))仁:二∞S(訓問附(ぽ5引)S(C') {ドい竹削仰仰(伊(s'円庖)+

12 川 = 一E仁!二∞S(〆S訓印(ぽ附5
ι川=-~仁S(ç)S(C') {α(s'2_cl2)+ゲ(s2-C2) + 2CC' (a + a')}州 d間，

ι 川 =H仁?二〉田S(c川S訓時附(ぽ悶f釘)SW制){←い竹村削仰仰(伊(s'円P
Iι5(μω)=n:二∞S訓吋(ぽ5州C'めFう){←ドド付引仰叩(伊(s'円 F沼匂2可)一r件 P的)}('TtOi+山州州砂針7一め州州ψμt一仇州併μndC' 

Iω) = 2)J仁!二∞印附)川S訓(附可一イ5咋r下判P削仰(ω9山i-一→哨山ω川z心)併好i+山仲舛仰)いF
ここでで、も，cまたはC'の関数を 5む0近傍でで、テ一ラ一E展是開すると，結局， (3. l.9)-(3.l. 11)に

似た結果が得られる。

入射ビームがsv波で，しかもん<c<kであると，sは実数であるが αは虚数 -ifiにな
る。この場合は， (2.2.6)を(3.l.7)に代入すると， (3.2.1)の右辺の各項は次のようになる:

11(x，z)= E仁!二∞S印(ぽ5刊C'巾r
ι川 =-H二日)S(C') {ヤ仰(s'2屯2一r♂門州2り)+吋吋s'件♂
ι 川 =寸イi)):二S(釘将(ぽt州C'約咋rワ)
Iω)= n:二∞S訓符S(c)巳的5釘刊)川S釘(ぽc'約Fワ){レい削仰(伊P円 F厄刊2可ト円2)_s'ト叶吋一→イs'仰F吋(

15(は比ω川Zふμω，z)幼)=J日[二〉∞S附

ん仇凶z←2ι時
ふたたひび、， 5もrもお近傍でテーラー展開すると，

戸(s'2-C'2)+ s' (s2-C2)+ 2cC' (戸+戸)~2Pß(ço)，

fi (s'2 -C'2) -fi 

s(s円程)_s'(s2イ刊誌'(s'-s) ~ W -c) [(c/s) (k2-4s2)J同 (3.2.3) 

ゆえに，

Y~ = aY(co)/ac， 

I附=日虻ι?二∞S印附ぽ問)川S釘(仰仰 削仰叫仰叩Ee叩e凶t訂(付…Eト山山一→叫巾Eり伽)沖xdC'
とおくと， (3.2.1)の右辺の始めの4項は次のごとく表わされる:

(3.2.4) 

(3.2.5) 
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11 (x， 0) = 2k2s (~o) 1 (x， 0) ， 

12(x，0) = 一 2kが2ß(ぽ5釘ω0ρ)1(x一 2Y~， 0) = 一 11(X一2Y~， 0紛) ， 

ι 川 = 一[(附ご訂仰/川δ州 2+必ω制2句刊)

ι川=一中/s仰 2-4s伊例s2阿2句)sin2Y 1九J♂ò1(x一 Yη九Y~， Oふω， 0附Z

さらtにこ，

ご(s'2-~'2) _ c' (s2 _ ~2) ::::::;一w-~) (P +2~Õ) ， 

州 ← 仇州州ψ停;川zOi併何7一砂州zOiψ伴;=吋斗2[卜cos2Y 附 (い4s併州P阿附仰訂引仰(印件F
&'s(ωψe沖ゆ?一dゆ山P匂tゆ針:わ)+&付s'(ゆゆ仇zゆ舛:一ゆ仇1cti) 

~2{附)附(ßsin Y)-s sin Y附附心iIY(<)-Y(e')}

ゆえに， (3.2.1)の右辺の後の2項に関しては，

λ(x， 0)， 16(x， 0) CC o21(x-Y~， 0)/ox2 • 
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(3.2.6) 

(3.2.7) 

ゆえに， 13 と L は~'-~に比例するのに対し，んとんは W-~)2 に比例する。しかるに，

Fもごもらに近いので， ιとんを λとんに比して無視すれば， (3.2.1)は次のごとく書き変
えられる:

九(x川川，0ルO仕:be閃叩a抑m)=一(仰ω叫

上式の右辺の各項を模式的に表わすと第3.3図のごとくなる。この容子は2媒質の境界面

における音波の全反射9)に似ている。反射svビーム ιはz=Oにおいて入射svビームから
Z 方向に 2Y~ だけずれる。しかし， 11 と ι の振幅は単に逆転しているだけなので，ビームの中

程では

L十ι=ι+ι=0.

これに反L，入射ビームの両端 (A，B)付近

では

五+ιキO

なので，ι+ιやさらにι+んなど、が加わって，は
じめて Jz(x，O:beam) = 0の条件が満されるもの

と思われる。

上述のごとく， ビームの両端付近ではん+ん

はOではないが，その振幅は A付近と B付近で

は逆転しているので， 13+ιを Z について Aから

9) BREI王HOVSKIKH，L. M.，前出， 113. 

13 + 1" 

てコ 口
ど
，，--，¥¥f  

)(¥1 

ア ~ x 
x 
コ

1川 1， 

トuパ

¥rJ' 
第3.3図 自由表面における sv

ビームの全反射

Fig. 3. 3. Tota! reflection of SV beam 
on the free surface. 
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B+2れまで積分すれば，その結果はOになる。すなわち，エネルギ一流量密度ではなくて，

エネルギ一流量に注目すれば， ビーム全体としては，常に

)Jz(X，O: beam) dx = 0 

であって，入射ビームのエネルギ一流量はすべて反射ビームのみに保存される。

4. 円筒関数の 2，3の性質の応用

4. 1 等方体の運動方程式は

Vp= {山μ)/P}1/Z， us=(μ/P)l/2

とおき， body forceを無視すると，

。2S/at2 ニ V~/7/7 .s-v~ /7 x /7 >くs.

運動が時間的に定常な場合は， ωを角周波数とし

h=ω/Vp， k =ω/V8 

とおくと， (4.1.1)は次のごとくなる，

s= ん 2/7/7・s+k-2/7x/7xs.

この式の両辺に div=/7・あるいは rot三f7xなる演算10)を施すと，

(l72+h2) /7 ・s=Oおよび(l72+P)/7 xs = O. 

ゆえに， (4.1.3)を解くには

(172十P)ψ=0

(3.2.9) 

(4.1.1) 

(4.1. 2) 

(4.1.3) 

(4.1.4) 

(4.1.5) 

なる形のへルムホルツの偏微分方程式の特解を求め，それを適当に組み合わせればよい。その

際に 3次元の座標ごとに変数が分離された特解を仮定すると，各座標変数 zごとに， (4.1.5) 

は一般に次の形の常微分方程式に分けられる，

d2ψdψ  
L(ψ) = 'd:Z +p(z) 'd~ +q(z)ゆ=0.

平面波の場合は

L(ψ) = d2rt/dz2+P少人 p=O，q=P， 

円筒波の場合は， (4.2.3)のごとく

L(い)= d2rt/dz2十(1/z)(dψ/dz)+(1-V2/Z2)ゆ:. p = 1/z， 

(4.1.6) 

q=1ー ν2/Z2. (4.1.7) 

(4.1.6)において，

10)伊藤徳之助;前出， 34， 137. 
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P=jL日nf)=i互f dz 

L(ゆ)=十jLヤ32)+ザ
と書かれる。

(4.1.6)には互いに独立な解 Ylとめとが存在すべきなので，

dY2 dYl 
4(YbY2)=Yl三五-Y2三E
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(4.1.8) 

(4.1.9) 

を考察してみる。 4(YbY2)は斉次方程式L(ゆ)=0の解 Ylおよびめの Wronskianと呼ばれて

いる。11)

ベクトル Ylとベクトル民の方向が同じであれば Y2=aYlなので， 4(Yb Y2)=0 になる。

これに反し， YlとYzの方向が違えば 4(YbY2)キOであって，YlとYzとは互いに独立であると

云われる。

Ylおよび Y2を(4.1.6)の互いに独立な解とすると，

d4 d2叫 d2仏 / d仇¥/払¥
d~ =Yl -d;子一均支=-Yl¥Pdz"十qYZ)+Y2¥Pd~' 十 qYl)

ゆえに， (4.1.8)を用いて，

d4 'd; = -p4 = -4 ;;z (ln f) . 

ln.4 =-~仲 =-lnf+c…札

すなわち，

d-cons an l = constant・万三了・

円筒波の場合は (4.1.7)と(4.1.8)とから

f=constantoz 

なので， (4.1.10)は次のごとくなる，

4 (Yb yz) = constant 0 (l/z) . 

(4.1.10) 

(4.1.11) 

一方，円筒波の場合は， (4.1.6)と(4.1.7)とを考慮すると， ハンケル関数 H~l)(Z) と H~Z)(z)

とを互いに独立な L(ψ)=0の解と考えることができる。ゆえに， (4.1.11)により

dH~Z) TT(?) dH~l) 
.4 (H~l) ， mZ)) = H~l) ヲ三一-HJ2)77-=const制・7 ・ (4.1.12) 

11) MORSE， P. M. and H. FESHBACH; Methods of Theoretical Physics， MCGRAW-HILL， (1953)， 

524-525. 
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しかるに，zが大きい場合は12)

H~I)(Z)ー→ (2/πZ)I/2ez-i.(H 1/2)/2 ， 

H~2) (z)ー→(2/nz)l/2e-iz刊の+1/2)/2 

ゆえに，zが極めて大きければ，

A (ml)， H~2))ー→ 4/(πiz) . (4.1.13) 

そこで， (4.1.12)と(4.1.13)とを比較すると， (4.1.12)の constantは 4/(πi)でなければなら

ぬことがわかる13)。

4.2 線状振源から発射される波を考えるには， 円筒座標 (r，0， z)を採用すると好都合であ

る。 この際に，第2種の S波の変位を S2=ゆexp(山t)とすると，ゅの方程式は(4.1.5)になる。

z方向へは変化のない現象を扱う場合には

a 1 a 1 a2 
172 = 17 ・17=一1_2十一一一十--::zーヲar2 ' r ar ' r2 ao 

(4.2.1) 

なので， o=仇(r)れ(θ)とおくと， (4.1.5)は次のごとき連立方程式に分離される，

r2 d2ØL-L~ !iO1-L_21.2 _ _ 1 d2ψ2 _ .，2 一一一一一十一一一"[1+r2k2 =一一一一一一一ν
仇 dr2 ψ1dr ψ2 d02 

ゆえに，

ψー土む92 = e~""V 
d2O1 I 1 dO1 I (ν2  ¥ ，1. 
L"，'f'，1 +一一';'1+1 k2-一τ|ψ1=
ar“ r ar r" /ー

ここで，z=krとおくと， (4.2.2)の第2式はベッセルの微分方程式

d2O1 I 1 dO1 I (ν2 ¥よ'''，'f'01 +一一了土+11ーーす)ψ
az“ z az z“1・ー

(4.2.2) 

(4.2.3) 

になる。 ベッセルの徴分方程式に対しては種々な形の特解が研究されているが，波動を扱うに

はハンケル関数 H~I)(z)， H~2) (z)を選ぶと具合がよい。 zが大きいと， (4.1.12)の下で、見たご

とく p

H~l) (kr) e"，t oc e(叫+州， H~2) (kr) ei"，t oc e(叫 -Icr)

はそれぞれ f方向への後退波および進行波を表わすからである。

線状振源から発射される波は r方向への進行波であるべきなので， この際には (4.2.3)の

特解として ψ1=πH~2)(Z) を採用する。すると，

s2=é"，t πH~2) (kr) e:l:iν (4，2.4) 

変位 S2がz方向のみならず，。方向へも変化せぬ場合は ν=0であるべきなので， (4，2.4) 

はさらに次のごとくなる，

12) MORSE and FESHBACH; 前出， 623-624， 

13) MORSE and FESHBACH; 前出， 624.
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S2 = ewtπHO2) (kr) . (4.2.5) 

さて， (4.2.5)のごとき円筒波が平面の境界面にぶつかる場合を扱うためには，ハンケル関

数 HO1)(kr)または Ho2)(kr)を平面波から合成する手段が必要になる。 この手段は LAMBI4)に

よって始めて行なわれたが，後になって中野15)は

r = (X2+y2)1!2， s = (k2-e)1/ 

に対し

HO明付=: ¥∞ ei(<x+sy)室 町2)(kr)1reeMV)笠 (4.2.6) J ∞ s -'-...1.0 πj ∞ 

なる関係を LAMBよりも一層数学的に証明した。この関係式は，これなくしては平面の境界を

持つ媒質内の波動現象を扱えぬほど重要であるにもかかわらず，中野の論文以外にはその証明

は余り見られない。しかも，中野の証明はかなり長い複素積分の経過を辿らねばならぬ。ここ

では， STRA TTONI6)と同様な方法により，多くの書物に見られるハンケル関数の積分表示17)

H~I) (z) = : i eiz cos O+i'(e-r./リゆ: -fくゆくπ，
“JB 

即(←tLdzc…ν(日明:三くゆく2π
から出発して， (4.2.6)に到着することを試みよ

う。 (4.2.7)の積分路 Bおよび Cは第 4.1図に示

されている。

1
1
ー[同封印+sy)d; =， e 、 一一一
J-∞ F 

において， (c:， s)空間では

c: = k sin r， s = k cos r (4.2.8) 

とおき，(x， y)空間では

x = rS1n θ y = r cos () (4. 2. 9) 

(4.2.7) 

1211" 

ゆ plane

とおくと，
第4.1図 ハンケノレ関数 H~J)(z)， H~2) (z) 
およびベツセノレ関数 J(z)の積分路

cx+ sy = kr cos (r -()) . 

また，r=1'十ii(1'もfも実数)とおくと，

Fig. 4.1. The path of integration for 

Bessel functions. 

14) LAMB， H.; On the Propagation of Tremors over the Surface of an Elastic Solid， Phil. Trans. 

Ser. A， 203 (1904)， 1-42 

15) NAKANO， H.; On Rayleigh Wave， Jap. Journ. Astro. and Geophysics， 2 (1925)， 1-94. 

16) STRATTON， ]. A.; Electromagnetic Theory， MCGRAW-HILL (1941)， 361-369. 

17) MORSE and FESHBACH; 前出， 623-624. 

WATSON， G. N.; Theory of Bessel Functions， CAMBRIDGE (1922)， 178. 
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sin r = sin r cosh r十icos r sinh r， cos r = cos r cosh r-i sin r sinh r . 

ゆえに，~mß>O で

c=∞の時は r=π/2， r =一∞，

c=ー∞の時は r=ーπ/2， r =∞. 

ト ¥'/2-i∞ eikrcos (刊dr=π/2+…6川町dr= ¥ e山町dr
J π/2+i∞ J-π/2+θ+ioo JB 

ゆえに， (4.2.7)と比較すると，

五=πHo1)(kr) . 

次に

ι =)二ε 4峠(仔倫伽…s白伽匁針+

の場合は， γ→∞に対し積分値が有限に確定するためには， ~mß < 0でなければならぬ。ゆ

えに，

c=∞の時は r=π/2+i∞， 

c=一∞の時は r=一π/2-i∞. 
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ゆえに， (4.2.7)と比較すると，

ん=πHo2)(kr) . 

4.3 SH波の変位の成分を s=ψexp(i，ωt)とすると，ltは(4.1.5)を満足する。 SH波の場合

は F・s=Oなので，応力テンソノレは

'/Jf = 2μφ=μ(l7s + sJ7) 

になる。ゆえに，閉曲面から外へ出るエネルギー流量密度は， (1. 1. 6)の右辺の符号を変えて

f=-'/Jf・(iJs/iJt)=ーμ(/1s+s/1)・(iJsfiJt). 

次に，円筒座標系の半径r方向の単位ベクトルを α1，軸方向の単位ベクトルを町とし，

変位s=α3Sは f方向にのみ変化するものとすると，定義により

/1s =α1α3iJs/iJr， s/1 =α3α1 iJs/iJr. 

ゆえに，

f=一μ(α1α3iJs/iJr+α3α1iJs/iJr)・α3iJS/iJt= -alμ(iJs/iJr) (iJS/iJt) . (4.3. 1) 

しかるに， (1. 4. 11)で、述べたのと同じ理由により sの共車IB複素数を s*とすると，

s(r， t) =ψ(r)e'"，t = /lt(r)/ei!(r)e'wt， s*(r， t) =ψ*(r) e-iwt = /lt(r)/ e-if(吋e-iwt

なので，
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ffies = (1/2) 11'(r)1 (eげ(r)+ω十e-i!(r)ω)= (1/2) (s+s*)， 

a!Reザat=(iω，/2) 11' (r) 1 (ei!(r)+iwt_ e-i!(γ) 向 t)=(iω/2) (s-s*) . 

これらの結果により，

(a ffie s/ar)・(a!Res/at)= (iω/4) (as/ar十as*/ar) (s-s*) . 

ゆえに， 1周期 2π/ω の聞の平均値を採用すると， (4.3.1)は次のごとくなる，

J=α1(向μ/4)(ゆ*a1'/ar-ψBψ*/ar). (4.3.2) 

(4.3.1)に用いたごとき円筒座標系で，変位 sが軸方向にも方位角にも無関係な場合は，

(4.2.5)により， ψは次のごとく表わされる，

。=rrHO2) (kr) . 
しかるに，ノイマ γ関数 Yν(z)を用いると，

H~I) (z) = J， (z)十iY，(z)， m2)(z) = J，(z)-iY，(z) 
であるから18L

。*=π(即(わ・l}*=πHP)州
ゆえに，z=かとおくと， (4.3.2)は次のごとく書き変えられる，

Jr=J・α1=俳句μ/4)k {HO1) (z) dHO2) / dz -HO引z)dHo1)/dz}. 

しかるに， (4.1.12)と(4.1.13)とによれば，

4 (HOl) ， Ho2)) = HO1)dHo2)/dz-HO2)dHOl)/dz= 4/(πiz) 

なので，

王=πωμ/r. (4.3.3) 

ゆえに，半径 f の半円周を通って外へ流れるエネルギ一流量は

J，.xπr=π2ωμ (4.3.4) 

であって，この量は半径 f には無関係である。

次に， P波およびsv波の変位ポテンシャルをゆおよび ψとすると，円筒座標 (r，0， z)系
における変位 sのrおよび θ成分は

ψ
'
一f

3
υ
ス
U
十
φ
'一O

ペ

U

可。一一品
，ψ

一。
ぺ

U
ス
U

1
一r

φ'一
f

ペ

U
ス
U

(4.3.5) 

であって，件およびψが

(f72+h2)ゆ=0， (VZ+k2)ψ=0 (4.3.6) 

を満足すれば，.変位 8は運動方程式(4.1.3)を満足する。前と同様に， (4.3.6)の特解を

18) WATSON; 前出， 73.
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。=πHO2)(hr) ， <t =πHO2) (kr) 
とすると，

dHO1) (z)/dz = -Hil)(z)， dHO2) (z)/dz = -H(2)(z) 

なので 191， (4.3.5)から

S'!" =πhH(2)(lu・)， So =πkH(2) (kr) . 

(4.3.7) 

(4.3.8) 

円筒座標の軸方向にも方位方向にも変化のない P波だけが存在する場合は

8=αSr， [7 =αo/or， [78 = 8/1 =ααθSr/or 

なので，

f=一α(，(+2μ)(osr/ar) (asr/at) . 

しかるに， (4.3.1)から (4.3.2)に至ったのと同様な演算を行なうと，

(affie S，./at) (affie Sr/ar) = (iω/4) (S，. -S~) (àsr/àr十 às~jàr). 

ゆえに， s，の l周期間の平均値を採用すると，

(hEK/5221-A 。 ar )mean - 4 ¥Jr ar Jr ar 
なので，

.元=(iwj4) (，'1十2μ)(s; asrjar-Sr OS;/θr). 

これに (4.3.8)を代入し，ふたたび(4.1.12)の Wronskianを用いると， (4.3.4)と同様な結果

7rXπr=π2ω(，'1+2μ)h2=π2ρω3 (4.3.9) 

に到着する。

4.4 軸方向の運動を無視すると，半径 αの円柱の自由振動の特性は次式によって与えられ

る20): 

{(k2 -2;2) Jt;" (ha)+ : !i仏必ふα州 fr1.2 0 1"2¥ T f l.~\ I 2 d仏必ふα伶伊山一-2;記符m叫叫~2約叫2りM仇)川山4ゐαバ，， (h拘桝(1.仏伽州hωha)ω叫αω)+互 ゴ~.~}t 1(k2-記2)ふ(ね)勺 z-) 
-4;2f dJt;α(ha) Jふ(ha)Udふ(お) Jふ(ka)l_t ~ud~.~) V"'~.L.} t t一五一一 u'''~~~}t = 0 . (4.4.1) 

ここで，lJ=ca， z=haまたは z=kaとおくと，上式の .lcaは， (4.2.3)と同様なベッセルの

微分方程式
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一
(4.4.2) 

19) WATSON;前出， 74.

20) EWING， .TARDETZKY and PRESS; Elastic Waves in Layered Media， MCGRAW-HILL (1957)，264. 

この書物では (4.4.1) 式の左辺の第 2 項の係数 4~2 が 4~ になっている。この書物のままでは各項の

次元が合わぬ。妹沢克惟の論文に始めて発表されて以来のミスプリントが続いている。
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の特解の lつであって，ベッセル関数の諸性質の中には

J，(ν) < r(1/3) (22/331/6πν1/3)-1 

なる不等式も含まれている21)。ゆえに，a→∞すなわち ν→∞の場合は

lim J，(ν)=0および limdJ，(ν)/dν=0.

次に， (4.4.1)の左辺を書き変えた後に，a→∞とし， (4.4.4)を考慮すると，

い2-252)2-424Mh)十{(訂ぜ)当叫ヂ

(4.4.3) 

(4.4.4) 

2k2 d (Tf l.~\ TfL¥) ~(1.2 0e?¥2 T( l.~\ T(L¥ Ae2 dJ，(ha) dJ，(ka) ー一一一jJ，(ha)J，(お)fーす(k2-2C??J，(ha) Jレ(ね)-4;一一一一一一一一一luvv"""'，VV¥，"'''''''J a_H:)O"" LJ~ I UVV"''''''jVtl¥'''''''''/ da da 

一方，

害 =1a (奈川235)
なので，これを(4.4.2)に代入すると，z=haの場合は，a:2=h2-C2なので

ia(会Y+!(会Y+α2穿万二zL((35)2十α2J，2}=。
ゆえに，ふたたび (4.4.4)を考慮すると，

(刀2μ川(仇h加αj)い判吋叫α叫州£品)日す山可一一=可土:tl 山川仇川h仰刷α司) 

同様にして，z=kaの場合は，s2=k2-;2なので

dJ，(ka) 
一一了一一=土isJ，(ka) . 
aa 

(4.4‘5) 

(4.4.6) 
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そこで，これと (4.4.6)とを(4.4.5)に代入すると (4.4.1)は α→∞に対し次のごとくなる，

{(是2-2e?+4αs;2}J，(ha)J，(お)= 0 (4.4.7) 

上式のベッセル関数の係数はレーレ一波の特性関数である。実は， (4.4.7)を得るにあたっ

ては， (4.4.4)は厳密に成立しなくとも，右辺が有限でありさえすればよい。すると， (4.4.7)は

半無限弾性体のレーレ一波の特性方程式(速度方程式)に一致する。

5. 自由表面における円筒波の反射

5.1 第 5.1図のごとし振源 Eから発射された P波の波線仇は自由表面 z=O上の 1点 M

に達すると，反射P波めと反射 S波山とに分れる。この際に， P波および S波の速度を Vp，

21) WATSON; 前出， 259

MORSE and FESHBACH; 前出， 631. 
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町とし， P波およびS波の入射角または反射角

を{}p，θ8とすれば，

sin {}p/vp = sin θ8/V8 - (5.1.1) 

反射P波の波線めの反射角は入射P波の

波線仇の入射角むに等しいので， めは Eの

像 E'からあたかも発射された波線のごとくで

ある。従って， 反射P波の波面は E'を中心と

しE'P'を半径とする円弧になる o

一方，反射S波の方は， PMの延長上に

豆M/vp=日豆/v8 (5. 1. 2) 

なるごとき，反射S波の仮想的振源 Q(xo，zo)を

選び， Qから Z 軸に下した垂線の足を Gとす

ると，

〆.'"
E 0 
l¥ ノ
1¥'  

l¥¥/KQ(x。， z。)

』 L.J，バ¥[¥!
:¥ド ¥i
，l k l¥ヘ 1
iju!\1~M 

or--G /[  
ゆi
ヨl8s 内
枇
. P(X.z 

第5.1図 自由表面における P波および
S波の反射

Fig. 5. 1. Reflections of P and S waves 
on th巴 freesurface. 

EO/(り cosθρ=豆G/(v8COS 0.)， GO = EO tan Op-QG tanθ8・ (5.1.3) 

ゆえに， (5.1.1)と(5.1.3)とからまずむを消去すると，

SI州={QG2_(白山)2}/{(QG山 )2ー(白山f}，
面=(白山)sin {}8{1-(山)2s出 s}一九冨sin(}8(1一山.)一1!2 (5.1.4) 

しかるに， (5_1.4)の第1式によれば，

なので，

および

1ト判一ベ(町ωψ仇μ向仇7引叫y勾ωd仇山s心♂山)戸内削2S弘s討i内 = 豆窃δ2中(←1一巾(何U叫山8/V町叶p

1ト一Sl泊山n

xo=GO， zo=-QG， E=EO 

。2= {(vp/v8)2-1}b2， b = Evs/vp 

とおき， (5.1.4)から仇を消去すると，

-xo/a2十zO/b2= 1. 

(5.1.5) 

(5.1.6) 

(5.1. 7) 

x 

しかも，a2+b2=E2なので， (5.1.2)で与えられた Q(xo，zo)点は E点およびそれの像 E'を

焦点とする双曲線上にある27)。この双曲線の分枝の 1つが第5.1図にl点鎖線で示されている。

22) CAGNIARD著 DIX訳 ReflectionandRefraction of Progressive Seismic Waves， MCGRAW-HILL， 
第4章~第7章 (1962).

国治米鏡二;円筒波が2媒質の境界平田で反射または屈折を行なった後の波面，震探グノレープ会報， 53， 
(1969)， 1-6. 
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次に， (5.1.7)の双曲線上の 1点 Qにおける切線の傾斜は， (5.1.5)-(5.1.7)によれば

dz仇 =( 仇 )2X山 = 一{( 町/向川U

しかるに， (5.1.3)によれば

窃/記={(vplv8)2-1}叫 8

ゆえに，

dzoldxo =ー tan88・

(5.1.8) 

(5.1.9) 
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ゆえに， Q点における法線と z軸とのなす角は仇である。 すなわち， 第5.1図の線分

QMはQ点の軌跡である双曲線の法線に一致している o ゆえに，反射 S波の波面は(5.1.7)に

求められた双曲線に平行な曲線である。

さらに，双曲線(5.1.7)の曲度の中心の座標 (X，Z)は次式によって与えられるお): 

X=xo 一(←トl+(dゐ'zolμh刷d命仇州ωZ均刈'XO)2心0)2戸2}刷 d向ωZ拘刈o心川)

Z =zo+{l十(dzoldxo)い2Zル o)
しかるUこ， (5.1.7)と(5.1.8)とから

d2zoldxo = (b21α)2jz~ 

なので， (5.1. 9)を参照すると

X-xo=(α/b2)2 z~ S巴c2θstanθ8， Z-zo=(alb2)2zdsec2θ8・

ゆえに，

(X -XO)/(Z -zo) = tan 仇，

θ 三 {(X 一Z拘O心J山州)戸件州2斗矧+判(Z一勾刈叶)戸均2fJ2= (ωα叫ゆ柑/ル川州bが2

|μz勾刈0川Isec θ仇8=QM=(作V匂'81向V匂ωpρ)OE sec θ九p= b sec θ九p.

(5. 1. 10) 

(5.1.11) 

上式の θは双曲線(5.1.7)の法線に当たっていて，この双曲線の Q点における曲率半径で

ある。ゆえに，第5.1図の PQの延長上に θ=QRなるごとき 1点 Rを選ぶと，双曲線の曲度

の中心Rの軌跡すなわち縮閉線 (evolute)は第5.2図の曲線 RIR2R3R4RS…のごとくなる。

しかるに，反射S波の波面は双曲線(5.1.7)に平行なので，それは上記の縮問線の伸開線 (invo・

lute)に当たっている o すると反射 S波の波面は，全体としては円ではないが，部分的には円

弧とみなされる。この円弧の中心はやはり RbR2，R3'ーである。

以上に考察したごとし入射P波に対しては， 反射 P波の波面は簡単な円であるのに反

し，反射S波の波面の成り立ちは単純でない。

23) 竹内端三、高等微分学，裳華房 (1942)，233-234. 
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VplVs = 1.73 

/予 X

第5.2図 双曲線の縮閉線と反射S波の波面との関係

Fig. 5.2. The relation between th巴 evoluteof the hyperbola 
and the wave front of re丑ectedS wave. 

5.2 第5.1図の E点から発射される円筒波を考え)(2.1.3)と(4.2.6)を参照して

P∞ JI'-

仇(x，z) = ¥ e-i(，x+a).E念))手 (5.2.1) 

とおく o これは入射 P波の変位ポテンシャルで、ある。さらに， (2.1.1)を参照すると，反射P波

および反射 S波の変位ポテンシャルは次のごとく表わされる:

f∞ dc r回。z(x，z) = ¥ A(c) eー刻印+α.E+四)一一， ctz(x，z) = ¥ B(ç)e一時計αE十ßz)~
J ∞ α J-∞ 

(5.2.2) 

式(5.2.1)の右辺は(4.2.6)と同様に πHO2)(hr)なので， 仇は方向性のない円筒波である。

これに反し，ゅよやψzは単純な同筒波ではない。

まず，Ozの評価を最峻降下法によって行なうことにする。そのために，

Q(ご)=-i(cx+ 山 αz)， R = {X2介州2斗削十判(E+竹zめ)

とおくと，

d倣 =-i{x-c(E十z)jα}=。
なる条件から，サドル・ポイントふは次のごとく求められる，

(5.2.3) 
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cs=hx/R. (5.2.4) 

ゆえに，サドル・ポイントでは

尚三α(乙)=ん(E+z)/R， Q(ふ)=-ihR. (5.2.5) 

さらに，サドル・ポイントを通る最峻降下路は ~mQ(c) = ~tn Q(ふ)によって与えられるの

で， (5.2.3)と(5.2.5)により

~tn{ -i(位 +αE十az)}=-hR (5.2.6) 

次に，この曲線とごの実軸との交点は

αが実数の時は c=cs=hx/R， αが虚数の時は c=む=hR/x . (5.2.7) 

これらの結果によれば xがOから∞に近づくにつれて，らはOから hに近づくに反し，

Eqは∞から hに近づく。

さて，(5.2.3)と(5.2.5)によれば，

d2Q(ふ)/df2= i(E+z) h2/a~ = ihR/αi 

なので， Q(c)をサドル・ポイントふ近傍でテーラー展開し， (c-cs)の3乗以上の項を無視す

ると，

Q(c)=Q(ふH{(況eç-çs)2ー (~tnc)2+川 m釘断一ιω寸)}.iυ仏ihR収IR/ω

ゆえに，サド、ル・ポイント付近の最峻降下路は， ~m {Q(c)-Q(cs)}=Oにより

!ReEーら=土 ~mË (5.2.8) 

であって，この路上では

!Re Q(c) =一(，;jtnc) (!Re c -c s) hR/ a~ . (5.2.9) 

ところで， (5.2.2)の積分を評価しやすくするためには， (5.2.9)でiReQ(c)<Oであることが

望ましいので， (5.2.8)の正負両記号の中で正の方だけを選ばねばならぬ。

一方， (5.2.7)の第2の点 c=むでは dαdcキOなので，この点付近の最峻降下路

，;jtn{Q(c)-Q(む)}=0すなわち，;jtnc/(抗日-cq)= -R/x (5.2.10) 

に沿った積分値は (5.2.2)の積分に対しほとんど貢献しない。

(5.2.8)と(5.2.10)とをくらべると，Cs点付近の積分路の傾斜は π/4であるのに対し，む点

付近の積分路の傾斜は負であって，その絶対値は π/4よりも大きい。

以上の考察結果を基にして積分路を作図すると，震央距離 Z が小さい間は第 5.3図に矢印

で示されている曲線のごとくなる。この場合には積分路に固まれている平面内には特異点は存

在しない。ゆえに，サドル・ポイントを通る最峻降下の積分路を LSと記すと，コーシイの積分
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定理により， (5.2.2)の第1式は次のごとく書き変えられる，

A f，><.¥ __J( 、dr;(Tz (x， z)→<t18 (X， z) = ¥ A (c) e-i(<x+a品目)てプ・
JLS (，{ 

(5.2.11) 

この際に，上式の右辺の被積分関数は分母に αを持って

いるお蔭で， 第 5.3図の半径 lcl=∞の下半円周上では上式

の右辺の積分値はOになる 24)。その結果， (5.2.11)に(5.2.5)，

(5.2.8)を代入すると，サド、ル・ポイント付近で A(ご)/α の変化

が激しくなければ
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しカミるIこ，

l+i=山

なので25)，上式は結局次のごとく評価される，

ゆ18(x，z)::::::(2π)日 A(c8)(hR)-1/2e-i(hR-./4) . 

Im< 

Re， 

第5.3図最峻降下法の積分路

Fig. 5. 3. The path of the 

steepest descent. 

(5.2.12) 

さらに， (4.1.12)の下に示されているハンケル関数の近似式と上式とを比較すると，

。18(X，Z)::::::πA(C8) HO2) (hR) (5.2.13) 

と表わされることがわかる。 C8は(5.2.7)の第l式に示されているごとく，入射角 sin-I(x/R) 

の関数である。

(5.2.13)を(4.3.6)の第1式の左辺に代入すると，円筒座標系 (R，θ)においては

(炉172+刊州州が問2)沖砂弘似18以sバぷ(恨R仰R，8)川刈トθめ恥)片=πぺ(同珂即2叩)

(但5.2.13め)の砂仇18は pp反射波線でで、あつて，その波面は円筒であるが，厳密には，波動方程式

(172十h2)<t=Oの解にはならぬ。ただし，

A(8) (hR)2 ~d2A/d82 

であれば，<t18は波動方程式を近似的に満すことができる。

一方，反射 P波の円筒座標系による特解は H;2)(hR) exp (i))8)なので，一般解は

九(R，θ)= L: a(ν) H~2) (hR) eM . 

(5.2.15) 

(5.2.16) 

かくのごとく，厳密には，<tlsは種々の次数の円筒関数の重ね合わせによって組み立てられ

るべきである。しかし，ここでは厳密解には立ち入らない。

24)高木貞治;解析概論，岩波書庖， (1943)， 255-257. 

25) PEIRCE， B. 0.; A Short Table of Integrals， Ginn and Company， 63. 
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5.3 PS反射波山については， (5.2.2)の第2式において

Q(c) = -i(cx十αE+sz) (5.3.1) 

とおくと，サドル・ポイントムは次式によって与えられる;

dQ/d; = 0すなわち x-Ec./αS-ZC8/ん=0.

(5.3.2) 

しかるに， (5.2.4)を参照して

ふ=hsinθp = k sin θ8 (5.3.3) 

とおくと， (5.1.5)により E=EOなので，第5.4図で了解

されるごとく， (5.3.2)の第2式が満される。ゆえに， (5.3.3) 

のふがサドル・ポイントに他ならぬ。ここで(4.2.8)，(4.2.9) 

を振り返って見るならば，サドル・ポイントでは波数空間の

角度と x，z空間の角度とが一致することがわかる。

そこで，第5.4図の Oから PQに降した垂直の足をD

とし， (5.3.3)を(5.3.1)に代入すると，

csx+αsE+ssz = k(PD+EO sin 仇cot{)p). 

しかるに， (5.1.2)によれば，

X 

p(x，Z) 

Z 

第5.4図反射波線のの成り立ち

Fig. 5.4. Construction of the ray 
。fresected S wave <J1z. 

QD己 QM-DM=EM vs/vp-EO tan θp sin θ8 = EO sin 仇cot{)p.

ゆえに，これらを(5.3.1)に代入すると，

Q(C8) = -ikPQ. 

すると，サドル・ポイント 58を通る最峻降下路は， (5.2.8)と同様にして，

~m{-ゆ十αE十 ßz)} =一両

(5.3.4) 

(5.3.5) 

この曲線とごの実軸との交点は， α も戸も実数ならば， (5.3.3)の乙に他ならず，しかも

これは(5.2.4)のιとも一致する。
これに反し， α もPも虚数ならば， (5.3.5)は cx=kPQとなるので，この時の 5をむと記

すと，

cq =kPQ/x. (5.3.6) 

ゆえに，xがOから次第に大きくなると，むは∞から次第に小さくなり kに近づく o Xが

さらに大きくなり，むがkよりも小さくなると，sはもはや虚数ではなく実数になる。 z=oで

z→∞とすると，入射角 {)pはπ/2になる。この時は F豆/x→己而/δM=(δEvs/vp)/(δEtan{)p) 

なので， ι→h。
ゆえに，震央距離が小さい聞の仇の積分路は，仇の場合と同様に，第5.3図の矢印の曲
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線のごとくなる。すると， (5.2.11)と同様に

比 z)刊 Z8(z，Z)=jfw…山手 (5.3.7) 

一方， (5.3.1)， (5.3.3)および(5.1.2)から

d2Q(ι)/dc2 = i(白川+説明)=仰~){豆町(Vp/V8)2C山 8sec2 8p+間)

しかるに， (5.1.1)， (5.1. 6)， (5.1.11)によれば

θi豆M=豆頁/豆可=(α/b)2sec2 8p = (VP/V8)2 sec2 8p-tan2 8p-1 

= (VpjVs)2 COS2 88 sec2θp-l. 

ゆえに，

L=PQ+θ=PR 

とおけば，

d2Q(ら)fdC2= ikL/民.

(5.3.8) 

(5.3.9) 

ゆえに， (5.3.1)のQ(引をふたたび、サドル・ポイントふの近傍でテーラー展開し，(C-C8) 

の3乗以上の項を無視すると， (5.2.9)に似た結果

ffie Q(c) =一(kL/ß~) (~m (;)2 (5. 3. 10) 

が得られる。 このようにして， サドル・ポイント付近で B(c)/α(c)の変化が激しくなければ，

(5.3.7)は次のように評価される:

め8(x，z);::':;(1+i)e此岬ベ丙叶(ドB閃凡附ぽ偽ω帥s心J仇川)/μ)/a.8川仇ベα叫サ8}リj仁e-∞e-(k一
=一(υ2π刈)山C(ぼ5ιω8心)川(kL心)一山t 仰 PQ奇 π/怯匂4的 (5.3.11) 

さらに， (5.2.13)と同様に，ハンケノレ関数の近似式を利用すると， (5.3.11)は次のように表

わされる-

ψ18(X， Z)~ πC(む)é(kfJ πlHÒ引kL). (5.3.12) 

上式の C(cs)および θはいずれも仇のみの関数であって， 第 5.1節の終わりに述べたご

とく，んの微小な変化に対しては， L'rこは無関係である。かくのごとき場合には， ψ18の波面

は半径 Lの円筒であって， (5.2.13)のり18(R，8p)に対応させて，いIS(X，z)をめ8(L，仇)とみなす

ことができる。しかし，仇を大きく変えると，実は Lも変わるので， ψtの波面は部分的にし

か同一半径の円筒とみなせない。

6. 反射波のエネルギー流量

6.1 等方体においては， エネルギ一流量の流出密度は， (1. 4.1)により， 次のごとく表わさ

れる:
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f=-1Jf・州トーや(osjot)17日 μφ 州 t)}

ここで，円筒座標系 (r，O)の単位ベクトルを α1および α2とすると26)，

α1・α2=0， α1・α1=α2・α2= 1，。αdor=oα21or= 0， 

BαljOO =α2 ，日α2jOO=ーα1

であって，さらに

s=αISI十α2S2， 17 =α1 ojor+(a2jr) ojoθ. 

ゆえに，ala2キα2alに留意すると，

F 851 白 ~S2 +α川1/3511+nn/3P}
8=α1α1 or十αlα2òr 十 ~\-ao- -S2) 十72151+7J) ，

円 δSI，_ _ OS2 ，α1α2 ( OSl ¥lα2α2 1_ I OS2 ¥ 
sv = alα1 or十αzα1òr 十一~\a;--S2)十 rードl十ao}'

17. 月s， 1/ 、 ~S:i 8=ーよ+-=-(S，+ U~J~ ¥ 
or・ 7・¥~l' oO / 
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(6.1.1) 

(6. 1. 2) 

(6.1.3) 

f _ _ OSl α2α2 (_ ， oS2¥) ， /_ _ I _ _ ¥ f OS2 I 1 (OSl _ ¥) 2φ= (f7 8 + 817) = 21 alα177+-7(51+wjj+(αlαz十a2al)i示+7防 -S2)t， 

1Jf rr =α1.1Jf ・αI=A17・8+2μost!or，

型TT8=α1・1Jf・α'2=μ(oszl{Jr-s2jr十r-lθsl/oO)， 

1Jf 00 = a2• 1Jf・α2= A17・8十2μr-l(SI +os2/oθ) . 

これらの計算結果を (6.1.1)に代入すると，

(JTr OS" JTr OS2 ¥ __ 1m OS" m OS2 ¥ f=α1 ( 1Jf rrす十VT077)一α2(1Jforす+1Jf00す) (6. 1. 4) 

次に，変位の実数部のみを採用するために， (4.3.9)を得た時と同様に，変位 sの共事E複素

数をがとすると， (6.1.4)の右辺の各項の1周期以/ω の聞の平均値は次のごとくなる:

(ぬれ)(守主)=与(日刈(513子-573〉)→(513子-5T37 ，

仰げバl(守主)=守μ((523子-523F)斗(523子-d37))，
( o lRe 51 ¥ iωf 1_ ost _* OS2 ¥ ， 1 (δst キ O51¥ I 1 / _ -* _ _*J 

(馳れ)lv a; ~l ) =-I-μi(5177-5137j片 (511F-513tj+干(ぱ-515t)t，
( O lRe S2 ¥ωf  A+2μ/ コJ 月52¥ ， ，(コ5t _* O51 ¥) 

(況e1JfoO)lづ;J2 ) = <:; 1っ"f"(ぱ-5251+523t一行計+えl52a'士-dF)i
(6. 1. 5) 

上式のlRe1Jf，.rなどの本来の意味は 1JfrrなどをlRe8の関数として扱うことである。ただ

し， lRe (O8jOt)=O me sjotであることから理解されるごとく， lRe 1Jf rrなどを 1Jfrrなどの実数部と

解釈してもよい。

26)伊藤徳之助;前出， 217-221. 
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さて，

dHj )jdz = Ha )(z)-Hi ) (z)lz = H5 )(z)十(l/z)dHo )jdz 

なので27)，(5.2.13)を(4.3.5)に代入すると，A(O)が実数の場合は

51 =πhA (0) HF) (hr) ， 52 =一 π 1'-1H~2)(h1')dAjdO， 

5i = i!hA(θ) Hj1) (hr) ， 5i = -i! r-1Ho1) (hr) dAjdO . (6.1. 6) 

ゆえに，ふたたび z=hrとおき， (4.1.12)の Wronskianを用いると， (6.1.5)の各式の右

辺の各量は次のごとく計算される:

5， ~5! -5~ ~~1 = 5. ~5! -5:f ~:2 = 0 
1 at}-~1 ao -'2 uO一一δ2u8 -v 

月sr ~ u仁
① =5137-577f=ー πザ h311 (Hll) ， H(2)) ， 

1 (~ u5i* U52¥ _，( A d
2A ¥ h 

=7(517一勺示)=什A万i-) 子~11 (Hbl)， HO2)) ， 

月cT 月ι1 ー/月si ~ OSl¥ 
@=5177-573f=干(52Si-5i51) = -¥ 52五テ-523才)

1. dA¥h 
=ーがlA--17dげ{51)，Hb2)) ， ¥ 

•• 
d& / J 

u5i . e* U52 _ lj 生E 本 U51¥__ _2 ( dA ¥2 J!. 
④ =52375237r(52。θ-52副一一πld&~ )メ(明町時2)).(6.1.7) 

しかるに， (4.1.13)によれば， ハンケル関数の Wronskianは次数によらず一定なので，

(6.1.7)のOでない諸量と 51u5i!u1'-5N5Ifu1'との比はいずれも (hr)-2に比例する。ゆえに，

(hr)2A2")> Ad2Ald&2， AdAld& ， (dAld，θ)2 (6.1. 8) 

ならば， 51 u5i!ur-5i u51/u1' vこ比し (6.1.7)または (6.1.5)の他の諸量を無視することができる。

(6.1.8)の条件は (5.2.15)の条件を含んで、いる。

かくして，ふたたび(4.1.13)を参照すれば， (5.2.13)と同程度の近似で

h.右 α1πω(il+μ)A2(θ)h2J・ 1=α1πPw3A2J・ー (6.1. 9) 

しかるに，入射P波のエネルギ一流量の流出密度は(4.3.9)の上に求められていて，

hnc =α1πω(A+ρ)ん2，--1=α1πρω31・ー

ゆえに，条件(6.1.8)が満されれば，

j'(reflected P)IJ(incid巴ntP) = A2(8) (6.1.10) 

であって，反射 P波のエネルギ一流量も，入射 P波のエネルギ一流量(4.3.9)と同様に，円筒

座標の半径 rに無関係である。

6.2 (5.1.3)-(5.1.6)によれば，

27) WATSON;前出， 74.
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zo/b = -cos θ./cosθp， xo/a = (COS2 OS sec2 Opーl)l/2 (6.2.1) 

であって，しかも (5.1.1)の関係があるので，EとV8/Vpとが固定されていると，XoもZoも仇

のみの関数である。さらに，L'=PQとおくと，第 5.4図から

x-xo = L' sin Os， Z-Zo = L' cos O.・ (6.2.2) 

ゆえに，P(x，z)点の座標 Z および zはいずれも L'とんとの関数であって L'とθ8と

が与えられれば，xもzも同時に確定される。すなわち， P点を指定するためには，(x，z)座

標系の代わりに， (L'，Os)座標系を用いることができる。

以上の考察結果によれば，座標系に関する傾斜は

o oL' o ，oθ o o oL' o ，oθ o 
一一一一+一一 一士一一十一-
ox - ox oL' ' ox oθ oz oz oL' ， oz oθ8 

と変換される。しかるに， (6.2.2)のL'は (x，z)の陰関数なので，直接δL'/oxや oL'/ozを求め

ることができぬ。ゆえに，上式の代わりに，

o ox o . oz o 
一一一一-oL' -oL' ox ' oL' oz ' 

から出発すると，

o ox o 白 oz o 
一三一一+一-
Bθ. - oOs ox ' oOs oz 

/ oz o oz o ¥/! ox oz ox oz¥ 
ox -¥ oL' oθ oθs oL' J/ ¥ oOs oL' 日L'oOs j 

。/ox o ox o ¥!f ox oz ox oz¥ 
oz -¥ OO. oL' oL' oθ.}/¥O08 oL' oL' O08 } 

ゆえに，xおよび z方向の単位ベクトルをそれぞれ iおよび kとすると，

F =:=tjE+kjと=(32JE-長女r1{(k長一tj去)会十(tfE-KJZ)去)
さらtこ， (5.1.9)と(6.2.2)とから

ox/oU = sin θ. ， ozjoL' = cos θ8， 

ox/日θ.= L' cos θ8十dxo/dOs， oz/oθ.-一tanθsoxjoO.・ (6.2.4) 

ゆえに，

ox oz ox oz ~ ox 
百J百万一百万両-= sec σ• oOs ' 

• oz • ox z一一一-k::--. = i cos O.，-k sin 0.， oL' .-oL' 

ox . oz ~ ox 
k百石-l-a瓦=(isinθs十kcosθ.) sec θ8否百

(6.2.5) 

しかるに，第5.4図の 1部が拡大された第 6.1図に示されているごとく ，L'および仇方向

の単位ベクトルをそれぞれ a~ および叫とすると，

α;=i sin θs十kcos θs ， αf = i cos Os-k sin Os (6.2.6) 
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Q 

代、¥

ーx

z 
第6.1図 単位ベクトノレの座標変換

Fig. 6.1. Co・ordinatestransformation of unit vectors. 

なので， (6.2.5)と(6.2.6)とを(6.2.3)に代入すると，(L;，仇)座標系における傾斜ベクトノレは次の

ごとく表わされる，

f7 = a: ~ÔT' +a~ 1 O =α;否i;+α2sec OsOX/oOS百石・

一方，双曲線(5.1.7)の上の 1点 Q(xo，zo)では， (5.1.1)と(6.2.1)とから

dOp/dθ8 = tan Op/tan 08 ， dzo/d08 =ー tan08dxO/d08， 

dxo/dO. = E(vp/vs-VS/Vp) sec3 Op COS O. 

しかるに， (6.2.2)の第1式から

sec O.ox/oO. = PQ+sec 08dxO/dO.・

ゆえに， (5.3.8)と(6.2.8)とから

sec 08OX/O08 = PQ+θ =L 

ゆえに， (6.2.9)を(6.2.7)に代入すると，

f7 =a:~+ α~ o 一一一一一- ~1 oL I L o08' 

(6.2.7) 

(6.2.8) 

(6.2.9) 

(6.2.10) 

Lの原点，すなわち第5.2図の RbR2'…点，が固定されている場合は， (6.2.10)は軸方向

に変化のない円筒座標系 (L，(8)の傾斜ベクトルに他ならぬ。

6.3 (5.3.9)と(4.2.10)とを(5.2.13)と(6.1.3)と見くらべ，この節に限り臨時に，L→f および

仇→0のおき代えを行なうと， (5.3.12)は次のごとく警かれる，

。18(r， 0)~ π ei(ke-<)C(θ) Ho2)(kr) . (6.3.1) 

ここで，C(O)，θ(θ)を実数とし，

r(θ)=πCeke， r*(θ)=πCe-ikθ (6.3.2) 
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とおくと，(drjdO)キ=dr*jdOなので， (6.3.1)を(4.3.5)に代入すれば，

-sl=(d打点)r-1HOZ) (kr) ， ーら =r kHfZ) (kr) ， 

-st = (dr*jdO) r-1HO1) (kr) ， -s! = r* kHf1) (kr) . (6.3.3) 

この際に，

17 '8 = 17 '8* = 0 

なので， (6.1.5)の1部は次のごとく簡単になる:

(加れ)(守主)=乎(S13子-573手)， 

(双山，)(斗ヂ)=手(d-sbl+221-s占)¥ ot J 2r ¥ らae-'Zaθj (6.3.4) 

次に， (6.1.5)および(6.3.4)の各式の右辺の各項に(6.3.3)を代入すると， (6.1.4)は次のご

とくなる:

Fト i竿2子巴」句句α叫州i日(ω附2
osf 月ι drdr* 是

①F=5177-STEj=-7F7F7d(Hjl)，HD2))， 

月 s~ ~ OS 
②Fニ 523f-513f=-F戸川(Hfl)，HFl) ， 

1 I osi '" OSー¥ k/ ~ dZr* TT"'TT'"' ~， dZr \ 
③F=75232-dす)= ;Z ¥ r ~d82 HO1)HiZ

)一戸 de2Ho2
)Hf勺，

OSr .. OS? kZ ( ~_，. dr TT'"' dHjl) ~ drキ dHi2))
一 一ιー♂ー」一一 ~rネー~tJ Hò2)一一~-r ~~~ HfP 一一~，\ f = SI a:r-Sj 0;' = r:'T ~ dO I1O.' d (U) -1  ---;:[s I1O.' d (k~) J 
⑤
1 (附 *3511{dFd2IWdr*d2rl即時Z)
一子¥
S 1 01) 
-S( 
eJ e ) = ¥ dO -----;;[82 ----;:[s d 02 )------'-r了一，

k / ~ dr氷一、 dr ¥ 
@'=干(ぱ-S!SI)= ~~ V ~dO Ho明一戸夜明2)Hil)j，

OF-lfM 852fdr*dr}h2 = -=-( 一一一S~ ~J; 1= (r~一一一戸一一) ~ HF)Hf2). rV2ijθ2  ae) -¥ L ([i) 
-L 
dO rr 

しかるUこ， (6，3.2)から

なので，

dr;d(} I. __(豆C-+-;r互主旦し土付θ
dr*jd() J “ \d

θ~.~ dO r 
d2F/dO2)J2与-C庄町

Z
::t:d2笠坐旦+cfm)e土門

dzr*jdOZ J 
-"l d02 ~\ dO ) 一 \dθdθ ，~

dOZ /J 
rdr*jdθ-r*dr;dO = - 2i(πC)Zkdθjdθ， 

①」ー附{(を5)2+(#)zjh(時1)，HOZ))， 
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②'=一(πC)2P A (Hil)， HF)) ， 

(1 d2C I dkθ¥2) k 、
③'=一(πC)2te d8';-~ヲr)i7d(Hi1)A2))

( d2kθ 2 dC dkθ¥ k d (m1) Ho2)) 
+i(πC)2(一一一+一一一一一一)ーととユニユ--"-
¥ d82 'c dθdθ } r2 d(kr) 

④'=⑥'一⑦， Ho1) Ho2) /(Hfl) Hi2)) ， 

2r(1 d2C (1 dC¥2 (dkθ¥2) dkθ1  dC d2kθ1 Ho1)Ho2) 
⑤， =2i(πC)211一一一一一(一一一)-(一一一)}一一一一一一一一一一l一一一一11 C d82 ¥ C dθ} ¥ dθ} J d8 C dθ d82 I r3 

1dc h l)2)-zdhθ k d(同1)Ho2))
⑥'=一(πC)2で d8;2 A(HO

1)，Ho2))+i(πC)2 ~;;8~ ;:2 -\~d(制
dkθ k2 

⑦一2i(πC)27F7Hi1)Hi2). (6.3.6) 

この節で求めたのは S反射波の中でサドル・ポイントに帰因するエネルギ一流量密度で

ある。

次に，この節で臨時に用いた系の記号 (r，8)を本来の記号 (L，(8) に戻L， エネルギ一流量

を a~ 方向と叫方向とに分けると，ザドル・ポイントおに帰国する反射 S 波のエネルギ一流量

は(6.3.5)に対応させて次のごとく書かれる:

F8(refl S)=凡(reflS; 2①'+②'+③')+ F. (refl S ;④'+⑤'+3⑥'+2⑦'). (6.3.7) 

一方，

F日)= ~J(incident P)町 d8p

とおくと，(6.1.9)のごとき近似では

凡(r叩

ゆえに， (何6.1.10紛)と(ロ2.1.2幻)とから

F日 ).-F.(山;①)=π吋(-BC)d8p
しかるkこ，(4.1.13)と(6.3.6)とから

λ(仕r町d山efl自“S仇;②Fう)=寸=~lレJ(@町(⑬②@'う) α叫{Ld剥θ.=πがp向ω叶削úi3~Cぴ仰z汽叩(伊仰θ

(6.3.8) 

なのでで、， (侭6.1.9町)の時と同様『にこ， これは Lvにこ無関係でで、ある。 しかも d仇=(α/s)d8pなので，

(2.1.1)を用いると，上式は次のごとく書き変えられる:

F川 S;@')=πω~(-BC)仇

ゆえに， (6.3.8)と(6.3.9)とから

F(inc P) = F.(refl P ;①)+ F.(refl S;②') . 

(6.3.9) 

(6.3.10) 
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上式の右辺の各項は幾何光学的な Pおよび S反射波のエネルギ一流量である。 もし右辺

の各項以外の項が無視されるならば， (6.3.10)のような状態ではレーレ一波が発生する余地は

ない。

これに反し，幾何光学的な反射波以外の波のエネルギ一流量凡が無視されぬ場合は，

(6.3.10)の代わりに次式に達する:

F(inc P) =凡(reflP;①)+F8(refl S;②')十九. (6.3.11) 

しかし，このままだと， (6.3.10)は依然として成立しているので，F'I=Oなる矛盾を生じる。

実は反射波に貢献するのはサドル・ポイント付近の線積分の他に極があり，後者はレーレ一波

を形成することが判っている。ゆえに，P'lが無視されぬ場合は， (6.3.10)から (6.3.11)になる

のではなくて，次のごとくなるものと察せられる:

F(inc P) = F8 (refl P ;①)+Fs(refl S; @')+Fd+FR. (6.3.12) 

この式の FRはレーレ一波のエネルギ一流量を意味している。すると，(6.3.10)と(6.3.12)と

から

F'I+FR=O. (6.3.13) 

先に用いた (6.1.10)のごとき近似では， (6.3.7)により

Fd = Fs(refl S; 2①'+③')+F8(refl S;④'+⑤'+3@'+2⑦') . (6.3.14) 

しかも，上式の右辺の第 1項は F8(reflS;②')に比し無視されやすいので，Fdの中でまず

問題になるのは右辺の第2項であろう。

14. Energy Partition of Elastic Waves by 

Reflection on the Free Surface 

By Kyozi T AZIME 

(Department of Geophysics， Faculty of Science， Hokkaido University) 

We are not so much familier with treatments of energy as those of displacement 

and stress， though energy might be the most fundamental physical quantity. At first， 

the treatment of energy is reviewed. 

As is well known， energy flow of incident plane wave is throughly conserved within 

P and S plan巴waveswhich were reflected from the free plane surface， being independent 

of incident angle. 

Because no plane wave exists in practice， the beam has been taken up which may 

be considered more practical than plane wave. The present “beam" was composed by 

BREKHOVSKIKH from plane waves including all wave numbers from一∞ to +∞. Th巴

“beam" looke like， with respect to mathematical composition from plane waves， to cylin-
drical wave having no change in azimuth. Therefore the integral expression of each 
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displacement pot巴ntialcontains some contribution from the pole which results in Rayl巴igh

wave. If the energy flow of the beam is roughly estimated in a similar manner to that 

of plane wave， the incident beam can again have no excessive energy to be given to 

Rayleigh wave. To tell the truth， it was assumed， in order to get rid of interferences 

of various waves， that the property of the beam was kept when the above estimation 

was made far deep from the free surface. However， the beam of BREKHOVSKIKH should 

lose its substance， due to diffraction， at a large distance from the plane where it was 

shaped. According to this e妊ect，the above estimation has a considerable question. It 

is easy to evaluat巴 theenergy flow density of interfered waves. But the estimation of 

the energy flow of them is di伍cult，because the cross section through which they pass 

is hardly decided. 

At last， incident cylindrical P wave is given. Several properties of Bessel function 

are reviewed. 刻印onskianof Hankel functions will play a grand role in the following 

calculations. If cylindrical wave incidents upon the free plane， it must always generate 

Rayleigh wave as well as reflected waves. The mathematical generation of displacement 

potentials of Rayleigh wave was fully discussed by NAKANO. But it may b巴 noteasy to 

discuss this problem from a view point of energy conservation. Dix has described that 

if the wave whos巴 fronthas a finite curvature incidents upon the free plane， some energy 

may flow in parallel to the free plane besides geometrically reflected waves and it must 

compose Rayleigh wave. But his description is too abstract to be quantitatively understood. 

The composition of cylindrical wave from plane ones is mathematically too skilful 

to be understood in practice. If incident P wave is expressed by Hankel function of the 

zeroth order and is a pure cylindrical wave which satisfies the wave equation， reflected 

P wave is by no means simple. Reflected P wave which is a solution of the wave equa-

tion cannot be expressed strictly with anyone of Hankel function. If it is approximated 

to only one Hankel function， it cannot strictly satisfy the wav巴 equation. Howev巴r，ap-

proximation to one Hankel function may be allowable and it will satisfy approximately 

the wave equation. At any rate， reflected P wave has not only the radial compon巴nt

of energy flow density which is reflected geometrically but also some azimuthal ones. 

On the other hand， compositio 


