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APW法による MgOの電子構造
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北海道大学理学部地球物理学教室

(昭和51年 2月28日受理)

Electronic Structure of MgO at Normal and Compressed 

States by the APW Method in the Muffin-Tin Potential 

Approximation 

By Itaru MAEDA 

Department of Geophysics， Faculty of Science， Hokkaido University 

(Received February 28， 1976) 

A brief review on the technical part of the APW method is made. An analytical ex-

pression for the stability condition of the lattices having NaCl structure is obtained using 

the augmented plane waves. Electronic structures of MgO are calculated by the APW 

method in the muffin-tin potential approximation. The stability condition is given in a 

form of rather simple expression. Band structures， total energies， and pressures are cal-

culated at compressed states. These results indicate that the crystal potential of MgO 

cannot be expressed by the muffin-tin potential. 

1.序文

鉱物は一般に極めて複雑で、'その性質を理論的に導くことはほとんど不可能で、あると考えられ

ている.それ故，普通行なわれている手法は，多くを実験に頼り，実験結果の聞の関連を，理論

(主に自由エネルギーやエントロビーを扱う熱力学的理論)的に考察するというものである.し

かし，完全に理論的な研究が必要で、ないということではない.

ここで述べる研究は，完全に理論的な手法を用いた研究の試みである.

一般にゆ initioな計算と呼ばれる固体の物性に関する計算は， Hartree-Fockの波動方程式を

解くことにある.この式をそのまま解くことは出来ないので，種々の近似法が編み出されてきた.

古くは LCAO(Linear Combination of Atomic Orbital)法があり， Cellular法， OPW法， APW 

法， KKR法等が開発されてきた.パラメータを含んだ半点王験的方法となると，その数は膨大な

ものである.これ等の計算手法の簡単なまとめは，例えば， Fletcher (1971)に見られる.また
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計算手法の相互の関係は Ziman(1971)に述べられている.

最近多〈用いられている方法は APW法， KKR法， LCAO法である.ab initioな計算ではな

いが pseudopotential法も国体物性を研究するにによく用いられる.分子に関する計算でも用い

られる Molecularorbital. (MO)法と同様な手法を用いる LCAOのband計算では，スレーター型の

波動函数(STO)の代りに方、ウス型の函数 (GTO)を用いる方法が開発されている (Chaneyet al. 

1970， Drost et al. 1972， Langlinais et al. 1970)，これは行例の次元がSTOを 用いた場合よ

りも大きくなるという欠点をもつが，多くの積分(3中心積分)が解析的に解ける事が長所であ

る.たぶん局在軌道の特徴をもっイオン'性結品や共有性結品には，この方法が有効で、あろう.

次に APW法と KKR法であるが，両者は物理的に同じ様な固体の描像を与える.これ等の方

法は，かなり以前から精力的に開発，応用されている.計算を実行するにあたっては，具体的な

計算手法が十分解説されているという利点もある.

この論文では APW法を主にした応用を MgOを例にして行った結果を述べる.APW法の応

用の物質別の総説がDimmock(1971)により行なわれている.

II章では，技術的な側面に関する簡単な reviewを行う.III章では band計算の具体的な問題点

について述べる， N章では， band計算の結果の物性への応用の理論的考察を行う.V章ではMgO

の計算例を示す.

II APW法の技術的側面の概観

APW法は1937年にJ.C.Slaterにより固体に関する Hartree-Fockの式の近似解法の lつとし

て導入きれた.

APW法を実行する試みは， Wood (1962)以前にもいくつかなきれていたが，計算量が膨大で

あるために具体的成果を挙げるまでには至っていなかった Woodは新しい電子計算機が開発き

れたことにより，それを利用して鉄の band構造を計算した.APW法が具体的成果を挙げたのは

これが最初である.

APW法は金属に対して特に有効で、ある. しかも金属の興味ある性質を決定する d-電子を期日

扱いせずに調べることができる.

Burdick (1963)は，これを用いて銅についての計算を行った.この論文では APWの行列要素

を対称化しない型で計算を行っている.その代り BrillouinZone (B.Z.)を等分割して，対称点で

ない波動ベクト/レKをもっ電子も計算の対象としている. B.Z.の対称点でない点を，対称化きれ

ている行列要素を用いて計算すると，かえって計算量を増すことになる この論文の面白いとこ

ろは状態密度の数え方やB.Z.の分割法等が具体的に述べられていることである.

d-電子をさらに追求したのは Connoly(1967)である.しかし，この論文では計算方法として特

別新軌軸を出してはいない.

Snowand Waber(1967)は銅について self-consistent-fieldcalculation (SCF-C)を行った.

それ以前の計算は一回切りの計算で，初期ポテンシャルは自由原子の波動画数から適当な方法に
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より合成されている (Loucks1967). SCF-Cで難しい問題は， APW球表面でのポテンシャルの

不連続を正しく与えることである Snow等は， Slater and DeCiccoによる出版きれていない報

告に基いて，この不連続の問題を処理している.

APW法は band構造を決定するだけでなく P-V曲線や，相転移の問題にも応用されている.

Ross and J ohnson (1970)はSCF-APW法を用いてアルミニウムの P-V曲線を算出した.彼等

はSlaterによる自由電子方ス近似でのexchangeポテンシャルの係数を変えることによって，圧

力がゼロでの格子定数をもっ場合について計算した圧力が正しくゼロになる様に調節するという

方法を用いた.圧力の算出には系の運動エネルギーとポテンシャルエネルギーから Virial定理

を用いている.

同様の計算を Snow(1973)は銅について行った.超大型高速の計算機を用い，倍精度以上の計

算精度で，数年かけて計算を行った.その結果得られた体積弾性率は実験値と驚くほど一致して

いる.この計算では，今まで述べた研究と同様に muffin-tin型のポテンシャルを用いている.Snow 

の結果から見て filledd-band金属よりも簡単な金属では muffin-tin近似は十分な精度を有して

いることカfわかる.

Averill (1971， 1972)はセシウムやアルカリ金属の全エネルギーを計算し fcc.-bcc.相転移や体

積弾性率を論じている. しかし Snow(1973)の結果程は実験結果との一致が良くない Averillの

計算も可能な限り高成能の計算機を用いている.それ程の計算を行っても相転移の議論に要求さ

れる精度のエネルギーを求めるのは困難である.しかも扱われた金属は，金属の中でも特に簡単

なものに属しているのである.

McCaffrey等(1973)はカルシウムの metal-semimetal相転移に関する計算を行い， band構造

と状態密度から，この相転移を論じている.結果は満足すべきものである.これは全エネルギーの

算出を必要としないからであるためと思われる.

以上の計算は単原子種金属結品に関するものであって，かなりの精度でmuffin-tin近似が成立

している場合である.異方性が強い共有性結合の物質については， APW法の適用はあまり成功

してはいない.Keown (19u6)がダイヤモンドについて千子った計算では，パラメータを含んだ、rrruffin・

tinポテンシャルを用いている このパラメータは実験結果と合う様に決められている.この様な

方法は，簡便さから言って pseudopotential法 (Harrison1966， Heine and Weiare 1970)には

及ばない.勿論， pseudopotential法が共有性結合物質に対して有効で、あるということではない.

結晶構造が複雑で、あると計算量が膨大になる.計算量を減らす目的で結品の対称性を利用し，

行列の次元を下げることが必要である.対称性の考慮、は，物理的な観点からも有用であるのは勿

論である.

Arlinghaus (1974-a)はSn02のband構造を決定した.Ditの対称性をもっこの結晶を計算する

為に Gayand Arlinghaus (1968)はD誌の既約表現の行列要素を求めている.対称性を利用しな

ければならない(経済的観点から)例である.

いくつかの既約表現の行列要素は Slater(19.72)による表から得られる.計算時に必要な群論の
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知識は Cornwell(1969)の本から得られる.

Arlinghaus (1974 a)の計算は Sn02が半導体だということ，それを muffin-tinポテンシャルを用

いて求めたところに特色がある.ただし，結果が十分満足なものであるかどうかは不明である.

Arlinghaus (1974 b)は AuSnについても対称性を十分に利用した半相対論的計算を行っている.

ただし今回の論文では相対論的band計算については考慮しない.

計算技法として目新しいものはないが，グーCuZnのごとき、複雑なか金属について Skriverand 

Christensen (1974)がFermi面等の物性を求め de・Hass alv'en効果を用いた実験と比較してい

る.それによると結晶方向によって実験結果と一致したりしなかったりしている.

今までmuffin-tinポテンシャルを用いた nonSCF-C又は SCF-Cの可能な到達範囲を述べてき

た.以下で異方性を考慮したポテンシャルを用いた band計算の試みについて述べる.

DeCicco (1967)はKClについて non-muffin-tin効果を考慮した band計算を行った.彼はポテ

ンシャノレ V(r)を

V(r)= Vm(r) + V1 (r)十V2(r) 

の形に分解した Vmはmuffin-tinポテンシャルであゆ.V1 は球内でのVmからのずれ V2は球外

でのVmからのずれを表す.実際の計算ではV1は小きいものとして無視している.V2はFourier分

解し行列要素に加えられる.計算結果は大変良好で、ある.しかし，本来 KClは異方性が小きいと

考えられるから.V2の寄与も小さし収束が速い.それ故結果も良好なのであろう Fourier分

解の方法は異方性が強くなると収束が急速に悪くなるため実用的とは言い難い.この型のポテン

シャルは warpedmt正fin-tinポテンシャル(WMT)と呼ばれる.

Kleinman and Shurtleff (1969)は，やはり WMTを用いた計算方式を提出している.彼等の

基本的考えは OPW法から出ているもので.APW球(以後MT球とする)内での波動函数の球

調和函数による展開を初めから有限項で打切って，その波動函数による行列要素を求めるやり方

である.普通の APW法でも球調和函数の次数fについて有限項の計算を行うのであるから，大

幅な改良にならないとも考えられる.しかし，無限項とることにして解析的に計算を行い，数値

計算の時に有限項で打切ると，残りの項は誤差となる.

これに対して有限項で打切ることを前提にして解析すれば，行列要素に余分の項が加わって複

雑になるが，上述の誤差は生じない.同じ次数fを用いればKleinman等の方法はより正しい値

を得るであろうが，計算量は増す.

ポテンシャルを結晶の対称性に従って調和函数で分解し，それの行列要素を求めるという方法が

Rudge (1969・b)やPageand Hygh (1970)により用いられた.Rudgeは向次に静電ポテンシャル

の高次モーメントも求めている (1969・al.

実例としてリチウムについての計算を行っている (Rudge1969-c)が，この原子に対しては，

上述の大げさな計算はあまり有意とは言えないだろう.

Page and Hygh (1970)はcubicharmonicsでポテンシャルのnonmuffin-tin部分を分解する

方法を述べている.アルカリーハライドに関する計算を行ったが，上の展開は大変困難であるとし
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ている

Koel1ing (1969)もWMTを用いているがV.が小さいとして無視している.Koelling，Freeman 

and Mueller (1970)は相対論的金属(パラディウム等)について計算を行い V.十日の効果が無

視できないと述べている この nonmuffin-tin効果が相対論的な効果によるものかどうか不明で

ある.

更にKoe11ing(1970)はaugmentedplane wave自体について別の表現法を提出している.そ

れは角度部分を球面調和函数で展開するところは同じだが，動径波動函数を，

unl (Rs) = 0， dunl (Rs) / dr = 1 

及び

Vnl (Rs)ニ 1，dVnl (Rs) / drニ O

なる 2つの境界条件の下でradialSchrふdingerの方程式を解いた結果得られる二種類の函数 U

とV で表現しようというものである.

この試みは未だ非金属には応用されていない.彼の応用した銅の場合には，普通の APWで十

分であることがSnow(1973)の研究により明らかである.

異方性を考慮する別の方法として，対称点についてのみ APW法を用い，この結果に Slater

and Koster (1954)のパラメータ化された LCAOを合せるというやり方がある (c_ f. Nussbaum 

1966).これによって電子状態の AO(atomic-orbital)的解釈が可能になる.この方法はMattheiss

(1965， 1969， 1972， 1973)により精力的に用いられている.この方法では LCAOで近似した後

はSCF-Cは行なえないが計算が簡単になる為にB.Z.内の多くの点で固有値を求められる.それ

で，この方法は band計算の結果の内挿法として用いられる.実際の計算では非線形の内挿法が面

倒である.

Mattheiss (1969)はRe03についての計算でnonmaffin-tinの寄与，即ち V.+V2の効果により

02P.Re5d band gapは半分になるという結果を得ている.v章で述べる MgOに関する計算で得
られた bandgapの矛盾を，これは説明するものと思われる.

sその他の事項
APWの線形化がKoelling(1972)により試みられている.

KKR法との数値的な比較がLawrence(1971)によりなされ，両方法ともほぼ同じ結果を得る

ことが明らかになった.ただし KKR-Z式がこの計算では用いられている.

APW波動函数及び行列要素の収束性が Harmonet al. (1973)により論じられている.これは，

実際の計算では，主として経済的理由から，極めて重要な問題である.

Schoen (1969)はdisordered系に関する APW法 (APW-VCA)を開発した.そして TiOに適用

し(Schoenand Denker 1969)，ほぽ満足すべき値を得ている.

更に応用として， phonon-electron行列要素がGolibersuch(1967)やSinha(1968)により与え

られているが，実際の計算には収束が悪〈不適当である.目的に応じて適当な式を導入する必要

があろう (N章参照)。
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APW法では，今のところ overlapポテンシャルの問題は解かれていない KKR法の場合に

はWil1iams(1970)により解決された. しかし実際の計算では，計算量が多くなる為にパラメー

タを導入している.

最後に exchangeパラメータについて述べる.最近では， Slaterのexchangeポテンシャルの
2 

係数を 1として，その の値をもっKohnand Sham (1965)のexchangeポテンシャルの係数の
3 

聞で適当な値を用いるという方法がとられている.これを Slater(1974)はXa法と呼んでいる.

遷移金属酸化物を系統的に調べた Wi1son(1970)はexchangeパラメータを原子毎に変えるとい

う方法を用いている.使用したパラメータの値は， 自由原子のHartree-Fockの式の解とHartree

-Fock-Slaterの式の解が一致する様に決められたものを用いている.このexchangeパラメータ

の決定は Slater(1974)による Wilsonの方法は技巧的で他には用いられていない.

自由電子ガスではなく nearlyfree電子のexchangeポテンシャル(Payne1967)や非局戸斤性ポ

テンシャルを考慮した band計算は報告されていない.

III. band計算に於ける技術的問題

計算機による band計算の計算手順を Fig_1に示す。 APW法の全般的な計算手順は Loucks

(1967)とMattheisset al. (1968)の解説書に詳しく述べられている.そこで，この章では MgOに

ついての計算過程で生じる問題点を Fig_1の流れ図に従って述べる.

II章から明らかな様に， APW法は金属や、純粋グなイオン性結晶(アルカリハライド等)に

対しては十分良い計算方法であるが，共有性結晶やイオン性と共有性を合せもつ結晶では，十分

良い計算方法であるとは言えない.

ここでとりあげる MgOは大局的にはイオン性結晶であるが，その他の結合性も持っていると

考えられる.この計算の目的の一つは APW法がMgOで代表される様な結合様式をもっ物質に

対してAPW法がどの程度適用できるかを知ることにある.MgOを用いる理由は次の様である.

1 )力学的，熱的に極めて安定である.

2) NaCl構造という結合物では最も簡単な結晶構造を有している.

3 )大局的に負の 2価の酸素をもっ.

4 )下部マントルで、重要な鉱物で、あると考えられている.

以上の理由による.

計算に用いたポテンシャルは muffin-tin型である.これは必ずしも最良の方法とは言えないが

経済的理由でこれを採用する.

Herman-Skil1mannのプログラムにより計算された波動画数から初期ポテンシャルを作る.一

般に，自由原子の波動函数は，結合状態から予想されるイオンについて求める.MgOの場合に

はMg++とO ーというイオン性が予想される.ところがOーの自由原子は不安定で、存在しない.

中性酸素から出発して O について SCF-Cを行うと電子は流れ出してしまって解が収束しない.

そこで，酸素については中性の状態の波動函数を用いることになる 02Pについては band計算
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で問題になることはないが， core電子として 01S，02Sを用いる場合には， band計算の結果

に影響する.これは 01Sも02SもSCF-Cには組入れないで自由イオンの値そのままを用いるか

ら，この値からはずれていれば，それだけ valencebandの準位に誤差を生じるからである.

Yamashita et aL (1970)が行った KKR法を用いた計算では 02SもSCF-Cに組入れている.今

回の計算では 02Pだけを valencebandとする.

SCF-Cの場合には上述の問題を別にすれば，初期ポテンシャルは，あまり厳密で、なくても良い.

SCF・Cを行なわない場合には隣接原子の波動画数から得られる電荷をα・function展開法(Lowdin

1956)を用いて重ね合せる (Loucks1967)ことにより得られる電荷密度(C.D.)を用いてポテンシ

ャルを作る.この方法は Mgの高圧下での電気伝導率変化を計算した (Maeda1974)際用いられ

ている

今回は重ね合せを行なわないで，自由原子の波動函数を用い酸素の 2P電子は 6個，マグネシ

ウムの 3S電子はゼロとして得られる C.D.と2価のイオンとして求めた静電エネルギーから初

期ポテンシャルを作る.各原子点て、の静電エネルギーの与え方は Ernand Switendick (1965)の

方法を用いる.

MT球上でV(Ro)ヰV(RMg}である RsはS原子球の半径である.そこでV(Ro) = V (RMg ) 

となる様に適当に両ポテンシャルをずらす.もし muffin-tinポテンシャルが十分良い近似ポテン

シャルであるならば， V (Ro)= V (RMg)でなければならないからである.さらに王求外のポテンシャ

ルVCとV(Rs)に適当な差を与えてこれを初期ポテンシャルとする.

Exchangeパラメータは Slaterの値を用いている.このパラメータの影響を見る為に 1以外の

値も使う必要がある.動径方向の計算はすべて対数座標を用いている.

対数微分の計算は最も重要な部分の一つである.この計算方式は Loucks(1967)による方法と

全く同じである.ただし， Loucksの行っている様に計算値を多項式で近似してjiくどし寸方法

は用いず，必要に応じて，ファイルに収められた値からラグランジュの内挿法を用いて内挿した

値を使用する.対数微分は予め与えられた固有値の範囲で行うのであるが，計算量をできるだけ

少くする為に SCF-Cの途中の段階では，計算する範囲は valencebandの幅よりわずかに大きく

とる.ただし， SCF-Cの回を重ねる毎にこの範囲を，固有値が変化した分だけ自動的にずれる様

にしておく必要がある.

対称化された APW行列要素を求めるには別の準備が必要で‘ある 先ず APWを対称、化しなけ

ればならない APWの対称性は平面波の対称性で表わされる. そこで平面波を作る.入刀情報

としてブラベ格子の逆格子基本ベクトル，計算しようと思うB.Z.点を表わす波動ベクトルk，及

び既約表現の行列要素 rpp(R)を与える.行列要素は Slater(1 972) の表にある O~ の値を

用いる.

十分多数の逆格子ベクトルGiを発生きせ，小さい方から順に並べるプログラムを作る.何個の

ベクトルを計算に用いるかは収束の様子を見て判断する.最終的に用いたベクトル数は 181であ

る kiニk+Gi (i= 1 ，……)を入力とし，これを対称化するプログラムは Mattheiss et al. 
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(1968)の方式を採用する.即ち， projection operatorを与えられた k;に作用させる事を次の手

それにrll(Rm)をかけて日 1(Rm) .Rm 順で行う.必要な対称操作の行列 Rmをk;に作用きせ，

kを作る. 3成分共等しいものについてそれぞれ加え合せこれ等のベクトルを成分別に比較し，

L
a
 

る kの群に含まれるすべての対称操作Rmを作用させた結果これがぜロでないものだけを

この結果，対称化された augmented 整数型で行うのが都合が良い.の組から選び出す寅算は，

plane wareはk+G;の組合せて、与えられる.

Hamiltonianの行列要素は Mattheisset aI. (1968)により表現された形を使用するのだがNacI

かっ高圧下て、の計算に便利な様に無次元の形に表現したものを用いる.即ち，構造に都合良<， 

¥T> Pa ，..，..， I"'PnS ui (Rs， E) 
~ 1 B~1 +~C伊一一一一一/st  t Ut (Rs，E) Hも =-EAiJ+( 

A~J =一子~ [rgp (Rm)] *・ D
ua m 

B行=与-~[円p (Rm) ] * (k; . Rm kj )・ D
1"" m 
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(2) 

jI (πIRmkj -kilrs)i 
IRm kj - k;¥ 

D 

-ρs 

Cf究=---1!---16r~ (21 + 1) j! (πRjrs)jl(πRjrs) 
且孟a

x~[ rgp (Rm) ] * eiπ (Rmkj-k;) 

-~16rs2 eiπ (Rmkj-k;) 

(3) 

-ρs Pl (kj・Rmkン)

上式に用いた記号は以下の通りである.

a，格子定数

rs =a/2・ρs，S番目の原子の位置ベクトル
π 

h =KG =fJ;対称化きれた波動ベクトル

Rs =ars ; S原子点的 MT球の半径

ただし Rmは群kの要素対称操作Rmの既約表現αの行列の (p，p)要素，rgp (Rm); 

，既約表現αの次元

数位の

k

k

=

 

群

h
，
L
且，，，，， 

L
且一一

u
b
A
L凪

na 

，次数fの球 BesseI函数

次数fの Legendre函数P! 

X宇yのときo (x， y) = 0 

x=yのとき=1 

C~J~ は SCF-C 及び圧縮状態の計算で不変であるから磁気テープに収められBfJ， 要素 A~j ， 

これ等の要素は膨大な量でありテープの読み出し時

jobが計算機に入っている時聞は極めて長くなる.

るの最大値は44，1の最大値は12とした.

聞が相当に長大である.
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既に求めである対数微分値と要素A，B， Cを組合せて行列を作り Gaussの三角化法で行列式の

値を求める.ここだけは倍精度(一語36bit X 2 )で行う. SCF-Cの途中の段階では valence

bandについてのみ固有値を求めれば良いから r15での固有値を用いて計算の収束状態を判定し

収束条件を満した段階でexcitedbandを計算する.

得られた固有値と 1回前のポテンシャルを用いて動径Schrodingerの式と解き C.D.を決定す

る.これに適当な重みをかけて (c.f.Burdick 1963)加え合せvalencebandのC.D.とする.さ

らに core電子のC.D.を加えて結晶の C.D.とする.この手順は Mattheisset al. (1968)と同

じである.

MgOの結果を見ると partner問で規格化定数が異っている. この不一致はプログラムミスに

よるものと思われたのであるが，そうでもない様である。これは早急に解決する必要があろう.

partnerの一つについてだけ固有値を求め，これから他の partnerのC.D.を決めるので，行列

が十分収束していないと， partnerのC.D.の精度が悪くなる.これが主な原因と考えられる。

結品のポテンシャルは Asanoand Yamasita (1971)の表式を用いるのが良い.電子一電子の

Coulombポテンシャルを聞いた形で書くと次の様になる.

MT:E求内では

Vs (r) =一手+訪山αr十 2LR541dr

(4) 3 ，..，1+ ~"-'lUI'__，，，_， 3ρoQ s 
6・α| τ7ぬ(r)13 - 2 ~ Mss' Qs 一一一百一一一

.:> I~ S' 、s

MT球の外では

同ド1刊誌喰し十3Z雫i

+iFMss Qs'Qs)-6α[~守-]+
(単位 Rydbergatomic unit) 

(5) ""  _ .u，.-， NMSS' QsQs' 三N~
QsQs' 
Irs二五，-rnl +Jf Tr三-'1-dr dγ 

白
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用式上

Qs=Zs-Ps+ρoQs 

Ps=んs内 (r)dr 
σs (r) = ~ (rUL (r) )2 

Ul 動径Schrりdinger方程式の解

Zs S番目の原子の核の電荷

α exchangeパラメータ

Qs S番目の MT球の体積又は領域
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Q'=Q一号Qs. Qは単位胞の体積
ρ。球外の平均電荷密度

N 結品中の単位胞の数

~n n= 1-Nの和

Mss'はEwaldの方法により求められる (c.f.Tosi 1964) 
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実際の計算では VC = 0になる様 Vs(r)をずらす.新しく求められたポテンシャルと l回前の

SCF.Cで得られたポテンシャルを (1-X); Xの比で合成する.

今回は主に X=0.75を用いた.

以上でSCF.Cの1カイクル分の計算が終る.MgOの計算では，演算時間は FACOM360-75を

使用して 1サイクル約70秒である.常圧の格子定数での結果から出発して0.95の格子定数での

固有値が0.01Ry以内に収束するのに要する SCF-Cの回数は 7である.

W・全エネルギー，圧力，安定性

国体の古典的物性の内でband計算から求められるものは全エネルギー，圧力等である.

又，格子力学的観点からは結晶の安定性の議論が可能である.APW法に限らず， pseudopo-

tential法をはじめとして，電子エネルギーを求める諸計算法はそれぞれ長所短所を持ちながらも，

上の諸性質を調べることができる.簡便きから言って phonon-electron系に対しては pseudo

potential法が最も多く用いられている (Harrison1966， Heine Weiare 1970， and Wallace 

1972).これに反し， APW法や KKR法，或いは OPW法や LCAO法は計算が複雑で、phononが

関与した問題は扱い難い.この章の最後にこの問題を考える.

band計算の結果を用いて全エネルギーを求める方式は次の様に分類できる.

1) APW法で求めたC.D.から変分式に従って直接積分して求める.

2) APWを原子軌道で近似し，エネルギー積分をこの原子軌道を用いて実行する.

3) SCF-Cで得られるポテンシャルを積分する.

ここて。全エネルギーというのは絶対温度Oにおいて，セ守ロ点振動を無視した系のエネルギーで

ある.

2 )は Yamashitaet al. (1970)がKKR法を用いて MgOの結合エネルギーを求めた時の方法

である. 3)はDeCicco(1967)がKClの計算の時用いた方法である. 1)は最も原始的方法で

ある.今回の計算方法は 1)である.

unit cel1あたりのエネルギーの表現は次の通りである.これは Asanoet al. (1971)の変分式

を更に展開した形である.

I rRs σs (r) rr _ 1_' ¥ ..:1_， -'_ ， rRs σs(r' ) 
(7) E/cel1 =2: I 1 一一一 l σs (r' ) dr' dr + " ーァー dr'drI ) 0 r )0 J( 

rRsσs(r) -'_ 3 r 3，J[. 14-rRs [σS(r)) 1--'_ 1 -2Zs ，( 一一一~dr ー α J[; I ~~-. I 3 }O--O L-O ，-"" dr I 
) 0 r J[" 4 .1 v 1 

r 3 
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~ 6 ~ (PoQS)2 。向。spo
6α~ Q' ( 3 7T2 po) t -~ ~ーと吉一一一+3~ ~ーす;~，.，uー

'l7T~ ;) 5 KS  KS  

十三~ MSS' QsQs' + T 

三 Ev十T
co同 四』宮町 w;
T=言 (En.l-MTo) - ~ PE~ ~一

-~んsσ's(r)VS(r) dr 
T s ;運動エネルギー

n orbital quantum number 

1 角運動量量子数

P partnerの数(既約表現の次元)

NB・z. ， B.Z.を分割した数

WK 点kの重み

その他の記号はポテンシャルに関する表現の場合と同じである .VSは球外のポテンシャルがゼ

ロになる様にずらしたものを用いる.

圧力の計算は格子定数を aとして dE/daから求める方法と Virial定理
2 'T' • 1 

PQ = ~ T + ~ Ev 3 ~ ， 3-' 

P;圧力

から求める方法がある.本来両方法による値は一致するべきものであるが， MgOの計算では十分

一致してはいない.これは計算誤差である.

s結晶格子の安定性
格子の安定性を electron.phonon系として厳密に扱つのは極めて困難で、ある.APW法を適用

してこれを扱った研究(Golibersuch1967， Sinha 1968)はあるが，式の収束が悪〈実用的で-ない.

安定性だけを考えるには必しも phononの分散状態を全部知る必要は無い.Born の格子力学

(Born and Huang 1954)によれば， ω>0 (ω はphononの角振動数)が安定の条件である。ω→

Oになる場合の条件を shellmodelを用いて求める (Cochran1960，1961， Wood et al. 1960). 

Cochranにより得られた条件は系の反発ポテンシャルと誘電率の関係で決まるものである.この

誘電率を Clausius-Mossottiの関係を利用して分極率 αeと結びつける.さらにこの αeを電場に

よる 2次の摂動エネルギーから求める.この摂動エネルギーからの表現を APWで展開すれば，

安定性の議論を APW法で、行ったことになる.

2次の摂動エネルギーに含まれる行列要素をくnIHln'>三 Ynn' と書くと， unit cellあたり

α..:， 1 i'nn' 1 
2 

(9) αe=-4 ~一一一一
;;;r d.Enn' 

nはvalencebandの電子kの， n'はexcitedbandの電子k'に関する量であることを示す.

この表現では k'ヰkでも良い.即ち phononを媒介とした間接遷移でも良い.しかし，以下で

示す表現は直接遷移の場合についてのものである. このことは，原子の変位により出来た電場に
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より，基底状態にある電子が励起きれる時，更にその結果として原子の位置が変化しない場合を

意味している.

APWWで展開した)'nn'は

(10) •. _'" r 
)'nn' =ミ JQsdr W~ (r， k， Enn)・x• W n' (r， k， En' ) 

+ん drW n* (山En).X.W n' (山En，)

三宅 1+11

(11)日凶1) 1=寸寸唱(付(rs吋s

+ fdω点C∞ose .foR弘sdφρρ〆3. sil川 (ρ，匙k，Enρ) s河sWn肌n'(いρ，k，.En，) 

三 L+12 

ここで ρ はMT球の中心を原点とするベクトルでSwはS番固め球内でのAPWであること

を示す.また

x= (rslx +ρcos B. 

fy1ri，(ぷ)Y1'm' (O)匂=Oll九m

^ 2/+1 ~ ，:- .̂ 
~ Y1ri， (kJ Y1m (kj) = ーァー~Pl(ki.k;)
m=~ 4π 

を用いると 11は

(I2) 11 = ~ Ci Cj (rs) x 4π~ (21+ 1) ・S・

xjz (ki ・Rs)ir(kj.Rs).Pl(ki ・kJ

x (Rs do ・ρu1(ρ， En).utい， En') 
J 0 ~，..，.. Ul (Rs， En) Ul (Rs， En，) 

と書ける Ciは固有ベクトル，sは
S =e -ikij・rs， kj-ki三 kij

ていある.

(ゆ 12=ヲcCj 16π 2 f d，o cosθj;Rs dρρ3 . S • 
×FZ，jt(kA)jr(kA)Ytm(kJ)Yt，J(kJ) 

Utい， En) Ul'(ρ， En'} 
x Y1ri， (，o) Y1'm' (，o) 

Ul (Rs， En) Ul' (Rs' En') 

であるから，角度部分の積分をしと書いて，

Y1m (o) A eimq> p1
m (COS θ) 
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A;規格化定数

を用いて，積分を実行すると

13= 2πA Omm' 1-11 yP1m (y) P 
更に

(2l+1)yP1m (y)={l-m+l)P削 m(y)+ (l-m) P l-T(y) 

(Erdelyi-1953) 

及び

ill 1(f+m)! P1m (y)Pl'm (y) dy=Ou' 一一一一・一一一一一一一
l+す (l-m) ， 

p-T =P1m 

を用いると
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|
 を得る.これは APWの遷移に関する選択規則を表す.故にしは

(15) 1 2=~ Ci Cj 16π2 . s ・:2::~jl (kiRS) jl' (kjRs) 

X 13XY加 (kj)Yl';ri (kJ 

X fs 山 (ρ，En) Ul' (Rs， En')υρ 
J 0 Ul (Rs， En) Ul' (Rs， En，)ρuρ 

となる.

(10)式のIIの積分(球外の積分)は

oro r _ 

II=:2::ijCi Cj I JQ dr rx S 

-zんdρ{(ψρ} e丸山l
であるが， [ ]内の第 1項はゼロであるから

07) 
II=号号 q Cj I 4πR~ (ωx j 1 (kij R) 

+tL時(針山
が得られる.

得られた積分の表現を対称化，無次元化するのは容易である.02)式と05)式を(11)式に代入し，更

に01)式と07)式を00)式に代入すれば Ynn'が求まる.実際の計算では， band計算を行った kについ
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て和をとれば良い.

以上の表現は phonon-electro行列要素を直接求めるよりずっと簡単で、ある.少くとも格子和が

無いだけ収束が速い.Sinha (1968)の表現から安定性の計算を行うのは不可能に近いことを考え

れば，上に得られた表現は NaCl構造の格子には役に立つものである.

V. MgOの計算例

MgOは力学的に安定であり，物理的に興味ある性質を多く有するので数多くの研究がある.

MgOに関する電子エネルギーや phononの状態等の計算も数多く発表きれている.band計算に

KKR法を用いた Yamashitaet aL (1970)， pseudo-potentil法ついてみれば，最近のものでは，

Ellis and を用いた Cohenet aL (1970) ，及ぴdiscretevariational法 (DVM)を用いた Wa1ch

(1973)等の研究がある.

を用いていすでに述べた様に Yamashita等の研究では muffin-tin近似ポテンシャル(VMT) 

るので今回の APW法での計算と同じ欠点をもっている.数値的に見ても，計算の精度の範囲で

このことが言える.同じ値を与えることからも，

異方牲を考慮することのできる DVMによる結果によると，ポテンシャルの異方性は極めて大

このことを念頭に置いて計算結果を考三ることにする.きい.
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VMT を用いて得られたa/ao=1 (a。は常圧での格子定数)でのポテンシャルの様子を Fig-2に，

その時の valenceband (02P)の動径電荷密度を Fig_3に示す.明らかに酸素球側に電子が入り過

ただし酸素側のポテンシャルは R。に近いところで浅くなり過ぎている.この結果，ぎている.

Ro =4. 777a.u. RMS =3. 184a.u.である.物理的に言って σ。(Ro)/σMS (RMS) = 2. 25である筈で

この比は2.25よりずっと大きくなっている.あるのに，

酸素とマグネシウムの間にはポテンシャルは異方的であり，この原因は次の様に考えられる.

その結果酸素側から電子が流れ出してこの谷に余分の電荷を形成ポテンシャルの谷が形成され，

この谷をならしてしまうする(即ち bondcharge ，c.f. Pi山ps1970).ところがVMT を用いると，

ので酸素側の電子は移動できなくなり酸素球内に止まり，酸素が余分に電子を持つことになる.

もう一つの原因は exchangeパラメータを 1とした為に電子密度の高い方へ必要以上に電子を

このパラメータを下げて計算を行っても大して改善きれないこしかし，引きつけることによる.

この効果は小さい.とからみて，

Band gapは約0.3Ryd (a/ ao = 1 )であるがWalch等の得た値， 0.5 Rydよりずっと小さい.

今回の計算では約0.31Rydであるのに対しWa1ch等は約0.25Ryd 

これは APW法による結果の方がより励起された電子像を与えることを意味し

Hartree-Fockの変分原理から考えて DVMに対して APW法は MgOに関してはより悪い近似

逆に valencebandの幅は，

の値を得ている.

で、あることになる.

更に両方法の聞に大きな差があることがわかる.数値的なことExcited bandについて見れば，

準位の順序がいれ換っている.例えばX1とX3の順序は DVMによるものと APWは勿論のこと，

法によるものでは逆になっている.valence bandの結果に関して APW法の方が良くないのであ

るからより高い bandについてもこれが言えるだろう.
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Fig.5 に， a/ao=0.9の場合のそれをa/ao= 1での band図を Fig.4に，a/aoニ 0.95のそれを

Fig.6に示す.計算された B.Z.点、は対称点または線名が記きれているものについてのみ行われ，

これ等の点は B.Z.の等分割点となっている.その聞の曲線は適当に内挿されたものである.
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励起bandが使用に耐えない (N安定性では，励起bandが必要で、ある) であろうことは，圧

縮状態の band構造を見れば明らかである.例えばrl・L2'の有効質量は圧縮されるに従って大き

くなっている.換言すれば，分散が小きくなっている.これは理解し難いことである.valence 

bandの方は定性的には，圧縮された状態を表わしており，正しい振舞をしている様に見える.し

かし，後述する全エネルキー又は圧力の計算から判る様に定量的には正しい変化を示していない.

最も顕著な異常は，圧縮されるにつれて bandgapが拡大することである.定性的にはこれは

小きくなるものと考えられ，最終的には金属に転移するものと予想されている.ただしこれは考

えている状態から最終状態の間で相転移が無い場合について言えることである. MgOか数Mbar

で金属化するかどうか明らかではないが，その様な主張もある(川井 1974). 高圧実験による

P-V曲線から 1_5Mbar で V/V。与 0_7であるから a/ao~0.89である.もし計算が正しし数Mbar

で金属化することが真実ならば.band gap はa/ao=0.9でほとんどゼロでなけれは、ならない.

本来相転移をするのは系のエネルギーをより低い状態に移行させるためであるから，低圧相で

の高圧状態の計算値は，より高いエネルギー値を示す筈である.塩化ナトリウムは高圧で CsCl

構造をもつことが知られている. これに類似を求めるとすれば. MgOは高圧下で CsCl構造

になる可能性が考えられる.

もしそうだとすれば NaCl構造のまま圧縮状態を計算すれば，本来あるべきエネルギ一準位よ

り高い値を得ることになる. これは bandgapはより小さく算出されることを意味する. とこ

ろが，求まった値は逆の振舞をしており excited bandが極めて不正確であることが判る.

次に全エネルギーについてみる.

a/ao = 1の時の全エネルギーの{直は584.9Rydである.valence bandの電子の固有値の収束

条件は 0.01Rydであるが，真実の値からは0.5Ryd程度離れていると予想される.勿論真実の

値は判ないのであるが，例えは¥DVMの結果と比較すると相対的にさえ (bandgap等)

0.2Rydの差があるので，絶対値ではその2倍以上の誤差があるものと考えられる.従って，全

エネルギーは unitcellについてのポテンシャルの積分を含むことを考えれば更に 2ケタ精度が

落ちると思われる.小さく見積って10Ryd程度の誤差があるものとする.

圧力の計算は町daとVirial定理の双方から求まる 既に述べた様に両者は一致しない会

T+すV=PV=1 RydでV=100)jj¥子単位体積の場合Pξ1.5Mbarて、ある 左辺に耐dの誤
差があれば，同じ Vで15Mbarの圧力誤差を生じることになる.実際の計算では V=126であり

a/ao= 1での圧力はー13Mbarである.本来Obarでなければならないのであるから，上の誤差の

評価から全エネルギーに関する誤差は10Ryd程度であると言える.これは band構造に関しては

0.5 R yd程度或いはもう少し小さい誤差を持っていることが判る.

Mattheiss (1969) (c. frr章)の結果から見て band gapも2倍程度の誤差が考えられ，これは

DVMの結果からの推定とも一致する Mattheissや Wa1chet al.の結果から推定されることは，

計算値の多くの矛盾は，主として. VMTに原因がある.更に圧力が負になることは運動エネルギ

ーが過小評価きれていることを意味する.Siliconに関する Williams(1970)の研究ではoverlap
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ポテンシャルによって運動エネルギーが補なわれるとしている.彼の方法は KKR法を overlap

ポテンシャルが扱える様に発展させたものである.

以上の様に MgOに関しては APW法は少くとも VMT を用いる限り役に立たないことが判る.

結局W章で展開した安定性の式を用いて NaCl→CsCl転移の可能性を調べるまでには至らなかっ

fこ.

結 論

(1) MgOは異方性が強しそのポテンシャルは VMTでは表現できない.

(2) overlapポテンシャルも考慮する必要がある.

(3) P-V曲線を得るには機械的な計算精度を高めねばならない.

(4) 結品の安定性だけを考える場合 (NaCl構造に関して)には(10)式を利用できる.

計算は北大FACOM360-75(課題番号1001FS0221)により行なわれた.
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